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W praecy podano nowy sposéb numerycznego wyznacza=
nia rogkaddw predkodei dla pulsujgcego przepiywu
w przewodzie o odksztaiecalnych Sclankach przy za=-
danych lokalnych wartosolach cisnienia, gradientu
ocidnienia oraz zadane] zalezno$cl pomiedzy cidnie=-
nilem é promieniem przewodu., Réwnaniami, z ktorych
otrzymano rozkady predkoscli byty nieliniowe roéw-
nania Naviera - Stokesa, Do numerycznego rozwig-
zania tych rdwnani uzyto metody prostych typus

—___ dyskretny czas - ciagta przestrzen, nie stosowane]

dotychozas do oblliczen przy pomocy maszyny cyfro-
wej. Otrzymano dobra zgodnosé wynikéw z dostepnymi

w literaturze danymi eksperymentalnymi,
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1. WPROWADZENIE

Niestacjonarny przepiyw cleozy w przewodach o odksztak-
calnych Sciankach przyciaga uwage uczonyohijuz od dwus=-
tu lat. Analityczne p;ace_zostaly zapoczqtkbwane przesz
Eulera; a néstepnie by%zy kontynuowane przez Thomasa
Younga, Moesa, Kortewega, Lamba i innych {3@ ° Zagad;
nienie‘jest szoregdlnie interesujgce w odniesieniu do
badan nad pulsujacym przepXywem krwi w arteriach.
Wzrost zalnteresowania problemami biomedyscznymi, rozwd]
urzadzen sztuecznego serca, badania nad arterioskleroza,
na kxtdéra jak stwierdzono, istotnie wpiywaja naprezenia
Soinajace wywoxane ruchem krwil, sg czynnikami nakania=-
Jaoymi do badan nad pulsujgoym przepiywem krwl w arteriach,
.Literatura wprowadzajaca w problematyke pulsujacego prze-
pxywu krwi w arteriach jest bardzo obszerna,wlidzajqo
w to ksiazki (3] , [23) , [31] , [32] , jak réwnies ob-
 szerne artykuty praegladowe [0 maliOlls altitd s [4)ng s
Dlatego oméwimy krdtko tylko trzy sposrdd wielu, ocha=
rakterystyoznych podejsé do zagadnier pulsujacego prze=-
ptywu w przewodach o odksztaXocalnych Sclankach,
Niestacjonarny, okresowy ruch cieozy w elastyocznych rur-
kaoch mozna opisaé nieliniowym uktadem rdéwnad ruchu eieczy
1 Solanek przewodu. Ze wzgledu na duze trudnosci zwiazane
z badaniem i analizowaniem nieliniowych réwnan rézniczko-
wyoh najbardziej typowym i rozpowszechnionym podejSciem
Jjest linearyzacja réwnai, Pod tym wzgledem najbardzie]

znaczacy wktad do badan nad pulsujgcym przeprywem krwi



wniosty prace Womersleya [51] »{52] » [53]) , ktére,
ohooia# wielokrotnie uzupeiniane i poprawiane [1] ,

) o fial ,.[50]s, zachowaky swoje fundamentalne zna-
ozenle.

Teorlia Womersleya opiera sie na modelu liniowym., Linea-
ryzacjl podlegaja zardéwno rdéwnanla ruchu cieozy, ktdrymi
sa réwnania Naviera = Stokesa jak 1 swlaszki wyrazajace
sprezyste wxasnodol Solanek, O cleczy zakXada sie, ze
jest niesoiéliwa, newtonowska, a o jej ruchu, ze jest
laminarny i osiowo symetryczny. O przewodzie natomiast,
%e ma ksztakt proste], nieskoriczenie dxuglej, oylindrycz-
nej rurki, Przyjmuje sie, Ze cisnienie jak rdéwniez skla-
dowe predkodecl cleczy wyrazaja sie funkejaml opisujaoy=-
mi sinusoidalne rozchodzenie sie fall, ktdére w postacl
zespolone] majq postaé A . exp (in (t-x/0)) , gdzie

t - ozas, x - wspdirzedna oslowa, ¢ - predkosé roohodze~

nla sie fall, A - amplituda zespolona, 1 = V- 1,

Przy takioh zaXozeniach, zlinearyzowane réwnania ruchu
cleoczy daja sie efektywnle scaxkowaé, Predkos$é fali o
oraz stakxe caXkowania wyznacgza sig wykorzystujac rozwiag-
zania réwnan ruchu Scianek oraz warunki brzegowe wyraza-
jace fakt przylegania cleozy do Scianek z rurki.

W pdZniejszych pracach bazujacyoh na modelu liniowym,mo-
dyfikacjom podlegaXy tylko rdéwnania opisujace ruch Scia=-
nek. Do rozwazad wXaczono rézne specjalne wkasnoéocl ma-
teriazu Sclanki jek np. anizotropowosé, ortotropowosd,

itp., a takze wpkyw otaczajacego Sclanke osrodka.



Doskonatg pracsg, w ktdérej dokonano pordwnania wynikdw
otrzymywanych z rdéznych modell liniowych, jest praca
Coxa. [9] o

Okazule sle, Ze opls pulsujacego przepiywu dany moaelem
liniDWym jest nilezadawalajacy , 00 wykazano w pracach
ﬁ2] ’ [?5] o Dotyozy to zwiaszmoza przewoddéw o wigksaych
frednioach npe aort , gdzie w wyniku stosunkowo dusych
zmian promienia rurkl w ozasle prrepiywu, orntony konwelke
cyjne w réwnaniach Naviera - Stokesa odgrywaja istotna
role i nie mogg byé zmaniedbane,

Streeter, Keizter, Bohr [42] , [43] , podjeli prébe
uwzglednienia nieliniowych efektdw bezwXadnofciowych dla
przeptywu jednowymiarowego. Celem prac byXo okreslenie
zwigzkdéw, ktdére na podstawle znanych parametrdéw filzyoz=-
nych pozwoliXyby wyznaczyé wartosel ocidnienia L natesenia
przeptywu w dowolnej chwili i w dowolnym punkole arterii.

Do rozwazai wprowadzono predkosé Srednia. UZozono rdwna=-

— "

nie bilansu pedu i rdwnanie oclagXosci dla maXego elementu
rurki, uwggledniajac przy tym zwezenle rurki, Zaleznosé
‘pomigdzy promieniem yurkl i cilénieniem wyprowédzono %
prostego warunku roéwnowagl pomiedzy ciénieniem cieczy
- a napleciem w Sciankach. W wyniku otrzymano nieliniowy
ukzad réwnai rdzniczkowych czastkowych typu hiperbolicz=-
nego dla oidnienia i predkosci érédniej, ktdéry rozwigzano
numeryeznie metodsg chérékterystyk. Jako dane pooczatkowe
przyjmowano natezenie przepkywu lub cidnienie zmierzone
W pewnym punkcie, Znaczne réznice pomiedzy wynikami dog-

L
wiadezalnymi i numerycznymi tzumaczono nieprecyzyjnym,
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doswiadozalnym doborem wspdozynnikéw teroiam, ktore
byty potrzebne przy ukadaniu bilansu pedu.

Ling i Atabek w pracy [26] zaproponowall numeryocznag me=
todé‘wyznaczania profili predkosci w ustalonym przekroju
popreecznym arterli przyjmujgo jako znane : lokalnie
zmierzone wartodel ciénienia, gradientu oiénienia(zakia=-
dajac, %e sg one okresowyml funkecjami zemiennej t)ofaz
zaleznodol promlienla rurki od cidnienia., Metoda uwzgled=—
nia nieliniowe czXony konwekoyjne roéwnania Naviera = Sto=-
kesa, zwezenle przewodu, a takze nieliniowe wkiasnosScl
spresyste Soianek przewodu. Réwnaniami, z ktdrych otrzy-
~mano rozkady predkosdcl byxys réwnanie Naviera - Stokesa
dla skXadowe] osiowe] 1 rdwhanie ciggXosol.

Dziekli wyeliminowaniu z rdwnad /korzystajac z pewnych
zatozen upraszorajacyoch/ funkcji bedaoych pochodnymi
wzgledem wapdtrzedne] osiowe] X , mozna byio rozpatry-

waé réwnania w ustalonym przekroju Xx = conste.

Zgodnoéé otrzymanych wynikdéw numeryeznych gz danymi dos=
wiadozalnymi byxa doéé dobra. Pewne rdéznice pomiedzy
wynikami numeryoznymi 1 eksperymentalnymi mogg wynikad

z dyskusyjnych zaXozen, jakle uczyniono przy wyprovasdza=
niu wzoru na skZadows radialna. Dlatego tez w obecnej
pracy podj@liémy prébe wyznaozeﬂia rozktaddw predkosoi
omijajac te zazozenia. ‘

Praca Linga i Atabeka poprzedzona byia starannymi bada=
niami eksperymentalnymi [24] ' [25] : [26]. Rezultaty

tych doswiadezelnych prac pozwolily na sformuZowanie



pewnych zaXozerd upraszozajacych, ktdére przyjelismy takze
w obecne] pracy.
W nieniejszej pracy do numerycznego rozwiazania rdwnarn
Naviera - Stokesa wykorzystano niestandardowa metode
réznicowa - metode prostych. W metodzie tej, w odrdznie-
niu od klasycznych metod rézniec skornezonych, dyskretyza-
ojl podlega tylko jedna Qe zmiennych niezaleznych, Tym
samym rdéwnanle réznicskowe crastkowe o dwdoch zmiennych
zostaje zastqpioﬁe ukzadem réwnan rézniczkowych zwyczaj=-
nyche.
Jezell w rbéwnaniu jedng ze zmiennych niezaleznych jest
czxas, a drugag wspétrzedna przestrzenna, to w zaleZnoscl
od tego, ktdra ze zmiennych dyskretyzujemy, mozna wyrdéz-
nié dwie wersje metody prostychs

1/ dyskretny czae - olagla przestrzen

2/ clagty czas. - dyskretna przestrzen.

Idea zastagpienla rdéwnania rézniozkowego czastkowego

przez ukad réwnan rézniczkowych zwyozajnych, jest szna=-
na od dawna /rok 1830: J. Fourier, patrz [49]/. W r.

1928 Rothe zastosowai metode prostyoh Ao dowodu istnie-
nia rozwiazania nieliniowego réwnania rézniozkowego
ozastkowego typu paraebolicznego, stad tez metoda ta nazy=-
wana jest niekiedy metods Rothego, [10] . Sam termin "me-
tﬁda prostych" pojawix sie stosunkowo niedawno i zostaz
wprowadzony przez matematykdéw radzleckich [5] ’ BS],
BB] « Metoda prostych, w obu wymienionych wersjach, byZa
wykorzystana do rozwiazywanlia réwnan rézniczkowych czast-

kowyoch przy pomocy maszyn analogowych i hybrydowych [}7].



Hioke 1 Wei [17] przeprowadzili badania nad metods
prostych typu clagty ozas-dyskretna przestrzen pruy
wykorzystaniu Jej do rozwiqzywaniaIparabolioznych r 6w
nan rézniczkowych czastkowych przy pomooy maszyny oyfro-
-wej. W pracy obecne] podjgﬁo prébe wykorzystania do obli-
czen oyfrowych metody prostych typu dyskretny ozas =~ cig-

gta przeatrzeﬁ.



2. CEL I ZAKRES FPRACY

Celem pracy jest numeryozne wyznaczenie sktadowych pred=-
kosol niestacjonarnego ruchu ocleczy w ustalonym przekroju
poprzecznym rurki o odksztaXoalnych Solankach., ZaXoZono
znajomosé lokalnych wartodel cidnienia, gradientu cidnie-
nia oraz zaleznodcl pomiedzy olfénleniem a ﬁromieniem rurki,
Pomys sprowadzenia rdwnan ruchu cleozy, ktérymi sa réwna-
nia Naviera - Stokesa, do postacl umozliwlajace]j wyznacze=-
nie skZzadowych pﬁgdkoéci w ustalonym przekroju poprrecznym
rurki pochodzi od Linga i Atabeka [26] .
% tej praocy zmapozyozono roéwniez sposdéb wyznaczania promie-
nia rurki przy pomocy cidnienia 1 charakterystyki deforma-
c¢ji rurki. W odréznieniun jednak od pracy Linga i Atabeka,
w obeonej pracy punktem wyjsSola do otrzymania roslkiaddéw
sktadowych predkoscl jest pexny ukxad Naviera - Stokesa
/w pracy [26] Jest nim jedno réwnanie Naviera - Stokesa
“ﬁhmggﬁgﬁiadowq osiowa predkodcl oraz réwnanie clagtosol/.
W nieco odmienny sposéb niz w pracy [26] eliminuje sig
z réwnan funkcje, bedace pochodnymi wigledem wspdtrzedne]
osiowej x o PozwoliXo %o na przyjecie mniej drastycz-
nyoch zakozenl upraszozajgoych niz w praoy [?61 e W niniej=
szel] pracy zasto%pwano catkowlole odmienng prohedur@ nume-
rycznego rozwigzywania réwnan rézniczkowych oﬁgatkowyoh.
Ling 1 Atabek postuzyll sie jawnym schematem réznicowym,
natomiast w obescnej pracy zastosowano niestandardowg meto=-
de réznicows - metode prostych,
Dla 1epszego_uwzg1@dnienia nieliniowodel réwnan Naviera =

- Stokesa zastosowehn proces iteracyjny.



W rozwiazywanym przez nas niestacjonarnym zagadnieniu
brzegowym nieznany jest warunek poezgtkowy, dlatego
/podobnie jak to uczynllli Ling 1 Atabek /wykorzystano
okresowo$é funkeJi cidnienia 1 gradientu cidnienia,
przyjmujac dowolny warunek poozatkowy 1 powtarzano ob=
liczenia przesz kilka kolejnych okresdéw, az do otrzymania
okresowego przepiywu,
Zastosowanie metody prostych, w ktdére) dyskretyzaoc}]i
podlega tylko jedna zmienna - ozas, a druga zostaje za-
chowana w postaci ciaggtej, miato na celu ilustracje tezy
o przydatnodoil L efektywnosel metody prostych do rozwia-
zywanlia nieliniowych rdwnan réznioczkowych ozastkowych
prey pomocy maszyny cyfrowej. Zbadano dwa schematy rdéini-
cowe przy zastosowanlu metody prostych. Sprawdzono ich
rzad aproksymacji oraz wykazano, 2e spekniaja konieczne
warunki stabilnofoi. Wzorujae si¢ na pracy Rothego [40]
hﬁ_Hﬁgggﬂggniono twierdzenie o zbiegnosol rozwiazania pryybli-
zonego do dokZadnegoa
Otrzymane w wyniku dyskretyzacjli rdéwnania rxézniozkowe
zwyczajne rozwlazano metoda dekopozycji, ktdéra pozwolila
uniknaé niekorzystnych efektdw wynikajacyoh z niestabil-
nych wkasnodei operatordéw rézniczkowych., Do numerycznego
rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyozajnyoh wykorzysta=
~no klasyozna procedurg Rungego - Kutty, znajdujqca'si@
w biblioteoe podprograméw jezyka FORTRAN,
Bogaty materiak dosdwladczalny zawarty w pracy Linga i Ata-
beka umozliwiX weryfikacje otrzymanych wynikdw,
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3. SFORMULOWANIE PROBLEMU

3.1. Pakty doswiadozalne

Zjawiska zachodzqoe przy przepiywie ocleczy przez elas-

tyozng rurke sa wynikiem wzajemnego oddzialywania gola=

nek rurki i przepzywajacej ciecsy.

Ze wzgledu na duzg role-jaka w zagadnieniach przepiywun

przez przewody o elastycznych Sciankach odgrywaja spre-

zyste wiasnosci Scianek, oméwimy krdétko budowe Soianki

i zaleZnoéé pomiedzy promieniem arterii a cignienien,

O mechanicznych wtadciwo$ciach Sclanek naczynia krwio-

hoénego decydujg materiaty i sposdb w jaki zbudowang

jest z nich sScianka. Mozna wyrdéznié trzy podstawowe

skadniki. Sa to: kolagen, elastin i mlesnie gladlkie.

Migénie gxadkile odgrywaja wazna role w sterowaniu lokal=-

nyoh zmian grednicy naczynia w dXuzszych okresach czasu,
~———1leoz lch wk¥ad w meohaniczne wtasnofcl naczyA krwionod-

nych, zwkaszcza naczyn o wiekszych Srednicach, jest nie-

wielki [23] , [29] . O wiaeno$olach mechanicznych Scia=

nek deoyduje wiegc elastin 1 kolagen,

Elastin jest materlialem bardzo rozeciagliwym, o wtasnos-

ciach zblizonych do gumy. Posiada moduk sprezystodci rze-

det 76, 10° —EE— o Kolegen jest materiaXem wxdknistym,

gstosunkowo slabg gprezystym. Jego modu sprezystosol

Jest ok. 20 - 100 razy mniejszy niz elastinu. Swoje wias-

nosci sprezyste objawia po wstepnej deformacji rurki,

Charakterystyka statyczna scilanki aorty jest super—'

pozycja charakterystyki elastinu i kolagenu [29] . Rysu-



nek 1 przedstawla typowg charakteryetyké aorty. Na

ool pionowej zostalo odlozone oldnienie tgtnloeue p,

unormowane wzgledem Srednlego cisnienia V. Natomiagt na

ol poziomej.ddeZOno wggl@dne wydluﬁenie promieniowe
%2 = R/Ro’ gdzie RO - jest wewnetrznym promieniem

aorty w stanie nienapre¢Zonym,

W zywym organizmie Solanki aorty zwykle znajduja sig

pod wptywem staXego naprgZenia wzdiuznego, ktdre charak-

teryzuje sle wspéXczynnikiem wydXuzenia wzglednego

Ay = 1/10' = 1.35 -~ 1.45, gdzle 1

1
aorty w stanie nienaprezonym, 1 - dxugo$é tego odoinka

[ dtugosé odoinka
w naturalnych warunkach pracy.

W normalnych, fizjologleznych warunkach cidénienie p,
wymuszone okresows pracg aerca,'zmienia sie w granicach
0.75'F =~ 1,25:°, P - drednia wartosd cisnienisa.

W zakresie ciénienia 0od 0 do 0,6 P o wkasnosolach

sprezystych Scianki decyduje elastin. Wkdkna stosunkowo

i e e

maXto sprezystego kolagenu zostajg naprgzone 1 wnoszg
wkxad w sprezyste wkasnosel Soianel dopiero przy
p= 0,60, aprzy wysezych cifnienlach przenosza pra=-
wlie caZe obolazenie wywolahe cisnieniem, Objawla sie to
pzybkim wzrostem nachylenia krzywej na rys. 1 pray

Ao D 1.4
Zmiana ciénienia w granicach 0.75 D = 1.25 P wywoXuje
zmiang Az o okoXo 22 %,00 z kolel odpowiada zmianie
pola przekroju poprzecznego aorty o ok. 49 %.
Jest oczywiste, ze tak duza zmiana pola przekroju poprreggz-

nego aorty bedzie miaza wpiyw na parametry przepiywu.



v Bl

Sposdéb otrzymywanla charakterystykl danej na rys. 1
przedstawiono W pracy [27] o SzozegdXowy opls budowy
Solankl, a takze prébe zbudowania fizycznego modelu

aorty przedstawlono  w pracach [24] , [25] , [29].

P=100mmHq
14 | R,=05¢cm /

12 FDYNAMICZNY ZAKRES ~
| ZMIAN CISNIENIA

Rys. 1. Typowa charakterystyka aorty [29] .

Aby okre$lié profile predkodol w przekroju poprzecz=—
nym rurki nalezy rozwiazaé ukad réwnai opisujgoy ruch
oieczy i ruoh goianek rurki, Oba te uktady réwnad zwiagza-
ne ga wspdlnymi warunkami brzegowymi.

Rozwigzanie takiego pexnego zagadnienla brzegowego jest

zadaniem bardzo trudnym i skomplikowanym,



™ 1 4— =

Przyjeoie jednak pewnych zaXozeh pozwala znacznie upros-
oié zagadnienie,
U podstaw naszych dalszych zaXozed uprasgzcezajacych leza

nastepujaoce fakty doswiadczalnes

1/ stwlerdzono [?6] s %e wptyw siX bezwXadnosol porusza-
jaocych sle Scienek rurki w stosunku do sil pochodzg=-
oych od oidnienia 1 sit spreszystodol Scilanek jest nie-

wielkl.

2/ podXuzny ruch Scianek w kierunku osi x /rys.?2/,
wekutek krepujacych wxasnosdcl osrodka otaczajacego
rurke oraz specjalnej budowy Solanek rurkl, jest bar-

dzo maty /patyz [12] /.

3/ badania dodwiadczalne wykazaXy, ze efekt tzw. odcinka
wet epnego ograenicza sle do odoinka rurki o dXugosoi
réwnej w przyblizeniu dziesigoiu jej érednicom [25] ,
i %e w wiekszej odlegkosci profile predkofel malesa

T g¥bwnie od lokalnych warunkéw przepiywu. Dlatego tes,

w pewne] odlegosei od rozgatezied profile predkosol
moga byé uwazane za w pexni rozwiniete. /p. [éG], [Eﬂ /

Uwagl 1/ 2/ pozwola na tratwe wyznaczenie ruchu solankl
na'podstawie zmierzonego lokalnie cidnienia i zaleinoscl
promienia rurki od cifénienia, natomiast 3/ umozliwi

uproszozenie rdéwnani ruchu,.



3.2, Réwnanie ruchu solanli

Powyzeze fakty dofwiadezalne pozwalaja na proste okredle-
nie zwiazku pomiedzy lokalnie panujacym cisnieniem a pro-
mieniem rurki,

Niech R (x, t) oznacza wewnetrzny promied rurki w usta-
lonym punkeie x o w ochwili t « Przyjmujemy, Ze wiel-
kos¢ promienia rurki R w zaleznosci od lokalnego cild-
nienia p okredlona jest doswladozalnie /patrz rys. 1/
1 dana zaleznodcia p = P(R) . Funkeje P nazywaé
bedziemy charakterystyka statyozng rurki, H:uﬂg'.aaawaz“!i LEDd=-

nie z obserwacja, siXa bezwkadnoSoi Efﬁgﬁﬁ RICRIE i S

d -

jest pomijalna /m - efekiywna masa Scianki przypadajaca

b

na. jednostke diugodel rurki w stanie nieodksztatconym/

'otrzymujemy gtad prosty warunek rdwnowagi

O=peétx, t) = ‘P(R) A/

— s

Charakterjstyka P(R) Jjest funkeja éqiéle roengog. Guwa=
rantuje to istnienie funkeji odwrotnej R (P), Mozemy

wieoc réwnanie /1/ przepisaé w postaci
R="R(x, p(x, %) /2/
Zaleznos$é /2/ pozwala na wyznaczenie aktualnego promie-

nia rurki w punkeie =x , gdy zhamy lokalnle zmierﬁone

oidnienie p w tym punkcie,



3.3. Réwnania ruchu ciecszy

Bedziemy zmakXadal, ze clecz Jest olecma newtonownlia,
niesciéliwa, a przeptyw laminarny, oslowo - gymetryozny.
Odecinek rurki, w ktérym bademy przeptyw jest prostoosio-
wy /rys. 4/, a punkt w ktérym badamy przepkyw lezy dog=
tatecznie daleko od poczatku L kodea przewodu /niektdrazy
~autorzy przyjmuja pdlegkosé réwng dziesleciu jego dredni-
oom 25 /. /por. 3/ str.14 /.
Przyjmujemy, Ze ruch cleczy opisywaé beda rdéwnania Navie=-
ra - Stokesa i réwnanie ciagtogoi, ktdére we wspdiryrednych

oylindrycznych, przy pominieciu six masowych majg postad

[19] 3

)RR R 1 S

2 2 :
1 9piydin. 13y gt u
9t or dx 9 +Y( i i rd) /24

DRe g

: ' 2 2
TG Y L 8 0D 0 e ] O O /a/
ot or 0x .. fox (5;? r dy 522)
. . | ;
SR+ eg-o /5/
gdzle: u - skXadowa radlalna predkosel

- sktadowa osiowa predkosoi
- ¢cilénienie

gestosé clecuzy

o, ey oS
1

- lepkosé kinematyczna cieczy



Ryse & Fragment prrzewodu

3.4+ Warunkl brzepowe

7 makozenia lepkodei cleczy i braku ruchu fcianek w kie-
runku osi rurki wynikaja nastepujgce warunki brzegowe

dla r = R:

= e e AR - '
T u = e /6/
\rnR 9 _
W| = 0 . 3 114
BaR 5 potea :

. Warunki brzegowe dla » = O wynlkajg =z zatozonej symetrii

pr_zeplywu:
u :
T 8/
r=0
e | 19/
r=0 :




W dotyohozasowych pracach w miejsce warunku /8/ byk
przyjmoweny warunek postacl w = 0, Ze wzgledu na fakt, ze

réwnanie rézniczkowe /3/ Jjest rzmedu drugiego, prdoz wa-

runku /6/ moZemanarzucié tylkd Jjeden z warunkéw:g% = 0

lub u =0, Drugi z warunkdéw powinno sle otrzymaé auto-
matyeznle, w trakele rozwigzywania problemu, Oba warunki

sa tak samo wazne, jesli mazadamy, aby rdéwnanie /3/ wmiako

1 2u

_ roxr

i —% o Istnienie granie tych wyrazen przy r—» 0 wymaga,
r

aby lim W Dol P T aim g0 28 wzgleddw oblloze=

i =0
niowych dogodniejszym dla nas bedzie warunek /8/,

gens dla » = 0 o W réwnaniu tym wystepujg czony

Pominieto warunki brzegowe na kolcach rurki /dla zmien-
nej x/. Uzasadnione jest to uwagg wyrazong w pkt. 3 pod-

rozdziazu 3.1,

3.5. Uproszorzenia réwnan ruchu

W rdwnaniu /3/ przyimujemy, ze 482 L0, Spodziewamy

eor
slg bowiem, 1% duza elastyoznosé Soclanki bedzie zapobiegad

powstawaniu znacznych réznioc cisnienia w kierunku radial-
‘nym, Z zatozenia tego wynika, %e cidénienie p bedzle za-

lezeé tylko od zmiennej x .

2
Pogadto w réwnaniach /3/ 1 /4/ pomijamy ozXony é?—% ’
0w 4

1522 o Odpowiada to ogdélnie przyjmowane]j aproksymacji
warstwy przysciennej [44] . '

Promiend rurki wyznaczajacy obszar, w ktérym sgukamy rogz-
wigzan, zalezy od czasu /por. wzér /2//. W ten sposéb wa-
runki brzegowe /6/ i /7/ =zadane sg na ruchomej krzywej
Bem Bz ot



s A

Aby uwolnié sie od tej niedogodnogoi, w réwnaniach /3/,
/4/ L /5/ Adokonamy vemlany zmiennej przyjmujac wamiast

r zmienna s okres$lona wzorem
8= r/R(x, t) /10/

1 pozostawiajge zmienne x, t bez zmiany. Zakladamy przy
tym, 26 R(x, t) Jest funkoja Scidle dodatnia, tzn,
Rex, .t > 06 >0 ., . gdzle e jest pewng dodatnia stakq;
W nowyoh zmiennych (s, x, %) warunkl brzegowe /6/, /7/,
/8/, /9/ przyjmuja postadcs

u’(s,lx, 1:),8:1 s %—% /11/
w (8, X, t)[ ; TR o 12/
B=

uis, x, B s /13/
08 8=0
PR (%'sx’ ) Ta e /14/

a réwnania /3/, /4/, /5/ postads

Au 9%y V) w _9R  u ., 1 _9R\9u
—_— 4 b i e e ot ) S5
Q% -3.?2_382 (5°R2 R 0x R R 31;)38
- W chiES z — U /15/

dx R g



:

U, 1 . 3R\OW aw 19w 9R
_,__.Y_z_ PRGN ST SR T T R SR O AL SRR - R T R /16/
(B'R R R 0%79g dx RIe x)
oW 8 9w 2R 1 2u n
o F S E iR 0 el

Naszym zadaniem jest wyznaoczmenie przy pomogy rdéwnai
/15/, /16/, /17/ »rozktaddéw predkoscl w przekroju po-
przecznym rurki, przy ustalonym x o Chcasc unikngé warun-—
kéw brzegowyoch na czesciach brzegu x = const, musimy

% réwnai /15/, /16/ wyeliminowaé /podobnie jak Ling

i Atabek [26]/ pochodne wzgledem tej zmiennej.

Z réwnania /17/ mamy:

go9w - OR 1 Pw .U

= g %8 D% R 08" 5 R /18/
J%% wyliczamy korzystajaoc z rdéwnania /2/
2R AR AR op
OB it & kb i i 5y (hed

We wzorze /19/ %}E reprezentuje zmiang promienia rurki
przy ustalonym ciénieniu. W przypadku aorty'zmiana ta po-
chodzi 84 je] stozkowato zbleznego ksztaXztu. JeZell ozna-
ozymy przez Y kat zbieznosel rurkl przy ustalonym ois-

nieniu, to w danym punkcie x



R 182 T

Wartosé kata ¥ zmuereni Jestedmy okreslié dos’wiadﬁzal-
nie. W ustalonym punkcie x, WY ulega zmianie wraz ze
zrhianéc oisnienia p . Ze wzgledu na to, ze zmiany te sg
bafidzo maxe przyjmujemy, ze W jest stake [26_]

)

5= We wzorze /18/ wyliczamy ze wzoru /2/. Gradient

a.‘l.snienia —%-5?- przyjelidmy za znang funkcje czasu. Tak

wigo prawa strona wzoru /19/ jest znang funkeja.

Pochodng g:j' przedastawimy w pewnej specjalnej postacls
w tym oelu po zroznlczkowaniu réwnania clagtosci wzgle-
dem X, uwz,gl@dn:.enlu, ze—gg-—‘g- Bt przyjeciu dodat-

X
kowego zaxozenia w postacl -éa-——%-—— = 0, otrzymu)emy:

X

E)( o Buas’aR.agw_’E)R CRY
OF]

8 Ox Ox dgdx 9x DOx

el

—

Zaktadamy przy tym, Ze u , w sg oo najmniej dwukrot-
nie rézniozkowalne w sposdéb clagty, ' wigo moZemy zmie=
niaé kolejnosé rézniczkowania. Po zrdznicrkowaniu rdwna=-

nia olagtosel /17/ wugledem 8 1 prostych prreksztal-

o D 2w
oce-~miach Qtrzymu,jemy wyrazenle na SEow
o g o e
'gwn 1(32@.3.@..%.,.25@.3@&_2@.2 3 n@.ﬂ)
Og9x 8'R° Jxds 0% 0s o8 38 O x

2
iRugujac z obu ostatnich rdéwnand wyrazenie -‘-,39———8-53—; i stawia-

wiajac za -%—E prawa stroneg rdéwnania /18/ 01;::z;,rrm,l,jleemy.ér



2
2wy, 198 198( 20800, 0h 2,
Bs('c)x) g Ox R'c)x( 'BJ;'BB 952 )

Przy ustalonym x powyzsze rownanle jest liniowym rdéw-
Q
93

il

naniem rdézniczkowym mwyczajnym wzgledem , ktorego

b

rozwiagrahie ma postad:

d

=

$ 2 2
pan 1 eOR A wEE 9 o B\ ag
Bx '8 S S (s ij"é? gs y )

8

o2
S

&
R
0
Catkujac przez ozesol wyrazenie po prawej stronie powyz—
pzej réwnoscl 1 dokonujac redukecji wyrazdw podobnych

otrzymujemy nastepujgce wyrazenies

s
Qu _ 1 2R [9R/ 2w 6 du, ]
=== —~(g°5=~3, 8. 2\s o wig)~ L 4 onl/21
Rz R?)x BehC o 2a " W+SS; wa>:599_+ (o

Dla przejrzystodol wymienimy jeszcrze raz wszyétkie prey=

Jete zaXozenla upraszczajaces

s wls=1 =0
9p
2/ Y = 0
Bty 22
a— = 0y —l— = O
Ceasor It
2
m DR
4/ 2 el Dye -
5/ Y = const, ;
6/ %!
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4, METODA PROSTYCH TYPU DYSKRETNY CZAS = CIAGEA
PRZESTRZEN

4.1, Sochematy réznicowe

Niech w obszarze o BN B < S t > 0 Dbedsie zadane,
dla funkejl v (x, t) , magadnienie brzegowe : :

D v 92y |
ooy - Y gty : : /22/
% (% V’Bx’ ng)

VR O0N - v° /22a/

v (O!. t) = &?1 (%)
| /22b/

v (1, 8)= P, (%)

—Y Jjest funkoja zalezna od zmliennych x, t oraz funkeji

v 1 jej pochodnych wzgledem x, np. Y moze byé postacii
%2v Qv
Y = aCx,tJ——;? * b(x,t)5§ + e(x,t)-v + £(x,t)

gdzle a, b, o, £ s3 zadanyml funkcjami.‘

Szukamy rozwiazan przyblizonych zagadnienia /22/ w ob-
szarge’ 0 <KX, 0SSt <<T < o0 dyslcretyﬁuje;c
« czas 1 przyjmujgo dla niego skorozony uk¥ad wartosci:

t=j‘At, j=0’1’ .-..ﬂ, T-_-Atono



——

7 twierdzenia o wartodel drednie] mamys
v (X, tj +at) - v (x, tj)a

Av Ay A '
mwAt S oAt oY (% At /23/
7 éT t:tj'!'fl.o Al ? ( +M A ) '

gdzie o..{(u@, a Y(td + Moo At) oznacza wartosd
funkeji, w ktére,j argumentach poZoZono % = 1:'1 + (U. At
Poniewa? dokZadna wartos$é parametru A Jest nieznana,

Y (t'j + Mo At) zastgpujemy wartofols érednig w pruze-

dziale [t‘j ’ 9 +At] » @ mianowicle wyrazeniem

0y (t9*t1y & (1 = 8)-Y (t9) 24/

gdzle 0 €6 €1 Jjest statym parametrem,

Réwnanie /22/ =zastepujemy réwnaniem réznicowym postacis

AT

=9.1’3+1+(1-9).YJ /és/

glzie W = v (td), ¥ =y (&)

Réwnanie /25/ porzadkujemy przenoszac wyrazy z indeksem

J+1 na jedng strone, Otrzymujemy rdéwnanie

1 ;
At . © at « ©
gdzie 89 =V 4 (1 - 0)at . Y /27/

s spexnia réwnenie rekurencyjne



' 1 -0
gitt o yw*l -9--@-—3 (vl L sdy, /28/

ktére katwo otrzymujemy ze wzoru /27/ ktedge J+1 gza=-
miast J i rugujac z tego rdwnania yJ+1 przy pomocy /25/.
Warunki brzegowe /22b/ speXnione zostang przez odpowled-
ni dobdr algbrytmu oblioczeniowego., Warunek poczatkowy wy=
korzystamy w pierwszym kroku obliozenibwym przyjmujqc nPe
S° ='v°, Zauwazmy, e S'j jest przyblizona wartoScia
funkojl v (%, t) wohwili t =19 + (1 - ©)-at /patrs
wzory /22/ & /27//. Przyjmujac 82 w v° zaktadany, Z%e
warunek pocz@tkowy vostat zadany w chwili t = (1 - ©) at,
a nie w chwill t = 0o,

/W pracy [46] podano inna, doktadnlejezg procedurg zapo-
ozatkowujgog obliczenial/.

Proces numerycznego rozwlazmywania rdwnania /22/ przy

uzyciu schematu rdéznicowego /25/ skiadaé sig bgdzie:

h‘H‘“Tf“z*rohwiqzania wrgledem Vj+1 réwnania /26/.

2/ wyliczenia ze wzoru /28/ Sj+1, ktdére zapamigtane

postuzy do otrzymania rozwiazania v1+2.

Inny schemat réznicowy mozna skonstruowaé nastgpujaoco:
mnozac réwnanie /23/ przes (1-+06), a prrez (-ol)

réwnanie postaci
v (x, ¥y - vz, t9 —aty=at ¥ (89 - Wl at) /307

gdzie O g{ﬁst1, a nastepnie dodajgc stronami. otrzy-

mujemys



= okt g

-y

(' +°C)[V£xs 43 +A_TJ)I""V(X,'IIJ)]- ocbr(x,tj)- v(x,td -~ A=
=at: [ ¥ (67 Hpeat) + LY (19 +pat) = ¥( £ - weat)] =
At o TOW ke atdip 0 L4y

gdzie oL>0

Zast epujac Y (x, td 4 p»at) przez wartosé Srednig
/24/ 1 pomijajac wyrasy ()(Atz) otrzymujemys:

(1 + (W - vy (v - vy

oo sty o niey e | /31/

Zelwzoru /31/ otrzymujemys

ity b B a0 vodnd ais oy w8l Bl /32/
—_— At @ : At - 0 ;

—

gdzlie sd - oxredlone jest jak poprzednio wzorem /27/
p e (2. v -V ' /33/

Przy uzyoclu schematu rdéznicowego /31/ prooces przybli-
z0nego ocatkowanla rdéwnania rdézniczkowego /22/ sktadad

sle bedzie:

1/ 2z rozwiazania wzgledem yd+1 ‘réwnania /32/
2/ obliczenla 1 zmapamigtania sI*1 ze wooru /287 1 PIHT
ze wzorw /33/, ktdére postuza do otrzymania rozwiaza-

nia Vj+2.



- 2'? -—

ze wzoru /33/ widaé, ze przy uzyoiu schematu réznico-
wego /31/ konleozne jest gzapamigtanie rozwigzania na
dwéch warstwach czasowych: ¢t = £ fodly - §d =1 « Dla za~
poczatkowania obliozeﬁ;tj. znalegienlia Vl nalezy pray=
jaé schemat /25/. Zauwazmy, Ze dla o = O schemat
/32/ redukuje sie do /25/,

4,2, Zmienny krok ozagowy

Jedng z wazniejszych zalet omawianej wersji metody prog-
tyoch jest mozliwodé stosowania zmiennego kroku czasowego
At « W zaleznoscl od tego,0zy lnteresujgce nas zjawisko
w rozpatrywanym przedziale ozasu przebiega szybko czy
tez bardzo wolno, mozna stosowaé mniejsszy lub wiekszy
krok czasowy. Zdarza sle, Ze badany prooces z upkywem cza-
su "stabilizuje sie" i interesujace nas zmiany przeblega=-
Ja éoraz wolniej. MoZna wiedy zastosowad systematyczne
-1“‘HEW1§kszahie kroku ozasowego /np. w sposdb wykkedniczy/.

Niesh A t9% £3%1 - 4J 1 nieon

J+1
By A /34/
At
Réwnanie odpowiadajace rdéwnaniu rekurencyjnemu /28/,

w te] nowej sytuacji, przyjmuje postacs '

g e . (1 = 8) Py (vd+1 - gd) /35/

a réwnanie /31/ postad



- 28 -
(1 +o) (W vy cor (W - vi-ly .
=[ov -j‘” + (1-0 Y] a3t 4 o v f«’;]—’é—;- /36/
Wartosé Y mozemy wyznaczyé ze wmoru /27/

(1 - 8) atd*?

Réwnaniu /32/ odpowianda réwnanles

Yj+1 = (1 ¢ 0(-3_ Vj+1 & Sj & Pj

0-at9% e g kT
+ OC' - 1 ;s SJ o, vj
eatitls R T=8 /38/

4.3, Rzad aproksymaoji

Pierwsza wkasnodcia, jakie] nalesy Zadaé od rdwnania
réznicowego, jest wiasnosé aproksymacji rownania rézni-
ozkowego. Zadamy mianowicie, aby w graniey przy At —e O,
réwnanie réznicowe przechodziZo na rdéwnanie rdzniocrkowe,
Przeniesmy wszystkie wyrazy w réwnaniu /22/ na jedna stro-

ne I gapisznmy je w postacis



gdzle

dv Ny RV
LVBW-Y(x’t’V’W’WZ) /39/

Oznacgmy przez Lh - aproksymacje wyrazenla Ls

Niech 'W;v)oznacza
Yo = Iy v

Definioja: Méwimy, ze réwnanie Iy aproksymuje na
| rozwiazywaniu v rdéwnanie L 2z rzedem

kX [k >0/, jekell
|¥n (M| M. (@an)"

gdzie M - jest pewna state niezalezng od At
"_‘_‘“‘-—-—-_____‘_‘________ } 3
Zbadamy rzad aproksymacji rdwnan réznicowych okreslonych
réwnaniami /25/ 1 /31/. '

Dla rdwnania /25/ mamys

J+1 J :
RAGE v +A; Vst BT Ll SR NS /40/

Nlesh v - bedzie klasg dostatecznie regularnyoh funkejl
/ap. C°/. |

Zastepujemy v przes YiX, tj), a Vit odpowiednio

przez v(x, £ + Aat) i.rozwijamy v(X, ti+ At) we

wzdér Taylora



vt at) = v(x, t3}+ at 2% 81,- ﬁ-;— 7,)7;72 + o(atdy 141/

7 réwnania /22/ otrzymujemy

2 o
%%l . Yl ',,’b_v X6 At Dzé.?&ﬁ + 0(at?)  /42/
{SH _{__3‘”

Podstawlajae /41/ i /42/ do réwnania_ll46/ otrzymu)e—

my

2 2 e
«yh(.,).g_%'_ +%—%—-‘-’g-®%—.‘fr CEat BT g ST
| b |

+0(at?) = at (% -0) 5% 2 2 %2 v 0(at®) 143/

Ze wzoru /43/ widaé, ze dla ® = 0.5 rzgd aproksyma-
0ji jest réwny dwa (k = 2),

W przypadku ogﬁlnym 1Hbt}= Qloasy wieo prad aproksy=-
macji Jest rdwny Jjeden T (%

Dla rdwnenia /31/ , po podobnych przeksztaloeniaoh jak

wyzej, otrzymujemy:

2
*{/}gvh(r} +€ =0). At 3%% + 0 (At?) /44/

Jezell przy usﬁalonym 0, o wyblerzemy tak, ze



=0 =1 e /45/

to rzad aproksymacji bedzle réwny dwa., Dla innych wartod-

el ® 1 o rzad aproksymacji bedmle rdéwny jeden,

4.4, Stabilnodé sochematu rdéznicowegn

Aby sohemat rdéznicowy mdégk byé przydatny do obliczed,
opréoz speinienia warunku aproksymacji powinien bydé gta=
bilny. Istotg stabilnoscl schematu rdéznicowego jest fakt,
%e mate bredy /np. bledy zaokragled/ wprowadzone w proces
oblicﬁeniowy poprzez dane poczatkowe, ‘przenoszg sig¢ na
dalsze etapy oblicozen gz nilewzrastajaca amplituds., Bada-
nie stabilnosei schematdw réznicowych, w ogdlnym brzypad-
ku, jest zadaniem bardzo trudnym., Najozedoiej zadowalamy
sie podaniem konlecznych warunkdéw stabilnosgcl, wyprowadzo-
nyoh czgsto dla uprossozonych zagadnied [7].
Hﬁﬁif%ﬁ?ﬁﬁujao sle spektralné metoda J.von Neumana ﬁB] [?91
podamy konieczny warunek stabilnosecl stoaujqc gechemat
réznicowy /25/ do réwnania rdznionkowego o statych
wapdtozynnikach. Sprawdzimy rdwniez, ozy jest spelniony
konieczny warunek stabilnééoi schematu /31/, gdy of epek-
nia warunek /45/, tzn. gdy rzad aproksymacji jest rdwny
dwa,
Niech dane bedzie nastepujace rdwnanie rdézniczkowe ozast-

kowe o stakych wspdtezynnlkachs

LR e R T B s e t. /46/
Dt N? + ,6; v o+ o V, > s A,B = const., /4

gdzie v =1v (X, t) y=0<Cx <00, £ > 0 ,



Na funkoje v nalkXadamy warunek pocgzatkowy

V. (% 0) i b

Stosujae do rownania /[46/ sohemat réznicowy /25/

otrzymujemys:
J'l'-1 _J ]2 f'] 11 d’ :] +1 +1
i AR ay : o ke J 2
" - r;)(-;f-m b A o rB Y ¥ g
' 2.3 3
s (-0 (SF— +a G 43 vd) /47/
ax

Okreslenie stabilnodci oparte jest na nastepujacym ro-
gumowaniu D5] : jezell schemat rdéznicowy jest stabil-
ny dla dowolnego warunku poczatkowego v(x, O)= cP(x);

to w szozegdlnoscl jest on rdéwniez stabllny dla
V(x, 0) = ¢~ q'% /48/

gdzie q Jest parametrem rzeozywistym. Rozwiagzanie rdwe
nania réznicowego /47/ dla j-tej warstwy czasowej, pruy

warunku poczatkowym /48/ Dbedvie miaXo postads
vl ad ol ax 3= 0s1,2,000n, T =4t n /49/

gdzie lioczbeg zmespolona A wyznacpymy z réwnania, otruy-
manego brzez podstawienie /49/ do rdwnania /47/.
Warunkiem koniecznym na to,aby rozwigzanie /49/ byZo
ogranlcrone dla J = 0,1,2y eeen , T=n. a4t Jest,

aby dla wezystkich dostateoznie maxych A%t zachodzilos



‘%l§§1 +¢ s At

gizie © - jest pewns stala niezaleins od 4t .

Po podatawfeniu /49/ do /47/ otrzymujemyi

)\3*1 ?xi
B 2 & J+1 : :
— =0 (=02 A s aaq A up p 3y
+ (1= 0¢a®a9 + 14 qad 4+ BAdY
stad
1 = at(1=0) (g%~ BY + 1 A ql1 - )% at
A = S ! /50/
1+ at ® (g°=- B) = 1 A © at
oraz
— 1)\ 2 e v mcq = mj? 229%(1-00% & 2 o,
"~ [k at 0(a” - BYJ® + A2q ; At |
Jezell q2 2 B,to otrzymujemy oszacowanie:
| Al < [1 + atli- a\(r Sl L ng 2. at?
11 xuat alaf - :B)]Z + A°q°0°%: & /52/

LY

Ze wzoru /52/ widaé ,ze warunkiem wystarczajgcym na to,



PRy
aby |[M<1, Jest aby (1 = 0)<H  czyli

1 £6 <1 /53/

Dla qZSB ze wzoru /51/ mamy
Al w140 . At + 0 (A¥%) gdy at—20 ,

Stad konliecznym warunkiem stabilnos$ci schematu rdézni-
cowego /25/ Jest warunek /53/. W dalszym oi&gu-zakia-
damy jego spelnienie. Stosujac teraz do rdéwnania /46/
schemat réznicowy /31/ 1 podstawiajac w miejsce yd
zaleznoéé /49/ , otrzymujemy rdwnanie kwadratowe

wzgledem A , ktbérego pilerwiastkami sgs

N oLl 2e- (1-0) at (e~ B - 10a] 4
1,2 2]'_1 + of + © -At[(qz -B) = iqA]l
. 1+ 2w =t1-0)at [(q%-B) -10A) 2_40c(1+ ot +0atfto?=B)-10A)

2[1 + o+ 0 -4t [@° - BY- 1aa])
/54/

Wprowadzamy oznaczenie
o et g iqP ROy 1 qilA

1 przyjmujemy, ze o& = © "'?3_' /patrz wzdyr /[45//. Wzdx
/54/ przeksztatoamy do postacil



3 21 :
)1 oe 26- (1-68) atMe™ ¥ &\/{1 ~8)° atzi-;“alaf-:f@ atitetY 41 755/

’ 20 + 1 + 20 a tue>'l
Wyrazenie +4/..... w powyzszym wzorze, na mocy /53/ ,
jest oo do moduiu nle wlegksze niz 1 + Mo 6 ab . Mamy
wleo

l>\[< 1 420 + 20+ atM ' 5

Y =1 + ¢t + O(at
1 4 2042 - i¥ o
l + B3 At © Me l /56/

gdy at ~—=0, ozyll spelniony jest konleozny warunek

stabilnoscl,

4.5, Zbhieznosdé

— Pokazemy, wzorujac sie na pracy Rothego [46] , Ze me=-
toda prostych / @ = 1, o= 0/ =zastosowana do'parab04
licznego rdéwnania rdésniozkowego cuzagstkowego, ktére be-
dzie dobrym modelem naszych réwnad ruchu /15/, /16/,
daje rozwiazanie zblezne, Przez zbieznosé rozumiemy tu=-
taj relacje |]u - z{{—=0 , przy at ~0 , gdzie |1l
oznacza péwn@ przyjeta normg,. u Jest rozwigzaniem
dok¥adnym réwnania, z - rozwiazaniem przyblizZonym.
Niech dane bedzie paraboliczne rdéwnanic rdZniczlkowe

ozgstkowe pogtacl
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2 :
B - mnn B v ewu B+ ngn b
5 : :

o e
ue=uX,t): , 0LtLT oL Ll (A

‘przy czym F1, G, H1 ozhacrzajg dowolne dane funkoje
rézniczkowalne w sposéb ciagiy, przy ozym'funkcja E{
jest Scisle dodatnia F1 >C >0.

Na rozwigzanie narzucamy nastgpujgoe warunkis

_-_\__-_-_\_-_-__——__'—-—-—__

u(x, 0)= u%(x) u(0,t) = 0, u£1, t) =0  /58/

Zagadnienie /57/, /58/ mwmozna sprowadzié =za pomocg

przeksntaloeniah

: % :
p R Sa Gdx |
do postacl :
jﬁf%_ gAYy Cx; %, %) o /59/
Bx gt _ ’ ]
v(x, 0y = v° v(0,t) = v(1,%) = O /60/

gdzie nowe funkoje F, H speiniajg te same zaxozenia,

éo F1 i H1, : |
Réwnanie /59/ zastepujemy Ulkxadem rdéwnan rézniorkowych
zchzajnyoh |

aegdt gotl vl

. % F(x,tj+1) b4

| : §
H] ats /61/
ax j At ! -(f e



-~ ry
f et

2% = 2, (X) 230y = a9 (1y = © /62/

.gd?-'ie tj =J oAt zj = z(Xx, tJJ’ J = 0,1,e.0n,

T's Nl AN

zaktadamy, Ze istnieja clagte rozwiazania réwnai /59/
i1 /60/, ktdére sa ograniczones

[vig<H » 2zl N

Twierdrenie 1: Jesli T, H, v, 2 spekniaja powyZsue

zaxozenla to

prawdziwa jest nastepujaca texzat

dla kazdego € >0 1istnleje taka liozba
dodatnia So b0 dla At = T/r.t:( 30

zachodza nierdwnosois
“‘h[vtx$tj’ o 5j(x)‘<53 tJ =J .ot, J=0,1,2 ...n

Do dowodu twierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat

{40} , [41] » |

5
f

!

Lemat 1« Dane jest _E_a_at@pujaoe zagadnienie brzegowe

WoERE) 0 X €Y

= Ok ?‘” = e oy (X, N /63/
w (0) =w (1) = O /64/

gdzie A Jjest liosba dodatnisg, a ? % ‘? #a funkoja=-
mi oiagXymi na odeoinku [0,1] 1 ponadto §> 0 s



Prawdziwe Jest nastepujaoce oszacowanie

max w(x)| < ~+ max Xy M) /65/
0&*(11 | A Al |

Przechodzimy do dowodu twierdzenia.

PoXdézmy

AT R T LU St AL TP

/66/
.j+1 = g-.rval o v(x,tjﬂj > chntJ)
7 LRR P N
Z roéwnania /59/ mamy
sz(thj+1) Pk tj+1 V(x,t3+3 - vrx,tj>
d < (% ) At
X
+ H(x,tj+1,v(x,tj+%) + ?j+1 R(x,tj+1; /61/
AR :

Odejuujge stronami /61/ od /67/_otﬁzymujemy
2y J+1 J+1 J
d - ;

| 1
+ DI pe Ity meaed ﬂn"ﬂ +

(Vj+1 = VJ + Xj) + ?jﬂF(x’tj-i-")

|

+
=

(]
<

- /68/



- T

gdzle kreska nad pochodng -%%}- oznaoza, Ze trzecl.
argument tej funkeji przyblera wartosei posdrednie pomieg-
dzy vjf1 1 zj.

Po uporzgdkowaniun rdéwnania /68/ widzim&, ze XJH'

speinia nastepujace réwnanie rézniozkowes

2 v J+1 J+1
d _}{2 = ?\g‘-X = ?-\f(x’)') /69/
X
1
glzle A = — ¢ = F(x, tI*

z warunkami

i
T —————

yi* (o) a ¥t 4y a0 | /11/

Wegystkie funkeje po prawej stronie nierdwnodeil /70/ sa
funkejaml ciagkymi w obszarze domknietym, a wiec eg ogra-
nlezone, Ponadto ?J+1~+0, gly ot-~e0 oraz

|vdt1 o vjl_ < C. At . Mozemy dobrad taka stakg A,
nieralezna od x, i %, aby zachodzita nierdwnogd

H("')H\{?\-\KJI (1+%)+%(%+ T1) " /72

gdzle "C1 Jednostajnie dazy do zera,gdy At - ~»0 ,



A e

Oznaozajac przezm U wi@kazé z liozb ( %, 771 Na i

oraz pamietajac, Ze A = wlis many
At

‘\'{)btmlx'(("z%_)\xj‘ (1 + At A) +;A1:

zagadnienie /69/, /71/ speinias zalozenia lematu 1 ,

zachodzi wiee

J+1 J b i :
|y |§W‘(1+ At Ay + ATt [13/
Zauwazmy, se Jesli
X+ CHX, + (5 ’ X =0,y &>1 , (3)0
wéwozas Llteruvjac powyzszg nlerdwnosd oﬁbzymujemy

Dy

n+1 ;
L CosleeE g Heaead g, A b U toth . e B

&:n+1
SPw=r

Podstawlajaos X=1+heat, F=A.T. At

otrzymujemy dla [XJ+1l_ nastepujace oszacowanie

fpdipEs o Ml BOEEATRIELS

Poniewaz 31y i, A% = == wleo



a wieo [g«j*‘"-ao, gdy At —» 0, poniewaz
vy tym warunkun T tes dazy do zera
iy Gen . d
Uwagas: zaxozenle |[z|{M mozna odrzuoié, prreprowadza=
jac dowdd jak w pracy Rothego [40]'. W naszym przypadku

otrzymaliémy jednak lepsze oszacowanie | XJ+1|’

Gdy w miejsoce warunku v (o, ty = O /patrz /60// przyj-

miemy warunek iaxégﬁil— = 0 , to teza twierdzenia 1
bedzie nadal s*uszna, poniewa nie ulegnie zmianie rdwniez
teza lematu 1, gdy warunek w (0) = 0 w /64/ zastgpimy

0.

i

przez  w ( 0)
Istotnie, przedtuizmy w sposdéb parzysty rozwiazanie rdéwna=-

nia /63/ na przedziar [- 1,1]

w(x) ey 8 &x K1

e S O W(~%Yiy =1lLx <O

oraz podobnie, przeduZmy w sposdéb parrysty funkcje ?
i‘f. Istnienie /z zaXoZenia/ w'(O) = 0 implikuje iste
nienie w (0), a tym samym, z postacl réwnania wynika
istnienie 1 ociegosd w"(O)n Rozszerzone na prredzia
Eﬂ,1] réwnahie /63/ ma wieo sens. Nowe réwnanie spek=-
nia zak*ozenia lematu 1, a wiec prawdziwe jest dla rowm-
wigzania w oezacowenle /65/. Jednoznaoznos$é zagad—
nienia brzegowego z obu wspomnianymi wyzej warunkami brze-

gowymi mozna dowlesé nastepujaco: Nieoh Wy 1w, beds



rozwiazaniami rdéwnania /63/ =& warunkami /64/ lub
w'(0)=0, w (1Y = 0 1 niech n = w.] - Vs s U et -

nia nastepujace rdwnanie rézniczkowe

MnoZac powyzsze rdéwnanle prren n oraz catlkunjac w

granicach od O do 1 1 korzystajac z nastepujacej rodw-

nosol
1 1 1 : 1
Su“ o WX = u'u‘ - gu’zdx = - Sl’-_'zdx
0 : o o o
otrzymujemy
1
- g@fe ¥ a8 Nedriaie
0

Ponlewaz ﬁyraéenie pod calka jest nieujemne, a wiego
ws=0,o0zyll. w, =w,.
W praktyce metod numeryoznych rzadko udaje sle dowiesdé
‘zbiesnodel schematu xréiznicowego w sposdb bezposdredni,
Najoredole] robl sile to w sposéb posredni, sprawdzajao
speinienie warunku aproksymaoji 1 stabilnodoi, Twierdze-
nie Laxa mdéwi, Ze jezeli oba wymienione warunkl sa apelé
nione,to schemat rdéznicowy daje rozwiqzanie_zbieime do

rozwiazania wyjsSoiowego zagadnienia [39] ’ ﬁ5] .



B zﬁ&OKSYMACJA ROWNAN RUCHU CIECZY
Wi b )l ]

07 41

5.1.3R6wnania réznicowe

Wyjdciowe rdéwnania, po uwzglednleniu wyrazenia na OR .

/wzér /19/,/20//, maja postads

iy 9 S 9% 2py _m , 1 ,.9272u
AW +[——-—2 a. (‘agtp-i-gp ax) e }

u y
-W.Bﬁi-mzou /16/

Bw 1 8p s Y bfe S ERE S
t §’c)x+ RZ Os +(5R R+RB t)s+
1 9u u -
- o! /117
L . (E{ ds ! 8+ R ) r

Réwnania /76/, /77/ aproksymujemy réwnanlamy rdéznico-
wymi wykorzystujac schemat rézniocowy /31/. Otrzymujemy
/patrz wzoxr /32//

' ecdad sd 4w
Y;I-n 1 soe) e e
Ak _ t . ©
: : Sj + Iﬂ :
oiel T 1 a adl i i Rt /19/
e 9 t . O

gdzie Si okredlone sa wzorem /27/, Eg okredlone sg
wzorem /33/,



1 aud = y | /81/
bl =i ) )w

— Wetawlajae do xéwnad /78/, /79/ Yi okreslone rdéwna=
niami /80/, /81/

otrzymujemy

2 J+1 15 '

aPud* Fad bisdl dud ApdElNadabual F% /82/
ds ds

ﬁvﬂ*él o oiHl, andtU T e, e gl /83/

ds ds

gdzie (.)3+1 - oznacza wartosé funko]ji (-) w ohwili
Sofm (de1) v Ak



M1 JpE BB Ry R Gegg o 80 Opy el
AJ..S-:-V admt w&gk}/+ap Ox)/
g+ (1_+)R? t e

YAt © e8°

j+1 = l E "-)..“,";...!::‘. * | 86/

0 St 2o B e R /
2
#1 uw R, Rdan (1 4R
pit! w CRY h y d8 VAL - O /87/
J 2 2
F‘-j = - (81 n le\)R 4+ W . B—. '._QE /88/
1 3 V oAt . @ v X
J 2
F‘j = -(82+ sz)R - _}ﬁ . l _@_P. /89/

— e

Wezystkie funkeje we wzoraoch /84/ - /89/ nie zaopatrzo;
ne indeksem nalezy wziaé na warstwle J+1. W tym miejsoun
Jak i dalej indeks J+1 opudollismy dla zanhowania pruej=

rzystosol zapisu,.

Warunki brzegowe /11/ = /14/ przyjmuja postad:

S | ppit
\3::1 at

190/

w;]+1 DR

bea | /917



! \ = 0 /92/
de =0
j+ﬁ
awe . - =0 /93/
ds f1=0

5.2, Modyfikacia wspdékozyanikdéw rdéwnan w otoszeniu

punktu @ = O.

Przed preystapieniem do obliczel numerycznych musimy
usunaé ze wepdrezynnikdéw A, B, C 1 D osobliwosol wys=-
tepujace dla s = 0 .,

Zauwazmy, %e prawdziwe sa nastepujaoce rdwnosdols

11:3 é‘- : -'%J:E ~ /94a/
g g _
-__________________-__ : &
"
0 1:-9%n :
28 ToF T 2847 il
1 dw A%
lin = e = : /9%40/
g+0 8 Qg 982' :
3 2
T LD R T | /944/

80 8 Og s

Wynikaja one z warunkdéw brzegowyoh 1 z zaloZenla dwu-

krotne)] rdéiniczkowalnodol w sposdéb olagty funkeji u i w.



= 47 -

w domimieoiu obszaru okreslonosSol, tj. na cvdeinku [0,11
Prrzedziak [0,1] vorbljamy na dwa podprzedsiaty [O,BD]
i [50,1]

W podprzedziale {r;,o,Tj wepdtezynnikl 1 prawe strony
réwnall /82/, /83/ hbedy okredlone rSéwnaniami /84/, /89/.
W podprzedziale [O,SD-_\ przyjmujemy nastepujaca liniowag

aproksymac]j ¢t

na 1 u(s,) Du

R 26 B (B - g) e

a8 s, (8 ) P /95a/
i e N

8708 . 5, '[(;30 =5 s du(e, ~ 8 ¥ /95b/
Wotn, A (Bp=8) 72, “‘
'_'.“"-’ == Smmee A -}- i 9 0/
s Boi‘(ﬂo{‘)) i 2 as" & /95

19 P Ry | 1 Du : {aaw
182 s _l:((..;. 2835 4 (4, - 8) “})?] /954/

Po wastawienin wyrazedn /95/ do rdéwnad /76/ /T7/ L prze-
prowadzenin dyskretyzacji Jak w rdéwnaniach /78/~ /83/
otrzymujemy nast gpnjace wyraZenla na wapéitumynniki 4,

B 0o Dandtle s Th




- AR -

2:8 R™ (1 +a) 7
B‘j+1 = 0 ( o~ ( - _‘;’,_.,5) /97/
3=t Vicady faii@ s 8,
e ; :
TR Rl e y = O

ad N,
citos - B V: AL 8 Y g dx
0
o o OGRS 2
gdzie 8 & [O, BO].

' Wezystkie funkeje po prawej stronie wzordw /96/ - /101/.
powinny by¢ zaopatrzone indeksem J+1. Dla xachowania
prrzejrzystodol zapisu indeks ten opuseilismy,

.Oszaoujeﬁy bxed A wynikty z przyjete] aproksymﬁoji
/95/. Obliozenia, przykxadowo, przeprowadszimy tylko dla
/95a/ 1 /9524/. 5

Dla /95a/ biad A,wyraza sle wzorems



e 1..[?_(5_'-9 et _@g]
Aq. a 8, L 8, ('D ) dg
1 n uﬁ%ﬁ) n D1
e [ = I = T T (= DR - ) | R /102/
so\'\(u =8y o )(Ei OF:! }] : :
Rozwinmy u(e.), u(s) , j%?éﬁl we wzdr Taylora
wolkok punktul g =0,
2 2
' D u.(0) % QL0
u (.Bo)'f u(oy+ 8, "'-E)_:'::Jh(‘m i ol " BE- )5
2 a
So ')1_1( lf4}
+ 50T -*-*—,é)-;-j‘ g . /103/
u(s)= u(o 8 2u (o) +
G
e : .
8 _9%u (o) o 9 uﬁm\ /104 /
ol g% af a”
——-—g—’bu B) = .,ra..'_.};‘-_(.?) LA 92}:1; + _...!?_2. r‘)B u E_?‘.] . /‘]05/
2 ce e )
8 1 5} 25 8

Prawe strony wezystkich trzech powyzszyoh wzordéw redu=
kuja sig do ostabnich sktadnikdéw, ponlewaz u(0) = O,
%I'LBLQ-)- = 0, a z réwnania /82/ wynika, Ze rdwniez
rbzu!l)\ = 0 .

%82 \



Wstawliajac wyragenia /103/ - /105/ do /102/ otrzymujemy

—

(8,=8) T BialyF 0 AR
= e | e ...’Di_-..(:.‘ ’... §—-— 9 ug—i}]\ /1 023-/
0 ! il 51 0g” |
Ze wzorw /-102_(1/ widaé, 2e dla 8 =0 i dla 8 = By
btad aproksymacji g Jest réwny zero.
WprowadZmy oznaczenie
: _ ;
M = max —-Q--’:I-‘%@ /106/
telos,] 8 |

‘_-_-_-_-“—-—-—-_

—

Wykorzystujao /106/ ot-rzymu,jemy nastepuj G0€ 0BZACOWA=-

nie
1 0 0 (ParB)ci g
A<-—H|—-—-—~(H HJO)U + "'"""_"' B’dii“
b RA 6 8,
8 =g
- u ¢ O )(32 + 8,8)
6 Yo
o SR N el /107/
a

gdzie Lu% 8. o M 3 a wleo &'a-—-»o gdy 8 -»0 ,



Dla wyrazenia /954/ manmy

1 Qw 114w 2
A, m = = = —-K— ‘8 + (8.~-8 }
$ 8 U8 0 Sods ey &%
_l.(l_i).v_f__.?,}f.).s+(s -8) (= du _ 0% )]
s, L 8 Js :30 s Op D g° /108/
W sz |
Wetawiajge za —j5=— 5 e leh rozwinigeia tayloro-

wekie o frodku s = 0 obrzymujemy

8 =g g2 , 8 =8
0 W D a
A - e B -—q e e e Y x
o BDE D n° %0 2

2w 2) $! y 3) )
(8—83-(3 o Q? /109/

e

T ——

gdzie 74,?2 t‘?b &[_0,5]

Wprowadzamy oznaoczenie

DL [ FR)) o

5 v;l aexCO.so] (

Ze wzoru /109/ i =z /410/ otrzymujemy nastepujgoe

opzacowanle

PAGHY < Cz'S /34497
d H = .1S0+4)
a ale Cz N e



Oszacowanle /111/ Jest nieco goreze od /107/. Wynika

to stad, Ze checac »zaochowaé olagtosé wspdlouynnika C

w réwnaniu /83/, poohodng ,gg we wzorze /95d4/

wzieto w punkoie e, a nie w punkoie 8 = 8,y jal w przys

padlcu funkejl u we wzorze /95a//.

5030 Linearyzacia rdwnard, Proces iteracyiny

Réwnania /82/, /83/ =g réwnaniami nieliniowymi. WepdZ-

J+1 j+1

czynniki tych rdwnan zaleza od niewladomych u’"', w'™ ',

Dla uwzglednienia nieliniowodol réwnaid stosowadé bedziemy
nastepujacy proces iteracyjny: znajdujemy na kazde]
warstwle czasowe]j oclag uﬂ+1, wi+1 k= 1,2 60 rozwig=

zujac réwnanie /82/, a nastepnie /83/. Dla otrzymania
ui+1 ktadziemy we wepdétemynnikach réwnania /82/, tj. w M

g+l F1J+1 SR “iil gt Wﬂi} e dla

otrzymania w%+1 we wepdlozynnikach rdéwnania /83/

 kradztemy wtl . ui+1 '/wg+1 a W g ug+1 = uj/.

Obliczenla na dane) warstwie koriezymy i przechodzimy do

A P 41wy J+1
U % Beatoe  Wedia B Wemqie

nast¢gpnej, gdy
/Schemat blolkowy powyzezej procedury podany jest w pod-
rogdziale 6.4 na str. 81/,
Powstaje pytanle,czy rozpatrywane liniowe zagadnlenia
brzegowe maja jednoznaczne rozwigzania.
Przypusiémy, ze dane jest nastepujace ragadnienle brrego=-
wet

v = v (8) 0ss £1

v' + g.¥'+he v=£F /112/



v (0) = ¥, v(n =¥, /113/

W réwnaniv /112/ g, h, £ 88 danym! funkcjamli oiagymi
gmienne] a8 e [0,1] .

Prawdziwe jest nastepujace twilerdszenie [}?]z

Twierdzenie 2. Jezell funkeja h jest w [0,1] niedo-

datnia, h 0, to zagadnienie /112/,
/113/ ma oo najwysej jedno rozwlazanie.

Réwnania /82/, /83/ linearyrzujemy na kaédym kroku cza-
sowym,dlatego wopdiezynniki tych rdwnar zaleza tylko od
zmienne] a i moZemy Jje utozsamiaé z odpowlednimi
wepbtozynnikami réwnania /112/. Istotna rdéznicg pomiedzy
vagadnienlem brzegowym /112/, /113/ L1 /82/, /90/, /93/
/oraz odpowlednlo /83/, /91/, /93// jest inna postad
pierwszego warunku /113/. Jezell udaXoby nam Bi@.przeu
—— d¥uzyé rozwiezanle v rdwnania /112/ w sposéb parzysty
na przedziax [-1,1] =2 zachowaniem makozeri twierdnenia 2,
to rozszerzone rozwiazanie spetniatoby warunkl brzegowe
v t-1) = ¥X» v (1) = X2, a zawezone do przedziatu
t0,1]: v (0} =70 v (1) ='K2 , ktére ge identyosznej
postacl oo warunki /90/, /92/ lub odpowiednio . /91/, /93/.
PryedZuzenle rozwiazania v w sposdéb parzyety ha prze-
dziak [-1,1] vzyekamy rozpatrujac rozszerzone réwnanie
/112/ na ten przedziak przes parsyste przedtusenie
funkeji h 1 £ ,%zn. tak,aby h (8) = h (=-8) 1
£(8)= £(-8), 8¢&[~-1,1], oraz nieparzyste prze=-

dxuzenie funkojli g ,tzn. tak}aby g (8)=~¢g (_5),
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Wspétezynniki B, D réwnan /82/, /83/ odpowiadajs
funkejl h ® rdéwnanla /113/. WepStoszynnik B jest
gawsze ujemny /patrz wzér /85//, a jezell doblerzemy

krok at tak aby ['H—“)L-> u+ 8 . LS y to Weplt=
gal- © dag

ozynnik D tez bedzie zawsze ujemny /p./87//. Parzyste
przeduzenie tyoh wegpdezynnikdéw jak L funkeji Fq 4 F%,
ktére odpowiadsja funkeji £ w réwnaniu /112/, jest
tatwo realizowalne, Funkeji g wystepujaocej w rdéwnaniu
/112/ odpowiadaja w réwnaniach /82/, /83/ wspdozyn~
niki A 1 C. |
Jak wynika ze wzorn /96/ i /98/ suznikaja one w zmerze,
Unozliwla to nieparzyste przedluzenie tych wspéZerynnikdw
na przedzia [f1,1] , a wieo mozliwa jest dio przeprowa-
dzenia powyzera konstrukcja rozszerzenia rdéwnania /112/
na prrzedsia¥ [-1,1]. Stad wniosek, %e zlinearyzowane
zagadnienia brzegowe /82/, /90/, /92/ i /83/, /91/,
93/ maja jednoznaczne rozwigzania.

— /¢

5.4 Réwnanie propagacjl bZedu

Rozwlgzanie réwnah /82/ 1 /83/ przy pomocy klasyoznych
prooeduy callkowania xdwnan rézniczkowych napotyka na

pewne trudnosci. Procedury té przysfoaowane 8q do rozwlg=
zywania zagadniend poczatkowych,a nasze zagadnienia sg za-
gadnieniami brzegowymi. Ponadto rdéwnania propagacJi biedu,
ktdre wyprowadzmimy w nastepnym podrozdziale, odpowiadaja-
ce réwnaniom /82/, /83/ =g niestabllne.

Przypusémy, ze bedziemy rozwigzywaé przy pomooy maszyny



oyfrowej ukZad rdwnan

_g.—'jﬁi_=f(x, W) Y900/t oy a0 e 2 i (o), /115/

glzle X = Jest n-wymiarowym wektorem stanu,
u - jest m-wymiarowym wektorem.funkcji WymIsga=
jace]

f - jest wektorem n-wymiarowym,

Teoretyozny rozk*ad czynnosol w maszynie cyfrowe] prowa=
dzaoy do rozgwiazania ukadu /115/ bedzie nastepujacy
[45]:

1/ wytworzenie funkeji £

2/ scatkowanlid wzgledem czasu funkeji £

Ze wzgledu na niedokladnodé obliozen maszynowych zardwno
—wytworzenie funkeji £ Jjak 1 prooces catkowanla obarozo=
ne sa bxedami. Zgrupujmy wezystkle bXedy towarzyszaoce

wytworzeniu funkeji £ w jeden wektor beddéw elementar-

nych 8@). Oznaoczmy woktor rozwigzan przyblizonych otrzy=-
manych z maszynhy przesz y (t) . Rozwlgzanie y (%) spei-

nia nastepujace réwnanle rdézniczkowe

y(t) = £(y, u)+ £(t) y (0) = x (0) /1167

Réznice pomiedry rozwigzaniem dok*adnym a maszynowym na-=

zywad bedziemy bXedem obliczeniowym i oznaczaé przen



0 (",) sl ('!;) - X (t] /117/

Jezell zaXozymy, Ze bkad obliczeniowy jest niewielki,
a f(x, u) Jest rdézniczkowalna funkecja wzgledem X,

mozemy £ (¥, v) w réwnaniu /116/ zastapié prrez

£y, u) = £(x,n) + ~?-,a( o) (yety = x(H)) /118/

Wstawiajae /118/ do /116/ i poskugujac sie oznaczee
niem /117/ otrzymamy

Lo . ALEIW oy gt /119/

lub w zapisle operatorowym

L.ea=n gt ' /11%a/

glzde . L = e st

Réwnanie /119/ nosi nazwe réwnania propagacji bedu,
Liniowa aproksymacja /118/ Jest usprawiedliwiona fake-
tem, Ze bardziej interesuje nas asymptotyczne zachowanie
sie bteddw niz ich dokXadna, numeryoczna wartosd,

Zauwazmy, Ze w réwnanin /119/ EI spetnia role funkeji
wymuszajacej. Wielkodé funkeji € zalezy od dok¥adnosScl
oblioczed maszynowych 1 uzytego algorytmu, Natomiast asymp-
totyozne zachowanie sie e (t) zalezy gxdwnle od wkag~-

nosel macierzy —(g{—- , a stad tez od samej funkeji £,



agie f el

Zwykle o bkxedach elementarnych wiemy tylko tyle, Ze sa

ograniczone. Dlatego przyjmujemy nastepujgca definicje:

(5] .

Definicja 1.

Méwimy, %e propagacja bkedu jest stabilna,
jezell dla dowolnej funkeji E£(tYy , ciaggke]

L ogranicuonej na pdéiproste] t €f0,00)

odpowiadajgce jej rouwiazanie e(ty réwna-
nia /119/ speknia dla t ¢ [0,00] warunek
5 n
2
lecty | © - el(t)y <M
i=1
gdzie M - pewna stata nlezalezna od t.

Warunkiem konliecznym na to, aby bxad oblioczeniowy e(t)
__pozostawaX ogranicrony dla duzych wartoscl t Jest jed-

nostajna stabllnosé rdéwnania jednorodnego

Ii'c-6 20 /120/

okreflona nastepujaca definlcja: [35]

Definioje 2. Rozwlazanle réwnanla /119/ nazyvwa sileg
jednostajnie stabilnym,jezell dla kazdego
&°>-O,_ia£nieje d >0 takle, ze jezell
w chwili poczatkowe] 92(0) L &, to dla
dowplnego b5z O bedzie speiniona nie-

rénnosé ez(t)'éf S .
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Stabilne wxasnodel obliczeniowe operators rézniczkowego
L moga zalezed od kierunku caxkowania tj. od tego ouy

catkowanie odbywa si¢ w przdéd,tzn. od t —

min

ory wetecz, tzn. od tmax et s tﬁin E46] i

max 2

Definioja 3. O liniowym operatorme résniczkowym L md-
winy, %e jest obliozeniowo stabilny w przdéd,
jezell réwnanle jednorodne L . e = 0 jest

Jednostajnie stabilne.

Definicja 4. O liniowym operatorze rézniczkowym L mé-
wimy, Ze Jjest obliczeniowo stabilny wsteosz,
jezeli réwnanie jednorodne L . e = O
powgtaze z L.e=0 przer zastapienie

t noa (~t) Jest Jednostajnle stabilne.

A

Definicja 5. Liniowy operator rézniczkowy L Jest obli-

ozeniowo niestabllny, jezell nie jest sta-

_bilny anil w przéd ani wsteoz.

OQozywidele dla operatordéw liniowyoh o statych wspdtczyn-
nikach, obliczeniowa stabilnos$é lub niestab;lnoéé okres=
lajg znaki pierwiastkdw réwnaniaioharakterystycmnegog

Operatory rézniczkowe réwnan /82/, /83/

2
o, a :
1 da ds
pvie sl figt aslanp p » /122/
2 p— 1 NT



dla stazych wapdozynnikéw A, B, C, D 8a obliczeniowo
niestabllne,

- Réwnanie charakterystyoczne np. dla operatora Lﬁ

r2 + A o r +B=20

posiada pilerwiastki charakterystyozne

n =

1,2

e Va2 ok B
2

przeciwnych znakdéw. Powodunje to, Ze operatox L1 / Jek
i 'L, / Jest obliczeniowo nlestabllny niezaleznie od
- klerunku catkowania,
Dla ominiecia efektdéw wynikajgoych z niestabilnogoci ope=-
“ratordéw rdézniczkowych, a takze speinienia narzuconych
warunkdw brzegowyoh /90/ - /93/ postuzyny sie metodg
——dekompozycjla

5.5. Metoda dekompozyoil L46]

Metoda dekompozycji polega na zastgpieniu niestabllnego
operatora L /w sensie def. 5 podrozdz. 5.4/ operatora=
mi rézniozkowymi pierwszego rzedu, stabilnyml obliczenio=-

wo dla wybrahego kierunku catkowania

L= In ! Bp

gdzlie LB - operator rézniczkowy plerwszego rzedu sta-

bilny obliczeniowo przy caikowaniu wsteoz,



ww 60 m

Lp = operator rézniczkowy pierwszego rzmedu,
gtabllny obllczeniowo pruy calkowaniu

w przdd.

Ponlewaz postacie operatordéw /121/ i /122/ sa identyoz~-

ne, wleo prooces dekompozycjl przeprowadzimy tylko dla

operatora /121/.

Dekompozyeje operatora L otrzymujemy przyjmujge, 2Ze

LB s LF s postaol

I‘ﬁ'“d“7‘F4

Z pordwnania lloczynu Lp Ly = postacig operatora L

2 A
S d 5 ) - Q-_ — .._.._..Eﬂ. o+ ->\ ’) n
as° \ B ?\F) ds de Pa
otreymujemy



ozyll

Agm = (4+ 2g) /123/
d :’\13

21 e Lipg o Like
da )B’l _B’l (1e8d

Rozwlazywanie rdwnania /82/ przebiegaé bedzie teraz

nastepujaocozs

1/ rozwiazujemy rdéwnania /123/, catkujac w przdd,

7z warunklem poczatkowym

)31 (o) = O | 4125/

Otrzymujemy A, , @& % réwnania /124/ )
B4 B

2/ rozwiazujemy rdwnanie

- R LF yj+1 i ]_i"'j] /126/

catkujac w przdd z warunkiem

vt 0y = 0 A

3/ rozwiazujemy rdéwnanie
T, ultd oyt /128/

. oaxkujac wsteoz z warunkiem poczatkowym

j41 ¢, : DR J+1 _
w1 (1) (@t) 1129/



Rogwigzanle réwnania /128/ wl*1 jest poszukiwanym
rozwigzaniem ydwnanla /82/ » warunkami /90/ i /92/,
Istotnie

J+1 _ B J+1 ad
L u --LFLBL LF:,F 311

Dobdx warunkéw poczatblowyeh /125/ i1 /127/ =mapewnia

J+1
spetnienie warunku brzegowego _%%_ = 0 gutomatyocz=
nie. Wynika to = réwnania /128/
ot TS T, IR ' '
15 = (}Bdu + ¥y ) = 0
8=0

Dokonujac dekompozycji operatora /122/, prawa strong
réwnania /126/ =zastepujemy prrzesz Fg' , a warunek
poozatkowy /129/ przez wlt (1)Y= 0.

Stabllnosé obliozeniowa operatordw Lgy Ly, orasz réwna=
ria 71237 ¢ala odpowie&hich kierunkdéw catlkowania wyka=

zemy w nagtepnym podrozdziale,

5e6s Badanie gtahilnodei obliczeniowe]

Jedna z najbardriej efektywnyoh metod badania stabilnodol
/n sensie definicjl 2 podrozdziat 5.5/ jest metoda funkoji
Liapunowa,.

0 funkoji rzeczywiste] v ¢+ R® ~~sR, clggtej 1 jednoﬂnacz—
nej méwimy, %e jest dodatnio okreslona jezell V(x) >0
dla kazdego x € R® oraz  V(x) = 0 wtedy i tylko
wtedy,gdy x = O. .

i



Na mooy twierdzenla Llapunowa wiemy, Ze jezell potrafimy
; ‘ _ ax ' :
ZnaleZé dla rdéuwnanlia ‘-‘QL*- = T ( x) fllﬂl\ii]j e v dodatnio

okreslong L taka, se

11
- =grad Vet Lo /130/

o réwnanie to bedzie jednostajnie stabilne /patrz defi-

nieja 2 podrozdziat 5.5/,

Twierdzenie 30[45] Warunklem dostatecznym na to, aby ukiad

réwnan  /115/ / %% = f(x,u)/ posiadak
gtablilne wXasnosol propagacjl bXedu jest

posladanie przez maciergz symetryoczng

A of %
o+ {151
0 x Ox g
zle ﬁsﬂ——“ Jest maoclerzg transponowang maclierzy
-
Df

A , tylko ujemnyoh wartosel wXasnych.
X

Dowéds Jako funkoje Liapunowa weZmiemy funkeje postaci

., :

n

2 _
TEe) = Z 62 /132/

=1

Sprawdzamy, czy speiniony jest warunek /130/
n

| dei Y
a—,db‘—-V(e).—.EE e’i"&%’"“‘za 5% © /133/
i=1



Sy el

gdzie er = [e4s €5 eee o, ]

Warunkiem dostatecznym na to,aby forma kwadratowa /132/
byta ujemna jest vijemnodé wezystkich wartodol wkasnyoh
maclerzy /131/.

Mo#emy napisadé nierdunosdé

e--ai«-.e.gxe'f.e /134/
gdnie X’ ~ jest najwigkeza wartodois wkasng macie-

rzy /131/.

Aby po prawej stronie nierdéwnoSel mozna bylo napisad

nero, liczba X misi byé ujemna, a tego nalezato dowiesd,

Twierdzenie 4., Réwnanie

B 1aTh rali N r g0, 420

Jest obliozeniowo mtabilne przy catkowaniu w przéd,gdy

A 08

Dowdd: Réwnanie propagacjl biedu dla rdéwnania /135/

jest postacl

J?@—-::—-A-E.');B).e

ag

Plerwiastek rdwnania charakterystycznego jest réwny



i jest vjemny dla p) B > 0, 60 na mooy twierdzenia 3

konezy dowdd.

Twierdzenie 5. Operatory

Ip = =i = Ay /136/
1
it /1317

maja stabilne wXasnoscl obliczeniowe dla Ap £ O
1 }‘B }, o, I'l-‘ pray oallcqwaniu w przdd, a LB

wateon.

Dowdd: Réwnania propagaecji bxedu dla operatordw /136/

_‘________________“i /137/ ma{JF—l postﬂé

de -
Lpe = 45 = AIt‘ o=

de
o (-ds) g

Tunkeja V(e)= 92 jest funkeJg Liapunowa 1 speinia wa=

runek /133/0
Istotnie: dla operatora Ly mamy

A Vst =20, 222 Xp V(o)

3



~ 66 =

i dla >‘F SO0 poehodna S:V

5 Jest mnicjsxza, rdwna

Z8YXUs

Dla operatora LD mamy

av i
I = =2 Mg V(e

asy

L 808 Do 10 S0



6. OBLICZENIA MASZYNOWE

6.1. Dane wejsciowe 1 obliczenla pomoonicwze

Wartosoi cidnienia, gradientu cidnienia oraz charakterys-
tyke deformacji rurki, ktdre zapozyczono z pracy S.Ce.Linga
i H.B. Atabeka [?G] przedstawiono na rysunkach 3a, 3b
i 4. Sposdb i technike pomiardéw zardwno cisnlenia,gradien-
tu cisnienia oraz rozktaddw predkosel przedstawiono [25].
[27] , [28] » [30] . |
Okres T = 0,8 2 /Jokres pracy serca/ unormowano do Jednoé-
ci wprowadzajao bezwymiarowy czas T = t/T. Unormowany
okres podzielono na 200 rdéwnych ozegsol,a wartosci cisnie=
nia oraz gradientu cidnienia odpowiadajace punktom
o= a.’tp/j = 0, 148sinana200,s ATP = 0,005/ zos=
taxy wprowadzone do maszyny oyfrowej. Charakterystyke de-
formaoji rurki, w postaci Az = R(¥Yp) aproksymowa=
s AT X
no wielomianem 10-go etopnia, uzywajac metody najmniej-
szych kwadratdéw, Przy doborze optymalnego stopnia wielo-
mianu korzystano z kryterium opisanego w pracy E38] 5
Ktére talze opisak autor niniejszej pracy w [21] . Wie-

lomian ten wykorzystalismy do obliczenla aktualnego pro-

A
mienia R /patrz wzdxr /2// oraz-gouhodnej %%% uzywajao,
podobnie jak prsy obliczeniu gi{ ilorazu centralnego -

DRI & R (n'j o) = R(p"j =)
. 0 ¢S !

/138/

/przyieto § = 0,05/ orasm
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J 23+ j-1 .
_?a____n Al ; R S‘QTP = 0.005 /139/
b 2 e A

Zmiany promienla R odniesionego do promienia W sta-
nile nienaprgZonym RD przedstawiono na rys. 3c, a wy=-
liczona prédkoéé Soilanki %}% przedstawiono na rys. 9,
Dobhdr kroku At s AL /T - okres funkeji p oid-
nienla 1 ;g{; gradientu cisnienia/ wystepujacego we
wzorash /78/ /79/ podyktowany byt kompromisem pomiedzy
czasem trwanla obliczen a dokiadnos$oia obliczen numery-
ocznych, ktdéra winze sig¢ takze z dokXadno$cin odtworze-
rzenla w maszynie cyfrowej szybko zmieniajacego sig gra-
dientu cisnienia stanowlacego dla nas funkoje wymusza—
jaca. i |

Jak to zostanie wyjasnione dalej, mniejszy krok At
nie tylko powoduje zwigkszmenle ilodoli rdéwnan, ktdére na-

lezy rozwigzaé w odeinku czasu T=n, At, ale
ok _ .

—

takze gmusgza do zmniejszenia kroku catkowania AB W
proocedurgze rozwiagzujace] rdéwnania rdizniczkowe 2zwyczajne.

Do obliczen przyjeto AT = 0,01, 5
i

Lepkoéékinematycznﬂ@rgyjQto zgodnie % [263 V= 0,036 ﬁg_ s

(4

A

a gestoddé olecny, kidrej wartosScinie podano w pracy [26]
przyjeto 9 =" 14,06 ——53 « W pracy [26] cidénienie
cm

podane by¥o w mm Hg. Do przeliczen pruyjeto gestosdé
rj'

rteol ?Hsm 136 el (s

cm
Parametr ® wystepuiacy we wzorash -/78/ /79/ przyjeto
SR 0 Py 1

Wartos$é parametru ©OL przyjellismy nastepujaco:



“ BY

of Bia | wle [0, 0.15] [ 0.3, 0.6]

dla pozestatyeh T

Aol

Okreslenie w wyzej podany sposdéb parametru o4 wiade

gle z tym, %e AT = 0,01 jest, w stosunku do szybkich
zmian gradientu uiﬁniemideyrdznionych wyﬁej przedziae
*ach T , przyrostem czasu zbyt duzym. W schemacie
réznlcowym /32/ , pray o # 0 4 dla otrzymania
rozwlazania w chwilli g9t korzysta sig z rozwigzan

w ohwili %9 R CARLEE etad teZ pojawia sig pewna
bezﬁladnoéé,co daje rozwigzanie nie nada?2ajace za zmia-
némi gradientu ciﬁnipniao Dla o =0 otrzymujemy sche=
mat réznicowy /26/, w ktdrym wykorzystuje sig tylko roz-

wigzanie w chwili wezedniejsze] tj.
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Rys. 3., Wykresy: a/ cisnlenia, b/ gradientu cisnienia,
o/ promienia rurki jako funkoji bezwymiarowego
ozasu 'Z'!“ﬁ = 100 mm Hg, R, = 0,47 em T = 0.8 sek,
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Rys. 4, Charakterystyka statyozna deformaocji rurki
p = 100 mm Hg, Ry = 0.47, \\}, 0’50
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6.2. Caxkowanie numeryeczne

Do rozwi@zania numerycznego réwnai /124/, /126/,

/428

i

/i podobnych dla skiadowej w/, wykorzystano klasycuiqg

procudur@ Rungego - Kutty czwartego rzedu.

Podst awa WuZJDtleh metod Rungego - Kutty jest wyrazenie

rounlcy pomigdzy wartosciamli y rozwiaz ania rodwna nia

# 8 ] ”
roznlczkowego Yy = f x,¥ , w punktach %,

w postaci _E38]1

P
41 = In EE: By rke
i=1

gdzie’ Wy = pewne stale wspoXezynnikl wagowe, a

ki ....hn £(x, +0l b n) Ljn S TR (3131:33 /141/

przy czym B, =X, 0 =Xy Ty X C

‘@ij - stale‘wspékczynniki.

Uzyto oznaczenig b, . zamiast h, gdyz w

Rungego - Kutty mozna wybieraé inny krok w kazdym e

rie obliczei.

2

Ze wzgledu na to, ze wzér /140/ jest dokadny dla’

poteg  h az do _hﬁ /D= rzgd metodyé to bZad me-~

.
tody T, mozna wyrazié jako
¥ p+1 ik p+2
1= GhiTl e 0 ke
gdzie zardéwno q; jak i T, zalezg od I(x,V)

/142/

L

aa’l

<< 4
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Ze wgordw  /140/ L /141/ widaé, ze dla otrzymania

¥t prey wykorzystaniu tylko znajomosSoi ¥ konie-

ozne jest obliczenie wartosei  f¢x,y) w kilku posred-

nich punktach pomiedzy X, i Xpg1o

W naszym zagadnieniu prawe strony rdwnan rdézniezkowych,
f (x,¥) , dane 88 w postaci tablic wartosci, odpowia-
dajaoych wybranym wartosciom zmiennej 8.

Dla obliczenia wartosoi f (¢x,y) w punktach posrednich

pomiedgy X wykorzystano wielomian interpola~

n? *n+1
cyjny Lagrange ‘'a stopnia drugiego oparty  na trzech

~wegzach interpolacji v Fpa i Xp4o

Dobdr kroku catkowania hn podyktowany jest =z jédnej

gtrony dokiadnodciag, a z drugliej czasem oblicren, Powaz-
ng wadg metod Rungego - Kutty jest brak mozliwosol tat-
wego 1 szybkiego oszacowania biedu metody Tp E18].

Jedng = najbardrziej popularnyoch metod szacowanlia Tp

jest metoda ekstrapolacyjna [ﬂB], [16], w ktérej obli-

Eetes R

czenia prowadzi sig dwukrotnies rag z krokiem h, od
Xp.q 40 X .4 , & drugi raz z krokiem him2icih o
Otrzymane rozwigzania y(h) L y(2h1 przy pewnych

zatozeniach ,pozwalajg na nastgpujace oszacowaniet

ORI - ceom -
T, (%,h) = ¢ nP*?! i = /143/

p+1

2 -0

Wadg metody jest koniecznosé powtargania oblioczen dla
dodatkowego kroku h’ = 2 , h, Dlatego tez, metoda
ekstrapolacyjna bywa uzywana sporadycznie, do Sledzenia

poprawnos$eil prowadzonych obliozen,
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Waznym pojeclem, ktdére pozwala na orientacyjny, szybki

dobdr kroku h Jjest pojgoie absolutuej stabilnodei [16].

Definioja: Metoda /140/, /141/ jest dla danego kroku
h 1 danego réwnania rézniozkowego absolut-
nie stablilna,jezell bxad g = Taon y(x,)

pozostaje ograniozony dla Des o0,

Definioja ta, niestety, zaleiy od rozwigsywania zagadnie-

nia, Dlatego do rozwazand wprowadza sig "rdwnanie testowe"

i na jego podstawie okredla sie absolutng stabilno$é me-

tody. Jako réwnania testowego zwykle uzywa sie'réwnania

postacl y'= Ay , gdzie A jest statg zespolona o
Re (M) < 0 . : |

Gdy do réwnania y'= Ay zastosujemy metode Rungego

- Kutty, to otrzymamy

yn+1 a B, b’n /144/

gdzie

p 1 |
E = Z (n od) - pcia /145/

/Dla p > 5 1liozba oczXondw jest wi@ksza'niz rrad
metody  [187] /.

Warunkiem absolutnej stabilnodol jest,aby |E| 1 .

%e wzoru /145/ widad, ze obszar.absolutnej stabilnodoi,
tj. ebiér wartofol h . A, dla ktéryoh | E| L1,



Y

jest ograniozony. Dobierajgc Jednak dostatecunle mate
h zawsze jestedmy w stanie speinlé walunsk ul.nuu].ui;nej
gtabilnoscli,

Rysunek 6 prredstawia obszary abaolutnéj stabilnosol

dla metod Rungego =~ Kutty rzedu od 1 do 4,

niestabilne

+1.0

Rys, 6, Obszary absolutne] stabilnosoi dla jawnych
metod Rungego - Kutty rzedu 1 - 4 [18]w

Przy rogwigsywaniu rdwnai postaci y° = £ (x,y) ,
ktadziemy. .A P -%%%— przyjmujac, ze w plerwszym przy-
blizeniu rozwigzanie y okreslone jest przez rowwig-

zanig zlinearyzowanego réwnania vy’ = :§§ i Yiine




Skl b e

Po uwzglednienin warunkdéw absolutnej stabiluosci i ossza-

cowaniu Tp wedlug weoru /143/ /Tp = 0,01/ wasto=-

gowano zmlenny krok hn =8, =~ B, 4

zmienne] g8 nastepujace wartosols

przyjmujaa dla
8 = /0,0, 0,01, 0,015, 0,02, 0,025, 0,03, 0,04, ,.e00 0,01
P 0.1, 001?, 001‘1" eoo @D 0,02 sey 1.0/

8, Wystepujaoce we wzorach /96/ - /101/ przyjeto

BD = 0002

6.3 Dodatkowe uwagl o cazkowaniu numerycznym

1 metodzie prostyah

Nalezy stwlerdzié, ze metoda Rungego = Kutty jest w na-
sgym przypadku metods malo efektywna. Koniecznosé wielow-

krotnego obliczania funkoji £(x,y) na kazdym kroku

————

hn » browadzl do znacznej konsumpcji czasu obliczeniowe=-

go maszyny., Ze wzgledu na gnacezne wartoscl funkeji ;ABL

& = &
(>/81‘24‘5/22é/}1§8}'2 Vot A (L= 1,2) (p /sl
rownaniavimoga by¢é zakwalifikowane do rdéwnad Zle uwarunko=-

wanych obliczeniowo, tzw, réwnani "sztywnyoch" [33] /spek-
nienie warunku absolutnej stabilno$ci wymaga stosowania
matego kroku calkowania h, /. Znaczne wartosoi }\QL i-‘)\pl
wynikty z konieoznodol stosowania matego kroku crzasowego
At . Zmniejszenie wartosol At powoduje zwigkszenle
wartofel  Ag:

absolutnej stabllnosoil , konieoznos$é stosowania mniejsze-

go kroku h, .

Ng: » a stad,Ala speknienia warunku
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Do.oalkowania réwnan “eutywnych" wypracowano specjalne
metody, dla ktérych obszary absolutnej stabilnoscl sg
nieogranioxone /np, motoda trapexwdw w potgogeniu u mutu~_
dg ekstrapolacji [4) /. .

Decydujac sie na klasyowng metode Rungego =~ Kutty kiero-
wano sle wygods i mozliwodcia skorszystania z gotows]

¢ progedury biblintecunej.

6.4. Sohemat blokowy algorytmu obliszeniowepo

.Sohemat blokowy algorytmu obliczeniowego przedstawiono
na rys. 9., Jako kryterium zbieznosdci iteracji, na dane}

warstwie ozasowej, przyjeto waiunek

-

n
1 2 O
\6 \ hy, [(wﬂ'ﬂ 2 wljc)l T4 (ul:!.;+1 i u}jc) ] \<U’002
: i=a0

585 S48

Zadowalajgoa zbieznosé oslagana byta zazwyezaj po dwdch
iteracjach, Zagadnienia /11/ = /16/ 8§ vagadnieniami
brzegowymi 1 dla jednoznadunego wyznaozenia rozwiagzan
brakuje warunkéw poczatkowych,ten, wartoéui predkosoi

w chwill ¢ = O, W nasgym przypadku warunki poozgtkowe

88 nieznane, Wykorzystalidmy wigo fakt okresowos$ci olf-
nienia i gradientu cisdnienia i powtarzalismy obliczenia
prrex kllka okresdw, az do otrzymenia ustalonego przeplye-
wu, Dla mapoozatkowania obliczeld przyjelidmy —u = 0,

w = 0,



Przeptyw ustala sil¢ juz po dwdsh okresach,
Dla otrzymania rozwiagzania w chwili tj+1, W k1l ~e]

iteracji funkecje %%g— /patrz wzdr [21// obliczano

nastepujqod:

b il B el
Kx 3 lc+1 oL el (e By qg- L = 3:WB)S+

b l}"'

6 U i dud (8.3
+ 5 Y +.2 0 (8;) = ai.uagﬂi_i

Q: Si-1 SL
gdzie W = gs . was = sti‘_ ds + &swjda
0 ° S
2 '
(8 = Syenn
Si-1 '

/przy funkejach u, w 1 jej pochodnych pominieto
dolny wekaZnik k, wskazujaoy na numer iteracji, aby
rachowaé przejrzystosé zapisu/, |
Wartosoei pochodnych %% : %g byty obliczane przes
procedure rozwigzujaca réwnania rézniczkowe zwyomajne

-~ FARUNK 1 stanowizy parametry wyjsolowe tej procedury,
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Rys. To Sohemat blokowy algorytmu obliozeniowego;
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6.5 Wyniki numeryozne

Otrzymane z obliczend rozktady predkosci sktadowej osio=
wej 1 radielnej, unormowane wzgledem makeymalnyuh pred-
‘kodol w

: max
‘81 9,

w(o) = 77 om/8, prrzedstawiono na rys,

Na obu rysunkach zaznaczono, linig kropkowang wyniki
numeryogzne otrzymane przeg Linga 1 Atabeka '[26], a na
wykresie skXadowej osiowej pogrubionymi punktaml zag-
naczono rowniez dane eksperymentalne otrzymane takie
przez Linga i Atabeka [26],
Nalezy zaznaczyé, Ze nie dysponowalismy orginalnymi war-
tosciami oisnienia, gradientu oidnienia i oharakterysty=
kg deformacji rurki, lecz potrzebne dane odozytaiiémy
%z niewielkich rysunkéw /powigkszonyoh kilkanascie razy/
zamieszozonych w pracy [26] . Z konleoznos$oi nasze dane
wejsclowe résnity sie od danych uzytyoh do obliozed prres
2 P iy ;
Linga i Atabeka. Stad tez pordéwnanie wynikdéw z obu prac
musi miedé charakter orientacyjny.
Cecha oharakterystyczna profiléw skladowe] osiowej jest
ich ptaskl przebleg w Srodkowej ozesol rurki /s > 0.6/,
znaoznie odbiagajacy od paraboli, .
Otrzymane przez nas roxwigzania dla sktadowej osiowe]
lepiej aproksymujsg dane eksperymentalne w poblizu Scianek
Jdla 8 < 0.6/, natomiast w poblizu Srodka rurki war-
todol predkogci sa nieoco wigksze niz usyskane z pomiaiéw.
Rozkiady predkodol otrezymane przes Lihga i Atabeka [26]
lepiej przyblizaja dane pomiarowe w poblizu Srodka rurki
/dla 8 £ 0.6/, a w poblizu dolanek daja wartosdol



S

mniejsze niz otrzymane z pomiardw,

‘Na rys. 10 przedstawiono wykres skiadowej osiowej pred-
xosei dla 8 = O jako funkojl bezwymiarowego czasu T .

2 rysunku widaé, ze dla T < 0,6 =zgodnosé g wynikami
dodwiadezalnymi jest dosé dobra. Dla ‘T » 0.6 wyniki
otrzymane g oblioczed maja wartosé wiekezg od danych dos—
~wiadezalnyah,

Otrzymane rozklady ukladowej radialnej znacznie odbiega=
ja od rozkXaddw otrzymanych przez Linga i1 Atabeka.

0d wartoéﬁi wyznaczonych predkoseig Soiankl, niekiledy
poprz s lokalne maksimum, sktadowa radlalna szybko male;
Je do wartogol bliskioh zeru /dla & = 0,6 |u|g0.04 cu/s/
Dla 8 = 0 wartosé sktadowej radialnej u = 0,0001 om/s,
Ostre zatamania profilu predkosoi badialnej w poblizu
Soianki Swladcezy o nienadazaniu predkosci ﬁ za ruchem
soianki,

Zwréémy uwage, ze dla rozkiaddw predkosSoi radialnej u

otrzymanych przew Lingé i Atabeka —%%ﬁﬂ =% '0 , Jest
to niezgodne z warunkami symetrii przepitywu /pordwnaj
podrozdziax 3.4/,

Pomimo,.ﬁe skladowa radialna predkosSci jest ok, 100 ramy
mniejsza od sktadowej osiowej, ma ona, poprzez aziony
konwekoyjne, istotny wpXyw na pZaskl przebieg profilu
predkosci skYadowe] osiowe] w érodkowej azesol rurki,

Natezenie przeptywu otrzymane poprzer scatkowanie roz-

R 1
kXadu predkosci osiowe] /Q = 2T S wrdr = 2m Sszsds«-
< (o] (s}
prooedurg numeryczna obliczanla natgzenia przepiywu,gdy

sktadowa predkoscl w dana jest tablioca wartosci,opisa
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autor niniejsze) pracy w [22]/ przedstawiono na rys. 11.

Linlg kropkowana oznaczono wyniki eksperymentalne, Zgod=

nosé g wynikami eksperymentalnymi jest dobra, Dla

T > 0.65 obliczone natezenie przeptywu jest nieco wig=

.ksze od pomierzonego,

Na rysunku 12 przedstawiono wykrea wartosel gradientu

prgdkoéai na Sociance /8 = 1/ Jjako funkeji beZWymiurowe—"

g0 czasu T /linia kropkowang oznaczono wyniki ekspery-

mentalne /Dla T umienlajgoego sig od O do 0.4 szwmierzo-

ny gradient predkoscl jest wigekszy od obliczonego. Podobny

efekt otrzymali rdwnie# Ling i Atabek /przedzial czasowy
T [0, 0.4] odpowiada skurczowi serca - tzn, na-

rastaniu oisdnienia/.

Ekstremalne wartoﬁgi gradientu.prqdkoéci przypadajag w

chwilach T = 0,04 1 0,39, odpowiadajasych ekstre-

malnym wartosciom gradientu cisnienia,

Warto$é maksymalng predkosSci osiowej uzyskano dla

e it

¥ = 0,08,
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Rys. 8. Rozktady sktadowej oslowej predkosdel, —,
| wyniki obliczeniowe obeonej pracy, e.s , wyniki
obliczeniowe z pracy [26] , e » e, wyniki

eksperymentalne, w, = T7 om/s,' T = 0,8,
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Ryg. 9« Roxklady skladowe] radialne] predkosol W, =
77 om/s, T = 0,8, s Wyniki obliczmeniowe

obecne] pracy, e..e.es , Wynikil obliczeniowe

W pracy [26]o
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Rys. 10, Wykres sk¥adowe]j osiowej predkosoi dla & = O
jako funkejl bezwymiarowego czasu T , w = 77 om/s,
T = 0,8, =~ , wyniki obliozeniowe obeonej pracy,
veees, dane eksperymentalne [26)," ' |



alem

- 20

Rys. 11, NateZenie przepywu jako funkeji beswymiaro-
wego ocnasu, —— , wyniki obliczeniowe obeanej

Pracy, e.eeey dane eksperymentalne L26],
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Rys. 12, Gradient predkosci na sSclance jako funkeji

g Wym=

niki obliozeniowe obeonej Pragy, =-——-— , wy-

bezwymiarowego oczasu, T = 0,8,

niki obliczeniowe z pracy [26]. L T
ne ekaperymentalne [26].
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6.6, Eksperymenty numeryczne

Przy wyprowadzaniu rdéwnania wyrazenia na gﬁf /21/
2 .
przyjelismy, Ze {gmg— = O,
%

Bez znajomosfoi dolktadnyoh rozwigzaf réwneid /15/ /16/

niemozliwa jest oocena wpiywu przyjetego zafozenia na

~ou
=i

nia. Dlatego pruzeprowadzilismy kilka eksperymentow nume-

sama funko]e , & tym samym na otrzymane rozwigua-

ryoznych, w ktdryoh w réizny sposdb okreslalismy jg;

i znajdowalidmy odpowiadajgece im profile predkosSol skia-
dowej osiowe] We
Z warunku brzegowego /11/, & warunku symetril oraz z fak=-

tu, 26 06 ¢? mamy

au w2 FLRR Qu D s 0
VX gal ’,)4:( L)-t;) ’ DX A =0 ’ ,5-5(-,-2)—-%):.0

Pochodng '%§% na odeinku [0,11 aprokayﬁujemy nagt g
nujacot '
du

S

— ‘f(ﬁ]. ’T—' "%‘% » 04 8 -__‘<‘1 /14—6/

gdrie ‘f(s} - jest pewng znang funkcjg speiniajgog
warunki ' '
¥y =0
XU o= 1

/147/
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- ",!fj -3

7 maxozenla olagtodol 1 réanOERDwalnnéuj do rzgdu dru-

glego funkeojl R(x, t) meainy Ox ( ?)H»)“ "“'})f (_@ﬁ

)

Majgo obliczong funkaeje- %}% /wz dy /19// 'f?ﬁ (;%

mozemy obliozyé w sposdb przyblizZonys

Riz o

i AT « 0,005

Zatxézmy dodatkowo, %e _Q_lel =0,

Funkojag ‘f(s), ktdéra speinia wezystkie powyisze warun-

ki jest na prayktad wielomian stopnia trzeciego postaocl

Yoy =8 (3-2 .8 /148/

Dla tak okreslone]j funkecji ;%% otrzymane rozkitady
predkosol osilowej unormowane wzgledem maksﬁmalnej pr gd~
kosei osiowej w, = T0 om/s8, przedstawiono na rys, 13 .
Ogélnie, bezwzgledne wartosel predkosci sktadowej osiowe],
w stosunku do rozkxaddéw przedstawionych w podrozdziale -
6.5 88 mniejsze, a profile bardziej pofalowane., Z rysun=
ku 13 widaé, ze otrzymane rozktady leple] aproksymujg
dane eksperymentalne /zaznaczone pogrublonymi punktami/

dla érodka rurki, Gradient predkosci na Sciance ,%g

g=1
nie ulegt wigksxze] zmlanie.



"W innej prébie w miejsoe Y(s) okreslonej waorem /148/
przyjelismy

V(s) = 8> /149/

Zrezygnowalisiny z warunku -——gghl = 0, a poniewaz

z réwnania /82/ wynika, %e q_%‘Q’ O, to przyjma-
: ) og”
0, 26 ué& C° mamy ---‘)_—‘L‘z‘-’?w = 0, Funkojg, ktdra
speXna warunki /147/ oram ——~qﬂﬂ = 0 Jest na

przykxad funkeja /149/.

RozkZady pr@dkdéui, dla -%H% okreslonej wzorami /146/
i /149/ przedstawiono na rysunku 14,/w, = 80 du/s/. War—
tosol predkosoi jak 1 ksztakt profili sg zblizZone do
rozk*addw otrzymanych w podrozdsziale 6.5. BBZWZ&I@QHB
wartosci predkosei w osi przewodu sg nieco wigksze, a
linia profili bardziej pofalowana, Gradient predkoscl

Aa ~ zmienik gle¢ bardwo nilewlele,

Z przedstawionych wynilkéw mozna wyclggnaé wniosek, ktdry
Juz wypowledziclismy w poprzednim podrozdeiale, %e skla-

dowa radialna ma istoiny wpiyw na pruzebleg profilu skla-

dowe]j osiowe].

Do rozwigzania rdéwnan résznieekowyoh /76/, /77/ stosowa~

'no garowno sohemat rdéznicowy /26/ /[tzn, 6 = 0,75

& = 0/ Jak i schemat /32/ . Wyjawszy przedzialy

w ktdéryoh gradienh cidnienia zmienia sig bardzo szybko

/a wieo dla T [_0,0.‘l] % [_0935, 0.6]/, w obu
przypadkach otrzymano podobne wyniki,
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7 warunku /53/ wiemy, %e wartoédé parametru © powinna
byé doblerena x prueduiatu [ § , 1] . Dla ©0=3
rzad aproksymaoji jest réwny dwa. Jednak dla te) wartos-
ol pabametru © proces oblioczeniowy bjl niestablilny,
Nalezj pamigtaé, Ze warunek /53/ Jest konleoznym /ale
nie dostatecznym/ warunkiem stabilnogol, Wartosé para-

metru © nalezy dobleraé z przedziatu nieco mniejsre-

g0 NP [0.6, 1] o
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Ryse 13. Eksperyment numeryogny. Rozkiady predkosSci
oslowej, w, = 70 on/s. :%% okredlone jest
wyrazeniem /146/ i /148/., =—— , wyniki ob=
liczeniowe bbaonej pracy, eee ;.dane el

perymentalne [26],
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Rys. 14. Eksperyment numeryczny, Rozklady predkosol

osiowed, w, = 80 am/s. g% okreslone jest

i
wyrazeniem /146/ 1 /148/.

y Wynilkl
obliczeniowe % obeonej pracy, ... , dane

eksperymentalne [26]



6.To Uwagl o wykorzystaniu metody prostych typu

dyskretny ovas - clapgka prrestrzen do rou=-

wiagywania réwnan rdézniczkowyoh czastkowych

Przedstawiona metoda prostych byta wielokrotnie wyko=-
reystywana do rouswigvania parabolicznych rdéwnad rdésni-
czkowych crastlowych przy pomocy maszyn hybrydowyah
[47] ’ [98] o Autor niniejszej pracy wykorzystal powyie
szg metode prostyoh do rozwigzania przy pomooy masgyny
eyfrowe] nieliniowego rdéwnania czastkowego, dla kldrego
gnane byko rozwiazanie analityozne [20]o Otrzymano
bardzdldobrq zngodnosé wynikdw,

Do zalet metody naleZas
1/ Yatwa zmiana, w zaleznoSci od potrwmeb, diugosci kroku
ozasowego at , |

2/ budowa rdéwnai roéznicowych I weryfikascji warunku

iea kL

—aproksymacji Jest Xatwa 1 naturalng czynnosolg,

3/ przydatnosé do rozwlazywanla réwnafd nieliniowyoch,
Przy iteracyjnym rozwigzywaniu rdéwnan nieliniowych
uzyskujemy bardzo szybka zbieznosé /najorgsoie]

wystarcraja dwie, trzy iteracje/,

4/ prrzez odpowiednl dobdr procedury rozwiazujgsej rdéwna-
nia rézniczkowego zwyozajnego mozliwa jest kontrola
doktadnosci prowadzonych obliozed 1 odpowiedni dobdr

kroku catkowania h,

5/ sohemat réznicowy /26/ lub /31/ moze byé.uZyty do

rogwiarywania réwnail rézniczkowyoch pierwszego rzedu

(48]
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Prredstawliona w 1968 », metoda dekompozyoji [46] y byZa
udang proéba ominigoia niekornyaﬂnyah efektow wynikajg-
oych =z hiestabiluyuh wlasnodel operatora rézniczkowego.
Proces dekompozycji udaje sie przeprowadzié dla wezyst-
kich liniowyoch operatordw rézniczkowych spotykanych w
praktyace [20]. Charakteryzuje sig¢ pewnym schematyzmemn

i przy wigkszej licuble zadad mozna go powlerzyé masgy-
nie cyfrowej. Sposdb realizacjl innych warunkdw brzego=-
wych niz np. warunki /90/ i /92/ przedstawiono prsy po-

mooy metody dekompozyoji w pracach [46] s [ﬁB] o

S e B0



T. PODSUMOWANIE

2 poréwnania_wyuikéw obliozeniowych z eksperymentalnymi
wynika, ze wyznaozenie lokalnych rozkkaddéw predkosci na
podstawie lokalnego pomiaru cisnienia i gradientu 0ige~
nienia praktyounie daje vadawalajnon dokladnosé, lowne
rogbieznoscl pomigduy wynikami obliczeniowymi a danymi

eksperymentalnymi wynikajas

1/ z przyjetych ualofed uprasszorajgoych
2/ & btreddw metody numerycznej uzytej do rozwigzywania

réwnaﬁo
Przyjete matoZenia upraszozajgoe sg dwojakiego rodzajus

a/ zatozenla odnoszgoe slg do flzyornego modelu pulsuja-
cego przeptywu w rurkach o elastyoznych Soiankach,

wymienibne w punktach 1 - 3 w podrozdziale 3.1,

b/ uproszorenia réwnaid okreslajgoyoh skiadowg radialng,

prezyjmowane po %o, aby trudnosoi obliczenlowe nie

byty sbyt wielkie,

Uwzglednienie historil przeptywu, rozgatezied rurki,
gmian jej geometrii prowadzizoby do bardzo skomplikowa-
nego procesu oﬁliozeniowego. Stad tez nasze uproézoze—
nia dla wygnacrania rozk¥addw predkosci na podstawie
lokalne]j informacji o przeptywie,

Zatozenia uprasrzozajace, rwigzane & réwnaniem okresla-
jaoym sk¥adowag radlalng, miaty w naszym przypadku pos=-

(g2 2w DO ol i e g At
8 5% = 0) =g = O atomias ng 1 Atabek [26)

oprdécz warunku —%ﬁ—— = 0, zakXadaja staty znak
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poohodne] —g—;—% W przekroju poprrzecznym rurki, przyj-
muja lstnlenie zwiazku postaci w(B,Xx +.A3Qt) =

=k o w(8,x,6) 2z pewng funkeja k /wyklucza to pray-
padek w ((8,x,%) '=.0 , ktéry jednak pojawla sig prey
zmianie znaku funkoji w , tzn, gdy zaoczyna wysatepowad
przeptyw wsteczny/, a ponadto zaniedbujsg warunek ay@e—
trii /w postaci -2:} =0 "dla “"g'= 0/,

Stwierdzilismy, #e slkiadowa radialna, pomimo niewlelkie]
wartosol w stosunku do skiadowej osliowej, decyduje o
ptaskim przebiegu Jej profilu w érud]mw&}] orvgdol rurkl,
Z przedstawionych na rysunku 8 wynikdw mozna preypussg-
ozaé, Ze istnieje pewna mozliwosd udoskonalenia proce-
dury obliczeniowe] dla otrzymania lepszej zgodnosoi wy-
nikdéw obliczeniowych % danymi eksperymentalnymi,

W naszym przypadlku otrzymalismny dﬁbra zegodnosé z wynika-
mi pomiarowymi w poblizu Soianki, natomiast Ling i Atabek
zgodﬁ;éé w Spodku rurki.

Bredy wynikajace z obliczed numerycznych zalezg od ro-
dzaju usytej procedury rozwigzujace] 1 od wielkosol kro-
kéw, w nasgym praypadku, a4t 1 h o Oczywistym jest,

ze dobdr wielkoscl At 1l h jest.wynikiem kompromisu
pomiedsy czasem trwania obllozen a doktadnosSolg uzyski-
wanych wynikdéw, Dobdr kroku A t, byx wymuséony szybkimi
zmianami gradientu cisnienia, krok h, ~ natomiast, wa-
runkiem absolutne] stabilnosei i doktadnosdolg rozwigzy-
wania rdéwnania rézniczkowego zwyczajnego, Maty krok cza-

sowy At spowodowél, 2e otrzymane w wyniku dyskrety=
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zacjl owrasu rownania rézniozkowe zwyozajne byly Zle
uwarunkowane oblicxeniowo /réwnania "sztywne"/ co, W wy=
niku zastosowania procedury oparte] na klasyoznej meto-
dgie Rungego - Kutty, znaoznig wydiuﬂy&o.czaa oblicrzen
maszynowyoh /obliocxanie 100 rozktaddw predkosol skiado-
wej radialnej i oasiowe) trwaXo okoto 45 minut /. -
Dlategb prey postuglwanin sil¢ opisang wersjg metody
prostych wasny jest dobér procedury rozwigzujgoej “sntyw-
ne" rdwnania réoniczkowe zwyczajne, winna ona prowadzid
kontroleg dok*adnosci oblicwen i dobieraé optymalny krok
oatkowanla h o FPruy takim doborxe prooedury, napre-
zentowana metoda prostych jest wygodng, rdwnoprawng,

w stosunku do klasycznych metod rdéznic skorozonych meto=-
da rozwigzywania parabolicznych rdwnai rdézniczkowych

czagstkowyoh,
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[ Analiza dokumentacyjna

4 W pracy podano nowy sposdb numerycznego wyznaczania
rozkaddw predkosci dla pulsujacego przep:?:'ywu
w przewodzlie o odksztaXecalnych Sclankach przy za-
danych lokalnie wartosciach cidnienia, gradientu
aldinlonla orayn sadonog il esnofiel pomigdzy eidnie-
niem a promienlem przewodu. Rownania, z ktdrych
otrzymano rozkZady predkoscl byxy nieliniowe rdéwna=-
nia Naviera - Stokesa. Do numeryeznego rozwiazania
tveh rdwnan usyto metody prostveh Ltypne dyakretny
usag = . olgeda k:J.L'L;u._iILaL;,'_ll, nie ;J'uu;_.u:\.hmqt} -.iuuu-i.n,h;.gh..,
do obligzen przy pomocy maszyny cyfrowej. Otrzymano
dobrag zgodnosé wynikéw z dostegpnymi w literaturze
danymi eksperymentalnymi,
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