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ZASTOSOWANIE DEMOGRAFICZNYCH MODELI
WIELOKROTNEGO UBYTKU W KALKULACJI SKEADEK
W UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE

1. Wstep

Gléwnym celem niniejszego artykutu jest analiza rozktadu dwéch zmiennych
losowych, a mianowicie: czasu odej$cia z danego statusu oraz przyczyny odejscia,
w ukladzie uwzgledniajacym pojedyncze zycie. W matematyce aktuarialnej odej-
scie z danego statusu okresla si¢ mianem dekrimentu.

Przedmiotem rozwazan w modelach wielokrotnego ubytku nie jest pojedyncze
zycie, lecz wiele réznych wypadkéw.

Zastosowanie tej problematyki obserwujemy np. w zakladzie pracy, w ktérym
liczba pracownikéw zatrudnionych przez pracodawce bedzie si¢ zmniejszac, gdy
pracownik zostanie zwolniony z pracy, stanie si¢ niezdolny do pracy, umrze lub
przejdzie na emerytur¢. Zatem w celach planowania zatrudnienia potrzebne bedzie
oszacowanie liczby oséb obecnie pracujacych, ktére pozostana aktywne przez wie-
le nastgpnych lat.

Aktuariusze potrzebuja réwniez modeli dotyczacych planéw swiadczen pracow-
niczych, w ktérych swiadczenie ptacone na zakonczenie zatrudnienia moze zaleze
od przyczyny zakoriczenia zatrudnienia. Swiadczenia emerytalne na przyklad beda
zazwyczaj réznily si¢ od tych ptaconych z powodu $mierci czy inwalidztwa.

Tak wiec modele przezycia systemu $wiadczen pracowniczych bgda zawieraty
dwie zmienne losowe: dotyczaca momentu zakoriczenia pracy i dotyczaca przy-
czyny zakonczenia pracy.

Ponadto wigkszos¢ indywidualnych ubezpieczen zyciowych zapewnia zaplate¢
nie utraconych swiadczen, jezeli skladki ustana przed koncem okreslonego okresu
placenia skladki. Przerwanie ubezpieczenia, czyli zaprzestanie oplaty dalszych
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skladek w okresie ubezpieczenia, powoduje cz¢$ciowy zwrot kapitatu i likwidacj¢
ubezpieczenia lub obnizenie sumy ubezpieczenia stosownie do proporcji wplaco-
nego kapitatu w stosunku do tego, jaki powinien by¢ wplacony wedlug planu ubez-
pieczenia. Zastosowany w tym przypadku ogélny model dla takich ubezpieczen
bedzie zawieral zaréwno czas zakonczenia placenia skladek, jak i przyczyng za-
konczenia platnosci skladek. Beda to dwie zmienne losowe w wykorzystanym do
tego celu modelu wielokrotnego ubytku.

Kolejnym przykltadem zastosowania modelu wielokrotnego ubytku jest ubez-
pieczenie dochodéw w razie niezdolnosci do pracy, ktére zapewnia okresowe plat-
nosci dla ubezpieczonych spetniajacych warunki niezdolnosci zdefiniowanej i za-
wartej w polisie. Wéwczas wielkosé okresowych platnos$ci moze zaleze¢ od tego,
czy niezdolnos¢ do pracy byla spowodowana choroba, czy wypadkiem.

W systemie spolecznej opieki zdrowotnej zainteresowanie wzbudza analiza
przezycia i $miertelnosci w kategoriach przyczyny $mierci. Cele spolecznej opieki
zdrowotnej moga by¢ ustalone przez badanie tacznego rozktadu momentu $mierci i
przyczyny smierci.

W tym przypadku przedmiotem analizy bgdzie $miertelno$é rozpatrywana w
kategoriach sktadowych przyczyn $mierci, z ktorych kazda jest traktowana jak
oddzielny ubytek (dekriment) [Bowers i in. 1986]. Zatem model matematyczny
stuzacy do przeprowadzania tego typu analiz nosi nazwg tablicy wielokrotnego
ubytku.

W rozwazaniach dotyczacych modeli wielokrotnego ubytku wykorzystuje sig
dwie zmienne losowe: T(x) = T, ktéra jest zmienna losowa czasu, oraz J(x) = J,
bedaca zmienna losowa przyczyny ubytku, gdzie x to wiek osoby. Przyjmijmy, ze J
jest zmienng losowa dyskretna. Zastosowania przedstawione w tym rozdziale do-
starczaja przykladéw tych zmiennych losowych. Mianowicie, np. dla planu §wiad-
czen pracowniczych zmienna losowa J moze przyjmowaé wartosci 1, 2, 3 lub 4, w
zaleznosci od tego, czy odejscie jest spowodowane odpowiednio — rezygnacja,
inwalidztwem, $miercia czy przej$ciem na emeryturg.

2. Podstawowe wzory i zalezno$ci w tablicy wielokrotnego ubytku

Symbole, ktére pojawiaja si¢ w problematyce dekrimentéw, to:
d® — catkowita liczba ubytkéw z danego statusu ze wzgledu na wszystkie przy-
czyny, pomigdzy wiekiem x a x +1,
lf’) — liczba oséb, ktére osiagnely wiek x, podlegajacych dziataniu (z) przyczyn
ubytku, gdzie:7=1, 2, ..., m,
pi’) — prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x pozostanie w danym statusie
przez przynajmniej 1 rok,
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P -

— prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x opusci dany status w ciagu roku

bez wzgledu na wszystkie przyczyny,
catkowita intensywnos¢ ubytku ze wzgledu na wszystkie przyczyny dla osoby w
wieku x,

— S$rednia liczba os6b dozywajacych wieku x, ktére podlegaja dziataniu (m)

przyczyn ubytku.

— liczba ubytkéw z danego statusu ze wzgl¢du na przyczyng (j), pomi¢dzy

wiekiem x a x +1,

prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x opusci dany status w ciagu roku
ze wzgledu na przyczyng (j),

intensywnos¢ ubytku ze wzglgdu na przyczyng (j) dla osoby w wieku x.

W problematyce dekrimentéw najbardziej podstawowymi ze wzgledu na
wszystkie przyczyny formutami sa nast¢pujace wzory:

4 =1~ (1>
d(’)
(v) — &x
x l(f) ’ (2)
l(’)
(7) _ ‘xtl
p, - l(f) L) (3)
P =1-¢". @)
) l(f)
Py = l(,) . (5)

Intensywno$¢ ubytku jest zdefiniowana nast¢pujaco:

oraz:

6
x . (6)
Zalezno$¢ ta umozliwia skorzystanie z relacji:

10 =1 exp[— Iui”dy] )

0
P = exp{— | ﬂi"dy] = exp[— juﬁi’.dt], ®)

x 1]

1
1 -1 =d? = 154, ©)

0
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.4 = I P, (10)

Ze wzgledu na rodzaj ubytku zdeﬁmowane s nastgpujace wzory:

df”:idy), (11)
d .
g, = %, (12)
(f) _qu (13)
Intensywno$¢ ubytku ﬂi’ ) zdefiniujemy nast¢pujaco:
) = —l(i) df: : (14)

Po przeksztalceniach wzoru (14) otrzymujemy:

1 = Ilif)ﬂﬁj)dyv i=12, ., m (15)

Nastepnie stwierdzamy, ze:
1D =g = .[zmy,’)dz, (16)
a takze:
a7 = "j,pi’)ﬂii’,dt- amn

0
Analiza wzoréw (2) i (13) wyjasnia, dlaczego teoria wielokrotnego ubytku jest
réwniez nazywana teorig konkurujacych rodzajéw ryzyka. Prawdopodobienistwo

ubytku ze wzgledu na przyczyng (j) pomigdzy wiekiem x a x + 1 zalezy od , pff) ,
gdzie: 0 <t <1, a wigc od wszystkich sktadowych intensywnosci. Gdy intensywno-
$ci dla innych ubytk6w rosna, wéwczas , p,(f) si¢ obniza.

Istnieje prosty zwiazek miedzy catkowita intensywnoscia ubytku a intensywno-
Sciami dotyczacymi poszczeg6lnych przyczyn ubytku.

Podobnie jak:

lET) =le(rj)’ (18)
j=1

réwniez:
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w =3 4. (19
j=1

Zatem calkowita intensywnos¢ ubytku jest rOwna sumie poszczegdlnych inten-
sywnosci.

Zwré¢my uwage na istotng réznic¢ pomig¢dzy intensywnoscia ubytku a prawdo-
podobienstwem ubytku.

Funkcja prawdopodobienstwa zawiera pewien przedziat czasu, podczas ktérego,
pod wplywem dzialania wszystkich przyczyn ubytku, zmniejsza si¢ liczebnosc¢
danej grupy oséb. Stad liczba oséb opuszczajacych dany statut ze wzgledu na
przyczyng (j) nie jest niezalezna od wielkos$ci innych ubytkéw, dziatajacych jedno-
czesnie. Im skuteczniejsze jest dzialanie innych przyczyn ubytku, tym mniej bedzie
ubytkéw spowodowanych j-ta przyczyna i mniejsza bgdzie wartos¢ prawdopodo-
bienstwa ubytku ze wzgledu na t¢ przyczyne. Tak wigec wartosci prawdopodo-
bienstw réznych przyczyn zaleza wzajemnie od siebie, a prawdopodobienstwa
ubytku musza by¢ rozpatrywane jako zalezne prawdopodobienstwa zawsze wtedy,
kiedy dziata kilka przyczyn ubytku [Jordan 1982].

Mozemy zapisac:

q.) = I POl (20)

A zastgpujac ,pE’) , Otrzymamy:

1 t
= s - s it @
0

0

W tej formie oczywiste jest, ze prawdopodobienstwo ubytku dla poszczegélnej
przyczyny zalezy od intensywnosci ubytku ze wzgledu na wszystkie przyczyny.

Z drugiej strony, funkcja ,uﬁi), , bedaca natychmiastowa (chwilowg) stopa ubyt-
ku, nie opiera si¢ na zadnym przedziale czasowym i nie podlega dziataniu konku-
rujacych przyczyn. Intensywnosci ubytku dla poszczegdlnych przyczyn sa wigc
niezaleznymi funkcjami, w przeciwienstwie do prawdopodobienstw ubytku, ktére
sg zalezne od siebie.

Kiedy potrzebne sa wartosci liczbowe ,um , mozna je otrzymac z tablicy wielo-
krotnego ubytku za pomocg aproksymacji:

) = dea+d? T,d(r . 22)
211

Formula ta wyrazona jest w kategoriach di") a nie lij) , poniewaz wartos$ci

l ,((j ) zwykle nie wystgpuja w tablicy wielokrotnego ubytku.
Przykiad 1
W tabeli 1 zamieszczono dane. Oblicz: qg) , qg?, 3‘1;)’ 2q£§) ’ 2‘197)

352



Tabela 1. Tabela podwéjnego dekrimentu

Wiek x 1“9 g0 4@
24 901020{299192762
25 807959]|314|86632
26 721013|324(80385
27 640304(329174117
28 565858{329|67909
29 497620|324161839
m 299 () _ 314+ 86, 632 (0 _ 497,620 () _ 80,385 + 74,1 17
T = 901.020° ¥ T 807.950 ° T 10130 2% 721,013
o 324
2927 640,304 .

3. Centralne stopy wielokrotnego ubytku

Centralng stope ubytku ze wzgledu na wszystkie przyczyny mozna zdefiniowaé
nastgpujaco:
I P u)dr 4
m" = 4 23)

TGN
I p(f)dt Lx

gdzie: L( ) = j‘l( Vdr i jest srednia wazona /1,(”), ,0<r<1.

X+

Analoglczme, centralng stop¢ ubytku ze wzgledu na przyczyng (j) mozna zdefi-
niowaé nastepujaco:

f P ﬁi),dt
(J)

(24
I p(f) dr
Stopa ta jest $rednia wazona 4, 0<r<1.
Jest oczywiste, ze:
m® =>"m. (25)
Jj=1

Aby oszacowaé m(’), wygodnie jest przyjaé, ze catkowity ubytek ma jedno-
stajny rozklad w kazdym roku. To zalozZenie jest rownowazne z aproksymacija:
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10 = _1g®  dlao<r<1.

X+ X

Skad:
= J‘(r)d,~ I( 1~ 1a) dr = l,{”—%dﬁ”.

X+t

Nastepnie mamy:

()
)z @6)
o _Lyo
2
Stad mozemy wnioskowac, ze mﬁj) moze by¢ réwniez wyrazone w kategoriach
prawdopodobienstw ubytku, mianowicie:
.I
mi s 2 @7
1- q(f)
2 x
Wazne jest, aby zna¢ metod¢ umozliwiajaca skonstruowanie tablicy wielokrot-
nego ubytku, gdy dane sa centralne stopy ubytku kazdej z przyczyn ubytku.
Majac:

10 =104+ 140,
2

otrzymamy:
) _ di]) B M£j)
SN U
L’'+—d 1+-m
X 2 X 2 X
W analogiczny spos6b wyprowadzamy wzor:
1- %mf)
p.(:) = 1 °
1+— mff)
2

Powyzsza formula moze by¢ uzyta do otrzymania lf’)

4. Przypadek stalej intensywnosci i jednostajnego rozkladu
wielokrotnych ubytkéow

Zastosujmy zalozenie o stalej intensywnosci kazdego ubytku w kazdym roku
zycia. Daje nam to:
() =

Hio =
Nastepnie otrzymamy:

=4 oraz p? =y gdzie0<r<1.

x+!
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J‘p(r) ;)dt_ﬂxr) ].,P,(f) (gt = (,) ¢I£T)- (28)
JIN

Powyzszy wz6r dostarcza formuty:

g _p?

(o~ 07

qX ﬂl

Przy zalozeniu, Zze kazdy z ubytkéw w kontekscie wielokrotnego ubytku ma
jednostajny rozktad w kazdym roku, otrzymujemy:

'qxl) _tq(l) j=12, .., m, 0<t<1.

29)

Wiedzac, ze:
a7 =1-,p,
prawdziwe sg wzory:
¢ = pull, (30)
J J
u) = qﬁ(f) = 2 )(r) G
P, 1-1tq,

5. Przyklady zastosowan dekrimentéw w kalkulacji skladek
w ubezpieczeniach na zycie

Do kalkulacji jednorazowej skfadki netto wykorzystujemy znane wzory z ma-
tematyki aktuarialne;j.

Rozwazmy ubezpieczenie okresowe platne w momencie $mierci dla osoby w
wieku (x) ubezpieczonej na n lat na sume ubezpieczenia 1 zi.

Korzystajac ze wzoru (17), otrzymujemy:

Al = I P dr,
0
gdzie Alr(.:—.)| to jednorazowa skladka netto dla ubezpieczenia na zycie podlegajacych
J-tej przyczynie ubytku.
Podobnie w przypadku ubezpieczenia petnego ptacacego 1 zt dla osoby w wie-
ku x podlegajacej wszystkim przyczynom t w roku smierci sktadk¢ jednorazowa
mozemy zapisa¢ w postaci:

A7 =3 VPl
1=0

Podobnie mozna wyprowadzi¢ wzory na renty Zyciowe.
Jednostkowg rent¢ zyciowa ciagla (bezterminowa) placaca 1 zi dla osoby (x) ze
wzgledu na wszystkie przyczyny 7 obecna warto§¢ mozemy zapisa¢ w postaci:
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—(f

I , pﬁf)dt,

gdzie:t=1,2,..,m
Analogicznie dla rent zyciowych dyskretnych platnych z géry, np. okresowych
dla osoby w wieku x, ze wzgledu na wszystkie przyczyny r obecna warto$¢ moze-

my obliczy¢ nastepujaco:
8 =3

Korzystajac ze wzoréw z matematyk1 aktuarialnej, mozna wskaza¢ dalsze za-
stosowania i uogélnienia.

6. Zakonczenie

Wprowadzone modele wielokrotnego ubytku to wazna cz¢é¢ matematyki de-
mograficznej. Sa one uogélnieniem jednej zmiennej. Wprowadzone dekrimenty
(przyczyny ubytku ludnosci) i obliczone na tej podstawie prawdopodobienstwa
zgonu, przezycia czy tez intensywnosci wymieralnosci maja zastosowanie w kalku-
lacji sktadek w ubezpieczeniach na zycie.
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APPLICATION OF DEMOGRAPHIC MULTIPLE-DECREMENT
MODELS IN CALCULATION PREMIUM IN LIFE INSURANCE

Summary

Life probability parameter survival or death are very important in calculation premium in life in-
surance. Among this problems very often is included probability connected with reason of death.
These parameters name is decrements.

In this article there is a definition of decrements, force of mortality, central rate death and at the
end, there were given examples of their application.

There are also main mathematic formulas, witch should be used in actuarial practice.
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