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1. Wstep

Skuteczne podejmowanie decyzji to m.in. umiejetnosé wlasciwego przetwarza-
nia nowej informacji charakteryzujacej sytuacje decyzyjna. Twierdzenie Bayesa
wskazuje na sposéb aktualizacji biezacej wiedzy na podstawie nowo pozyskanych
informacji. W niniejszym opracowaniu przedstawimy mozliwosci wykorzystania
podejscia bayesowskiego do aktualizacji rozkladu liczby odszkodowan na podsta-
wie nowych, dost¢gpnych informacji.

2. Twierdzenie Bayesa i wnioskowanie bayesowskie

Zwigkszajace si¢ zasoby informacji z réznych dziedzin zycia gospodarczego i
spolecznego, dostepne nie tylko naukowcom, dziataczom gospodarczym, ale takze
zwyklym ludziom w ich codziennym zyciu, kaza zwrdci¢ uwage na problem prze-
twarzania informacji. Skuteczne poruszanie si¢ w $wiecie zdarzen stochastycznych
uwarunkowane jest bowiem umiejetnoscia odpowiedniego przetwarzania dostgp-
nych informacji, gotowoscia uczenia si¢ na doswiadczeniach z przeszlosci 1 umie-
jetnoscia zmiany przekonan wynikajacych z nowych, dostgpnych informacji. Jed-
nym z najlepiej opisanych w literaturze i najczgsciej stosowanych modeli ,,uczenia
si¢” (warunkowania) na podstawie nowych informacji jest model oparty na twier-
dzeniu Bayesa (twierdzenie 1). Uniwersalnos¢ tego modelu polega na takim pota-
czeniu dwéch zrddet informacji — wstepnej (a priori) oraz prébkowej (z doswiad-
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czenia) — w ktérym wagi obu tych rodzajéw informacji zaleza od stopnia prawdo-
podobienstwa (najcz¢sciej subiektywnego) przypisanego im przez badacza. Podej-
$cie bayesowskie daje mozliwo$¢ uwzglednienia w procesie przetwarzania infor-
macji nie tylko réznej natury wiedzy apriorycznej (pochodzacej z do§wiadczenia, z
poprzednich lub analogicznych badan, opartej na intuicji), ale takze wyrazenia
przez badacza jego stopnia niepewnosci co do poszczegélnych elementéw tej wie-
dzy. Wiedz¢ wstgpna w modelu bayesowskim reprezentuje rozklad a priori n(-).

Twierdzenie 1. Twierdzenie Bayesa

Niech X i Y beda dowolnymi zmiennymi losowymi zadanymi na przestrzeni mie-
rzalnej (Q,3,Pr(.)) o wartosciach w przestrzeni IR* , d, 21 i IR, d, 21 odpo-
wiednio. Niech Ae B, BeB,.., Pr(Xe B)>0. Zachodzi wtedy réwnos¢:
Pr(Xe B|Ye A)Pr(Ye A)

Pr(Xe B) '

Jezeli istnieje gestosé taczna zmiennych X i Y wzgledem miary Lesbesgue’a,

to przy tradycyjnych oznaczeniach wzér Bayesa mozna zapisaé nast¢pujaco:

fx (%) _ Joay (ly) fy) (v)
fx(2) fx ()
Twierdzenie 1 stanowi model matematyczny charakteryzujacy sposéb uzyski-
wania rozkladu a posteriori na podstawie rozktadu a priori n(-) oraz funkcji wiary-
godnosci préby L(-, x)'. Rozklad a posteriori n*(-[x) uzyskany w wyniku zastoso-
wania twierdzenia Bayesa przedstawia w sposéb sformalizowany, wolny od aprok-
symacji, biezacy stan wiedzy badacza o nieznanych, szacowanych wielkosciach,
charakteryzujacych okreslony problem decyzyjny. Kazda nowa informacja préb-
kowa umozliwia aktualizacj¢ wiedzy badacza przez ponowne zastosowanie twier-
dzenia Bayesa, w ktérym uzyskany poprzednio rozklad a posteriori staje si¢ roz-
kladem a priori, wyrazajacym stan wiedzy przed uzyskaniem nowych informacji.
Niech wektor x € IR" oznacza mozliwy przebieg (realizacj¢) zjawiska empiryczne-
go. Zakladamy, ze pomiary X =(X,,X,...X,), Xe IR stanowia prébe losowa pro-
stg z rozkladu o gestosci f(ll@) ([QS wzgledem miary Lebesgue’a, ktéra jest elementem
rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa indeksowanych przez wektor 8 IR":

P= (/e (10): 0€R, U{o}}. o
Na gruncie niebayesowskim rodzina P definiuje parametryczny model statystycz-
Ny fie) (-18), tzw. model probkowy (ang. sampling model), w ramach kiérego

Pr(Ye A|Xe B)= (D

Fiao ()= ,dlax € IR,y € IR" if,(x)>0. (2)

! Funkcja wiarygodnoéci L(-x)= fie) (x]):IR" — IR, jest funkcja dla ©€ E = IR" i zaob-

serwowanego wektora obserwacji X € X = IR" definiowana wzorem L(8,x)= fy, (xI0).
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rozwaza si¢ np. zagadnienia estymacji wektora 0 i jego funkcji. Cecha charaktery-
styczna tego modelu jest wybdr tylko jednej wartoéci parametru 9, a tym samym
rozktadu prawdopodobienstwa rzadzacego zjawiskiem badawczym. Czgsto podejscie
niebayesowskie nazywane jest podejsciem klasycznym lub czgstosciowym.

Na gruncie bayesowskim (subiektywnym) rodzina P nie jest jeszcze komplet-
nym modelem statystycznym. Oprécz modelu prébkowego f(xl@) (.18), wprowadza
si¢ miar¢ probabilistyczng (lub przynajmniej miar¢ o-skonczona) na zbiorze E o
funkcji gestosci fo(.): @€ E=IR", czyli tzw. rozklad a priori, modelujaca
wstegpne przekonania badacza o wektorze parametréw © . W dalszej czesci pracy
rozklad a priori bedziemy oznacza¢ przez #(-): 7(0)= fo(8).

Bayesowski model statystyczny jest jednoznacznie okreslony przez funkcj¢ tacznej
gestosci dla wektora (potencjalnych) obserwacji x i wektora parametréw 9 :

fiox) (%8) = fixe) (20)-7(6), “)
gdzie fiye)(+18)to gestos¢ rozkladu prébkowego, a () to gestosé rozkladu a priori.

Whnioskowania o wektorze parametréw © dokonuje si¢ na podstawie rozktadu

warunkowego tego wektora parametréw przy ustalonych obserwacjach, czyli na
podstawie rozkladu a posteriori o gestosci wynikajacej ze wzoru Bayesa:

fxe) (x.8) fixe) (xlo)-=(8)
fo (8lX)=—"> =— , (5)
@)= T A
gdzie fy (x)= L_ fixe) (x]8)7(6)d8 jest brzegowa gestoscia wektora obserwacji.

W dalszej czgsci pracy, w celu uproszczenia oznaczen, rozklad a posteriori
oznaczaé bedziemy przez z (| x): #(6] x ) = faix) (0]x).

Brak rozkladu a posteriori przy niewlasciwym rozkladzie a priori moze by¢
powaznym i trudnym problemem w zastosowaniu analizy bayesowskiej, dlatego w
dalszych rozwazaniach zakladamy specyfikacj¢ modelu bayesowskiego taka, ze

rozklad a posteriori istnieje.
Po wykorzystaniu kategorii funkcji wiarygodnosci bayesowski model staty-

styczny mozna zapisa¢ jako f(g.x) (g,g)z L(Q,g)ﬂ(G), a gestos¢ rozktadu a po-
steriori jako 7*(6| x)oc L(0,x)-7(6), gdyz fy(x) nie zalezy od parametru 0, a

= jest symbolem proporcjonalnosci.
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Rozklady a priori i rozklady warunkowe, dla ktérych mozna anahtyczme wy-
znaczy¢ rozklad a posteriori, to tzw. sprz¢zone rodziny rozkladow a priori® (por.

[DeGroot 1981]). Ogélnie, gestos¢ rozkiadu brzegowego fy (.) wektora zmien-
nych losowych X zadanego na zbiorze X oraz gestos¢ rozkladu warunkowego a

posteriori n( - | X) sa wyznaczane numerycznie za pomoca odpowiednich procedur

statystycznych (por. [Osiewalski 2001; Szreder 1994]). Obecnie szybko rozwijaja-
ce si¢ techniki komputerowe, pozwalajace symulacyjnie okresla¢ rozklady a poste-
riori, stwarzaja nowe szanse dla aplikacji metod bayesowskich.

Zat6zmy, ze wektor losowy Y =(Y,,Y,..Y,), Ye X=IR"bedzie wektorem
dodatkowych obserwacji, ktérego sktadowe sa niezalezne o jednakowym rozkla-
dzie (préba losowa prosta) i gestosci prawdopodobienstwa zadanej wzorem
8ve)('|€): 8€E=IR". Zauwazmy, ze wektor parametréw 8 jest taki sam, za-

tem rozktad warunkowy dodatkowych obserwacji, pod warunkiem dotychczaso-
wych obserwacji, bgdzie miat postac:

f(YX) yx ffﬂ(xe) (y|(x0)) (6 )ﬂ'(@) d_Q‘

S (Zli) = ©

: X N Y, FEgT
W zwiazku z tym rozklad a posteriori dodatkowych informacji przbiera postac:
7 (yix)= f, 8o (380) 7" (@ly) 4 ™

Predykcji rozkladu a posteriori mozemy dokona¢ analogicznie do rozkiadu
a posteriori dla dodatkowej cechy. Zatézmy, ze istnieje gestos¢ rozktadu probko-

wego fiye (18):IR" — IR, U{0}, @€E=IR" X&X =IR"oraz wektor loso-
wy Y=(%,.Y,,...Y,), Ye X =IR" bedzie wektorem przysztych obserwacji, ktére-

n

go skladowe sa niezalezne, o identycznym rozkladzie (préba losowa prosta), o
gestosci prawdopodobienstwa zadanej wzorem gy (18): 8€E=IR". Za-

uwazmy, ze parametr 6 nie zmienia si¢, zatem rozklad warunkowy przyszitych

obserwacji, pod warunkiem dotychczasowych obserwacji, czyli predyktywny roz-
ktad a posteriori bedzie mial postac taka jak (7).

% Niech Q bedzie rodzing rozkladéw a priori zadang poprzez gestosci zt() Niech P bedzie ro-
dzing rozktadéw warunkowych zadang przez gestosci f( xie) (-|0). Rodzina @ jest sprz¢zona do
rodziny P, jezeli dla kazdej gestosci fyq)(-16) z rodziny P i dla kazdej gestosci 7 (.) z rodziny Q,

[
gestosc rozkladu a posteriori, wyznaczona zaleznoscia 7r*(0| X )cx £ xie) (5 | 0)-/:(0), jest gestoscia z

rozkiadu z rodziny Q.
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3. Probabilistyczne modele liczby odszkodowan

Do najczgsciej stosowanych rozkladéw liczby szkéd w portfelach jednorodnych
polis, w okreslonym przedziale czasu, naleza:

1. Rozklad dwumianowy

W sytuacjach, gdy znana jest gérna granica liczby szkéd zaistnialych w okresie
objetym ochrong ubezpieczeniowa (najczesciej 1 rok), zaklada sie, ze liczba szkdd
zaistnialych ma rozklad dwumianowy. Funkcja prawdopodobienstwa rozkladu
dwumianowego z parametrami n oraz p przybiera postac:

Pr(N=k)=(:)p" g™, gdzie k € IN, 0<p<l, g=1-p. 8)

Rozkiad dwumianowy jest takze wykorzystywany w indywidualnych i kolektyw-
nych modelach ryzyka do opisu lacznej wartosci odszkodowan w danym okresie
sprawozdawczym. Na przyklad, jezeli liczba szkéd N w pewnym portfelu jednorod-
nego ryzyka (w ciagu roku) ma rozktad dwumianowy, a wartos¢ pojedynczej szkody
jest zmienna losowa X okreslona na zbiorze IR, U {O}, to taczna wartos¢ szkéd

ZZ‘ X, (w ciagu roku) w badanym portfelu ryzyka ma rozktad dwumianowy.

2. Rozklad ujemny dwumianowy

W sytuacjach, gdy wystgpuje bardzo zréznicowane ryzyko, mozna przyjac, ze
liczba szkéd N w portfelu polis ma rozktad ujemny dwumianowy z parametrami r
oraz p. Funkcja prawdopodobienstwa rozktadu ujemnego dwumianowego przybie-
ra postac:

r+n-1 .
Pr(N:n)=( Jp’ q", gdzie ne€lIN, r>0, O<p<l, g=1-p,
n
9)

’

n!

(r+n—lJ= (r+n-D(r+n-2)...r
n

gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu (prawdopodobienstwem wystapienia
szkody), a n to liczba zdarzen niezbgdna do uzyskania r sukceséw (szkéd).

Rozklad ujemny dwumianowy jest stosowany, gdy wystepuje bardzo zréznico-
wane ryzyko. Na przyklad, jezeli liczba szk6éd ma rozklad Poissona ze srednig A i
heterogeniczno$¢ ryzyka powoduja, ze rozklad zmiennej losowej A jest rozktadem
gamma, to zmienna losowa N ma rozklad ujemny dwumianowy.

3. Rozkiad Poissona

Czesto zaklada si¢ (ze wzgledu ma wiasnosci), ze rozklad catkowitej liczby
szkéd zaistnialych w badanym okresie objetym ochrona ubezpieczeniowg jest roz-
ktadem Poissona z parametrem A. Funkcja prawdopodobienstwa rozktadu Poissona
ma postac:

PI(N=n)=i'—e“, gdzie ne IN, 1>0. (10)
n.
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Rozktad Poissona jest czg¢sto stosowany, gdyz ma bardzo wazng wlasnosc:
zmienna losowa, begdaca suma niezaleznych statystycznie zmiennych losowych,
kazdej o rozkladzie Poissona ze srednig odpowiednio 4, i=1,2,..,n, ma roz-

ktad Poissona ze $rednia bedaca suma wszystkich $rednich, tj. /1=Z:'=l A.Wta-

snos¢ ta pozwala szybko wyznacza¢ warto$¢ catkowitej szkody w badanym portfe-
lu jednorodnych typéw ryzyka.

4. Mieszany rozkiad Poissona

Catq rodzing rozktadéw liczby szkéd mozna otrzymaé, przyjmujac, ze parametr
A w rozkladzie Poissona jest zmienna losowa o gestosci u(.) dla A > 0 oraz ze roz-

ktad warunkowy zmiennej losowej N, gdy A = 4 jest rozktadem Poissona z parame-
trem 4. Po wykorzystaniu wzoru na prawdopodobienistwo catkowite, mamy:
A"
Pr(N =n)= ['Pe(N|A=A)u(4) di=[ — et u(d) da. (11)
Mieszany rozkiad Poissona znajduje zastosowanie w kolektywnych modelach
ryzyka, gdy uwzgl¢dniamy franszyzg redukcyjna’.

4. Empiryczny przyklad bayesowskiej analizy sredniej liczby
wyplaconych odszkodowan

Rozpatrzmy portfel jednorodnych typéw ryzyka komunikacyjnego autocasco (AC).
W ubezpieczeniu komunikacyjnym AC, zgodnie z ogélnymi warunkami ubezpiecze-
nia®, przedmiotem ubezpieczenia sa pojazdy wraz z wyposazeniem okreslonym we
wniosku. Ochrong ubezpieczeniowy s3 objete szkody powstale w pojezdzie badz w
jego wyposazeniu w zwiazku z ruchem i postojem pojazdu. Do zakresu ubezpieczenia
mogg by¢ takze wlaczone szkody powstale wskutek zdarzen losowych (powodzi, poza-
ru, uderzenia pioruna) i dzialania oséb trzecich (wlamania, kradziezy).

W ubezpieczeniu autocasco gorng granice odpowiedzialnosci ubezpieczyciela wy-
znacza suma ubezpieczenia odpowiadajaca rzeczywistej wartosci pojazdu. Za odpowied-
nio zmniejszong skladk¢ umowa ubezpieczenia AC moze zostaé¢ zawarta z zastosowa-
niem udzialu wlasnego w kazdej szkodzie. Zakres ubezpieczenia moze by¢ rozszerzony
o umowy dodatkowe za odpowiednio zwigkszona sktadke. Wyplata odszkodowania za
okreslong szkod¢ pomniejsza sume ubezpieczenia w wysokosci odpowiadajacej tej wy-
placie. Zbadamy liczbg wyptaconych odszkodowan przypadajaca na 1000 jednorodnych
polis AC w jednym okresie sprawozdawczym (réwnym rok)’. Przyjmujemy, Ze z jednej

3 Szerzej na temat rodzajéw franszyzy redukcyjnej por. m.in. [Monkiewicz, Gasiorkiewicz, Ha-
dyniak 1999, s. 52-54]; [Ostasiewicz 2000, rozdz. 3].

* Og6lne warunki ubezpieczenia autocasco z dnia 25 kwietnia 2003 r. ze zmianami zatwierdzo-
nymi Uchwata nr UZ/432/2003 z dnia 7 pazdziemika 2003 r.

> Dane rédiowe sa danymi rzeczywistymi, pochodzacymi z jednego z oddzialéw PZU SA.
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szkody wyplacone zostaje co najwyzej jedno odszkodowanie oraz pojedynczy klient jest
tylko osoba fizyczna (tzn. nie jest osoba prawna).

Niech zmienna losowa N oznacza liczb¢ wyplaconych odszkodowan. Z badah wyni-
ka, Ze N jest zmienng losowa o rozkladzie Poissona z parametrem O, (@€ E= IR,), ktéry
interpretujemy jako §rednig liczbe¢ wyplaconych odszkodowan. Przyjmujemy, Ze roz-
klad liczby wypadkow jest zalezny od $redniej liczby wyplaconych odszkodowan, tj.
zmiennej losowej ©. Z wczesniejszych analiz wynika, ze rozktad sredniej liczby wypta-
conych odszkodowan (rozklad a priori) w ostatnich latach jest zgodny z rozkladem
gamma z parametrami a = 2350 i 8 = 6. Zakladamy, ze liczby wyptaconych odszkodo-
wan w kolejnych latach wyst¢puja niezalezmie i podlegaja rozkladowi Poissona z tym
samym parametrem ® = . Dokonujemy obserwacji w zakresie produktu AC przez 10
lat. Przyjmujemy, ze w kazdym roku wyplacono odpowiednio n,,n,,...,n,, odszkodo-
wan i w sumie wyptacono 4321 odszkodowan. Wyznaczymy rozklad a posteriori sred-
niej liczby wyplaconych odszkodowan oraz dokonamy predykcji otrzymanego rozkladu
a posteriori na kolejny, przyszly, jedenasty rok badan.

Budujac model probabilistyczny, przyjmujemy, ze X = IN, E = IR,, By = 2", B;
= Bygs, a przestrzen produktowa zmiennych losowych N i @ bedzie postaci (/N x
IR,, 2™ ®B,). Gdy skorzysta si¢ z (3), czestos¢é probkowa liczby szk6d N pod
warunkiem parametru ® = 8, 6 € IR, bedzie miata postaé:

fon (n|© = 6) = Pr(N=n|® = 6) = e’e_o, nelN, 0 € IR,.
n!

Jezeli skladowe wektora n=(n,n,,...,n,)e IN'® oznaczaja liczby wyptaco-

nych odszkodowan z ¢ = 10 lat (préba losowa prosta w sensie modelu Bayesa), to
funkcja wiarygodnosci (dla 6 € IR,, n € IN'®) bedzie miata postaé:
¢ —10092:2."‘

!
i=1 1

Z zalozen wynika, ze rozklad a priori parametru © jest rozktadem gamma z pa-
rametrami a = 2350 i f = 6 o gestosci postaci®:

10 gn
L(6.n)=fy &@|® = 6) = H?G‘_o =

a ]
7(0)= L_geml grvige, 6 <IR,,
I(a)
stad, podstawowe charakterystyki rozkladu a priori parametru © s3 rowne:
E©)=2=20:30167,  var(©)=2=20_6528
g 6 Jij 6

Wartos$¢é oczekiwana zmiennej losowej ®, opisujacej srednia liczb¢ wyptaco-
nych odszkodowan przypadajacych na 1000 jednorodnych polis AC w ciagu roku,

jest réwna 391,67, a odchylenie standardowe /65,28 = 8,08. Rozklad a priori

o
® Wyrazenie e oznacza proporcjonalnosé wzgledem parametru 6,
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sredniej liczby wyptaconych odszkodowan przypadajacych na rok na 1000 jedno-
rodnych polis AC przedstawiono na rys. 1.

Rys. 1. Rozktad a priori $redniej liczby wyptaconych odszkodowan przypadajacych na rok
na 1000 jednorodnych polis AC
Zrédto: opracowanie wlasne.

Rozklad a posteriori
Po skorzystaniu z twierdzenia 1 oraz wzoru (6) g¢sto$¢ rozkiadu warunkowego
a posteriori dla przyjetych parametréw (a = 2350, 8 =6, t = 10, le_zl n =4321)
ma posta¢:
”( 9| g) ; 0("*2::.'%“)e-(10+ﬁ)9 — G667 166

Otrzymany rozklad jest rozkladem gamma z parametrami odpowiednio 6671 i
16, ktérego podstawowe charakterystyki sa réwne:

a+Yiin—1_6671

10+ 4 16
_a+¥in-1_ 6671

(10+5) 16’

Na podstawie tych wynikéw stwierdzamy, ze w badanym okresie 10 lat warto$é
oczekiwana sredniej liczby wyptaconych odszkodowan jest réwna 416,94, a od-
chylenie standardowe /26,06 =5,11.

Wartos¢ oczekiwana sredniej liczby wyplaconych odszkodowan w jednym okresie
sprawozdawczym jest wielkoscia niezwykle wazna dla ubezpieczyciela, gdyz na jej pod-
stawie wyznacza si¢ r6zne wskazmiki ekonomiczne, méwiace o kondycji finansowe;j
towarzystw ubezpieczeniowych, np. wskaznik retencji czy tez wielkosé rezerwy (IBNR).

IE(®|N=n)= =416,94,

Var(©|N=n)

=26,06.
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Zauwazmy, ze warto$¢ oczekiwana rozkladu a priori wynosi 391,67 i odchylenie
standardowe — 8,25. Warto$¢ oczekiwana rozkladu a posteriori wynosi 416,94 i odchy-
lenie standardowe 5,11. Wnioskujemy zatem, ze dodatkowa informacja ze zgloszonych
roszczen i wyplaconych odszkodowan w ciagu 10 lat spowodowata zwigkszenie precyzji
oszacowan nieznanej Sredniej liczby wyplaconych odszkodowan z )4 =0,13 do

Y1 =0,2. Na rysunku 2 graficznie przedstawiono rozklad a posteriori sredniej liczby
wyptaconych odszkodowan przypadajacych na rok na 1000 jednorodnych polis AC.

Rys. 2. Rozklad a posteriori sredniej liczby wyptaconych odszkodowan przypadajacych na rok
na 1000 jednorodnych polis AC
Zré6dlo: opracowanie wiasne.

Rozkiad brzegowy $redniej liczby wyplaconych odszkodowan
Wyznaczymy rozkiad brzegowy liczby wyplaconych odszkodowan. Gestosé
zmiennej losowej N bgdzie wyrazona wzorem:

fumy=P(N =n)= [ foe (n|©=6)7(6)d6= f%e—or_/(%ga-le-ﬂedo

fg’l«*a -1 -(ﬂ+1)0d6 ﬂa f (ﬂ+1)"+u 0n+a—le—(ﬂ+|)0d0 r(n+a)

mr n'l(a)® T(n+a) (B+1)™
__F F(n+a) =(n+a!—1)(n+0:—2)...(a+1)a B Y( 1Y
n!r‘(a)-l.(ﬂ+1)n+a n! [’3_,_1) (ﬂ+l)

(TR ] e

Otrzymany rozklad jest rozkladem ujemnym dwumianowym z parametrami r =
a oraz p = 1/(f + 1), ktéry w praktyce jest wykorzystywany do globalnej oceny
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portfela jednorodnych typéw ryzyka. Podstawowe charakterystyki w rozkladzie
ujemnym dwumianowym z parametrami r = 2350 i p = 1/7, sa réwne:

2350. 1 2350.
IE(N) = 22— A =391,66, Var(N)=—ZPF = % = 456,00.

0 6 N 2
-p % (1-p) (&)
Warto$¢ oczekiwana liczby odszkodowan jest réwna 391.66, a odchylenie stan-

dardowe wynosi v456 = 21,35. Na rysunku 3 przedstawiono brzegowy rozktad

liczby wyptaconych odszkodowan przypadajacych na rok na 1000 jednorodnych
polis AC.

0.018
0.016
0.014

0.0121

0.008
0.006+
0.004 4

K

0.0024 o
Sl |

1

Rys. 3. Brzegowy rozklad liczby wyplaconych odszkodowan przypadajacych na rok
na 1000 jednorodnych polis AC
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Predykcja rozktadu a posteriori

Na podstawie historycznych i biezacych informacji firmy ubezpieczeniowe regu-
larnie sporzadzaja prognozy sredniej liczby zgloszonych roszczen i wyplaconych od-
szkodowan na kolejne okresy sprawozdawcze. Prognozy przygotowywane sg na po-
trzeby sprawozdawczosci wewngtrznej (np. zarzadu firmy) i zewngtrznej (np. KNU-
iFE). W tym celu wyznacza si¢ predyktywny warunkowy rozklad a posteriori sredniej
liczby wyptaconych odszkodowan, przy dotychczasowe;j, biezacej informacji.

Niech wektor N bedzie préba losowa prosta opisujaca liczb¢ wyplaconych odszko-
dowan w kolejnych 10. latach (¢ = 10) w danym portfelu jednorodnych typéw ryzyka
komunikacyjnego autocasco. Z badan wynika, ze sktadowe wektora N sa zmiennymi
losowymi o czgstosciach z rozktadu Poissona z parametrem ©, (O E= IR,), ktéry jest
interpretowany jako srednia liczba wyptaconych odszkodowan. Niech zmienna losowa Y
zadana na przestrzeni mierzalnej (IN, 2™) bedzie liczba wyptaconych odszkodowan w
kolejnym, tj. 11. roku badania. Zakladamy, ze Y i N sa niezaleme w sensie podejscia
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bayesowskiego. Przyjmujemy, ze cz¢sto$¢ zmiennej losowej Y, pod warunkiem O, jest
czestoscia z rozktadu Poissona z parametrern © = 8 = 391,67:

Y

& o
g(y,e)(y|®=0)=;e ,n € IN,0=391,67.

Po skorzystaniu ze wzoru dla dodatkowej cechy w modelu bayesowskim, pre-
dyktywny warunkowy rozklad a posteriori zmiennej ¥, pod warunkiem dotych-
czasowej liczby odszkodowan, bedzie rozktadem o funkcji gestosci (n € IN' y €
IN) wyrazonej wzorem:

@ éa+2=.n. 1) -(:+p)o( e ﬂ)(a+2'gn.

@ oo
S OID <) 8oy (|O=6)7(6ln)db= | e d6=
oy fo ™ )7’ (6n) o l'(a+ ZJ.)

zfme("”m::‘"‘-')e (1+148)8 ( +ﬂ) (a+Eiim)
0 y!l"(a+z‘,=ln,.)
(t+ﬂ)(a+):£=,n.-)_I"(a+y+z:=lni) ~

(414 yir(a+ 3 n)
_F(a+y+z:=ln,.)[ (+p ]a+2_.n. [ 1 ]y
- y!l"(a+z:=ln,.) t+1+f t+p+1)"
F(a+y+z:=ln,.)_
y!l"(a+zz=ln,.) -

Otrzymany rozklad jest rozkladem ujemnym dwumianowym z parametrami

do=

a+y+3in—1
a+3yin .

gdzie

r=a+y+Y.n-lip= +}}+1, po podstawieniu wartosci liczbowych, zgodnych z

zalozeniami, otrzymujemy:

l"(2350+y+4321)(16j““( )’ dla ve IN.
T (2350 + 4321) 17 ’

Podstawowe charakterystyki badanego predyktywnego rozkladu a posteriori, tj. roz-

1
=—, saréwne:
t+f+1 17

P _S671 M yap g9,
(l—p) (1%7)

f(y|N)(y |_

kiadu ujemnego dwumianowego z parametrami r = 66711 p=

IEY|N) = 11_667; Y0 ~ 416,94, Var(Y |N) =
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Na rysunku 4 zaprezentowano predyktywny rozklad a posteriori sredniej liczby
wyplaconych odszkodowan przypadajacych na rok na 1000 polis AC.

0.0101
0.016
0.0141

0 012

0.008
0.006
0.004

Jornmmmte,

Rys. 4. Predyktywny rozklad a posteriori sredniej liczby wyplaconych
odszkodowan przypadajacych na rok na 1000 polis AC
Zré6dto: opracowanie wlasne.

Jezeli zakladamy, ze wartos¢ oczekiwana sredniej liczby wyplaconych odszko-
dowan przypadajaca na rok na 1000 jednorodnych polis ubezpieczen komunika-
cyjnych autocasco w okresie od 1. do 10. roku badan wyniesie IE(O|N) = 416,94, a
odchylenie standardowe 5,11, przy zalozeniu ceteris paribus, to oczekujemy, ze w
11. roku badan warto$¢ oczekiwana sredniej liczby wyptaconych odszkodowan
bedzie réwna IE(Y[N) = 416,94, a odchylenie standardowe wynie-

sie /442,99 = 21,05. Zauwazmy, ze precyzja rozktadu a posteriori wynosi
Yn=0,2 i jest czterokrotnie wigksza od precyzji predyktywnego rozkiadu réwnej
Y105 =0,05.

5. Zakonczenie

Podejscie bayesowskie jest jedng z niewielu teorii, pozwalajaca wykorzystaé
wczesniejsze informacje w modelowaniu zjawisk biezacych. Zastosowanie teorii
bayesowskiej w ubezpieczeniach jest niezwykle cenne ze wzglgdu na mozliwosé
badania informacji zebranych na podstawie dtuzszego czasu i modyfikacji danych
na bazie aktualnych informacji.

Przedstawiony w artykule przyklad obrazuje, jak w towarzystwach ubezpieczenio-
wych, na podstawie historycznych oraz biezacych informacji o sredniej liczbie wyptaco-
nych odszkodowan i informacji a priori, po skorzystaniu z podejécia bayesowskiego,
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mozna modelowa¢ charakterystyki liczbowe przyszlej sredniej liczby wyptaconych od-
szkodowan. Oczywiscie, przyklad nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci zastosowania
podejscia bayesowskiego w aktuarialnej analizie ubezpieczen, lecz przedstawia kilka
mozliwosci. Wigeej informacji na temat rozkladéw prawdopodobienistwa wykorzysty-
wanych w ubezpieczeniach majatkowych mozna znalez¢ w literaturze przedmiotu (por.
[Bawers 1986; Buhimann 1970; Ostasiewicz 2000; Szreder 1999]).
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BAYESIAN UPDATING THE DISTRIBUTION OF CLAIMS IN
AUTOMOBILE INSURANCE

Summary

An increasing amount of information collected in various areas of economic and social activities
makes the problem of processing information more and more important. Efficient decision making
requires the use of proper rules for processing and updating information used by decision makers. The
Bayesian approach is considered to be one of the most appealing ways for updating the present
knowledge on the basis of newly collected data. The paper presents opportunities of the Bayesian
approach in updating the distribution of the number of claims when new information becomes avail-
able. An empirical example discussed in the paper, which uses actual data obtained from a Polish
insurance company, exhibits some opportunities of Bayesian tools in actuarial problems.
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