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1. Wstep

W opracowaniu dotyczacym relacji miedzy wielkoscia roszczenia a oszacowa-
niem skladki podstawowe znaczenie ma analiza rozkladu prawdopodobienstwa
lacznej wartosci roszczen, majaca oczywiscie bezposredni wplyw na ustalanie
skladki netto dotyczacej danej grupy ryzyka.

Poczatkowe rozwazania be¢da dotyczyé zaleznosci migdzy wartoscia skladki ¢
traktowanej w modelu jako wielkos$¢ zmieniajaca si¢ losowo w sposéb ciagly, do-
tyczacej danej polisy ubezpieczeniowej a wielkoscia roszczenia Y, ktére moze ,,po-
jawi¢ si¢” w danej polisie. Przyjmujemy, ze zachodzi nast¢pujacy zwiazek liniowy

{=h-Y+v, (D
gdzie h jest ustalong liczba, v — zmienna losowa charakteryzujaca wpltyw réznych
czynnik6w na poziom skladki i doktadnos¢ operacji ustalania poziomu skfadki na
podstawie zaleznosci (1).

Zaklada¢ bedziemy, ze zmienna losowa Vv nie zalezy od wielkosci roszczenia Y.
Wielkos¢ Y moze reprezentowa¢ informacje historyczne, a zmienna v — dane teraz-
niejsze.

Celem jest dokonanie analizy wplywu doktadno$ci szacowania roszczen na do-
ktadnosé skladki ubezpieczeniowej. Pierwsze podejscie do tej analizy przeprowa-
dzimy, zakladajac, ze zmienne { i Y maja rozklady normalne. Jest oczywiste, ze
sktadke netto P bedziemy szacowaé, przyjmujac poziom $redni ¢ zmiennej loso-
wej z zalezmosci (1). Réwnosé (1) oznacza, ze wielko$¢ roszczen w danym mo-

mencie bezposrednio wplywa na losowy poziom sktadki {'w tym samym momen-
cie lub nast¢pujacym tuz po nim.

269



Uzasadnienie powyzszego sformulowania modelowego dotyczacego szacowa-
nia skiadki netto P wynika stad, ze ryzyko szacowanej sktadki ma dwa zrédta:

* $redni poziom £, przyjety jako poziom sktadki netto, moze byé inny od wiel-
kosci roszczen zrealizowanych w okresie pézniejszym,
= poziom £ moze byé rézny, i tak na pewno jest, od nieznanej wartosci E(Y); jest

to tym bardziej realne, ze zaktadamy, ze E(V) = 0.

Istnienie przypadkowych zmian wielkosci v powoduje, ze przy jednym i tym
samym wymiarze roszczen Y wysokos¢ skladki ulega pewnym przypadkowym
zmianom. Mamy tu wigc zaleznos¢ stochastyczng miedzy wielkosciami {a Y.

Poniewaz miedzy zmiennymi ¢ i Y istnieje zaleznosé¢ stochastyczna i kazda z
nich ma rozklad normalny, wigc bedziemy méwié, ze istnieje migdzy nimi korela-
cja normalna.

Wariancje D*({) sktadki, jako miary ryzyka jej szacowania, mozna obliczy¢é
bezposrednio z réwnosci (1):

D*({) = h* - DX(Y) + D’(v). ()

Jesli znane sq wielkosci D*(Y), D*(v), h, to ocena wplywu doktadnosci oceny
roszczen na doktadnos¢ sktadki netto P nie nastrecza trudnosci.

W celu uscislenia doktadnosci sktadki P oszacowanej na poziomie

EQ)=h-EY)+EW) 3)
zalézmy obecnie, ze w procesie szkdd scharakteryzowanym tak samo jak wczes-
niej, wielkosci 4 i D*(v) nie zmieniaja si¢. Jesli zmniejszeniu ulega jedynie warian-
cja roszczenia Y to wariancja D’({) z réwnosci (2) takze si¢ zmniejszy. Widzimy
zatem, ze przy takim podejsciu do procesu roszczen, zmianie ulega jedynie pierw-
szy skladnik ze wzoru (2). Bedzie tak jednak tylko w pewnych granicach obser-
wowania wielkosci roszczen. Jest przy tym oczywiste, ze uscislanie wariancji
sktadki na podstawie tego samego rozktadu roszczen Y nigdy nie bedzie mniejsze
od wariancji skfadnika przypadkowego v wplywajacego na losowo$é sktadki mo-
delowanej w zaleznosci regresyjnej (1).

W powyzszych rozwazaniach zatozylismy, ze dane sa wielkosci DX(Y), D*(v) i
h. Zauwazmy tu, Ze wariancja D*(Y) moze byé okreslona na podstawie przesztych
danych dotyczacych roszczen lub, jak to przyjelisSmy w kolejnych etapach, na pod-
stawie rownosci (1) okreslajacej dokladnos¢ (mierzona wariancja) wyznaczania
skiadki, przy zalozeniu niezmiennosci warunkéw (stale A i D*v)) procesu rosz-
czen. Sytuacja taka jest mozliwa do przyjecia jedynie w bardzo matym przedziale
czasu At, chociaz pojawiaja si¢ tu pewne watpliwosci dotyczace przyjmowania
zmiennego poziomu przez wariancje D*(Y), co wptywa na szacowanie wariancji
D*({) w kolejnych iteracjach oznaczanej przez D*({). Niezaleinie od tego (gdyz
mozemy tu po prostu arbitralnie zalozyé, ze kolejne roszczenia maja wiasnie taka
zmniejszajaca si¢ wariancj¢ réwna D*({)) nalezy stwierdzié, ze znacznie trudniej
jest okresli¢ wariancje D*(v) oraz h.
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2. Wyznaczenie regresji skladki wzgledem wielkosci roszczen

Przeprowadzimy obecnie rozwazania, analogiczne do znanych rozstrzygni¢é w
statystyce i rachunku prawdopodobienstwa dotyczacych linii regresji.

Uwzgledniajac znana réwnosé D*(V) = E(V) — [E(W}, skladke P obliczona na
podstawie zasady

P=EXY)+ - o),
mozemy zapisa¢ w postaci:
P=E({)=h-EXY)+ JEW)-D*(v). 4

Otrzymana posta¢, podobnie jak te ze znanych zasad szacowania skladki,
uwzglednia zmienno$¢ wielkosci roszczen Y wyrazong tu przez czynnik przypad-
kowy v.

W celu ustalenia zaleznosci miedzy wielkosciami roszczen Y a poziomami ¢
sktadki badacz musi dokonaé obserwacji, w ktérych wielkosci roszczen odpowiada
poziom skladki ubezpieczeniowej (dane z przesztoéci). Uzyskane pary liczb (Y, ¢)
charakteryzuja zaréwno wielkosci poprzednich, jak i nastgpnych operacji szacowa-
nia skiadki netto P na podstawie danej zasady. Mozliwe tez jest (chociaz nie jest to
zadanie proste ze wzgl¢du na koszty) obserwowanie wielkosci roszczen i zarazem
szacowanie sktadki netto na podstawie nowych danych, bez wzgledu na to, na ja-
kim poziomie byla oszacowana skladka netto dla celéw praktyki ubezpieczeniowe;.

Z formalnego punktu widzenia pary liczb (¥, {) mozna rozpatrywac jako reali-
zacje dwuwymiarowej zmiennej losowej, ktéra w celu uproszczenia zapisu beg-
dziemy oznacza¢ tak samo jak jej realizacje. Z punktu widzenia ilo$ciowego istnie-
je pewna zalezno$¢ mi¢dzy operacyjnymi warto$ciami (w poszczegSlnych okre-
sach) zmiennych Y i { Te ilo$ciowa zalezno$¢ mozna scharakteryzowaé za pomoca
wspolczynnika korelacji i rtéwnania korelacyjnego.

W analizie tych zaleznosci istotne znaczenie ma zbadanie wlasnosci zmiennych
losowych Y i { Wysoko$¢ roszczenia przy dokonanych zatozeniach (lub bez nich)
mozZemy przedstawi¢ jako sum¢ wigkszej liczby niezaleznych zmiennych losowych
—roszczen z indywidualnych polis (lub jednej polisy w ustalonym okresie czasu), z
ktérych kazda sklada si¢ na taczne roszczenie w portfelu lub danej polisie

Y=Y+..+%Y, .

Zmienna losowa v ze wzoru (1) réwniez jest suma kilku, np. m zmiennych lo-
sowych, z ktérych kazda jest suma bledéw uwzgledniajacych ,,niepewnos¢” w
obliczaniu skladek w operacji Y — ¢ Suma ta wyraza czgs$é ryzyka zwigzanego z
szacowaniem sktadki i przybiera posta¢

V=V+ W+ V.

Zgodnie z wczesniejszymi zalozeniami roszczenia Y; sq niezalezne od sktado-
wych rodzajéw ryzyka .

Zatem z réwnosci (1) otrzymujemy, Zze zmienna ¢’z modelu sktadki losowej wy-
raza si¢ wzorem
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{=h-Yi+h-Yo+ .. h- Y+ Vi+. ..+,
a zatem takze jest suma niezaleznych zmiennych losowych.

W stochastycznej analizie zaleznosci migdzy dwiema zmiennymi losowymi, z
ktérych kazda mozna zapisa¢ w postaci sumy zmiennych losowych, mozna zasto-
sowac twierdzenie S.N. Bernsteina.

Niech zmienne losowe

Zi=Ui+ U+ . . UpiZh=6+ o+ .. &
beda sumami bardzo duzej liczby sktadnikéw spetniajacych zalozenia twierdzenia
Lapunowa, mianowicie

Zk:E[X,. ~EX,)]
lim <= T =0,
[D*@)]

gdzieZ=X,+ ...+ X,.
Wtedy (teza twierdzenia Lapunowa):

. Z—-EZ
ELTOE‘(x) - q>[ D*Z ]
a zatem suma Z asymptotycznie ma rozklad normalny.

Dla regresji skladki jako wartosci oczekiwanej warunkowej zmiennej { warto-

Sci roszczen Y mamy:

[0)=a,+p (¥ ~a,), )
O-Y
gdziea; = E(Y),a;=E({) =h - E(Y) + E(V).
Korzystajac z postaci wspéiczynnika p, mamy
f¥)= h-Y+EW. (6)
Zatem przecigtna sktadka £(Y) rosnie wraz z wartoscia roszczenia, przy czym
wzrost ten jest zintensyfikowany przez warto$¢ h.
Réwnanie (6) mozna otrzyma¢ oczywiscie wprost, gdy zalozymy, ze zmienna Y
jest ustalona (w prébie). Wtedy z réwnosci (1) otrzymujemy:
EY)=h-Y+EW = {(¥).
Uzyskalismy zatem uogdlniajacy schemat zaleznodci wystgpujacej w klasycz-
nym liniowym modelowaniu ekonometrycznym.
Zakladajac niezmiennosci wielkosci roszczen Y dla pewnego okresu, mamy
skladke netto:
P=h Y+ E(V),
gdzie

n=p.%. Q)
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skiadnik v, i odpowiednio E(V), moze by¢ interpretowany jako dodatkowe roszcze-
nie mogace si¢ pojawi¢ przy nietypowym, realizowanym w losowy sposéb proce-
sie szkdd.

Interpretacje

Réwnanie linii regresji nie daje nam niestety mozliwosci odpowiedzi na pyta-
nie, o ile zwigkszy si¢ dokladno$é oszacowanej skfadki, jezeli zwigkszy si¢ do-
kladnos¢ prognozy dotyczacej wielkosci roszczen. Mozemy jednak na to pytanie
odpowiedzie¢, jezeli na podstawie danych z przesztosci o dwuwymiarowej zmien-
nej losowe;j (Y, {) obliczymy wielkosci p, D*({), DX(Y).

o
Kolejnos¢ postgpowania jest wtedy nast¢pujaca. Z wzoru i = p-—{ mozemy
O.Y
obliczy¢ stalg h. Z kolei wariancj¢ mozemy obliczy¢ jako réznicg
D'(v) = D*({) - 1* - D’(Y). ®)
Zakiadajac, ze zmienna losowa V nie zalezy od Y, mozemy obliczy¢ wariancj¢
D?(V), ktéra nie zalezy od wartoéci D*(Y):

0.2
D*(v)= DZ(C)—pza—iDZ(Y) =D{)-p'o; =
Y 9)
=D()(1-p*).

Dlatego, znajac parametry p, D*({), D*(Y), mozna okreslié¢ h i D*(v) wystepuja-
ce we wzorze (2), a majac D2(Y) — okresli¢ wptyw doktadnosci oszacowania wiel-
kosci roszczen na doktadnos¢ oszacowanej sktadki.

Przykiad 1

Na podstawie danych i hipotetycznych obliczen stwierdzono, Zze wariancja
wielkosci roszczen wynosi D*(Y) = 1000, wariancja skladki losowej D*({) = 100,
wspélczynnik korelacji p = 0,3 migdzy wielkoscia roszczen a sktadka ,,ciagla” w
takim znaczeniu, jak okresliliSmy to na wstgpie, czyli jako pewnej wartosci trakto-
wanej jako hipotetyczna wielkos¢ losowa.

Okresli¢ o ile zwigkszy si¢ dokladno$¢ oszacowania skladki, jezeli wariancja
roszczen oszacowana bedzie na podstawie dodatkowych danych o roszczeniach i
przyjmie wartos¢

D*(Y) = 500.
Na podstawie wzoru (7) otrzymujemy
1 =037 2% 0,009,
1000
Korzystajac z wzoru (9), odpowiadajacemu ryzyku szacowania sktadki lub do-
datkowemu roszczeniu, mamy
D*(v) =100 (1-0,09) = 100 - 0,0911 =91,0
lub inaczej
D*(v) =100 - 0,09 - 1000 = 100 -9 =91.
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Zgodnie z réwnaniem (2), réwnanie zaleznosci mi¢dzy Dz(é) i DX(V) przybiera
postac
D*($) =0,009 - DX(Y) +91.
Zatem, jesli D*(Y) = 500, to

D*(£) =955,
€O znaczy, ze wariancja szacowania sktadki jest nieco mniejsza od pierwotnie wy-
znaczonej.
Whiosek 1

Zmniejszenie wariancji roszczen wplywa na zmniejszenie ryzyka szacowania
sktadki.

Zauwazmy jeszcze, ze wyrazna poprawa doktadnosci oszacowania sktadki na-
stapi wtedy, gdy zwiekszy si¢ stopien skorelowania miedzy wielkosciami i Y.

Jesli zat6zmy bowiem, ze p = 0,9, to wtedy h* = 0,081 i D*(v) = 19. Nastepnie
obliczamy wariancje D*({) sktadki losowej

D*§) =0,081 - DX(Y) + 19,
co przy D*(Y) = 500, daje nam oszacowanie dokladnosci szacowanej skiadki na
poziomie
D*({) =59,5.

Zatem widoczne jest istotne wystapienie polepszenie doktadnosci oszacowania.

Whiosek 2

Przy silnym skorelowaniu ¢{'i Y (p = 1) mozna twierdzié, ze zwigkszenie do-
ktadnosci w szacowaniu roszczen prowadzi do istotnego zwigkszenia dokladnosci
oszacowania skladki, natomiast przy stabym skorelowaniu zwigkszanie doktadno-
Sci szacowania wielkosci roszczen (w poréwnaniu z istniejaca standardowa norma
tego oszacowania) nie wplywa istotnie na dokladnos¢ oszacowania sktadki.

Trzeba podkresli¢, ze zmniejszenie dokladnosci szacowania roszczen, przy da-
nym wspétczynniku korelacji migdzy {'i Y, spowoduje znaczne zanizenie doklad-
nosci szacowanej skladki, czyli nie jest wskazane przy wyznaczonej korelacji mig-
dzy ¢'i Y, szacujac sktadki, w kolejnych etapach, opiera¢ si¢ na danych bardzo
szacunkowych wzgledem wielkos$ci roszczef. Ma to istotne znaczenie wtedy, gdy
wspéiczynnik p uzyskano z duzego agregatu, a nastgpnie wprowadzono go w nie-
licznym portfelu podobnych rodzajéw ryzyka o niezbyt dlugiej historii lub w od-
miennych warunkach przejawiania si¢ procesu szkéd.

Uwaga 1

Odnoszac si¢ do réwnania (5), tzn. wartosci warunkowej ¢ (Y) oczekiwanej

sktadki wzgledem Y, nalezy zauwazy¢, Ze jezeli zmienne {'i Y s3 nieskorelowane,
tzn. jezeli p =0, to zmienne { i Y sq niezalezne. Oczywiste jest réwniez, co wynika
z wlasnosci rozkladu normalnego, ze jezeli przynajmniej jedna ze zmiennych i Y
nie ma rozkladu normalnego, to zerowa warto$é wspétczynnika korelacji nie zaw-
sze jest réwnoznaczna z niezaleznoscig tych zmiennych.
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Uwagi uzasadniajgce przyjete rozstrzygnigcia modelowe

Istotnie ograniczajacym zaloZeniem w powyzszych rozwazaniach jest zatozenie
normalnosci odpowiednich zmiennych, chociaz z twierdzenia Lapunowa uzysku-
jemy uzasadnienie dla tego zalozenia majace praktyczne podstawy w liczbie ob-
serwowanych roszczen. Brakuje jednak wyraznego wyjasnienia przyczyn powodu-
jacych powstanie zaleznos$ci typu (1). Zwrécic¢ nalezy takze uwagg na traktowanie
w réwnaniu (1) poziomu ¢ sktadki jako zmiennej losowej. Wynika to, z jednej
strony, ze wzglgdéw formalnych, a z drugiej — z autentycznosci tego zalozenia jako
procesu ciaglego, ktéry w rzeczywistosci si¢ upraszcza. Nie mozna przeciez skiad-
ki optaca¢ w sposéb ciagly, korygujac ja. Ustala si¢ ja na pewien okres, korygujac
ewentualne rozbieznosci migdzy jej faktyczng wartoscia a wartoscia ustalona, co
wyraza dodany w modelu skladnik v majacy niezerowa wartos¢ przecigtna.

3. Zwigzek mi¢dzy rozstgpem w poziomie roszczen a rozstgpem
w poziomie skiadki

Zatozymy tu, co jest zreszta w pelni uzasadnione, istnienie rozstgpu miedzy ob-
serwowanymi wartosciami wielkosci roszczen. Oznaczymy go jako
;' = Ymax — Yomin.
Wielko$¢ € ” jest zmienna losowa, ktéra w dalszej perspektywie moze by¢ ana-
lizowana z punktu widzenia jej rozkladu, gdy bgdzie to przedmiotem badan przez
zmienne

Yomax = max {Y,,....,Y, },
Ymin =min {Y,,...Y,}.

W tym miejscu pominiemy ten aspekt modelowych zalozen. W podobny sposéb
spostrzegamy skfadke¢ losowa. Spowodowane jest to sztywnoscia zatozen dotycza-
cych systemu warunkujacego ryzyko szacowania skladki: postaci analitycznej
zwiazku (i Y, postaci wspétczynnika regulujacego h i roszczenia.

Celem obecnych rozwazan bedzie zbadanie zwiazku miedzy rozstepem rosz-
czen a rozstgpem ¢ sktadki losowe;.

W rozpatrywanym przypadku przejscie od rozstgpu roszczen do rozst¢pu sklad-
ki losowej jest zwiazane z wystgpowaniem pewnych elementéw ryzyka ubezpie-
czeniowego, jakim jest szacowanie skladki, uwzglednionych i wystgpujacych w
procesie szkdd ubezpieczeniowych w sposéb staly, ktére nazwiemy czynnikami
wplywu zaleznymi od stopnia wspomnianej sztywnosci zatozen i od sity wptywu
postaci analitycznej na szacowana sktadke ubezpieczeniowa.

Sit¢ wplywu oznaczymy przez S, a ,sztywnos¢” zalozen scharakteryzujemy
pewna stala ¥ Wtedy czynniki wplywu oznaczymy przez A i zapiszemy multiplika-
tywnie w postaci

A=y S
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Wprowadzimy obecnie pojecie intensywnosci wpltywu zwiazanego z sitq wply-
wu S. Przyjmiemy, dla jasnosci wprowadzonego pojecia, ze sita wptywu S zalezy
od wielkosci W-tego wptywu mierzonego w jednostkach roszczen; moze to by¢
spowodowane mozliwoscia ustalania skladki na wyzszym lub nizszym poziomie,
co jest uzaleznione od biezacej polityki zaktadu ubezpieczen i oczywiscie od kon-
dycji finansowej zaktadu ubezpieczen.

Mozmna to zapisa¢ nast¢pujaco

S=C-Ww°
gdzie C i sa pewnymi stalymi niezaleznymi od W. Wielko$¢ W sity wptywu be-
dzie najwicksza wtedy, gdy wielkos¢ roszczen jest najwicksza, a najmniejsza
woéwczas, gdy wielkosé roszczenia jest najmniejsza.

W przyblizeniu t¢ wielkos¢ wptywu zapiszemy w nastgpujacej postaci:

w =%(Y—a),

gdzie: Y — wielko$¢ roszczenia, a — ustalona norma dla ksztaltowanego poziomu
stawki, ustalona np. w wyniku réznego typu ekspertyz lub przewidywanej wielko-
Sci roszczen.

W kazdym konkretnym przypadku dla roszczenia Y wielkos¢ wptywu W bedzie
si¢ zmieniata od postaci

do postaci

Powoduje to oczywiscie, ze czynniki wplywu, wyrazone w wielkosci A, w pro-
cesie ustalania skladki wzgledem tego samego roszczenia beda si¢ zmienialy od
wartos$ci Apax do wartosci Anin,
gdzie

Amax = Y- Spax= - C- W, =v-C- B(Ym—a)

w

Amin=Y  Smax=7Y-C- W) =v-C- !%(Ymm —a)

Zauwazy¢ nalezy, ze wielkos¢ A czynnikéw wpltywu ma bezposrednie przeto-
Zenie na poziom skladki (losowy). Mianowicie, jesli wielko$é¢ wptywu wynosi A, to
losowa wartos¢ sktadki zwigksza si¢ o 2-A. Wynika to z przyjetych w tym mode-
lowym schemacie omawianej zaleznosci czynnikéw wplywu A, powodujacych
,rozchwianie” rzeczywistego procesu obserwowanego w realnie ustalanej skiadce.
Zostanie tu wprowadzone zalozenie majace na celu zwigkszenie bezpieczenstwa

lub zmniejszenie ryzyka szacowania sktadki.

(10)
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Dlatego tez r6znica
2Amax - 2rAmin
okresla rozstgp sktadki, ktéra otrzymuje si¢ w przypadku, gdy rozstgp roszczen
wynosit {”.
Z (10) wynika, ze

1
—(Y  —a
Jezeli przyjmiemy, ze wykladnik w =1, to
2(Amax — Amin) = ¥ (Yo =Yoo ) =7-¢-¢"

Z modelowych uwarunkowan wynika takze, ze na skutek wplywu niepewnosci
w procesie ustalania sktadki powstaje dodatkowy rozstep v, ktéry nie zalezy od ¢
Dlatego mozemy zapisa¢, ze rozst¢p ustalonej skladki jest réwny
{= 2(Ama.u - A|'|'|in) +Y,

1
2Ary — A ) = —- ¥-
(Amax = Amin) 270[

adla w=1:
{=v-c-{'+v.
Wprowadzajac oznaczenie
h=7v-c,
otrzymamy zaleznos$¢
{=h-'+v, an

czyli otrzymamy wz6r analogiczny do wzoru (1). Jednak w odréznieniu od mode-
lowego zagadnienia, w ktérym podstawa byt wzér (1), stochastycznie zalezne
wielkosci {'i ¢’ nie musza tu mie¢ zatozonego z géry rozkiadu normalnego.

Zalezno$¢ liniowa (11) miedzy wielkosciami {'i {* wynika z zalozenia o linio-
wym zwiazku migdzy wielkoscia czynnikéw wptywu A na skladke losowsa i migdzy
intensywnoscia wplywu S a wielko$cia wplywu wynikajaca z rozmiaru roszczen W.
Jezeli nie zmienimy dwdch ostatnich zalozen, to przy analizowaniu zalemosci mig-
dzy wymiarem sktadki {'a wysokoscig roszczen Y otrzymamy réwno$¢ (1).

4. Uogoélnienie zalozen modelowych szacowania skladki wzgledem
roszczen. Zastosowanie poj¢cia rozst¢gpu przy szacowaniu sktadki

Przyjmiemy obecnie silne, ale uzasadnione zalozenie, ze wielkos¢ 4, intensyfi-
kujaca wptyw losowych roszczen na losowosé skladki ze wzoru (11), jest wielko-
$cia losowa. Takie zalozenie jest uzasadnione, poniewaz intensywnos¢ wptywu §, a
wigc 1 wielkos$¢ ¢, zaleza od charakterystyk rozkladu roszczen uwarunkowanych
przez proces szkéd, procedury szacowania szkdd i innych réznorodnych czynni-
kow. Zakladajac choéby tylko to, ze h zalezy od uwarunkowan procesu roszczen,
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ich jakosciowej formy, mamy juz uzasadnienie dla przyj¢cia zatozenia o losowosci
wspoéiczynnika h.

Analityk opracowujacy zwiazek miedzy wielkosciami {'i ¢/, podobnie jak w
poprzednim ukladzie zalozen, moze bada¢ dwuwymiarowa zmienna losowa (¢, )
i na podstawie obserwacji prébowaé¢ wyjasni¢ wplyw dokladnosci oszacowania
roszczen, czyli ryzyka szacowania roszczen, tj. jego miary, ktéra jest wielkosé D*({”),
na ryzyko szacowania (doktadno$é) sktadki, tj. na D*({). Odmiennos¢ wystepuja-
cych w tym przypadku uwarunkowan formalnych, w poréwnaniu z t3 z czg¢sci 1,
jest teraz oczywista.

Obliczymy, korzystajac z modelu (11), wariancje rozstgpu D*(¢) sktadki. Po-
niewaz wielkosci vi h - {’ sa niezalezne, wiec

D) =D - {’) + D*(W).
Stad, korzystajac z zaleznosci
Dih-{) =D - ) -Eh- ()
i twierdzenia o wartosci oczekiwanej iloczynu niezaleznych zmiennych losowych i
niezaleznosci A i {’, otrzymamy, ze
E(W - ) =EK) - E({"™), Eh-§)=Eh) - E{).
Otrzymamy wiec wzdr
D'(h - ") = E(hY) - (™) - E* (h) - E*({") = DX(h) - D*({") + EX{) Di(h)+
+E'(W’) - D).
Dla sprawdzenia jego prawdziwo$ci wykonamy ponizsze przeksztalcenia
(D’(h) + EXB) - (D*({) + EXS') - E* () - E* () =
=Dh) - DALY+ D*(h) - E* ({) + E*(h) - D* ({) - E*(h) - E* ({7) +
+E'h) - E* () =D(h) - DX({") + D'(h) - E* ({") + EX(h) - D* ({).
Dlatego
D*({)=D*(h) - D*({") + DX(h) - EX({) + EX(hy- DAY+ D'v).  (12)

Ze wzoru (12) wynika, Zze przy wyznaczaniu wariancji D*(§) nalezy znaé wa-
riancje D*(h), D*({”) oraz wartosci oczekiwane E(h) i EX({”). Nalezy tu zauwazy¢,
ze oprécz D*({’) i EX({’) pozostate parametry sa dosé trudne do wyznaczenia na
podstawie badania wartosci zmiennej losowej (¢, {’). Mozna je jednak uzyskaé w
sposéb niebezposredni, korzystajac z krzywych regresji zmiennej §'wzgledem &

Rdéwnanie korelacyjne (5), ktére otrzymaliSmy przy zaloZeniu normalnej kore-
lacji, moze by¢ wykorzystane jako ogélne réwnanie korelacyjne przy istnieniu
zaleznosci liniowej migdzy odpowiednimi zmiennymi. Mozna si¢ o tym przekonac,
konstruujac metod¢ szacowania rozstepu.

Przedstawimy ten spos6b postgpowania w etapach.

Etap I

Obliczymy wsp6iczynnik korelacji migdzy {'i . Z definicji

cov (& £ =E(L) - EC) - K.
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Uwzglednimy w tym miejscu nastgpujaca zalezno$¢ wynikajaca z réwnania
(1h:
E({Y=EMn{?+ O W=EMh) - E{?) +E({) - EW) =
= E(h) - (D({) + EX(S) + E({) -E(V) =
=E(h) - DX({") + E(h) - EX{) + E(L) - EW)
Ooraz
E(Q)=Eh-{' + W=E(h)-E({") + E(W.
Stad
cov($ ¢ =E(h) - D)+ E(h) - E*({)+E({") - EM) - Eh) - E* (") -
~E({") - E(v) = E(h) - D*({").

Zatem wspolczynnik korelacji wyraza si¢ wzorem
' o,
=M:E(},)._{. (13)
Jezeli przy obliczaniu wspétczynnika korelacji migdzy {'i ¢’ skorzystamy z
réwnania korelacyjnego (5), to otrzymamy zaleznosc¢

C¢)=a,+p—((-a). (14)
o,
gdzie
a =E(§'),

a;=E({) = E(h) - E(") + E(V).

Podstawiajac do réwnania korelacyjnego wyrazenia okreslajace wspéiczynnik p

1ay, a;, otrzymamy
$(&)=E(h)-E({)+EW +Eh) - [ - E(N] =
=E(h) - {’+ E(V). (15)

Taka sama zalezno$¢ mozna otrzymac, jezeli obliczenia wykonamy, wychodzac
z réwnosci (11). Zatem przyjmujac za podstawe wzér (15), aby otrzyma¢é krzywa
regresji, wystarczy zna¢ wartosci parametry rozktadu E(¢”), E({), p, DX(¢*), D),
ktére zawsze moga by¢ znalezione na podstawie danych dotyczacych ({”,{).

Etap II

Wariancja zmiennej £ (¢

Pamigtajac o celu obecnych rozwazan, a mianowicie o otrzymaniu oszacowania
dla D*(h) i D*(V), zauwazmy najpierw, ze sama krzywa regresji nie okresla doktad-
nie zaleznoéci miedzy D*({) i D*(¢”).

Wprowadzimy obecnie pewne dodatkowe pojecia. Wielkos¢ £ (¢, zgodnie z
(14), jest funkcja zmiennej losowej {; czyli wielkosci roszczen. Wielkos¢ t¢ mo-
Zemy, a nawet powinniémy, traktowa¢ jako zmienna losowa. Nalezy zatem obli-
czy¢ jej wariancjg.
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Z (15) wynika, ze
D*({)=D[E(h) - {’ + E(W) = E'(h) - D*({") +0. (16)
Poniewaz dla £({") przyjeliémy nazwg ,,warunkowa wartos¢ oczekiwana”, na-

turalne jest, ze wariancje D* (Z ({ ')) trzeba nazwa¢ wariancjg Srednich warun-

kowych.

Jezeli zalozymy, ze { jest ustalong obserwacja wielkosci roszczenia, a celem
jest obliczenie na podstawie wzoru (10) wariancji zmiennej ¢, to w wyniku tego
otrzymamy wariancj¢ jej rozktadu warunkowego. Korzystajac z oznaczen wpro-
wadzonych przy wyprowadzeniu wzoru (14), mozemy zapisac, ze

D*(£1¢7)=¢" D'h) + D'(V)
i D*({/{") bedziemy nazywaé wariancja warunkows.

Wariancja warunkowa jest funkcja zmiennej losowej ¢ i dlatego ona sama tak-
ze jest zmienna Josowa. Obliczajac jej warto$¢ oczekiwang, otrzymamy
E[D*({1¢) = EI{”- D(W) + D’(V) = D) - DX(h) + EX(¢) -E(D(W)) + D(V) =

=D*{") - D’(h) + EX({) - D’(h) + D(W). 17

Z drugiej strony zauwazmy, ze

D*(Z)+EID*({1¢) = EXh) - DX{) + DY) - D) +
+EX (&) -D*(h)+ D(V) = DX({). (18)

Ostatnie sktadniki réwnosci (18) sa wynikiem nastgpujacego, bardziej ogélnego
twierdzenia [Feller 1996]:

Jesli Z, jest zmiennq losowq zaleinq od Z,, tak by srednia warunkowa Z,/Z,
byta funkcjq ciagta zmiennej losowej Z;, to wariancja D*(Z,) jest sumq wariancji
Srednich warunkowych i warto$ci oczekiwanej wariancji warunkoweyj.

D’ [22 /zl]

D(Z)) = D*(Z,/Z,)+E

Poniewaz D’ (Z’ ) i E[D*({/¢{")] mozna obliczy¢ na podstawie danych z ob-
serwacji, twierdzenie to ma praktyczne i istotne zastosowanie przy okreslaniu do-
ktadnosci D?({) (ryzyka) szacowania sktadki E({) = P.

Interpretacje

Zgodnie ze wzorem (16) wariancja $rednich warunkowych D’ (Z’ ) jest wprost
proporcjonalna do wariancji D? ({ '), tzn. wariancji rozstgpu roszczen. Dlatego
zmniejszajac D*({'), np. trzykrotnie, zmniejszamy tym samym trzykrotnie wiel-
kosé Dz(f ) Poza tym, jak wynika ze wzoru (17), zmniejsza si¢ takze wartos¢
oczekiwana warunkowej wariancji, a wigc wielkos¢ liczbowa charakteryzujaca prze-
cigtnie losowe zmiennosci D’ (f ) . Na podstawie réwnosci (17) tatwo stwierdzic, ze
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zmniejsza si¢ takze i warto$¢ oczekiwana warunkowej wariancji. Poniewaz z (17)
wynika, ze zalezno$¢ miedzy E[D’ ({ ¢ )] a D? (4_' ) i E(¢"') ma charakter bardzo
zlozony, trudno jest okresli¢ wielkos¢ tych zmian. We wszystkich przypadkach moz-
na jednak twierdzi¢, ze jezeli dokladnos¢ oszacowan roszczen bedzie si¢ zwigkszac,
to wielko$é oczekiwana ryzyka E[D’ ({ 1¢ )] bedzie si¢ zmniejszaé, bo

EID* ({14 )1 = D*(¢)- D*({).
Przypusémy teraz, ze w wyniku obserwacji dla pewnej doktadnosci oszacowa-
nia roszczenn D (") otrzymano wielkosci D} (Z’ ) , E[D*($1¢)]. Tak wige

D}(¢) = D} ({) + EID*($1¢ (19

jest wariancja rozrzutu wynegocjowanych i wyplaconych odszkodowan.

Zaktlada si¢, ze w wyniku dodatkowych obserwacji dokladnosé zwigksza si¢ na-
stgpnie do wielkosci D, (Z ) , gdzie

D,({)=¢ D}(Z) O<e<1).

Nalezy tu wyjasni¢, jak si¢ przeklada to na dokladnos¢ oszacowania skladki
czystej, przetozonej na wynegocjowane odszkodowania.

Mozna dla uproszczenia przyjaé, ze ogélne uwarunkowania si¢ nie zmieniaja,
wiec wielkosci

E(h), D*(h), D*(V)

takze si¢ nie zmieniaja. Wtedy mozemy twierdzi¢, ze jesli oszacowanie sktadki sa
przeprowadzane na podstawie roszczefi z polis — kontraktéw o dokladnosci

D;({'), to wielkosci Dzz(f ) , E,[D*(£1{")] beda okreslane na podstawie (17)

nastepujacymi wzorami:

D}(L)=EXh- D} (¢")=¢- D)
oraz —z (19):
E\[D*({1{' ) =€- D}({') - D(h) + EL({) - D*(h) + D’(W). (20)
D}({)=¢ D}(Z), @1)

Zatem

co wynika z réwnosci (17)
oraz

E,[D*({1{N < ELD* (14,

gdyz przy zmniejszeniu rozstgpu spelniona jest nieréwnosé
E({) < E({).
Wprowadzimy obecnie nastgpujace oznaczenie:

D} ($)= D} (&)+ EID*({/¢).
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Zatem D;’({’) wyraza, jako suma, blad sredni przy starej informacji i blad -

wariancj¢ $rednich warunkowych z nowej informacji.
Oczywiscie z pierwszej z réwnosci (20) wynika, ze

D}(¢)=¢-D}({)+ E[D*(¢1¢Y), (22)
co na podstawie réwnosci (21) oznacza, ze
D}*(¢) 2 D(8)+ EID*(¢1¢ )= D} (§). (23)

Zatem majac wielkos¢ D,* () (wzr (22)), mozemy twierdzi¢, ze wariancja wy-
negocjowanego odszkodowana w kazdym przypadku nie bedzie od niej wigksza.

Znak réwnosci w (23) zachodzi tylko wowczas, gdy warto$¢ oczekiwana
E[D*({/{")] nie zalezy od D*({"). Jak wynika z (17), taka niezalezno$¢ ma
miejsce tylko wtedy, gdy A jest wielkoscia ustalona. W tym przypadku D*(h) = 0, a

E[D*(¢1¢")) = D*(».

Taki przypadek byl rozpatrywany w pierwszej czesci artykutu. Jezeli & = const, to
zmiany doktadnosci oszacowan roszczen nie powoduja zmiany wartosci oczekiwanej
wariancji warunkowej, czyli obliczenie doktadnosci jest tu o wiele prostsze.

Jezeli zas h jest zmienng losowg, to oszacowanie doktadnosci wynegocjowane-
go odszkodowania przy zmieniajacych si¢ dokladnosciach wielko$ci roszczen moz-
na otrzyma¢ tylko w postaci nieréwnosci (23).

Przyklad 2

Przyjmijmy, ze dla ryzyka szacowania roszczen D} ({) = 10 otrzymano, ze

D}({)=6, D} (2 Yy=4, E[D*({/{)=2]. Oszacowaé zmiany ryzyka szacowania
skladki, jezeli ryzyko szacowania roszczen zmniejszy si¢do D ({)=7.

Obliczymy najpierw wielkosé &

DZ f
e=2C)_T _g,
D) 10

Z wzoréw (22) i (23) otrzymujemy:

D}({)=0,7-4+2=4,8>D;({).

Wynik ten oznacza, ze wariancja rozstgpu D?({) szacowania skladki nie be-
dzie wigksza niz 4,8. R6wnos¢ zaistnieje wtedy, gdy h bedzie stala, tzn. wtedy, gdy
wahania wplywu réznych czynnik6w na szacowanie roszczen sa male w poréwna-
niu z wartoscia $rednia tych roszczen.

Znaczenie wsp6lczynnika korelacji p jest, tak jak juz wczesniej zauwazylisSmy,
takie samo, tzn. ze dla matych wartosci tego wspéiczynnika zmniejszenie wartosci
D’({") powoduje niewielkie zmiany wartosci D*({).

Przykiad 2 konczy rozwazania dotyczace zastosowania teorii korelacji przy szacowa-
niu ryzyka szacowania sktadki ubezpieczeniowej. Obejmowaty one tylko liniowe zalez-
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nosci korelacyjne, i to nie wszystkie. Analiza zaleznosci nieliniowych, ktére moga w
szczeg6lnym przypadku powsta¢ przy nieliniowym wpltywie czynnikéw na wielkosci
roszczen, jest znacznie trudniejsza. W podejsciu do rozpatrywanego zagadnienia od stro-
ny teorii korelacji mozna takze uwzglednié korelacj¢ wieloraka, co mozliwe jest wtedy,
gdy na jakos¢ oszacowan roszczen, a zatem i sktadki netto, ma wptyw kilka cech.
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PREMIUM IN THE ASPECT OF LINEAR DEPENDENCE
CORRELATIVE CLAIMS’ SIZE AND OTHER FACTOR

Summary

The theme in the article is to show, in its main dimension, that various approaches may by applied
to the analysis of the issue concerning relation between estimated premium and distribution of insur-
ance claims’probability.

The models presented in the article, in spite of some simplified scheme of its exemplification in
the linear form, are far-reaching departure from the assumptions assumed, for instance, in economet-
ric modeling.

The standpoint proposed in the article allows to define the estimation of premium P in the form of
sum (total) of claims’size, assuming their invariability, measured with premium regression coefficient
in relation to claims and other factors affecting the claim risk and the second ingredient which may be
interpreted as an additional claim.

The far-reaching generalization was made as well, assuming that the quantity intensifying the in-
fluence of random claims on the random claim is random as well, it means that the constant from the
models considered earlier is now a random variable.

The purpose of the considerations is also achievement of both estimation of variance of the in-
gredient additionally affecting (apart from claims) premium and of variance of this “randomnised”
constant. The notion of the so-called variances of conditional averages. It is shown that variance of
negotiated compensation, what implies a certain o-tipicality of the considered insurance procedures,
will be in all cases not bigger then the sum of average error at the old information and the error ex-
pressed by the variance of conditional averages the new information.
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