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1. Wstep

W celu oceny ryzyka, ktére ponosimy, inwestujac pieniadze w akcje lub opcje
na akcje, interesujace jest to, czy opcja zostanie zrealizowana, czy nie. Z punktu
widzenia wystawcow opcji kupna, szczegélnie tych bez pokrycia, moze zaj$¢ po-
trzeba analizy prawdopodobienstwa zrealizowania opcji przez kupujacego [Stolorz,
Tarczynski 2002]. Skomplikowany aparat matematyczny stosowany w zagadnie-
niach zwiazanych z instrumentami pochodnymi nie pozwala przecig¢tnemu inwesto-
rowi na korzystanie z wielu metod oceny ryzyka. Zachodzi wigc potrzeba kon-
strukcji bardziej dostgpnych metod.

Celami pracy s3 konstrukcja i analiza funkcji prawdopodobienstwa realizacji
opcji na podstawie klasycznych poje¢ rachunku prawdopodobienstwa, analizy ma-
tematycznej i statystyki. Jest to propozycja pewnej miary ryzyka inwestycji w
opcje. Pozwala ona oceni¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze opcja kupna bedzie
zrealizowana. Na wstgpie zostanie przeprowadzona analiza funkcji prawdopodo-
bienstwa realizacji opcji w przypadku dowolnego rozktadu cen instrumentu bazo-
wego. Nastepnie rozpatrzymy przypadek logarytmiczno-normalnego rozkiadu cen.
Skorzystamy tutaj z zatozenia, ze ceny akcji podlegaja bladzeniu losowemu i dla
-dowolnego przyszlego momentu ceny te maja rozklad logarytmiczno-normalny
(wéwczas logarytmiczna stopa zwrotu ma rozklad normalny).

2. Funkcja prawdopodobienstwa realizacji opcji dla dowolnego
rozkiadu cen akcji

Zalézmy, ze kupujemy europejska opcj¢ kupna akcji, ktérej cena rynkowa w
dniu zakupu opcji wynosi S, cena opcji — So, 2 cena wykonania — S,,. Niech S, ozna-

262



cza cen¢ rynkowa w dniu wygasnigcia opcji, 7, — termin wygasnigcia opcji, r; i r»
niech beda rocznymi stopami zwrotu liczonymi z zastosowaniem kapitalizacji cia-
glej takimi, ze stopa zwrotu nalezy do przedziatu (r,,r,). Zal6zmy réwniez, ze
ceny rynkowe instrumentu bazowego maja rozklad o gestosci y = g(x). Przeana-
lizujmy, w jaki sposéb ksztaltuje si¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze opcja zo-
stanie zrealizowana, tzn. ze S, 2S5 . Rozwazmy przypadek, w ktérym r, <0<r,.
Przy przyjetych zalozeniach cena akcji dla czasu te (0,tk) mozZe przyjmowaé war-
tosci z obszaru ograniczonego krzywymi (rys. 1):
y=Se", (M
oraz
y=Se"”, (2)
gdzie:t —czas upltywajacy od momentu zakupu opcji, wyrazony w latach,
r; —maksymalna roczna stopa zwrotu,
r» —minimalna roczna stopa zwrotu.
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Rys. 1. Obszar mozliwych cen rynkowych akcji o cenie rynkowej S w dniu zakupu opcji i o czasie
wygasnigcia opcji rtéwnym r, dla r, <0<r i §<§ < Se'™
Zré6dto: opracowanie wlasne.

Przy zalozeniu, ze czas wykonania opcji jest nieskonczenie dtugi, czyli #, dazy
do nieskonczonosci, oraz w zaleznosci od wzajemnego polozenia krzywych (1) i
(2) wzgledem prostej danej réwnaniem y =S, nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

1. Jezeli §<§ < Se™  to prawdopodobiefistwo zdarzenia A, ze opcja zostanie
zrealizowana w czasie 1, mozemy obliczy¢ nastgpujaco:

CB
P(A)=——. 3)
(4)=2,

Jezeli 1, dazy do nieskonczonosci, to prawdopodobienstwo zdarzenia, ze opcja
zostanie zrealizowana, mozna przedstawi¢ jako funkcje P zmiennej ¢t w sposéb
nastepujacy:
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[0 dia te{0,1,),
|
. g(x)dx
P(1)=1 4
(x) ;; dla re(g,e°), @
[ g(x)ax
s
In—==
gdzie: L= &)

2. Jezeli Se™ < S, <S, to prosta o réwnaniu y=S§, przecina jedynie krzywa

o réwnaniu y = Se”*.. Funkcja P przyjmuje wéwczas postac:

[ 1 dia re(0,1,),
|
. g(x)dx
P(t)=4 6
) S dla re (1), ©
Set
[ g(x)ax
k&w
In—>
gdzie: p=—35. 7
)

3. Ocena prawdopodobienstwa realizacji opcji w przypadku
logarytmiczno-normalnego rozkiadu cen akcji

W klasycznym podej$ciu w analizie danych finansowych przyjmuje sig, ze ceny
akcji podlegaja btadzeniu losowemu i dla dowolnego przysziego momentu ceny te
maja rozklad logarytmiczno-normalny, wéwczas logarytmiczna stopa zwrotu ma
rozktad normalny [Hull 1999, s. 290-291]. W celu uproszczenia zatézmy réwniez,
Ze sp6lka nie wyplaca dywidendy.

Niech stopa zwrotu w rozwazanym okresie bgdzie ograniczona i zawarta w

przedziale (rz, ’1) .
Gestos$¢ rozktadu jest okreslona wzorem:
1 (Inx—u )2
exp| — 5
g(x)=1 xo2m 20

0 dlax<0,

dl 0,
] ax> ®
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a dystrybuantg tego rozktadu opisuje funkcja:
1 xl '(ln:zl‘)z
F(x)= -e 2 dr. 9)
( ) oN2xm ;,[ t

Niech y =®(x) oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.
1. Funkcja (4) przybiera wéwczas postaé (zob. dodatek (i)):

0 dla re(0,1,),
p(r)=1 ‘D(Mefcﬂj_d{%ﬂ (10)
~ — dla re(1,,),
q{lnSe' —,u)_d{lnSe’ —,u)
| c o
gdzie ¢, jest okreslone wzorem (5).
2. Funkcja (6) przybiera woéwczas postac (zob. dodatek (ii)):
( 1 dla re(0,1,),
InSe™ — InS -
p(r)=1 d’(%]"p(%cﬂ] an
- — dla te (),
q{lnSe" —p)_d{lnSe’ —,u]
| o o

gdzie ¢, jest okreslone wzorem (7).
3. W przypadku granicznym, kiedy czas realizacji opcji ro$nie nieograniczenie,
otrzymujemy (zob. dodatek (iii)):

. A InS, -
hmP(t)=1—d>(+‘u). (12)
1—poo e
Wynika z tego, ze aby zwigkszy¢ prawdopodobienstwo realizacji opcji, nalezy
zwigkszy¢ warto§¢ wyrazenia l—d{lns‘”—_‘u) . Bedzie tak, jezeli wyrazenie
o

InS_ - _ . .
CD(M] bedzie przyjmowato wartosci bliskie zera, ré6znica InS, — 4 powin-
o

na zatem przyjmowac jak najmniejsze wartosci, czyli dazy¢ do —oo.

Jezeli S, be¢dziemy wybiera¢ bliskie S, to #, bedzie dazyto do zera, a co za
tym idzie, funkcja prawdopodobienstwa realizacji opcji zaréwno w sytuacji (10),
jak i (11) bedzie dazyta do funkcji P* okreslonej nastgpujaco:
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q{msa" —p)_ (D(lnS—ﬂ)

P ()= = (13)
S InSe™ - u —® InSe™ —u
o (o)

Funkcja P* okreslona wzorem (13) jest granica ciagu funkcyjnego (13(:)) dla

S, dazacego do § . Ma ona nastgpujace wlasnosci:

limP'(t)=l—(I>(lnS_ﬂ) (14)
o c
oraz
r
limP* (1) =—1—.
lim P* (1) — (15)

Funkcja P* oraz funkcje okreslone wzorem (10) osiagaja ekstremum typu mak-
simum, ktére mozna znalez¢, stosujac metody numeryczne. Rodzing tych funkcji
przedstawia rys. 2.

1,27

I‘E

0 1 2 3 4
Rys. 2. Rodzina krzywych P; ikrzywa P* dla r, <0<y,
Zrédto: opracowanie wiasne.
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4, Podsumowanie

Po przeanalizowaniu funkcji prawdopodobienstwa realizacji opcji dla rozktadu
logarytmiczno-normalnego rozktadu cen w przypadku r, <0<r mozna wyciagnaé

nastgpujace wnioski:
1. Gdy §<S§, <Se™, to prawdopodobienstwo realizacji opcji rosnie, osiaga

InS, —u
c

maksymalna tego prawdopodobienstwa zalezy od danych wyjsciowych i jest rézna
dla rézmych opc;ji.
2. Jezeli Se™ < §,<§.t0 prawdopodobienstwo realizacji opcji maleje do war-

warto$¢ maksymalna, a nast¢gpnie maleje do wartosci l—d)( ] Wartos$é

tosci 1- d)(m] wraz z wydluzeniem terminu realizacji opcji.
(o)

Dodatek

(i) Po skorzystaniu z prostej zalezno$ci miedzy gestoscia rozkladu a dystrybu-
anta wzér (8) mozna przedstawié nast¢pujaco:
0 dla re(0,1,)

P(1)={ F(Se")-F(S, ) 15
()= F()FS) ey (15)
F(Se")-F(Se™")
Gdy do wzoru (15) podstawimy zalezno$é [Kordecki 2000, s. 58-591:
i cb(l‘”‘"”) dla %>0
F(7)= o : (16)
0 dla x<0
to otrzymamy (10).
(ii) Podobnie jak w (i). Wz6r (6) mozna przedstawi¢ jako:
1 dla re(0,r,)
P(t)={ F(Se")-F(S, ) 17
(=9 F)FS) oo a7
F(Se"')—F(Se”')
Po podstawieniu do wzoru (17) zaleznosé (16) otrzymamy (11).
(iii) Poniewaz z wlasnosci dystrybuanty mamy:
limdb[l—nu]:l dla x>0, (18)
10 o
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}33_;¢(—1’“9—e;‘—”]=0 dla r, <0, (19)
to:
(D(]nSe' —p)_d)(msw —,u) "
im (1) =lim——— o =1_¢(_Lﬂ)
(D( Se -—,u]_d{lnSe —,uJ o
(o) (02

W ten spos6b otrzymalismy zaleznosc (14).
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FUNCTION OF PROBABILITY OF EXERCISE OF OPTION FOR LOG-
-NORMAL DISTRIBUTION OF PRICES

Summary

To estimate the risk the inwestors take investing their money in stocks or stock options one must
study if the option is exercised or not. From the point of view of call option writer, especially those
uncovered, one should the probability of the exercise of option by a holder.

In the paper was presented the function of probability of exercise of option. The calculated prob-
ability is for an investor risk measure, which he can accept or reject. Function of probability of exer-
cise of European call option presented in the paper was applied in the case of log-normal distribution
of prices of the underlying instruments.
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