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1. Wstep

W ubezpieczeniach zyciowych czgsto sa stosowane tzw. polisy kombinowane,
zwane inaczej wieloopcyjnymi. Umozliwiaja one zakladowi ubezpieczen stworze-
nie dla klientéw bardzo bogatej oferty. Wszelkie tego typu polisy, précz ubezpie-
czenia na zycie, oferuja takze dodatkowa ochron¢ ubezpieczeniowa w réznych
(oczywiscie $cisle okreslonych w umowie) przypadkach, np. na wypadek inwalidz-
twa, niezdolnosci do pracy, hospitalizacji, rehabilitacji itd. W sytuacjach takich
zaklad ubezpieczen moze wyptaca¢ odpowiednie $wiadczenia lub tez po prostu nie
pobierac sktadek. W zwiazku z tym, oprécz wyptaty sumy ubezpieczenia w przy-
padku $mierci, mozliwe sa takze i wyplaty innych swiadczen. Co wigcej, mozliwa
jest sytuacja, ze kazdy przypadek objety ochrona ubezpieczeniowa, niezaleznie od
pozostatych przypadkéw, jest rozwazany terminowo lub bezterminowo, i dla kaz-
dego przypadku terminy wygasnigcia ochrony moga by¢ zupelnie rézne (por. np.
[Doan 1995; Gajek, Ostaszewski 2002; Skatba 1999j).

Nakreslona w wielkim skrécie istota polis wieloopcyjnych uwidacznia pewne
komplikacje zwiazane z wyznaczeniem czystej skladki netto. Dzieje si¢ tak
zwlaszcza wtedy, gdy polisa przewiduje bardzo wiele réznych przypadkéw i w
odniesieniu do kazdego z nich - rézne, zmienne w czasie §wiadczenia. Owszem, na
podstawie tablic zycia czy pewnych, nawiazujacych do tablic, przyj¢tych modelo-
wych rozkladéw dalszego trwania zycia, a takze na bazie estymowanych przez
ubezpieczyciela czestotliwosci znajdowania si¢ ubezpieczonego w okreslonych
przypadkach obj¢tych polisa, mozna wprost, badZz w przyblizeniu, obliczy¢ zdys-
kontowana aczna wartos¢ przysztych swiadczen, a przez to okresli¢ czysta skladke
netto. Niemniej z uwagi na to, ze dla skomplikowanych typéw polis obliczenia te
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bywaja zmudne i uciazliwe (i nie zawsze prowadza do wyrazen w postaci wzoréw
analitycznych), warto odwolaé¢ si¢ do badan symulacyjnych i na tej podstawie za-
réwno okresli¢ wysokosci $wiadczen, jak i dobraé do nich wielko$¢ skladki.

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie mozliwosci, jaki daja badania
symulacyjne w kontekscie polis wieloopcyjnych. Dokonano tego na podstawie kilku
wybranych, umownych polis, dla ktérych wygenerowano dostatecznie wiele prze-
biegéw stosownych szeregéw liczbowych. Nim jednak przejdziemy do samych
przykladéw, nakreslmy pokrétce formalna ideg¢ stochastycznego modelu polis wielo-
opcyjnych oraz schemat symulacji dyskretnego procesu Markowa i budowanego na
jego kanwie strumienia przeptywéw pieni¢znych.

2. Model teoretyczny

Przyjmijmy, ze liczba stanéw, ktére objete sa umowa ubezpieczeniowa, jest
skonczona i réwna m €N, a sam zbidr stanéw oznaczmy jako S = {s,....s_}.
Zmiany stanéw polisy mozna prawidlowo opisaé, uzywajac procesu stochastycz-
nego ¥ = {Y(t):+ €T}, przyjmujacego wartosci w S, gdzie odpowiednio T =
N w przypadku dyskretnym, lub T = R, U{0} w przypadku ciaglym. Zaktadamy,
7ze w dowolnym momencie ¢t € T polisa moze znajdowa¢ si¢ dokladnie w jednym
stanie, co wigcej, stanem poczatkowym jest zawsze stan s,, stan s,, za$ jest stanem
pochtaniajacym, odpowiadajacym $mierci ubezpieczonego. Oznacza to, iz
P(Y(0)=s,) = 1idlawszystkich #, >+, >0 mamy: P(Y(1,)=s,| Y(t,)=s, )
= 1. Przyjmujemy takze, ze {Y(z):2€T} jest procesem Markowa' o stosownych
prawdopodobiefistwach przejscia ze stanu s, do stanu s,: p, (tu) =
P(Yw)=s5,]Y(1)=5,).

Z procesem Y Scisle zwiazany jest pewien, wynikajacy wprost z tresci umowy
ubezpieczeniowej, strumien platnosci P, odzwierciedlajacy wpltywy i wyplywy
srodkéw z towarzystwa ubezpieczeniowego. Zauwazmy, ze P jest funkcja okreslo-
na na R, U{O}, przypisujaca kazdemu ¢ >0 laczng wartos¢ platnosci P(¢) zreali-
zowanych w przedziale (O,t). Zwr6¢émy uwage na dwa fakty. Po pierwsze, stru-
mien P zadaje na zbiorach Borelowskich pétosi R, U{0} addytywna funkcjg zbio-
ru, ktéra jest réznica dwu miar® (niekoniecznie probabilistycznych!) — miary po-
chodzacej od wplat i miary pochodzacej od wyptat. Po drugie, strumien P mozna

rozbi¢ na ,,podstrumienie”, z ktérych kazdy jest zwiazany albo z pozostawaniem
procesu Y w okre$lonym ze stanéw (,,podstrumien” P; dla stanu s;), albo z przej-

! Widaé¢ wigc, ze jest to proces ciagly lub dyskretny w sensie czasu, lecz zawsze dyskretny w sen-
sie zbioru wartosci.
? Uzasadnia to, rozwazana w ciagu dalszym, mozliwo$¢ catkowania wzgledem strumienia P.
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$ciem procesu Y w odpowiednia stron¢ pomigdzy para okreslonych stanéw (,,pod-
strumient” P, dla przejsciaz s ; do s, ). T¢ ostatnia prawidtowo$¢ mozna zapisaé

nastepujaco:
P(t) = D L(O)-P(t) + D Y N (0P (D),
j k=)
gdzie odpowiednio: I,(¢) = Ily(,)ql_l jest indykatorem zdarzenia ,,proces Y jest w
stanie s,”,a N, (t) = #{u€e(0,r) : Y(u")=s5,,Y(u)=s,} jest procesem licza-
cym przejscia procesu Y ze stanu s; do stanu s, .

Dolaczajac dodatkowo do rozwazan zmiennosé wartosci pieniadza w czasie,
otrzymujemy, ze w dowolnej chwili ¢ wartos¢ P strumienia platnosci P jest

réwna:

p— L f v(u) dP(u),

o
O

gdzie funkcja v: (O, +o0) 3t— V(@) € <0, +o00) jest czynnikiem dyskontujacym
z chwili ¢ na chwilg 0. Mozna takze oczywiscie warto$¢ ,, P odnies¢ do ,,rozbite-

g0” na sktadowe strumienia P i powyzsza catke otrzymac jako sume calek dla
stosownych ,,podstrumieni™ . Taka metode zastosowano w dalszej czg¢éci w bada-
niach symulacyjnych. Z punktu widzenia ubezpieczyciela w momencie podpisy-
wania umowy najistotniejszg wartoscig strumienia platnosci jest , P. Mozna na-
wet t¢ warto$¢ uznaé za zmienna decyzyjna, albowiem ubezpieczyciel w swej ofer-
cie bedzie mie¢ tylko takie typy polis, dla ktérych P > 0.

3. Metoda symulacji

Od tej chwili skupimy si¢ jedynie na dyskretnym przebiegu czasu, czyli przyj-
miemy, Ze T = NN. Dla odpowiednio ustalonych: 1) szeregu ¥ = {Y(#):teN},
2) strumienia P dobranego do szeregu Y oraz 3) dla funkcji dyskontujacej v
celem badan symulacyjnych jest wyznaczenie wartosci o P .

W przypadku dyskretnym, dysponujac dowolng trajektoria szeregu Y, w bardzo
prosty spos6b mozna znalez¢ dla niej zdyskontowana wzglgdem ¥ warto$¢ stru-
mienia P poprzez sprowadzenie calej procedury obliczeniowej do najprostszych

3 Wiegcej szczeg6tow na temat samego strumienia P, a takze jego dyskontowania znalez¢ mozna
np. w [Ostasiewicz W. 2000].
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dziatan algebraicznych — wyznaczania sum stosownych iloczynéw. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze bez wzglgdu na postaé funkcji © i P mamy do czynienia jedynie z cia-
gami wartosci, okreslajacymi te funkcje. Problemem wigc pozostaje wygenerowa-
nie odpowiednio wielu trajektorii szeregu Y. A wtedy za , P mozna przyjac

srednia z wartosci uzyskanych dla kazdego przebiegu szeregu Y . Generowanie
szeregu nie nastrgcza takze zbyt wielkich trudnosci, mozemy bowiem np. postapic
W nast¢gpujacy sposéb.

Ustalamy na poczatek prawdopodobiefistwa przejécia p;, (f,r+1) =
P(Yt+D=s| Y(O)= s; ) dla wszystkich te N i j,k €{l,..,m} oraz przyjmu-
jemy Y(0)=s,. Nastepnie, generujac liczb¢ pseudolosowy u, € (0,1), kladziemy
Y(1) =s,, dla k speniajacego: p,,(0,1) + ... + p,,,(0,) < u, < p,(0,]) +
.. + p.,(0,1). Procedur¢ t¢ powtarzamy rekurencyjnie, czyli majac juz okreslone
Y(1) =s;, generujemy liczbg pseudolosowa u, € (0,1) i definiujemy Y(r+1)=s,,
jcs’li tylko zachodzi: p;,(t,t+1) + ... + p;,,(t,t+1]) < u, < p;, (1,1 +]) +
. + p;,(t,1+1) . Postgpujemy w ten sposéb tak dlugo, az uzyskamy szereg ¥ =
{Y(r):t € N} o zadanej dlugosci, lub tez do momentu pierwszego wejscia szeregu
Y do stanu pochtaniajacego s, 4,

4. Przykladowe badania symulacyjne

W niniejszym opracowaniu bedziemy rozwaza¢ trzy typy kombinowanych polis
ubezpieczeniowych na zycie:

a) ubezpieczenie bezterminowe na zycie i bezterminowe na wypadek hospitalizacii,

b) ubezpieczenie terminowe na Zycie i bezterminowe na wypadek hospitalizacji,

c) ubezpieczenie terminowe na Zycie i terminowe na wypadek hospitalizacji.

Niech dany bedzie zatem nast¢pujacy zbidr stanéw S = {s,s,,s;}, gdzie: s,
oznacza, iz ubezpieczony jest zdrowy, s, — ubezpieczony jest hospitalizowany, s,
— ubezpieczony nie zyje. Niech beda takze okreslone nastgpujace strumienie plat-
nosci: F, — strumien wplacanych przez ubezpieczonego skladek w kazdej jednostce
czasu, P, — strumien wyptacanych w kazdej jednostce czasu przez ubezpieczyciela
$wiadczen, B,, P,, — strumienie jednorazowych wyplat’. Pozostate strumienie s

strumieniami zerowymi.

4 Postgpowanie to jest na tyle nieskomplikowane, ze autor dokonat wszelkich prezentowanych da-
lej s!mulacji w arkuszu kalkulacyjnym Microsoft Excel.
Wyptaty te sg jednorazowe, poniewaz zwiazane sa z wejsciem do stanu pochtaniajacego.
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Dla ulatwienia dalszych rozwazan i wigkszej latwosci poréwnania trzech przy-
jetych typéw polis przyjmijmy, ze dla wszystkich ¢ zachodzi: P (t)=p,,
P,(t)= p,, B;(t) =Py,(t) = p, przy czym wartosci p,, p,,p sa stosownie dobra-
ne dla kazdego typu polisy.

Za jednostke czasu przyjmujemy jeden miesiac, a prawdopodobienstwa przejscia dla
szeregu Y ustalamy w nawigzaniu do prawa umieralnosci Gompertza-
-Makehama®. Przyjmujemy bowiem, ze p WGt +D) = a;+b,(c;) dla¢t>0 idla
czterech zestawdéw indeksow: (i) i=1, j=2, (i) i=1, j=3, (i) i=2, j=2, (iv)
i =2, j= 3. Pozostale brakujace prawdopodobienstwa przejscia dobrane sq w ten spo-
séb, by taczne prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na pozostaniu lub wyjsciu z
kazdego ustalonego stanu bylo réwne jednosci. Same wspdtczynniki, wystgpujace w
funkcjach intensywnosci, ustalone zostaty arbitralnie w nastgpujacy sposéb:

(i) a,=0,00004, b, =0,000000035, c,=1,0715,

(i) a,, =0,000004, b,, =0,0000005, c,=1,084,

(111) a,, =0,008, b,, =0,00000000075, c,, =1,00046,

(iv) a,, =0,00015, b,, =0,000001, c,, =1,0765.

Gléwnym motywem przyj¢cia takich a nie innych wartosci byla che¢ uzyskania
dla symulowanych szeregéw sredniej dlugosci zycia osoby w wieku O lat réwnej
ok. 75 lat. Przykladowe trajektorie szeregu Y dla takiej osoby przedstawiono na
wykresach na rys. 1, na ktérych na osi poziomej odlozony jest czas, na osi piono-
wej za$ zaznaczone sg stany (dla uproszczenia uzyto ,.i”” zamiast: ,,s;”).

Na podstawie przyjgtych trzech typéw polis: a), b) i ¢) zbudujmy teraz cztery
modele symulacyjne. Ogdlnie przyjmujemy, ze we wszystkich z nich ubezpiecza
si¢ osoba 18-letnia, umowa za$ przewiduje comiesigczna wplate sktadki w kwocie
P1, gdy ubezpieczony jest w stanie s;, comiesi¢czna wyplate $wiadczenia w kwocie
P2, gdy ubezpieczony jest w stanie s,, i wreszcie jednorazowa wyplatg kwoty p,
gdy ubezpieczony przejdzie do stanu sy. Zakladamy takze, ze przez caly okres
ubezpieczenia czynnik dyskontujacy v jest staty i pochodzi od inflacji réwnej 3%.
Dodatkowo dla poszczeg6lnych modeli ustalamy, Ze:

(®) p1 =10, p, =50, p = 5000 w ubezpieczeniu bezterminowym na Zycie i beztermi-
nowym na wypadek hospitalizacji, przy sktadce pobieranej przez cate zycie,

") p1=10, p, =50, p=18000 w ubezpieczeniu terminowym na Zycie na 45 lat i bez-
terminowym na wypadek hospitalizacji i dla sktadki pobieranej przez cate zycie,

® Prawo umieralno$ci Gompertza-Makehama dotyczy ciagtego ujecia czasu, a za pomoca funkcji
wykladniczej zadana jest intensywnos¢ wymierania. W niniejszych rozwazaniach zas mamy do czy-
nienia z czasem dyskretnym, a funkcja wykladnicza zadaje prawdopodobienstwa przejscia. Szczegé-
towe opisy réznych praw umieralnosci znalez¢ mozna np. w [Gajek, Ostaszewski 2002; Ostasiewicz
S. 2000: Ostasiewicz W. 2000].
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Rys. 1. Przykladowe trajektorie procesu Markowa o trzech stanach
Zré6dto: opracowanie wiasne.

(®) p1 =10, p, =1300, p =5000 w ubezpieczeniu terminowym na Zycie i termi-
nowym na wypadek hospitalizacji, przy skladce pobieranej réwniez termi-
nowo — we wszystkich przypadkach dla okresu 45 lat,

(#) pi =35, p2=50, p=5000 w ubezpieczeniu i dla sktadki jak w (¢).

Dla kazdego z modeli polis wieloopcyjnych zostalo wygenerowanych ponad

1000 trajektorii szeregéw Markowa. Sposréd nich odrzucono te, w przypadku kté-
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rych szereg Y wchodzi do stanu s; w chwili # < 18 i pozostawiono dokfadnie po
1000 poczatkowych trajektorii dla kazdego z przypadkéw: (#), (¥), (¢) i (#). Na-
stepnie wzgledem kazde;j trajektorii zostaty policzone wartosci o, P . Uzyskane w
ten spos6b wyniki zebrano w tab. 1.

Tabela 1. Wartosci uzyskane w badaniach symulacyjnych

Model of ET ET, ET, [Licz.s,| Statystyka
691,2799 | 75,5503 | 75,2563 | 0,2607 | 1,4960 | srednia
(#) [1873,923818,481618,3385|0,3373 | 1,3409 | odch. stand.
2,7108| 0,2446] 0,2437]1,2939| 0,8963 | wsp. zmien.
1345,3379 (75,4944 { 75,2151 [ 0,2460 1,4910 | srednia
(v) |8150,0729 18,4064 (18,2852 10,2828 | 1,3221 | odch. stand.
6,0580| 0,2438| 0,24311,1495| 0,8867 [ wsp. zmien.
1233,5790( 75,1241 [ 74,8572 | 0,2336 | 1,4540 | Srednia
(#) |2941,7265]18,7701 | 18,6576 [ 0,2753 | 1,3379 | odch. stand.
2,3847| 0,2499| 0,2492(1,1787 | 0,9201 | wsp. zmien.
818,7578|75,1373 74,8718 (10,2322 | 1,4000 | érednia
(#) |2087,9729] 18,8842 18,7706 [0,2843 | 1,2969 | odch. stand.
2,5502| 0,2513| 0,2507]1,2245| 0,9264 | wsp. zmien.

Zré6dto: opracowanie wiasne.

W tabeli 1, nie liczac srednich wygenerowanych wartosci P, podano takze ich
prébkowe odchylenia standardowe i wspétczynniki zmiennosci. Dodatkowo
umieszczono pewne wybrane statystyki, dotyczace samych szeregéw Markowa Y,
mianowicie: srednia dlugos¢ zycia O-latka (ozn. ,,ET”), sredni czas pobytu w stanie
sy (ozn. ,,ET\”), sredni czas pobytu w stanie s, (ozn. ,,E T3”) i $rednig liczbg wejs¢
do stanu s5 (ozn. , licz. 5,”"). Oprécz wartosci srednich w tabeli znalazly si¢ réwniez
odpowiednie odchylenia standardowe i wspéiczynniki zmienno$ci.

5. Zakonczenie

Po przeprowadzonych badaniach symulacyjnych mozna wysnué¢ dwa wnioski
plynace z badan bezposrednio i posrednio. Po pierwsze, z tab. 1 wynika, ze skréce-
nie czasu ochrony ubezpieczeniowej pozwala ubezpieczycielowi podwyzszy¢ kwo-
ty swiadczen lub obnizy¢ skladki. Réwnoczesnie, w przypadku gdy cze$é ze stru-
mieni platnosci moze by¢ zgodnie z trescig polisy realizowana terminowo, a cz¢s$¢
bezterminowo, mozna zaobserwowa¢ wigksza zmiennos¢ i odchylenie standardowe
dla P, niz w sytuacji, kiedy wszystkie strumienie sa realizowane w takim samym
czasie. A zatem ,niejednorodne czasowo” polisy z punktu widzenia ubezpieczycie-
la zdaja si¢ by¢ obciazone wigkszym ryzykiem.

Po drugie, nawet proste badania symulacyjne, jak np. te przeprowadzone w ni-
niejszym artykule, wyraznie pokazuja ogrom mozliwosci zastosowan opisanych w
niniejszym opracowaniu procedur, nie tylko zreszta w odniesieniu do polis wielo-
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opcyjnych, ale réwniez w wielu innych przypadkach. Symulacje opisanego tu sze-
regu Markowa moga postuzy¢ bowiem do badan umieralnosci réznych populacji
czy kohort.

Dodajmy na koniec, ze tego typu badania symulacyjne sa $wietnym uzupelnie-
niem teoretycznych metod wyliczania oczekiwanych wartosci strumieni pienigz-
nych i skladek netto, pozwalajacym sprawdza¢ poprawnos¢ tychze wyliczen. Co
wigcej, badania symulacyjne moga by¢ dla ubezpieczyciela szybkim wyznaczni-
kiem do podjgcia decyzji, ktéry produkt ubezpieczeniowy wdrozy¢ (dob6r stanéw
procesu Y i strumienia P) i ktérych klientéw zgodnie z nim ubezpiecza¢ (dobér
prawdopodobienstw badzZ intensywnosci przejscia dla procesu Y).
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SIMULATION METHODS
FOR THE STOCHASTIC MULTIOPTIONAL POLICY MODEL

Summary

The paper deals with some possibilities of applications of the Markov chain simulation methods
in the live insurance area. Namely as long as Markov processes may be considered as a theoretical
model for the multioptional policy notion, one can simulate some sample paths and conclude with the
aid of the generated data.

The author introduces a very simple Markov chain generation algorithm and uses it in four exem-
plary policies. It is shown additionally in each case how to built the payment stream of premiums and
pays off. Thereby an insurer may use the presented methods as a decisive factor when creating new
offer or when selecting new potential clients.
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