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1. Wstep

Przedmiotem badan przeprowadzonych w tym artykule sa portfele, kt6érych war-
tos¢ zalezy (proporcjonalnie) od poziomu wybranych indekséw akcji z rynkéw euro-
pejskich (DAX, FTSE, WIG), amerykanskiego (S&P 500) i japonskiego (Nikkei).

Na wst¢pie dokonano dwoch zalozen upraszczajacych. Po pierwsze, analiza
stop zwrotu z wspomnianych indekséw pomija¢ bedzie dochody z réznic kurso-
wych. To uproszczenie usprawiedliwia fakt, ze artykut nie jest poswigcony badaniu
efektywnosci dywersyfikacji migdzynarodowej, ale analizie wptywu struktury za-
leznosci na ryzyko portfela. Oczywiscie, pomijamy wéwczas t¢ czg¢sé ryzyka port-
fela migdzynarodowego, ktéra wynika z ryzyka kursowego. Stanowi to niewatpli-
wie duze uproszczenie (por. np. [Elton, Gruber 1998, s. 314])'. Drugie zastrzezenie
dotyczy rodzajéw ryzyka, jakie bgda rozwazane. Ograniczamy si¢ tylko do ryzyka
rynkowego (ryzyka zmian cen). Ponadto analizowane bedzie ryzyko ponoszone na
co dzien, w zwyklej dzialalnosci inwestycyjnej na rynku kapitatowym. Wykorzy-
stywane w tych badaniach modele, nawet zaktadajace grube ogony rozktadéw strat
— tutaj przyblizane przy wykorzystaniu twierdzen teorii wartosci ekstremalnych —
nie stuza do przewidywania takich katastrof gospodarczych, jak np. kryzys azja-
tycki w 1997 r. badz rosyjski w 1998 r., ani ich wplywu na wartos$¢ portfela.

! Wyniki badan Solnika (1988), przedstawione w pracy [Elton, Gruber 1998, s. 362], pokazuja, ze
stopy zwrotu z réznic kursowych nie zawsze stanowia liczacy si¢ skiadnik stép zwrotu ze zdywersy-
fikowanego migdzynarodowo portfela akcji.
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Dywersyfikacja mi¢gdzynarodowa jest wazna metoda ograniczania ryzyka port-
fela. Dotyczy to zaréwno ryzyka rynkowego, jak i innych rodzajéw ryzyka, np.
kredytowego. Powszechnie jest znany fakt, ze mimo postgpujacej integracji ryn-
kéw, wspélczynniki korelacji stop zwrotu z indekséw gléwnych gietd swiatowych
sa na ogo6t nizsze niz korelacja stép zwrotu z akcji wystgpujacych na jednym rynku
(por. [Elton, Gruber 1998, s. 326]). Poniewaz jednak rynki coraz silniej wzajemnie
na siebie oddzialuja, badanie ich zaleznosci jest waznym zagadnieniem.

Jak juz wspomniano, badane tutaj jest ryzyko rynkowe portfeli. Zastosowane i
poréwnane zostana modele pozwalajace na stosunkowo duza elastyczno$¢ w za-
kresie opisywania zaleznosci stép zwrotu. Zaktada si¢ przy tym, ze wielowymia-
rowe rozklady stép zwrotu moga mie¢ nieliniowa strukturg zaleznosci, a wigc nie
dajaca si¢ w pelni i jednoznacznie opisa¢ za pomoca macierzy kowariancji. Przyje-
to ponadto, ze rozktady brzegowe moga mieé grube ogony. Ogony te beda mode-
lowane przy wykorzystaniu uogélnionego rozktadu Pareto.
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Rys. 1. Empiryczne wykresy rozrzutu wzglednych strat
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Wykresy rozrzutu dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego (symulacja 1600 liczb pseudolo-
sowych), wartosci oczekiwane i wariancje oszacowane na podstawie danych wykorzystanych w rys. 1
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rys. 3. Wykresy rozrzutu dla dwuwymiarowego rozktadu o funkcji powiazan Claytona i rozktadach
brzegowych z ogonami przyblizanymi za pomoca uogdlnionego rozktadu Pareto (symulacja 1600
liczb pseudolosowych)
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 4. Wykresy rozrzutu dla dwuwymiarowego rozkladu o funkcji powigzan Ali-Mikhail-Haq
i rozktadach brzegowych z ogonami przyblizanymi za pomocg uogélnionego rozktadu Pareto
(symulacja 1600 liczb pseudolosowych)

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 5. Wykresy rozrzutu dla dwuwymiarowego rozk}adu o funkcji powiazan Franka i rozktadach
brzegowych z ogonami przyblizanymi za pomoca uogélnionego rozktadu Pareto (symulacja 1600
liczb pseudolosowych)

Zré6dto: opracowanie wlasne.
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Celem artykutu jest odpowiedz na pytanie, czy w analizie ryzyka portfela skon-
struowanego z indekséw réznych rynkéw jest uzasadnione stosowanie modeli po-
zwalajacych na taka elastycznos$é (uwzglednienie grubych ogonéw rozktadéw oraz
nieliniowej zaleznosci stép zwrotu).

Préba odpowiedzi na to pytanie wydaje si¢ tym bardziej potrzebna, ze juz wzro-
kowa analiza wykreséw rozrzutu wzglednych strat z takich portfeli wskazuje, iz roz-
klady strat r6znia si¢ od wielowymiarowego rozktadu normalnego (por. rys. 1-5).

2. Dane

Badaniom zostaly poddane portfele dwuskladnikowe indeksu WIG oraz wybra-
nych indeks6w gield swiatowych. Sa to nastgpujace indeksy:

1) DAX, '

2) FTSE-100,

3) Nikkei,

4) S&P500.

Wybér wynika z tego, e sa to populame indeksy najwigkszych zagranicznych ryn-
kéw kapitalowych. Sktad portfeli ustalano niezaleznie od udziatu tych indekséw w kapi-
tatizacji portfela globalnego. W celu uproszczenia przyjeto portfele o réwnych udziatach.
Ograniczenie badan do portfeli dwuskladnikowych jest spowodowane tym, ze zastoso-
wana metoda uwzgledniania zaleznosci, wykorzystujaca archimedesowskie funkcje
powigzan, jest stosunkowo dobrze rozwinigta dla rozktadéw dwuwymiarowych, trudniej
ja za$ uogdllni¢ na przypadek dowolnej liczby wymiar6éw. Nie oznacza to jednak, ze
uogdlnienie takie nie jest mozliwe. Obecnie literatura po$wigcona wielowymiarowym
archimedesowskim funkcjom powiazan jest bogata (por. np. [Embrechts i in. 2001, s.
36)). Praktyczne zastosowanie wielowymiarowych archimedesowskich funkcji powiazan
napotyka jednak ograniczenie polegajace na braku mozliwosci swobodnego doboru pa-
rametréw dwuwymiarowych brzegowych funkcji powiazan w rozkladzie wielowymia-
rowym, modelowanym za pomoca wielowymiarowe] funkcji archimedesowskiej (por.
np. [Guegan, Ladoucette 2004]). Utrudnia to modelowanie struktury zaleznosci. Niniej-
szy artykut nie jest jednak poswigcony dalszemu rozwijaniu tego tematu.

Do badan wykorzystano dane z okresu od 7 stycznia 1997 r. do 7 kwietnia 2005 r.,
razem 1627 obserwacji. Obliczono dzienne logarytmiczne stopy zwrotu. We wszyst-
kich prowadzonych badaniach wykorzystywano wzgledne straty, czyli stopy zwrotu
przemnozone przez —1. Dlugo$¢ préby testowej wynosi 500 dni roboczych.

3. Zastosowane modele
Obliczano jednodniowe prognozy wartosci zagrozonej przy poziomie tolerancji

VaR 1%. W estymacji parametréw stosowano model statyczny (zwyklej zmienne;j
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losowej, a nie procesu stochastycznego). Parametry modeli wartosci zagrozonej
byly estymowane na podstawie obserwacji z 1127 dni roboczych poprzedzajacych
dzien prognozy. Nastepnie okno préby uczacej przesuwato sig o jeden dzien.

Wartos¢ zagrozona szacowano z wykorzystaniem nast¢pujacych modeli, zakla-
dajacych:

1. Dwuwymiarowy rozklad z archimedesowskimi funkcjami powiazan (copula
Sunctions) (por. np. [Embrechts i in. 2001, s. 31]) i rozktadami brzegowymi o ogo-
nach przyblizanych za pomoca uogélnionego rozktadu Pareto (por. [Rokita 2005;
Di Clemente, Rommano 2003]). Zastosowano nast¢pujace funkcje powiazan:

1.1. Claytona (nr 1 wedlug klasyfikacji Nelsena (por. [Nelsen 1998; Arm-

strong 2003]).

1.2. Ali-Mikhail-Haq (nr 3 wedtug Nelsena).
1.3. Franka (nr 5 wwedlug Nelsena).

2. Dwuwymiarowy rozkiad z archimedesowskimi funkcjami powiazan i nor-

malnymi rozkladami brzegowymi. Zastosowano nast¢pujace funkcje powiazan:
2.1. Claytona.
2.2. Ali-Mikhail-Hagq.
2.3. Franka.

3. Dwuwymiarowy rozkiad normalny.

Uzyskane prognozy warto$ci zagrozonej poddano testom wstecznym. Przepro-
wadzone zostaly testy zaréwno liczby, jak i niezalezno$ci przekroczen VaR. Wy-
korzystano w tym celu mieszany test Kupca oraz mieszany test Christoffersena.

4. Wyniki badan

Przydatno$¢ tych metod analizy ryzyka, ktére pozwalaja na uwzglednienie gru-
bych ogonéw rozkladéw strat, a takze struktury zaleznosci innej niz liniowa (np.
wyzsza zaleznos¢ migdzy wysokimi niz typowymi stratami), najlepiej bada¢ na
przykladzie portfeli gorzej zdywersyfikowanych. W takich bowiem przypadkach
stosowanie tych metod moze mie¢ szczegélne uzasadnienie. W zwiazku z tym
ponizej postuzymy sig¢ przykladem portfela, ktérego wartos¢ zalezy — w réwnych
udziatach - od indeksu WIG i DAX.

Stosunkowo stabego efektu dywersyfikacji portfela spodziewamy si¢ w przy-
padku indekséw z krajéw silnie powiazanych gospodarczo, nalezacych do tych
samych mi¢dzynarodowych organizacji politycznych i gospodarczych (Unia Euro-
pejska), a takze bliskich geograficznie. Dla takich portfeli intuicyjnie oczekujemy
wyzszego ryzyka niz dla pozostatych. Moze to m.in. oznaczaé, ze przydatne beda
w ich przypadku wspomniane niestandardowe metody pomiaru ryzyka.

Tabele 1-4 przedstawiaja wyniki testow liczby i niezaleznosci przekroczen war-
tosci zagrozonej, oszacowanej za pomoca wybranych modeli.
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Tabela 1. Model 1.1. i 2.1. Wyniki testéw wstecznych

Model or 1.1. Funkcja powiazan: 1 (Claytona) Model or 2.1. Funkcja powigzati: 1 (Claytona)
Rozkiad brzegowy: ogon z EVT - GPD Rozkiad brzegowy: nommalny
poziom istotnosci testow: 0,05 poziom istotnosci testéw: 0,05
pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla) pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla)
Wyniki mieszanego testu Wyniki mieszanego testu Kupca

LR CV__ |Czy odrz|Lprzekr.|cz przekr.] LR CV_ |Czy odrz|Lprzekr.|cz.przekr.
LR _uc 021687 3841459 0 4 | 0008 |LR uc [10050343,841459] 1 0 0
LR_ind |19,121499,487729] 1 LR_ind - -

_mix[19,33836]11,0705 1 LR_mix} 841459 0

Wyniki mieszanego testu Christoffersena Wyniki mieszanego testu Christoffersena

LR CV__|Czy odrz|l.przekr.|cz przekr.| IR CV_ |Czy odrz.|l.przeka.|cz.przekr.
LR uc (021687 3,841459( 0 4 0008 [ILR uc |10,050343,841459 1 0 0
LR_ind [5,462225[3,841459| 1 _ind 0 PB841459 0
ILR_mix [5,679095[5,991465| 0 LR_mix |10,05034|5,991465 1

Zré6dlo: opracowanie wlasne.
Tabela 2. Model 1.2. i 2.2. Wyniki testéw wstecznych
Model rr 1.2. Funkcja powiazan: 3 (Ali-Mikhail-Hag)  Model nr 2.2. Funkcja powiazan: 3 (Ali-Mikhail-Haqg)

Rozkiad brzegowy: ogon z EVT - GPD Rozkiad brzegowy: normalny
poziom istotnodci testéw: 0,05 poziom istotnogci testow: 0,05
pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla) pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla)
Wyniki mieszanego testu Ku Wyniki mieszanego testu Kug

LR CV  |Czy odrz.|Lprzekrczprzekr.| LR CV  |Czy odrz|Lprzekr)cz.przekr.

_uc |0,718703]3,841459] 0 7 | 0014 [LR uc [0943116]3.841459 0 3 | 0006

IR ind |39,98072{14,06714] 1 IR _ind |1,429499{7,814728) 0
IR_mix[40,69942]155073)] 1 I R_mix[2,372615[9,487729] 0
Wyniki mieszanego testu Christoffersena Wyniki mi testu Christoffersena

LR CV__[Czy odrz]l.przekrJcz.przekr] LR CV _ [Czy odrz.|Lprzekr|cz przekr.
LR_uc |0,718703(3,841459) 0 7 0014 JLR uc [0943116[3,841459] 0 3 0,006
LR_ind 19,419917]3,84145 1 LR_ind ]0,036303(3,841459] ©
LR_mix|10,13862(5,991465( 1 LR_mix|0,979419{5,991465| 0
Zré6dlo: opracowanie wlasne.
Tabela 3. Model 1.3. i 2.3. Wyniki testéw wstecznych
Model nr 1.3. Funkcja powigzan: 5 (Franka) Model nr 2.3. Funkcja powiazan: S (Franka)
Rozkiad brzegowy: ogon z EVT - GPD Rozklad brzegowy: normalny
poziom istotnodci testéw: 0,05 poziom istotnosci testéw: 0,05
pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla) pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla)
Wyniki mieszanego testu Kupca Wyniki mieszanego testu Kuy

Czy odrz.]L.przekr.|cz przels] LR CV  |Czy odrz.{Lprzekr|cz przekr,

LR_uc [2352982(3,841459 0 2 0004 LR uc [10,05034[3,841459 1 0 0
IR_ind (8,606224/5991465| 1 _ind - - -
ILR_mix[10,95921(7,814728] 1 _mix| - - 0
‘Wyniki mieszanego testu Christoffersena Wyniki mi testu Christoffersena

LR CV _[Czy odrz]Lprzekr [cz.przeka| LR CV |Czy odrz|Lprzekr|cz.przekr.
LR uc [2,352082]3,841459] 0 2 [ 0004 JIR uc [10,05034{3,841459 1 0 0
LR_ind |0,016105|3,841459] 0 LR_ind 0 [3841459 0O
LR_mnix |2,369087|5,991465| 0 LR_mix|10,05034{5,991465| 1

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Tabela 4. Model zakladajacy wielowymiarowy rozklad
normalny. Wyniki testéw wstecznych

Model nr 3 Dwuwymiarowy rozktad normalny

poziom istotnosci testow: 0,05
pr. teor.: 0,01 (teoretyczne prawd. przekroczenia kwantyla)

Wyniki mieszanego testu Kupca
LR CV  |Czy odrz.|l.przekr.|cz.przekr.
ILR_uc [4,813361|3,841459 1 1 0,002

LR_ind - 3,841459 -
LR_mix| 65535 |5,991465 0

Wyniki mieszanego testu Christoffersena
LR CV  |Czy odrz.|l.przekr.|cz.przekr.
LR_uc [4,813361/3,841459 1 1 0,002

LR_ind | 0,00402 |3,841459 0
LR_mix [4,817381{5,991465 0

Zrédto: opracowanie wilasne.

5. Whioski

Przeprowadzona analiza miala na celu zbadanie przydatnosci pewnej grupy
modeli, ktére pozwalaja na uwzglednianie grubych ogonéw rozkladéw strat oraz
innej struktury zaleznosci niz korelacja liniowa. Rozwazane byly modele rozkla-
déw wielowymiarowych o brzegowych rozkladach majacych grube ogony. Ogony
te byly przyblizane metodami wywodzacymi si¢ z teorii wartosci ekstremalnych.
Struktur¢ zaleznos$ci modelowano z wykorzystaniem archimedesowskich funkcji
powiazan. W celu poréwnania przeanalizowano réwniez modele z wybranymi
archimedesowskimi funkcjami powiazan, ale o normalnych rozkladach brzego-
wych. W ten spos6b nie mozna, co prawda, modelowaé¢ grubych ogonéw rozkia-
déw brzegowych, ale jest mozliwe uwzglednienie silniejszej zaleznosci migdzy
wartoSciami z ogona niz w przypadku wielowymiarowego rozkladu normalnego.
Metoda ta pozwala wi¢c na modelowanie grubych ogonéw rozktadu wielowymia-
rowego. Te podejscia poréwnano z kolei z klasycznym modelem zakladajacym
wielowymiarowy rozklad normalny. Jezeli rzeczywiscie wystgpuja grube ogony
rozktadéw stép zwrotu (strat) oraz inna jest zalezno$¢ migdzy warto§ciami z ogona
niz typowymi, to nalezaloby oczekiwaé, ze klasyczny model normalny bedzie nie-
doszacowywal ryzyko, podczas gdy badane tu bardziej elastyczne modele powinny
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dawa¢ lepsze oszacowania ryzyka badz tez — w niektérych przypadkach — wrecz je
przeszacowywaé’.

Sposréd rozpatrzonych modeli tylko model z funkcjg powiazan Ali-Mikhail-
Khan (nr 3 wedlug katalogu Nelsena) oraz normalnymi rozkladami brzegowymi
nie zostat odrzucony przez testy liczby ani tez niezaleznosci przekroczen VaR.

Modele z brzegowymi rozkladami normalnymi i funkcjami powiazan Claytona i
Franka zawyzaly znacznie oszacowania VaR. Zostaly one odrzucone wobec braku
przekroczen jednoprocentowej wartosci zagrozonej przez ktérakolwiek z 500 strat
w prébie testowej.

Na uwagge zastluguje to, ze w przeprowadzonym badaniu réwniez model z wie-
lowymiarowym rozkladem normalnym przeszacowywat VaR, cho¢ w mniejszym
stopniu niz poprzednie modele. Przyczyna lezy najprawdopodobniej w samej kon-
cepcji modelu dhugoterminowego bezwarunkowego rozkltadu strat. Jest to model
statyczny, nie zas model szeregu czasowego. Przy malejacej zmiennosci sté6p zwro-
tu z portfela (a tak wlasnie bylo w analizowanym przypadku) wykorzystanie dhu-
gich (1627-dniowych) préb bez postarzania danych musi prowadzi¢ do zawyzania
prognoz ryzyka.

Dalsze badania nad wykorzystaniem omawianych modeli nalezy prowadzi¢ ra-
czej dla przypadku dynamicznego, w ktérym modelowany bytby warunkowy roz-
ktad w danej chwili, a nie rozklad bezwarunkowy szeregu czasowego.

Innym zagadnieniem, ktére wymaga dalszych badan, jest wspomniany juz we
wczesniejszych rozwazaniach (por. [Rokita 2005]) problem uog6lnienia przepro-
wadzonej w artykule analizy na wigksza liczb¢ wymiaréw (por. tez np. [Embrechts
iin. 2001, s. 37)).

Na koniec warto poruszy¢ kwesti¢ raczej nieoczekiwanych wynikéw testéw dla
1 grupy modeli (modeli z funkcjami powiazan i rozkltadami brzegowymi o ogonach
estymowanych za pomoca uogélnionego rozktadu Pareto). Co prawda, réwniez one
zawyzaly oszacowania ryzyka, ale w mniejszym stopniu niz modele z brzegowymi
rozktadami normalnymi i tymi samymi funkcjami powiazan. Nalezato oczekiwac¢,
ze modele z 1 grupy b¢da dawaly wyzsze prognozy VaR niz modele z grupy 2.
Fakt, ze liczba przekroczent otrzymana dla modeli z grupy 1 jest nieco blizsza teo-
retycznej nie oznacza, ze sa one lepsze. Testy niezaleznosci przekroczen odrzucily
bowiem hipotez¢ o losowosci przekroczen. Ponadto wlasnie modele z grupy 1,
mimo teoretycznie wigkszej elastycznosci, moga by¢ w praktyce mniej dokladne,
gdyz wymagaja one estymacji wigkszej liczby parametréw (po dwa parametry
GPD dodatkowo dla kazdego rozktadu brzegowego, a takze wartosci progowe® —

2 Zawyzanie oszacowan i prognoz ryzyka mialoby miejsce wéwczas, gdyby model zaktadat jesz-
cze grubsze ogony rozktadéw brzegowych lub silniejsza zalezno$¢ migdzy wartosciami pochodzacy-
mi z tych ogon6w, niz miatoby to miejsce w rzeczywistosci.

3 Ktére tu byly narzucone arbitralnie na poziomie kwantyla odpowiadajacego prawdopodobieni-
stwu 98% (oczywiscie kwantyl progowy musi si¢ znajdowaé ponizej wartosci zagrozonej, aby te
grupg metod mozna bylo stosowaé do szacowania VaR).
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kwantyle ,,odcinajace” ogony). Przy kilkusetkrotnym wykonywaniu procedury
estymacji parametréw GPD metoda najwigkszej wiarygodnosci, oprocz statystycz-
nych bledéw estymacji, mogla w niektérych przypadkach ujawni¢ si¢ tez niestabil-
no$¢ wykorzystywanego algorytmu optymalizacyjnego. Cho¢ modele nalezace do
grupy 1 dawaly na pozér nieco lepsze wyniki testéw, to raczej do nich wtasnie
nalezy podchodzi¢ zatem z wigksza ostroznoscia niz do modeli z grupy 2.

Podsumowujac, mozna stwierdzié, ze:

— modele wykorzystujace funkcje powiazan moga by¢ uzyteczne w analizie
warto$ci zagrozonej portfeli zdywersyfikowanych migdzynarodowo — przy-
kiad: nie ma podstaw do odrzucenia modelu 2.2. dla pary indekséw WIG i
DAX,

— wskazana jest préba zastosowania omawianych tu modeli w polaczeniu z
modelami proceséw stochastycznych lub zastosowanie postarzania danych
wykorzystywanych do estymacji parametréw,

— nie wykazano Zadnej przewagi modeli z rozktadami brzegowymi o ogonach
estymowanych za pomoca metod teorii wartosci ekstremalnych nad mode-
lami z brzegowymi rozkladami normalnymi i tymi samymi funkcjami po-
wiazan. Moze to sugerowac, ze struktura zaleznosci odgrywa wigksza rolg
niz rozklady brzegowe.
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MEASURING RISK OF INTERNATIONALLY DIVERSIFIED
PORTFOLIOS USING COPULAS AND EXTREME-VALUE THEORY

Summary

This paper addresses the problem of modeling risk of internationally diversified stock portfolios.
According to the results of other published researches, it is assumed that the models applied here
should allow for fat tails, as well as for non-linear dependence structure. Classical multivariate-
normal portfolio model does not fulfill that requirement.

Generally speaking, the research carried out here may be divided into two stages. In the first stage
series of subsequent one-day Value at Risk (VaR) forecasts are calculated for some chosen portfolios.
The following models are used in the calculations:

— Archimedean copulas with margins whose tails are approximated using generalized Pareto

distribution (extreme-value-theory approach),

— Archimedean copulas with normal margins,

— the benchmark model: multivariate normal VaR.

In the second stage the results of applying aforementioned models are compared using back test-
ing. The VaR-forecasts-testing procedure comprises tests of number and independence of VaR ex-
ceedances.
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