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1. Wstep

Wiréd réznych metod wyznaczania wartosci zagrozonej dla portfeli instrumen-
t6w (akcji, indeks6w, walut, towaréw)' bardzo popularnym jest metoda wariancji-
kowariancji zakladajaca, iz stopy zwrotu z poszczegblnych instrumentéw pochodza
z pewnego rozkladu wielowymiarowego (zazwyczaj normalnego) oraz mozliwe
jest oszacowanie wektora wartosci oczekiwanych oraz wlasnie macierzy wariancji-
kowariancji dla zmiennych opisujacych stopy zwrotu z poszczegélnych instrumen-
téw. U podstaw rozwazan tej metody znajduje si¢ kazdorazowo dyskusja o postaci
rozkiadu wielowymiarowego st6p zwrotu oraz o modelach opisujacych zmiany cen
instrumentéw finansowych (por. [Jorion 2001; Best 2000; Lopez, Walter 2000;
Rokita 2004]).

W artykule zaprezentowano przyklad zastosowania wielowymiarowych modeli
AR-GARCH do pomiaru ryzyka dwuelementowych portfeli instrumentéw (akcji,
indekséw, walut) w ramach metody wariancji-kowariancji. To nowoczesne podej-
Scie, wykorzystujace tzw. wartosci warunkowe, poréwnane zostanie z klasyczna
(tzw. bezwarunkowa) metoda, w ktérej zaktada sig, iz parametry rozkladu wielo-
wymiarowego s3 stale w czasie.

Pierwsza czg¢s¢ artykutu wprowadza (bardzo skrétowo) niezbedne pojecia zwia-
zane z wartoscia zagrozona oraz jej pomiarem metoda macierzy wariancji-kowa-
riancji. Drugi punkt prezentuje dwa rozpatrywane modele st6p zwrotu oraz techni-
ki wyznaczania wektora warunkowych wartosci oczekiwanych, a takze warunko-
wej macierzy wariancji-kowariancji w ramach podejscia klasycznego i wykorzy-

! Odmienne metody stosuje si¢ dla instrument6w diuznych oraz dla instrumentéw pochodnych,
szczeg6lnie opciji.
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stujacego wielowymiarowy model AR-GARCH. Nastgpnie przedstawiono wyko-
rzystywane w czg¢sci empirycznej metody testowania jakosci modeli VaR. Pracg
konczy przyklad, w ktérym dokonano weryfikacji przydatno$ci prezentowanych
metod do wyznaczania ryzyka portfeli dwuelementowych ze szczegélnym
uwzglednieniem instrumentéw z rynku polskiego.

2. Warto$¢ zagrozona dla portfela papieréw

Wartos¢ zagrozona (warto$¢ narazona na ryzyko — ang. value at risk, VaR) w chwili ¢ to
taka strata wartosci rynkowej portfela, ze prawdopodobienstwo jej osiagniecia lub przekro-
czenia w rozpatrywanym okresie (#, ¢ + 1) réwne jest zadanemu poziomowi tolerancji.

Powysza definicj¢ mozna zapisa¢ jako (por. [Jorion 2001; Best 2000; Rokita 2004]):

P(W,, <W,-VaR )=q, (1
gdzie: W, — obecna warto$¢ portfela instrumentéw, W, — warto$¢ portfela na kon-
cu analizowanego okresu, g — tzw. poziom tolerancji VaR.

Nie zmniejszajac og6lnosci rozwazan (nie zakladajac wartosci portfela W),
powyzsza zaleznosé¢ mozna zapisaé, wykorzystujac pojecie stopy zwrotu® (r,m)

P(rp.H-l S Fr;.lul (q)) = q ’ (2)

co oznacza, iz prawdopodobienstwo, ze stopa zwrotu z portfela w danym horyzon-
cie czasu nie przekroczy wartosci réwnej odpowiedniemu kwantylowi rozktadu

stop zwrotu F_ ., (g) wynosi g. Metody wyznaczania wartosci VaR sprowadzaja

si¢ wiec wlasciwie do wyznaczenia wartosci tego nieznanego kwantyla® rozktadu
stop zwrotu w chwili ¢ + 1. Podstawowe metody estymacji VaR zaprezentowane
zostaty m.in. w pracach Joriona (por. [Jorion 2001]) i Rokity (por. [Rokita 2004]).
W dalszej czesci pracy analizie podlegaé bedzie jedynie tzw. podejscie warian-
cji-kowariancji (variance-covariance approach), z typowym zalozeniem®, ze roz-
kiad stép zwrotu instrumentéw jest wielowymiarowym rozkladem normalnym, a
co z tego wynika, rozklad stép zwrotu z portfela — rozktadem normalnym. Odpo-

. . 2 5 -1
wiedni kwantyl rozktadu st6p zwrotu z portfela dwuelementowego™ F_ ., wyzna-

cza si¢ z zaleznosci:

? Indeks p oznacza wartosci dla portfela instrumentow.

> W dalszej czesci pracy rozrézmione zostana podejécia wykorzystujace kwantyle bezwarunkowe-
go oraz warunkowego rozkiadu stép zwrotu.

* W bardziej zaawansowanych podejsciach stosuje sie rozklady o grubszych ogonach, np. t-
-Studenta lub a-stabilne. Standardem w zagadnieniach wielowymiarowych jest jednak nadal wielo-
wymiarowy rozktad normalny.

5 W celu uproszczenia zapisu dalsze rozwazania konsekwentnie s3 przedstawione w wersji dla
portfela dwuelementowego, ktéry bgdzie obiektem analiz w przykladzie empirycznym. Rozszerzenie
na przypadek wielowymiarowy jest trywialne.
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F';.ll+l = lup.l+l + F;;l (q)ap_x+l ’ (3)

gdzie: 4, — warto$¢ oczekiwana rozkladu stép zwrotu z portfela w okresie, dla

pa+l
ktérego szacowana jest miara VaR, o, — odchylenie standardowe rozkiadu st6p
zwrotu z portfela, F,'(g) — kwantyl standaryzowanego rozktadu normalnego dla
prawdopodobienstwa g, ( F;'(q)=—1,65 dla g =0,05° oraz F,'(q)=-2,33 dla

q =0,01).
Odpowiednie charakterystyki rozkladu stép zwrotu portfela wyznacza si¢ z na-
stepujacych znanych wzoréw:

pp.H-l ___wT’u‘H ! ap.l+l = VWTHHIW 4 (4)

]
w= W tw, =1, (5)

w,
gdzie: w to wektor udzialéw poszczegélnych instrumentéw w portfelu, p, -

wektor warto$ci oczekiwanych, a H,,, — macierz wariancji-kowariancji.

W zaprezentowanym wzorami (2)-(5) podej$ciu miesci si¢ zaréwno (por. [Rokita
2004]) tzw. podejscie klasyczne wykorzystujace jedynie koncepcj¢ zmiennej losowej,
Jjak i znacznie nowoczesniejsze podejscie oparte na teorii proceséw stochastycznych; w
analizie portfeli instrumentéw finansowych — wielowymiarowych proceséw stocha-
stycznych. W podejsciu klasycznym zaklada sig, iz kolejne stopy zwrotu dla nast¢puja-
cych po sobie okreséw pomiaru VaR pochodza z wielowymiarowego rozktadu nor-
malnego o stalych w czasie parametrach réwnych odpowiednim oszacowaniom, tzw.
wartosciom bezwarunkowym. W drugim, nowoczes$niejszym podejsciu obserwowane
w kolejnych okresach stopy zwrotu pochodza réwniez z wielowymiarowych rozkla-
déw normalnych, lecz kolejne wektory wartosci srednich i macierze kowariancji dla
kazdej z chwil opisywane sa pewnymi szczegblnymi zaleznosciami dynamicznymi.
Koncepcja ta wykorzystuje tzw. rozklady warunkowe wzgledem dostepne;j informacji
(por. [Bollerslev 1994; Jorion 2001; Piontek 2002; Rokita 2004]).

Wykorzystanie proceséw stochastycznych umozliwia opis wielu efektéw obser-
wowanych w finansowych szeregach czasowych, wsréd ktérych wymienia si¢ naj-
czgsciej: autokorelacje stép zwrotu, grube ogony rozktadéw bezwarunkowych, gro-
madzenie zmiennosci, zmienna w czasie korelacj¢ szeregéw (por. [Piontek 2002;
Tsay 2002]). Lepsze dopasowanie szeregéw do danych empirycznych powinno skut-
kowa¢ lepszymi metodami pomiaru wartosci zagrozone;j (por. [Piontek 2002]).

W dalszej czg¢sci zaprezentowane zostana metody opisu odpowiednich wartosci
warunkowych. Warto zaznaczyé, iz podejscie klasyczne ze stalymi parametrami
rozktadéw warunkowych zawiera si¢ w podejsSciu wykorzystujacym procesy sto-
chastyczne.

¢ Wartosci 0,05 i 0,01 to typowe analizowane poziomy tolerancji wartosci zagrozone;j.
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3. Wieloréwnaniowy model AR-GARCH

Zasygnalizowanym punktem wyjécia do dalszych rozwazan sg poj¢cia warun-
kowych wartosci oczekiwanych (p,,, ), warunkowej macierzy wariancji-

-kowariancji (H,, ) wyznaczanych na podstawie informacji dostgpnej w chwili ¢
oraz pojecie postaci warunkowego rozkladu standaryzowanych reszt modelu.
Wszystkie trzy zagadnienia nalezy rozpatrywacé tacznie, gdyz wzajemnie wplywaja
na siebie i wspdlnie determinuja wlasnosci ostatecznego modelu. Wigcej informa-
cji na ten temat znalez¢ mozna w pracach np. Bollersleva [1994], Piontka [2002] i
Tsaya [2002]. Tutaj przedstawione zostana jedynie podstawowe i niezbedne infor-
macje.

W rozpatrywanym w pracy dwuwymiarowym modelu stopy zwrotu w kolejnym
okresie ¢ +1 zadane sa nast¢pujacym réwnaniem:

r!+l = "l'l+l + l':r+l ’ (6)

A £
r,+l = Lo+l , ",H = lul.u-l ,8,+| = L+ . (7)
r2.r+l ﬂ2.l+l £2.r+l

Przyjeto wigc, ze stopy zwrotu 1., 1 r,,,, dla kazdej wartosci ¢ pochodza z
dwuwymiarowego warunkowego rozktadu normalnego’, co oznacza si¢ jako:
9 IS: - N("’l+l’HH—l ) ’ (8)
gdzie 3, to informacja dostgpna w chwili ¢.
Wektor p,,, oznacza wektor warunkowych wartosci oczekiwanych na podsta-

wie informacji w chwili ¢ dla szeregu pierwszego oraz drugiego. Przyjmuje sig, ze
(por. [Tsay 2002]):
Ko =E[r13,]=f (Ryrtay ) i=1,2,k=0,1,2,...,1=0,1,2, ..., (9

gdzie f(.) to liniowa funkcja przesztych wartosci st6p zwrotu.

gdzie:

Gdy 4, ,,, ilub 4, ,,, zaleza jednoczesnie od przesztych wartosci zaréwno 7, jak

i r,, to mamy do czynienia z klasa modeli VAR (vector autoregressive models). Naj-
czgsciej zaklada si¢ jednak, iz (por. [Jorion 2001; Tsay 2002; Piontek 2002]):

Piga=F(ri) k=0,1,2, ., (10)

czyli, ze warunkowe wartosci oczekiwane dla jednego instrumentu nie zaleza od
przesztych realizacji stép zwrotu dla drugiego instrumentu. W wigkszosci przypad-

" Mozliwe s3 oczywiscie rozwiazania z warunkowymi rozktadami o grubszych ogonach, np. z
wiclowymiarowym rozkladem f-Studenta lub a-stabilnym. (por. [Jorion 2001; Rokita 2004; Papla,
Piontek 2004]).
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kéw wystarczajace bywa uwzgle¢dnienie jedynie ostatniej stopy zwrotu (k = 1), co
wprowadza analizowany w dalszej czgsci pracy dwuwymiarowy model autoregre-
syjny AR(1) zadany wzorem:
+on
umz[ﬂm m,]. an

He T P13y,
Drugim zagadnieniem jest opis zmian wartosci warunkowej macierzy warian-
cji-kowariancji oznaczanej przez H,,, . W dalszej czgéci pracy elementy warunko-
wej macierzy wariancji-kowariancji oznaczane beda w sposéb nastgpujacy:

hll e+ h12 £+] i|
‘ T | edzie by =Ry (12)
[h21,1+1 h22,:+1 e H

Ponizej w sposéb skrétowy zaprezentowany zostanie model zmian wartosci wa-
runkowej macierzy wariancji-kowariancji. Model ten postuzy do prognozowania

przysztych warunkowych wartoéci wariancji-kowariancji na kolejny okres (H,,,)

H_

+1 T

w ramach koncepcji pomiaru VaR, wykorzystujacej procesy stochastyczne, i po-
réwnany zostanie z koncepcja klasyczna. v

W rozpatrywanym modelu zaklada si¢, ze warunkowa macierz wariancji-
-kowariancji opisywana jest wieloréwnaniowym modelem GARCH, bgdacym natu-
ralnym rozszerzeniem modeli jednoréwnaniowych wprowadzonych przez Engle’a
w 1982 r. i Bollersleva w 1986 r. (por. [Bollerslev 1994; Piontek 2002]). Og6lna
posta¢ wielowymiarowego modelu GARCH (Multivariate GARCH — MGARCH)
zaproponowana zostata przez Bollersleva w roku 1988 (por. np. [Bollerslev 1994;
Gourieroux 1997]) i w literaturze nosi nazwe VECH-GARCH.

Macierz H,,, opisywana jest nastgpujagcym réwnaniem:

vech(H,, )= vech(W)+ Avech(e] .¢,)+Bvech(H, ), (13)
w ktérym operator vech(.) (vector-half operator) zdefiniowany jest w nastgpujacy
sposéb:
a b c r
vech||b d e||=[abcdef] . (14)
c e f

Zaprezentowany model jest wielowymiarowym odpowiednikiem jednowymia-
rowego modelu GARCH(1,1). Mozliwa jest oczywiscie analiza modeli VECH wyz-
szych rzedéw, ale w praktyce nie jest ona spotykana (por. [Bollerslev 1994; Go-
urieroux 1997; Ding, Engel 2001]). Dla przypadku dwuwymiarowego macierz W
jest symetryczna macierza o wymiarach 2x2, a macierze AiBsa symetryczny-
mi macierzami o wymiarach 3x3.

Podstawowymi problemami, ktére wystgpuja w przypadku praktycznego sto-
sowania modelu VECH-GARCH, sa duza liczba parametréw, ktére nalezy wyesty-
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mowa¢, koniecznos¢ zapewnienia dodatniej okreslonosci macierzy H,,; w kazdym
punkcie czasu oraz konieczno$¢ zapewnienia skonczono$ci wartosci bezwarunko-
wej macierzy wariancji-kowariancji. W przypadku pelnego dwuwymiarowego
modelu VECH niezbedna jest estymacja 21 parametréw (tylko w zakresie modelu
warunkowej macierzy wariancji-kowariancji), co juz samo w sobie w praktyce
uniemozliwia stosowanie tego rozwiazania (por. [Bollerslev 1994; Gourieroux
1997; Ding, Engel 2001]).

W zwiazku z tym zaproponowano szereg modeli zawierajacych si¢ w ogdlnym
modelu VECH, ktore ograniczaja liczb¢ estymowanych parametréw lub zapewniaja
dodatnig okreslono$¢ macierzy. Odbywa si¢ to jednak zawsze kosztem ogdlnosci
modelu. Do najcze¢sciej wykorzystywanych rozwigzan zalicza si¢ modele diago-
nalne DVECH oraz modele klasy BEKK (pelne i diagonalne) (por. [Bollerslev
1994; Gourieroux 1997]).

W niniejszej pracy wykorzystano model diagonalny DVECH zaproponowany w
1988 r. przez Bollersleva, Engle’a i Wooldridge’a (por. [Bollerslev 1994]). Macie-
rze A i B sa w tym rozwiazaniu macierzami diagonalnymi, a wykorzystany w
dalszej czg¢sci pracy model ma postac:

Riten a, a, 0 0 6'12,: b” 0 0 h
hom | = | @y |+ 0 a, 0 E1€2: [T+ 0 bzz 0 hiz | 15)

h22,1+l ay, 0 0 ay 8%,; 0 0 b33 h22.r

Jak latwo zauwazy¢, w modelu tym niezbgdna jest juz tylko estymacja 9 para-
metréw. Elementy A, macierzy H,, zaleza jedynie od swoich przesztych war-

G+

tosci (h,.j‘,) oraz odpowiednich iloczynéw biedéw z chwili ¢ (£,.',£ " ) , co powodu-
je, ze brak jest tzw. efektu przenikania (por. [Bollerslev 1994; Gourieroux 1997;
Ding, Engel 2001; Piontek 2005]). Elementy h,, oraz h,, opisane sa w tym przy-
padku wprost klasycznym, jednowymiarowym modelem GARCH(1,1), a element

h, —jego odpowiednikiem [Piontek 2002]):
=@, + ‘111812.: +byhy,
Ppsn = By +a15€,, 6, +byh,, (16)
Pozs =y + azzezz.: +byhy,

Skutkuje to utatwieniami w zakresie estymacji oraz prognozowania wartosci macierzy.

Nietrudno takze pokazaé, ze model diagonalny mozna przedstawi¢ w postaci,
ktdra utatwia dalsze analizy [Ding, Engle 2001; Piontek 2005]):

H, =W+Ao(e .¢)+BoH,, (17)
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gdzie X oY oznacza iloczyn Hadamarda® oraz
W=[‘% alz] A=l:an aujl iB:[bn blz]_ (18)
2 2 | a, an b, by,
Posta¢ ta ulatwia zapis oraz analiz¢ warunkéw dodatniej okreslonosci macierzy
(H,,,), co jest znacznym problemem dla modeli VECH.

Korzystajac z faktu, ze suma macierzy dodatnio okreslonej oraz macierzy
(p6hdodatnio okreslonej jest macierza dodatnio okreslong, uzyskuje si¢ warunki
wystarczajace, by zapewni¢ dodatnia okreslono$¢ macierzy H,,, w kazdym mo-
mencie czasu (por. [Ding, Engle 2001]):

» macierze W, A, B musza by¢ dodatnio okreslone’, co uzyskuje si¢ przez spet-
nienie nast¢pujacych nieréwnosci:
x,>0, x,, >0, x“xzz—x122>0, 19)
gdzie x; to odpowiednie elementy @, , a; i b; macierzy W, AiB.

e macierz H, musi by¢ dodatnio okre$lona, co najprosciej zapewni¢, przyréwnu-
jac ja do bezwarunkowej macierzy wariancji-kowariancji z préby.

Oprécz dodatniej okre$lonosci macierz wariancji-kowariancji niezb¢dne jest zapew-
nienie réwniez skonczonosci elementéw bezwarunkowej macierzy wariancji-
~kowariancji'® H . W dwuwymiarowym diagonalnym modelu DVECH dodatkowe wa-
runki maja wyjatkowo prosta posta¢ analogiczna jak w modelach jednowymiarowych, a
mianowicie (por. Piontek [2002]):

a;+b;<1; i,j=12, (20)

b..=b.'. : i,j=1,2, I#]J.

a; =a;, 9; =0,

Parametry modelu estymuje si¢ zazwyczaj metoda najwigkszej wiarygodnosci,
maksymalizujac funkcj¢ (por. [Bollerslev 1994; Gourieroux 1997]):
T
LLF =—%Z[ln|H,|+e, 'H'e,]. @1
1=1

Posta¢ diagonalna umozliwia estymacj¢ osobno kazdego z réwnan (16). Para-
metry modeli wariancji h, i h, estymuje si¢ jako jednoréwnaniowe modele, a
parametry modelu kowariancji h,— na podstawie maksymalizacji funkcji wiary-
godnosci (wz6r (21)) przy zalozeniu, ze parametry modeli wariancji zostaly wy-
estymowane wczesniej. Pozwala to skrécié szereg niezbgdny do estymacii.

¥ lloczyn Hadamarda jest tzw. iloczynem tablicowym. Jesli macierze Z, X i Y maja te same wy-
miary i Z=XoY, to elementy macierzy Z wyznacza si¢ jako iloczyny odpowiadajacych elementéw
macierzy XiY, 4j. z, =x,y; .

9Rmmh1ie,pzymj1miejjedmmaciazspos’r6d W, A, B musi by¢ dodamio okrgeona, pozostale dwie moga by¢
poidwkowo dodatnio okreslone. Najczesciej warunek dodatniej okreslonoéei narzica si¢ jednak na wszystkie macierze.

1% Bezwarunkowa macierz wariancji-kowariancji dana jest og6lnie wzorem: H=E[H,].

132



W metodzie opartej na modelu DVECH oszacowania kolejnej warunkowej ma-
cierzy wariancji-kowariancji uzyskuje si¢ na podstawie tozsamych w tym przypad-
ku wzoréw (15)-(17), wykorzystujac informacj¢ dostgpng w chwili #.

W metodzie klasycznej prognozy elementéw macierzy kowariancji dla chwili ¢ + 1
réwne sa elementom oszacowanej bezwarunkowej macierzy wariancji-kowariancji:

H,, =H=E[¢ .¢ |, (22)
czyli
m-1
u = zeut k? i= 1 2 (23)
m-1
hlz.nl Ir+l Zelr k£21 k * (24)

Warto zwréci¢ uwagg, iz problemem pozostaje wybor wielkosci tzw. okna, czyli pa-
rametru m. Dopuszcza si¢ tu pewna niekonsekwencje, uzasadniajac wyb6r wielkosci m
Zmiennymi w czasie parametrami procesu. Podejscie, w ktérym stalq macierz wariancji-
-kowariancji na kolejnych m dni prognozuje si¢ na podstawie historycznej macierzy
wariancji-kowariancji z poréwnywalnej liczby dni z przesztosci, nazywa si¢ najczesciej
prognoza naiwng. Zakladajac jednak, zgodnie z wczesniejszym og6lnym zalozeniem, ze
macierz H jest stata w czasie dla calego szeregu dwuwymiarowych danych, macierz
bezwarunkowa powinna by¢ wyznaczana na podstawie calego zbioru dostgpnych danych
z przeszloéci (rozszerzajace si¢ okno), a przynajmniej na podstawie odpowiednio duzego
zbioru obserwacji (por. przyklad empiryczny).

Jesli jest znane oszacowanie warunkowego kwantyla stopy zwrotu z portfela w
okresie (#, t + 1) (na podstawie zalozenia o postaci warunkowego rozkladu oraz
wartosci wektora p,, i macierzy H , ), to mozliwe staje si¢ poréwnanie go z fak-

tycznie obserwowana stopa zwrotu w tym okresie (por. wzory (1)-(4)) celem iden-
tyfikacji tzw. przekroczen w okresie weryfikacji modelu VaR. Gdy znane sg liczba
oraz momenty czasu, w ktérych w prébie testowej wystapily przekroczenia, moz-
liwa staje si¢ ocena modelu VaR, a tym samym ocena przydatnosci odpowiednich
modeli stép zwrotu w zagadnieniu pomiaru ryzyka rynkowego ta metoda.

4. Testowanie modeli VaR

Weryfikacji jakosci modelu VaR dokonuje si¢ przez tzw. testowanie wsteczne
(bactesting). W praktyce wykorzystuje si¢ w tym celu testy liczby przekroczen
oraz niezaleznosci przekroczen (por. [Jorion 2001; Hass 2001; Piontek 2002; Roki-
ta 2004]).

Podstawe do statystycznej oceny modeli VaR stanowi tzw. szereg przekroczen /, :
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I, r,, <F
I, ={ p ’111' (q) . (25)
0, r,>F, (9)

Szereg przekroczen I, przyjmuje wigc wartosci 1, jesli w chwili ¢ stopa zwrotu
z portfela byla mniejsza lub réwna odpowiedniemu kwantylowi (por. wzdr (2)),
czyli nastapilo tzw. przekroczenie, oraz przyjmuje wartosé¢ 0, jesli przekroczenie
nie nastapilo.

Najczg¢sciej wykorzystywanym testem jest test liczby przekroczen (failure test).
Dla danej wielkosci préby teoretycznej liczba przekroczen ma rozktad dwumiano-

wy. Odpowiednig statystyke testowa zaproponowal w 1995 r. Kupiec (por. [Jorion
2001; Hass 2001; Piontek 2002; Rokita 2004]). Ma ona posta¢:

1-q)" q"

1R, =2 U9 4" | (26)
uc ATy AT,

(1-2)"q
gdzie:
1
T, +T,
oraz: T, - liczba okreséw, w ktérych I, =i, g — przyjg¢ty poziom tolerancji VaR.

27

g=

Statystyka LR, ma rozklad Zz z jednym stopniem swobody. Wartosé kry-
tyczna (CV) testu Kupca dla najczesciej rozpatrywanego poziomu istotnosci 0,05
wynosi 3,8415. Hipotez¢ zerowa o poprawnosci modelu VaR odrzuca sig, jesli
LR, > CV.

Test liczby przekroczen nie jest jedynym testem, ktéremu nalezy poddaé wery-
fikowany model. Do testu liczby przekroczen nalezy dotaczyé test, czy przekro-
czenia sa niezalezne w czasie. Najwigksza popularnosé zdobyl w tym zakresie test
Christoffersena LR, , :

1-g To*+To =Ty +T;,
LR""“:_ZM{ G| @
(l‘qm) ‘Imm(l"lu) "
gdzie:
q.= T . g= Ty +T,,
PO To+T, T+ Ty + T + T,

gdzie: T, — liczba okres6w, w ktérych I, =j, jesli I, =1i.

Statystyka LR, , maréwniez rozkiad 12 z 1 stopniem swobody.

Poniewaz statystyki LR, oraz LR,, sa niezalezne, zaproponowano test mie-
szany LR uwzgledniajacy zaréwno liczbg przekroczen oraz czas pomigdzy prze-
kroczeniami (por. [Jorion 2001; Hass 2001; Piontek 2002; Rokita 2004]):

LR, =LR, +LR,, ~17;.
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Zaprezentowane testy stang si¢ podstawa oceny modeli VaR w czgéci empi-
rycznej.

5. Przykiad empiryczny

Ze wzgledu na subiektywny wybdr szeregéw czasowych oraz ich ograniczong
liczbg przyktad ten nie da jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, ktéra z wybranych
metod jest ogblnie najlepsza. Mozliwe jest jednak wysnucie pewnych ostroznych
wniosk6éw na podstawie wynik6éw zaobserwowanych dla wybranych szeregéw.

Wszystkie prezentowane pracy wyniki badan empirycznych uzyskano na pod-
stawie autorskich procedur napisanych w $srodowisku MATLAB 6.0.

W badaniach empirycznych wykorzystano 8 par szeregéw dziennych stép zwro-
tu'' w wigkszosci pochodzacych z polskiego rynku. S to nastgpujace pary akcji:
BRE-Vistula, Computerland-Jutrzenka, Kredytbank-Stalexport; pary kurséw wa-
lut: USD/PLN-GPB/PLN, EURO/PLN-USD/PLN oraz indekséw: SP500-
—NIKKEI, DAX-FTSE100, WIG-DJIA. Podstawowym kryterium wyboru byla jak
najwigksza dlugosé badanych szeregéw, dlatego wykorzystano dzienne (a nie np.
tygodniowe lub miesigczne) stopy zwrotu. Estymacji parametréw poszczeg6lnych
modeli dokonywano z 750 ostatnich dni, by zapewni¢ prawidlowe oszacowania
modeli, szczeg6lnie w modelu AR(1)-DVECH-GARCH, oraz spetnione bylo zato-
zenie dla klasycznego modelu o stalosci parametréw (por. pkt 1 i 2). Ograniczenie
analizy do portfeli dwuskladnikowych wynika z ograniczei modelu AR(1)-
-DVECH-GARCH, kt6ry dla wieksze) liczby wymiaréw staje si¢ bardzo trudny do
oszacowania.

Za kazdym razem analizowane portfele miaty réwne udzialy. Na podstawie prezen-
towanych metod wyznaczono warto$¢ miary VaR, zidentyfikowano przypadki przekro-
czen oraz wyznaczono wartosci testu liczby przekroczen, ich niezaleznosci oraz testu
lacznego.

Tabela 1 przedstawia wyniki badan empirycznych w postaci wartoéci odpo-
wiednich statystyk testowych dla poszczegdlnych par i metod oraz dla pozioméw
tolerancji wartosci zagrozonej réwnych 0,05 i 0,01. W pierwszej kolumnie tab. 1
przestawiono dodatkowo informacj¢ o dlugosci szeregu przekroczen dla kazdego z
przypadkéw.

W tabeli 1 metody 1-4 oznaczaja poszczeg6lne modele lezace u podstaw miary
VaR. Metoda 1 to klasyczna technika oparta na modelu wariancji-kowariancji ze
stalymi parametrami, metoda 2 oparta jest na modelu, w ktérym dopuszcza si¢
wystgpowanie autoregresji w stopach zwrotu, w metodzie 3 VaR wyznacza si¢ na
podstawie modelu DVECH bez ewentualnej autokorelacji, za§ w metodzie 4 — na
podstawie modelu AR-DVECH. Pogrubiono wartosci statystyk empirycznych, kt6-
re pozwalaja przyjaé hipotez¢ zerowa o poprawnosci modelu VaR na poziomie

! Analizowane szeregi sa réznej dhugosci, lecz wszystkie korcza si¢ 7 marca 2005 r.
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istotnosci 0,05. Na szarym tle przedstawiono najmniejsze wartosci dla poszczeg6l-
nych testéw uzyskane jedna z 4 metod, sugerujace, ze dana metoda jest najlepsza.

Tabela 1. Wartosci statystyk testowych

Wyszczeg6lnienie Metoda TR uc all‘f;—i-'(l)‘,jOS TR | LR e a[I‘f; j'?"io 1 IR mix
BRE-VISTULA 1 438 | 26,15 | 30,53 | 5,06 6,42 11,48
(2016 obs.) 2 4,38 19,11 23,49 6,93 9,87 16,79
3 1,78 71,76 9,54 9,05 5,14 14,18
4 3,51 0,70 4,22 1. 506 2,84 7,90
COMP-JUTRZENKA 1 47,04 1,00 | 4803 | 496 0,08 5,04
(1601 obs.) 2 44,90 1,07 | 4598 1,78 0,15 1,93
3 22,87 0,63 23,49 3,68 0,10 3,79
4 12,67 3,36 16,03 | 0,27 0,25 0,51
KREDYTBANK- 1 3,38 8,32 11,71 8,10 9,74 17,83
—-STALEXPORT 2 1,63 6,84 847 | 11,69 4,73 16,42
(1855 obs.) 3 12,00 | 2239 | 3439 | 54,19 | 33,68 | 8787
4 1,36 11,13 12,49 2,69 3,75 6,44
USD_GBP 1 164 | 123 | 287] 673 943 16,16
(2345 obs.) 2 1,39 5,19 6,58 7,68 13,51 21,19
3 1,90 1,86 376 | 0,09 0,40 0,49
4 0,16 1,38 1,55 | 349 0,51 4,00
EURO-USD 1 10,46 1,30 11,77 | 1,57 0,06 1,64
(834 obs.) 2 10,46 0,19 10,65 1,57 0,06 1,64
3 0,85 0,24 1,10 | 0,31 0,24 0,56
4 0,35 0,40 0,75 0,23 0,12 0,35
SP500-NIKKEI 1 2,38 4,20 6,58 | 5,76 8,42 14,18
(3500 obs.) 2 1,87 3,85 572 | 5,76 8,42 14,18
3 1,04 | 3,13 | 4,18 | 080 | 083 162
4 0,03 0,44 046 | 2,49 1,03 3,51
DAX-FTSE100 1 316 | 19,73 | 22,89 | 36,61 3,76 | 40,38
(1802 obs.) 2 434 | 15,55 19,89 | 34,60 4,01 38,60
3 1,00 0,04 1,04 0,24 0,29 0,52
4 10,12 0,70 1082 | 2,44 0,70 3,14
WIG-DJIA 1 3,11 | 3761 40,72 1,58 | 20,78 | 22,35
(1752 obs.) 2 553 | 2499 | 3052 | 2,85 13,19 16,04
3 1,03 | 22,02 | 2305 1509 | 21,33 | 36,42
4 0,03 6,54 6,57 1,07 1,17 2,24

Zr6dto: obliczenia wlasne.

Analizujac wyniki zawarte w tab. 1, mozna zauwazy¢, ze zastosowanie modelu
DVECH w wigkszosci przypadkéw pozwala osiagnaé lepsze rezultaty niz wyko-
rzystanie klasycznego modelu stalej warunkowej macierzy wariancji-kowariancji.
Lepszy rezultat oznacza w tym przypadku, ze dla danej metody otrzymano nizsza
wartos¢ statystyki testu liczby przekroczen, ich niezaleznosci oraz testu lacznego.
Metody oparte na modelu DVECH (modele 3 i 4) s lepsze dla wigkszosci par sze-
regéw dla poziomu tolerancji VaR réwnego zaréwno 0,05, jak i 0,01.
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Okazuje si¢ rowniez, ze wigksze znaczenie dla poprawy jakosci modeli ma
wprowadzenie zmiennej w czasie warunkowej macierzy kowariancji (modele
DVECH) niz zmiennych w czasie warunkowych wartosci oczekiwanych (modele
AR). Wprowadzenie autoregresji moze jednak poprawic¢ takze wyniki, jak to wida¢
na przykladzie par Computerland-Jutrzenka czy tez Kredytbank—Stalexport.

Omawiajac wyniki bardziej szczegétowo, mozna zauwazy¢, ze zastosowanie
metod opartych na modelu DVECH daje najlepsze rezultaty zaréwno dla wszyst-
kich trzech badanych par indekséw gieldowych, jak i dla pary akcji BRE—Vistula.
Nalezy przy tym zauwazy¢, ze sg to rOwniez jedne z najdluzszych analizowanych
szeregéw czasowych, jednakze liczba przebadanych par jest zbyt mata, aby po-
twierdzi¢ istnienie jakiej$ zaleznosci. Wyniki dla pozostatych czterech par (Com-
puterland-Jutrzenka, Kredytbank-Stalexport, USD/PLN-GPB/PLN i EURO/PLN-
~USD/PLN) sa juz mniej jednoznaczne, nadal jednak wskazuja na przewage metod
wykorzystujacych model DVECH w wyznaczaniu VaR.

6. Podsumowanie

Cho¢ wyniki prezentowanych badan sa bardzo zachecajace, nalezy jednak
ostroznie formulowa¢ zbyt daleko idace wnioski. Po pierwsze, przebadana prébka
jest niezbyt wielka (8 par), co raczej nie uprawnia do wydawania kategorycznych
sadéw. Po drugie, wszystkie analizowane modele wykazuja jednak wrazliwos¢ na
wielkos¢ proby wykorzystywanej w ich estymacji, co moze wplywac na ich oceng.
Problemem moze by¢ réwniez to, ze metody oparte na zmiennej w czasie warun-
kowej macierzy kowariancji-wariancji sa o wiele bardziej skomplikowane, co
utrudnia ich estymacje¢ i sprawia, Ze na razie sa malo popularne. Dokladniejsze
zbadanie problemu wielkosci préby wykorzystywanej do estymacji parametréw
oraz rozszerzenie badan o kolejne pary szeregédw czasowych stanowié begdzie cel
dalszych badan autoréw.

Nalezy jednak zaznaczy¢, iz wykorzystanie modeli warunkowej macierzy wa-
riancji-kowariancji jest stosunkowo proste dla portfeli dwuelementowych. W port-
felach wieloelementowych modele staja si¢ zbyt skomplikowane w praktycznych
zastosowaniach ze wzgledu na konieczno$¢ zapewnienia dodatniej okreslonosci
macierzy oraz na duzg liczb¢ parametréw. Wraz z rozwojem oprogramowania do-
stgpnego w praktyce oraz ze zwigkszaniem si¢ dlugosci (lub czgstotliwosci) szere-
g6éw danych modele te powinny zyskiwaé na znaczeniu.

Pomimo zasygnalizowanych watpliwosci, autorzy, o ile to mozliwe, zalecaja
stosowanie metod wyznaczania VaR wykorzystujacych modele AR-DVECH w
zastosowaniach praktycznych, poniewaz metody te pozwalaja poprawi¢ jakosé
estymacji VaR, co z kolei pozwala na skuteczniejsze zarzadzanie ryzykiem.
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USING MULTI EQUATIONS AR-GARCH MODELS IN MEASURING
RISK WITH VaR METHOD

Summary

In this paper an example of utilizing multi equations AR-GARCH models in measuring risk of two
elements portfolio using a variation — covariation method is presented. This modern — conditional —
approach was compared with more classic, non-conditional method, which assumes that parameters
of multidimensional density function are constant in time.

In first part of this paper few essential concepts related to VaR and its measurement using vari-
ance-covariance matrix are introduced. In second part two models of returns and methods of calculat-
ing vector of conditional means and conditional variance-coviariance matrix are presented, one model
is non-conditional, second is a multidimensional AR-GARCH model. Then tests of goodness of VaR
models are presented. Empirical example, in which data from chosen worlds and Polish capital mar-
kets were used, concludes the paper.
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