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1. Wstep

Instytucje regulujace rynki finansowe (np. Basel Commitee on Banking Supervi-
sion) zalecaja modelowanie ryzyka kredytowego, ryzyka ptynnosci oraz ryzyka ope-
racyjnego. Motywacje stosowania modeli ryzyka sa oczywiste, poniewaz inwestorzy
maja ciagla potrzebg¢ pomnazania bogactwa i jednoczesnie chcg zabezpieczy¢ swoje
portfele. Z drugiej strony, mniej wigcej od 1997 r., migdzynarodowe grupy naukow-
céw prowadza intensywne badania nad udoskonaleniem stosowanych do tej pory
miar, uznajac niektére z nich (np. Value at Risk) za dalekie od ideatu'.

Celem artykulu jest zaprezentowanie przykladéow zastosowania estymatoréw
wartosci zagrozonej Value at Risk (VaR,) oraz miary Expected Shortfall (ES,) do
pomiaru ryzyka walutowego na rynku polskim, jak réwniez przypomnienie i pod-
sumowanie podobienistw i podstawowych réznic dzielacych obie miary.

2. Warto$¢ zagrozona Value at Risk oraz miara ryzyka Expected
Shortfall — definicje

Dla danego horyzontu czasowego i poziomu prawdopodobienstwa o warto$¢
zagrozona VaR, jest wartoscia krytyczna rozktadu logarytméw stép zwrotu. Jest to
poziom straty, ktéry moze zostaé¢ przekroczony z prawdopodobienistwem a W
poréwnaniu ze stopami zwrotu, logarytmy stép zwrotu charakteryzujq si¢ wigksza
symetria i daza do rozkladu normalnego [Jackson, Staunton 2004, s. 156-157].

! Specjalne wydanie ,Journal of Banking & Finance™ 26 (lipiec), 2002.
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Duze, gwaltowne zmiany logarytméw st6p zwrotu sa bardzo malo prawdopodobne.
Decydujac, przez wybér poziomu istotnosci @, jak male jest to prawdopodobien-
stwo, decydujemy, jakie wielkosci strat sg praktycznie niemozliwe oraz ile kapitalu
nalezy utrzymacé na ich ewentualne pokrycie.
Stosowany przez praktykéw sposob obliczania VaR, (przy zalozeniu loga-
rytmiczno-normalnego rozktadu st6p zwrotu) [Jackson, Staunton 2004, s. 157]:
VaR , = pozycja-u, -0, ¢y
gdzie: pozycja — wartos$¢ pozycji (np. walutowej),
ug — wartos¢ krytyczna, odczytana z tablicy rozkladu normalnego dla przyjg-
tej wartosci prawdopodobiefistwa ¢,
o - odchylenie standardowe (volatility) logarytméw stép zwrotu.
Definicja VaR, (X ) (niezaleznie od postaci rozkladu zmiennej losowej X)
[Yamai, Yoshiba 2002a, s. 88]*:
VaR, (X)= g} (X)=inf {x: P(X <x)>a}, )
czyli warto$é zagrozona VaR, (X ) jest zdefiniowana jako gémy orkwantyl g (X)
rozkladu strata/zysk, a zmienna X, okreslona jako strata, przybiera nastgpujace wartosci:
strata = X >0
{zysk =X<0’

Definicja ES,(X) (niezaleznie od postaci rozkladu zmiennej losowej X)

[Yamai, Yoshiba 2002a, s. 88]*:
Niech X bedzie zmienng losowa okreslona jako strata z danego portfela oraz

niech VaR, (X ) bedzie wartoscia zagrozong tego portfela dla poziomu ufnosci

(1-—a). Miare ryzyka ES,(X) definiujemy jako ,érednia strat¢ w najgorszych
a100% przypadkach” [Acerbi, Tasche 2002, s. 2], gdzie a € [0;1]:

ES, (X)=E[X|X > VaR,(X)]. (1.3)

Z definicji wynika, ze ES,(X) jest wartoscia oczekiwana straty, o ile strata ta

przekroczy poziom VaR, (X )

3. Miary Value at Risk oraz Expected Shortfall - poréwnanie
podstawowych wlasnosci

Koncepcja Value at Risk, zwanej wartoscia zagrozona, pojawita si¢ w 1994 r. i od
razu zyskala wielu zwolennikéw, wydajac si¢ precyzyjna odpowiedzia na pytanie:

2 Jest to jedna z kilku réwnowaznych definicji miary VaR
? Jest to jedna z kilku réwnowaznych definicji miary ES,,.
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jakiej straty z portfela inwestycyjnego mozemy si¢ spodziewac w okreslonym czasie, z
okreslonym z géry prawdopodobienstwem. Okazalo si¢ jednak, ze w sytuacjach kryzy-
sowych VaR, nie sprawdza si¢ jako miara ryzyka. Przyktady mozna znalez¢ m.in. w
pracach [Danielsson 2002; Danielsson i in. 2001]. Dotycza one m.in. kryzysu z paz-
dziernika 1998 r., wywotanego spadkiem kursu dolara z 131 do 112 jenéw w ciagu
dwoch dni. Uwaza sig, ze kryzys ten byl konsekwencja kryzysu rosyjskiego z sierpnia
1998 1. oraz jednorodnosci strategii stosowanych przez duzych inwestoréw instytucjo-
nalnych, ktérzy prognozowali ryzyko na podstawie VaR, tak, jak przepowiada sig¢
pogode [Danielsson i in. 2001, s. 5]. Poza tym zostato udowodnione, ze miara VaR, w
ogdlnym przypadku nie ma wlasnosci subaddytywnosci, co oznacza, ze VaR,, portfela
zdywersyfikowanego moze by¢ wigksze niz VaR, portfela zawierajacego jeden in-
strument finansowy. Przyktady mozna znalez¢é m.in. w pracach [Acerbi, Tasche 2002;
Artzner i in. 1999; Danielsson i in. 2001; Frey, McNeil 2002].

W ostatnich latach znacznie wzrosta liczba portfeli inwestycyjnych, zawieraja-
cych instrumenty finansowe o nieciagtych rozkltadach zmiennych losowych, b¢da-
cych ich stopami zwrotu lub wartosciami koncowymi netto. Przykladami s portfe-
le zawierajace instrumenty pochodne lub niehandlowe pozyczki. Gléwnie z tego
powodu miara, ktdra zyskuje coraz wigcej zwolennikdw ze wzgledu na spelnianie
wszystkich warunkéw spéjnej miary ryzyka, niezaleznie od postaci rozkladu
zmiennej losowej, jest a-Expected Shortfall (ES,). Miara ES, zostatla wprowadzo-
na w 1997 1. w pracy [Artzner i in. 1997].

Miara ryzyka ES, ma wiele istotnych wiasnosci, ktére decydujq o jej przewa-
dze nad wartoscig zagrozona VaR, Najwazniejsza z nich jest sp6jnos¢, ktéra za-
pewnia spelnienie wszystkich warunkéw spdjnej miary ryzyka, w tym réwniez
warunku subaddytywnosci [Acerbi, Tasche 2002, s. 5, 17]. Warunek ten gwarantu-
je, ze niezaleznie od rozkladu zmiennej losowej (nawet wtedy, gdy rozktad ten nie
jest znany) wlasciwa dywersyfikacja portfela moze znacznie zmniejszy¢ jego ryzy-
ko. Pomiar ryzyka za pomoca miary ES, nie wykazuje sprzecznosci, ktéra czgsto
pojawia si¢ w przypadku pomiaru metoda VaR,.

Nie tylko wlasnos$¢ subaddytywnosci daje mierze ES, przewage nad VaR, W
przeciwienstwie do VaR, miara ES, jest ciagla ze wzglgdu na wspéiczynnik a
[Acerbi, Tasche 2002, s. 7]. To powoduje, ze nie jest wrazliwa na male zmiany
wartosci a. Jest to szczegdlnie wazne w przypadku stosowania miary ryzyka do
zmiennych losowych o rozkladach dyskretnych. Z rozkladem dyskretnym stop
zwrotu mamy do czynienia m.in. wtedy, gdy portfel zawiera instrumenty pochodne
badz niehandlowe pozyczki. Niezaleznie od postaci rozkladu, zarzadzajacy portfe-
lem ma pewnos¢, ze ryzyko tego portfela nie zmieni si¢ gwaltownie w przypadku
zmiany poziomu wspélczynnika a o kilka punktéw bazowych.

Inna wazna wlasnoscia miary ES, jest jej monotoniczno$¢ [Acerbi, Tasche 2002,
s. 7] ze wzgledu na poziom prawdopodobieristwa a. Im nizsza jest warto$¢ a, tym
wigksza jest wartos¢ miary ryzyka danego portfela. Zarzadzajacy portfelem decyduje
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o wyborze wartosci wspélczynnika a i w zalemosci od tego szacuje ryzyko portfela.
Nalezy doda¢, ze warto$¢ zagrozona VaR, takze ma analogiczna wlasnos¢.

W pracy [Acerbi, Tasche 2002] zostalo réwniez udowodnione [Acerbi, Tasche
2002, s. 10], ze dla zmiennych losowych o rozkladach ciaglych miary CVaR,
(Conditional Value at Risk, zob. [Rockafellar, Uryasev 2000; 2001]) oraz ES, sa
ekwiwalentne. Moina wrecz stwierdzié, ze sa to dwie rézne nazwy tej samej miary
ryzyka. Uwaga ta ma o tyle duZe znaczenie, Ze istnieja proste algorytmy progra-
mowania liniowego dla problemu optymalizacji (minimalizacji) wartosci miary
CVaR, (np. w pracy [Rockafellar, Uryasev 2000]). Niestety, jesli chodzi o miarg
VaR,, to jest ona do$¢ trudna do optymalizacji, poniewaz nie jest wypukla, nie jest
gladka oraz moze mie¢ lokalne ekstrema.

Badania empiryczne wykazaly jednak, ze miara ES,, pomimo oczywistych,
wymienionych wczeéniej zalet, wynikajacych z jej matematycznych wiasnosci, ma
tez stabe strony [Yamai, Yoshiba 2002b, s. 81). Zdefiniowana jako wartos¢ ocze-
kiwana strat przewyzszajacych poziom VaR,, jest trudna do testowania wsteczne-
go. Testy wsteczne powinny poréwnywaé wartos¢ $rednia faktycznie zrealizowa-
nych strat przekraczajacych poziom VaR, z uzyskanym estymatorem miary ES,.
Wymaga to duzej liczby danych statystycznych, poniewaz straty przekraczajace
warto$¢ VaR, wystepuja rzadko.

Efektywnos¢ stosowania miary ES,, jest zalezna od stabilnosci rozkladu zmien-
nej losowej. Wiasciwa estymacja ogonéw rozkltadu jest trudna przy zastosowaniu
konwencjonalnych metod estymacji. Btad estymacji wartosci zagrozonej VaR, na
podstawie tej samej préby statystycznej z reguly jest mniejszy niz btad estymacji
miary ES, [Yamai, Yoshiba 2002a, s. 102]. Oznacza to, ze uzyskanie zblizonej
dokladnosci estymacji wymaga, w przypadku miary ES,, wigkszej liczby danych
[Yamai, Yoshiba 2002a, s. 95, 112]. Poza tym, w przeciwienstwie do wartosci
zagrozonej VaR,, nie jest mozliwe ,,dopasowanie”, poprzez wybér odpowiedniego
poziomu prawdopodobienstwa &, miary ES, do indywidualnych potrzeb monito-
rowania ryzyka danej instytucji finansowej. Brakuje tez oprogramowania i syste-
méw pozwalajacych wyznaczaé wartos¢ miary ES, w sposéb zunifikowany. Sa to
gléwne przyczyny nieobecnosci miary ES, wsrdéd narz¢dzi pomiaru ryzyka stoso-
wanych przez praktykéw {Yamai, Yoshiba 2002b, s.81].

4. Estymatory miar Value at Risk oraz Expected Shortfall

Zgodnie z definicja, estymatorem wartosci zagrozonej VaR (X ), przy pozio-
mie ufnosci 100 (1 — a)%, jest gérmy 100a% kwantyl empirycznego rozkladu strat
[Yamai, Yoshiba 2002a, s. 90, 113].
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X
ryczne wartosci strat, uporzadkowane w sposéb rosnacy. Wtedy dla préby staty-
stycznej o duzej licznosci n:

estymator VaR, (X )= X

Przypusémy, ze ciag X(n),X(n_l),...,X ..,X(Z),X(l) tworza empi-

(na+1)> % (na)*
“4)
Przypomnijmy, e zgodnie z definicja VaR , (X ) przyjeta w tej pracy (wzdr (2)):

{strata =X, >0,

na+1)”

i=12,...,n
zysk = X, <0,

Analogicznie — zgodnie z definicja miary ryzyka ES, (X ) jako wartosci oczekiwa-
nej straty — jesli strata ta przekroczy poziom VaR, (X ) , w przypadku préby o duzej

licznosci n estymator tej miary przybiera postaé [Yamai, Yoshiba 2002a, s. 90, 113]:
Xyt Xgpt+-+X

na+1

naz+1)

&)

estymator ES, (X )=

5. Przyklady pomiaru ryzyka na polskim rynku walutowym

We wszystkich prezentowanych przykiadach otrzymane wartosci miar VaR, oraz
ES,, interpretujemy jako poziom straty, ktéry moze zosta¢ przekroczony odpowiednio z
prawdopodobienistwem a =0,01 lub a=0,05. Urzymujac dluga pozycj¢ o wartosci 1
Jednostki danej waluty, mozemy oczekiwad, ze strata poniesiona w ciagu jednego dnia
nie przekroczy poziomu VaR, lub ES, z prawdopodobienistwem odpowiednio 0,99 lub
0,95. Przyklady uporzadkowano wedtug rosnacej licznosci proéb zawierajacych dane
dotyczace srednich kurséw NBP walut: euro, dolar, frank szwajcarski. Wszystkie obli-
czenia wykonano z wykorzystaniem procedur arkusza kalkulacyjnego Excel.

Przykiad 5.1

Pomiaru jednodniowego ryzyka walutowego dlugiej pozycji 1 jednostki pie-
ni¢znej kazdej z walut dokonano na podstawie préby statystycznej o licznosci
n =500 (dane z okresu 11.03.2003 r.-24.02.2005 r.). Wartoséci miar VaR, oraz ES,
sa podane w zi. Uwzgledniono kurs wymiany z dnia 24.02.2005 r. Obliczenia wy-
konano dla pozioméw prawdopodobienstwa a=0,01 oraz a=0,05.

Tabela 1. Estymatory miar Value at Risk oraz Expected Shortfall

VaRy, Estymator Estymator VaRgs Estymator Estymator ESgs
‘| wzér (1) | VaRgo; wzér (4) | ESgg wz6r (5) | wzér (1) | VaRggs wzbr (4) wz6r (5)
1 euro 0,047 0,056 0,069 0,033 0,036 0,048
1 dolar 0,051 0,066 0,071 0,037 0,044 0,058
[frank ) 634 0,041 0,050 0,024 0,029 0,037
szwajcarski

Zré6dto: opracowanie wasne na podstawie archiwum kurséw srednich NBP ze strony www.money.pl.
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Przykiad 5.2

Pomiaru jednodniowego ryzyka walutowego pozycji diugiej 1 jednostki pie-
nieznej kazdej z walut dokonano na podstawie proby statystycznej o licznosci
n=800 (dane z okresu 27.12.2001 r.-24.02.2005). Warto$ci miar VaR, oraz ES,
sa podane w zt. Uwzgledniono kurs wymiany z dnia 24.02.2005 r. Obliczenia wy-
konano dla pozioméw prawdopodobienstwa a =0,01 oraz ar=0,05.

Tabela 2. Estymatory miar Value at Risk oraz Expected Shortfall

VaRgp; Estymator Estymator VaRggs Estymator Estymator ESqgs
wz6r (1) | VaRgg, wzdr (4) | ESgpy wz6r (S) | wzér (1) | VaRggs wzdér (4) wzor (5)
1 euro 0,054 0,056 0,071 0,038 0,036 0,050
1 dolar 0,049 0,065 0,070 0,034 0,041 0,054
lfrank | 4038 0,042 0050 | 0,027 0,029 0,038
szwajcarski

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie archiwum kurséw srednich NBP ze strony www.money.pl.

Przyklad 5.3

Pomiaru jednodniowego ryzyka walutowego pozycji dlugiej 1 jednostki pie-

ni¢znej kazdej z walut dokonano na podstawie préby statystycznej o licznosci
n=1300 (dane z okresu 3.01.2000 r.-24.02.2005 r.). Wartosci miar VaR, oraz ES,
sa podane w zl. Uwzgledniono kurs wymiany z dnia 24.02.2005 r. Obliczenia wy-
konano dla pozioméw prawdopodobienstwa a =0,01 oraz a=0,05.

Tabela 3. Estymatory miar Value at Risk oraz Expected Shortfall

VaRyp Estymator Estymator | VaRggs Estymator Estymator ESq s
waér (1) | VaRog wzbr (4) | ESqe w26t (5) | waor (1) | VaRggswzer @) | wasr (5)
Tewo 0,064 0,066 0.086 0,045 0,042 0.057
1 dolar 0,050 0.066 0,084 0,035 0,043 0,058
frank 1 6 044 0,046 0,059 0,031 0,031 0,040
szwajcarski

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie archiwum kurséw srednich NBP ze strony www.money.pl.

Zaprezentowane przyklady szacowania ryzyka jednodniowej, dlugiej pozycji
walutowej wskazuja na niewielkie, w stosunku do pomiaréw uzyskanych z wyko-
rzystaniem estymatora (4), zanizanie wartosci tego ryzyka (poza nielicznymi wy-
jatkami) w przypadku wyznaczania miary VaR, za pomoca wzoru (1). Oszacowa-
nia otrzymane ze wzoru (1) i za pomoca estymatora sa podobnie zré6znicowane w
przypadku réznych walut i préby o tej samej licznosci. Sa one najnizsze dla franka
szwajcarskiego, co jest zgodne z powszechnym przekonaniem, Ze jest to najbar-
dziej stabilna z rozwazanych walut. W wigkszosci przypadkéw oszacowanie ocze-
kiwanych jednodniowych strat, uzyskane ze wzoru (1), jest z kolei najwyzsze dla
euro, poza okresem 11.03.2003 r.-24.02.2005 r. (przyktad 5.1), kiedy to najwigksze
ryzyko wiazalo si¢ z inwestycja w dolara. Okazato sie¢ tez, ze dlugos¢ okresu bada-
nia (czyli liczno§¢ proby) miata pewien wplyw na wartosci estymatoréw, ale nie
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byl on bardzo istotny (wigkszy w przypadku miary ES,). W przypadku najliczniej-
szej proby (przyklad 5.3) wartosci VaR,, obliczone dwoma sposobami, byly naj-
bardziej zblizone (najmniejszy blad estymacji).

Przyklady potwierdzaja wigksza restrykcyjnosé miary ES, w stosunku do war-
tosci zagrozonej VaR,, co ujawnia si¢ w wyzszych wartosciach estymatora ES,
przy tym samym poziomie prawdopodobiefistwa « dla tej samej waluty i proby
statystycznej z tego samego okresu. Oznacza to, ze stosowanie miary ES, wymu-
sza utrzymanie wigkszego kapitalu na pokrycie ewentualnych strat.

Przedstawione obliczenia pozwalaja réwniez zaobserwowa¢ wlasnos¢ monoto-
niczno$ci obu miar ze wzglgdu na poziom prawdopodobienstwa a. Wartosci esty-
matoréw VaRg g oraz ESy; sq wyzsze, niz wartodci VaRy s i ESg s, niezaleznie od
rodzaju waluty i licznosci préby.

6. Podsumowanie

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze przyklady empiryczne, uzyskane z wyko-
rzystaniem estymator6w miar VaR, oraz ES, na polskim rynku walutowym, po-
twierdzily znane z literatury przedmiotu wiasnosci obu miar.

Interesujace mogloby by¢é réwniez poréwnanie nie tylko wlasnosci samych miar
VaR,i ES,, ale tez wtasnosci ich estymator6w i analiza wptywu tych wlasnosci na
otrzymane wyniki empiryczne pomiaru ryzyka walutowego. Moze by¢ to tematem
oddzielnego opracowania, podobnie jak wazny problem pomiaru bi¢déw estymacji
miar VaR, i ES,, uzyskanych za pomoca wzoréw (4) i (5) [Yamai, Yoshiba 2002a,
s. 87-96].
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THE ESTIMATORS OF EXPECTED SHORTFALL AND VALUE AT
RISK: EXAMPLES OF CURRENCY RISK ESTIMATE

Summary

Concept of Value at Risk appears in 1994. Nowadays VaR is the most popular risk measure. Un-
fortunately, it fails to reward diversification, as it is not subadditive. In the search for a suitable alter-
native to VaR, Expected Shortfall (ES) has been characterized as the smallest coherent risk measure
to dominate VaR. The aim of this paper is an application of Expected Shortfall and Value-at-Risk
estimators to risk estimate examples on the Polish currency market. The paper also offers a compari-
son of ES and VaR as risk measures.
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