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WYBRANE RODZAJE SKEADEK
W MODELU RYZYKA KOLEKTYWNEGO

1. Wstep

Do najwazniejszych zadann matematyki aktuarialnej nalezy kalkulacja skiadki
dla danego portfela ubezpieczen. Wyznaczenie sktadki przeznaczonej na pokrycie
wyptat polega na przypisaniu zmiennej losowej opisujacej wyplatg pewnej liczby —
ceny. Sposréd wielu zasad okreslajacych rézne sposoby kalkulacji tej ceny wybra-
no pigé najczesciej stosowanych i oméwiono je w przypadku opisania catkowitej
wyplaty w portfelu modelem ryzyka kolektywnego.

W pierwszej czesci pracy przedstawiono podstawowe informacje dotyczace modelu
ryzyka kolektywnego. Nast¢pnie oméwione zostaly wybrane rodzaje sktadek dotycza-
cych rozwazanego modelu: skladki oparte na wartosci oczekiwanej oraz skladk¢ wy-
kiadnicza. W zwiazku z tym, ze w praktyce dla modelu ryzyka kolektywnego czgsto
stosuje si¢ aproksymacj¢ rozktadem normalnym lub przesuni¢tym rozkladem gamma,
oba te oszacowania zaprezentowano w trzecim punkcie pracy. W szczeg6lnosci pokaza-
no, jak te przyblizenia wptywaja na wysokos¢ rozwazanych skiadek. Aby zilustrowaé
rozwazania teoretyczne, w ostatniej cz¢sci pracy przeanalizowano sktadki otrzymane dla
modelu ryzyka kolektywnego dopasowanego do rzeczywistych danych szkodowych,
opisujacych wysokosci strat zwiazanych z katastrofami naturalnymi w USA w latach
1990-1999.

2. Model ryzyka kolektywnego

Niech zmienna losowa N oznacza liczb¢ wyptat w portfelu w ustalonym okre-
sie. Niech X, X,,... beda dodatnimi zmiennymi losowymi opisujacymi wielkosci
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kolejnych wyptat. W modelu ryzyka kolektywnego (collective risk model) catkowi-
ta (zagregowana) wyplat¢ w portfelu okresla si¢ jako losowa sume:
S=X,+X,+...+X,, przyczymS =0,gdy N =0. 1

Zalézmy, ze:

- X,,X,,... sazmiennymi o jednakowych rozktadach danych dystrybuantg F,,

- zmienne losowe N, X, X,,... sa wzajemnie niezalezne,

— istnieje EX, EN, VarX, VarN.

O rozkladzie zmiennej losowej S méwi si¢, ze ma rozkiad zlozony, ktéry okresla
si¢ przez podanie rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej wyrazajacej liczbg skiad-
nikéw sumy oraz rozktadu prawdopodobienstwa pojedynczego sktadnika sumy. Do
opisu liczby wyplat najczesciej stosuje si¢ rozktad Poissona i rozkiad ujemny dwu-
mianowy, wysokosci wyplat dobrze zas opisuja rozklady takie, jak: gamma, Pareto,
logarytmiczno-normalny [Bumnecki, Misiorek, Weron 2005; Klugman, Panjer, Will-
mot 1998; Panjer, Willmot 1992]. Wyznaczenie prostej analitycznej postaci dystry-
buanty zmiennej S jest w praktyce niemozliwe. W zwiazku z tym, w celu okreslenia
rozkladu catkowitej wyplaty, stosuje si¢ metody oparte na wzorach rekurencyjnych,
metody symulacyjne, a takze metody przyblizone [Bowers i in. 1997; Daykin, Pen-
tikdinen, Pesonen 1994; Iwanik, Nowicka-Zagrajek 2005].

W modelu ryzyka kolektywnego warto$¢ oczekiwana i wariancja catkowitej
wyplaty zalezg od pierwszych dwéch momentéw rozktadéw: pojedynczej wyplaty
i liczby wyplat:

ES = EXEN, VarS = ENVarX +(EX)'VarN, Q)
natomiast trzeci moment centralny jest dany wzorem:
E(S-ES) =E(N-EN) (EX)’ +3VarNEXVarX + ENE(X -EX)'. (3)
Jesli zalozymy, Ze istnieja funkcje generujace momenty zmiennych uwzgled-
nionych w modelu: M, (t)=Ee™ i M, (t)=Ee”™, to funkcj¢ generujaca momenty
zmiennej S wylicza si¢ ze wzoru: M (1)=M,[InM, (1)].

Wigcej informacji o modelu ryzyka kolektywnego mozna znalez¢ np. w [Day-
kin, Pentikdinen, Pesonen 1994; Ostasiewicz 2000; Otto 2002; Panjer, Willmot
1992; Ronka-Chmielowiec 2000].

3. Wybrane rodzaje sktadek

Kalkulujac skladke¢ przeznaczona na pokrycie wyptat (bez uwzglednienia kosz-
téw dziatalno$ci ubezpieczeniowej) za dany okres w modelu ryzyka kolektywnego,
nalezy okresli¢ zmienna losowa, opisujaca wielkosé catkowitej wyplaty w portfelu
w rozwazanym okresie, przez okreslenie zmiennych wyst¢pujacych w modelu,
oraz wybra¢ zasad¢ wyznaczania skladki. Wlasnosci oméwionych sktadek oraz
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inne zasady wyznaczania sktadek mozna znalez¢ np. w [Iwanik, Nowicka-Zagrajek
2000; Ronka-Chmielowiec 2000; Straub 1988; Young 2004].

Jedna z najczesciej stosowanych zasad obliczania skiadki jest zasada réwno-
waznosci sktadki i $wiadczenia (inaczej zwana zasada czystego ryzyka), zgodnie z
ktora wielkos¢ sktadki ustala si¢ na poziomie oczekiwanej wielkosci wyplaty:

P=ES = EXEN. 4)

Otrzymana w ten spos6éb skladka jest nazywana skladka netto (pure risk pre-
mium).

W zwiazku z tym, ze wielkosci wyplat w przyszlosci moga si¢ r6zni¢ od warto-
§ci oczekiwanej wyplat i oszacowanie wartosci oczekiwanej wyplaty moze by¢
niedokladne, czg¢sto modyfikuje sig¢ skladkg netto, wprowadzajac tzw. narzuty na
bezpieczenstwo. W ten sposéb wprowadza si¢ np. zasad¢ wartosci oczekiwanej,
zgodnie z kt6ra skladka (premium with safety loading) wyraza si¢ wzorem:

P, (0)=Q1+60)ES =(1+60)EXEN, 620, )
czyli narzut na bezpieczenstwo jest proporcjonalny do wartosci oczekiwanej
zmiennej S. Liczbe¢ € nazywa si¢ wspéiczynnikiem bezpieczenstwa albo wspél-
czynnikiem narzutu na bezpieczenstwo. Oczywiscie sktadka netto jest szczegél-
nym rodzajem skladki z narzutem na bezpieczenstwo, tj. P, (0)=P.

W zwiazku z tym, ze zaréwno skladka netto, jak i sktadka z narzutem na bez-
pieczenstwo nie zaleza od zmiennos$ci zmiennej losowej opisujacej catkowita wy-
plate, sg czasami krytykowane i proponuje si¢ inne rodzaje zasad liczenia skladek.
Dwie najpopulamiejsze to zasada wariancji (variance principle) i zasada odchyle-
nia standardowego (standard deviation principle). Skladka wynikajaca z zasady
wariancji dana jest wzorem:

F,(a)=ES +aVarS = EXEN + a[ENVarX + (EX)*VarN], a=0, 6)
czyli zalezy ona nie tylko od wartoéci oczekiwanej zmiennej S, ale i od wariancji
tej zmiennej. Mozna powiedzie¢, ze w tym przypadku narzut na bezpieczenstwo
jest proporcjonalny do wariancji (stad nazwa &*-loading principle).

Skiadka opisana przez zasad¢ odchylenia standardowego zalezy zaréwno od
wartosci oczekiwanej catkowitej wyplaty S, jak i od jej odchylenia standardowego:

P, (b) = ES + bVarS = EXEN + bJENVarX +(EX)*VarN, b=20, (1)
czyli narzut na bezpieczenstwo jest proporcjonalny do odchylenia standardowego
(co thumaczy nazwe o=loading principle).

Z inng zasada kalkulacji sktadki mozna si¢ spotkaé¢ w teorii uzytecznosci, w
ktérej wprowadza si¢ tzw. zasad¢ uzytecznosci zerowej [Ostasiewicz 2000; Straub
1988]. W najprostszym przypadku zasada ta prowadzi do skladki netto. Cieckawszy
wynik uzyskuje si¢ dla wykladniczej funkcji uzytecznosci — otrzymuje si¢ wéw-
czas zasad¢ wykladnicza, ktéra prowadzi do wyznaczenia sktadki wykladniczej
(exponential premium) danej wzorem:
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P.(c)= , ¢>0, E(e®)<oo. (8)

InMg(c) InE(e)
c c
Sktadka wykladnicza jest rosnaca funkcja parametru c, okreslajacego stopien
awersji do ryzyka. Gdy c dazy do zera, P;(c) — EX . Warto zauwazy¢, ze skladka
wykladnicza jest w przyblizeniu réwna skiadce wynikajacej z zasady wariancji
z parametrem a =c/2 [Ostasiewicz 2000]:

P.(c)=ES + §Vars, ¢>0. ©)

Po skorzystaniu z postaci funkcji generujacej momenty dla zmiennej S w mode-
lu kolektywnym mozZna pokazaé, ze skladka wykladnicza przybiera postaé:

P.(c)=11aM, [InM, (0)], ¢>0. (10)
c

4. Aproksymacja catkowitej wyplaty

W literaturze aktuarialnej najcz¢sciej rekomenduje si¢ dwie podstawowe meto-
dy aproksymacji rozktadu catkowitej wyplaty w modelu ryzyka kolektywnego —
metodg z rozkladem normalnym lub przesuni¢tym rozkladem gamma. W zwiazku
z tym, zZe rozklad normalny jest symetryczny, a rozklady zagregowanych wyptat
przewaznie charakteryzuja si¢ dos¢ duza skosnoscia, przyjmuje si¢, ze aproksyma-
cj¢ rozkladem normalnym mozna stosowa¢ tylko, gdy skosnos¢ rozkladu jest nie-
wielka {Daykin, Pentikiinen, Pesonen 1994].

4.1. Aproksymacja rozkladem normalnym

Aproksymacja rozkladem normalnym polega na przyblizeniu rozkladu catkowi-
tej wyplaty § rozkladem normalnym o sredniej ES i wariancji VarS [Bowers i in.
1997; Daykin, Pentikdinen, Pesonen 1994]. W zwiazku z tym, ze warto$¢ oczeki-
wana i wariancja rozktadu S i aproksymujacego go rozkladu normalnego sa sobie
réwne, takie przyblizenie nie ma wpltywu na sktadki wyrazone w terminach dwdch
pierwszych momentéw, tzn.: Py (8)=PF,,(8), B} (a)=PF,(a), Py (b)= Py (b).

Zastosowanie aproksymacji rozktadem normalnym znacznie upraszcza liczenie

skladki wykladniczej. Mozna pokaza¢, ze sktadka wykladnicza wyraza si¢ wzorem
[Iwanik, Nowicka-Zagrajek 2000]:

P (c)= ENEX + %[ENVarX +(EX)*VarN], c¢>0, (11)

czyli jest ona réwna skiadce wynikajacej z zasady wariancji z parametrem
a=cl2.
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4.2. Aproksymacja przesuni¢tym rozkladem gamma

Poniewaz rozktad catkowitej wyplaty S jest w praktyce zwykle skosny prawo-

stronnie, wi¢c rozktad S cz¢sto aproksymuje si¢ przesuni¢tym rozktadem gamma.
Dystrybuanta przesunigtego rozktadu gamma (franslated gamma) dana jest wzorem:

G"(x;a,8.x,)=F(x-xy;a.0), xa,f>0, (12)

gdzie F(x;a, ) oznacza dystrybuantg rozktadu gamma z parametrami & i §:

ﬂ “ a— =pr
F(x;a,f)= Ir( p dt, xa,p>O0. (13)
Rozklad zmiennej S aproksymuje si¢ przesuni¢tym rozkladem gamma z para-
metrami x,,a, § takimi, zeby zachodzita réwnoéé trzech momentéw: wartosci
oczekiwanej, wariancji i trzeciego momentu centralnego (o ile one istnieja). Uzy-
skuje si¢ wtedy nast¢pujace réwnania, pozwalajace wyliczy¢ szukane parametry:

3 1% S 2
a=4 (VarS) — ﬂ=2 VarS - xo=ES—2 ( ar ) T (14)
[E(S - ES)) E(S - ES) E(S-ES)
Poniewaz rozklad S aproksymowany jest przesuni¢tym rozkladem gamma o ta-
kiej samej warto$ci oczekiwanej i wariancji, zastosowana aproksymacja nie ma
wplywu na skladki zalezne od dwéch pierwszych momentéw, tzn.:

FF(6)=PFy(8), F*(a)=F,(a), Py (b)= Py (b).

Wykorzystujac posta¢ funkcji generujacej momenty dla przesunigtego rozkladu
gamma, mozna uzyskaé¢ wzér na skladk¢ wykladnicza [Iwanik, Nowicka-Zagrajek
2000]:

PE"ﬂ(c)=x0+51n[ A ) ce (0, ). (15)
c \f-c

Nast¢pnie, po zastosowaniu rozwinigcia funkcji logarytmicznej w szereg, moz-

na pokazaé, ze:
= k-1

a ca c
—+——=+a) —, ce(0,/). (16)
AT

Przyblizenie wzoru (16) daje skladk¢ wynikajaca z zasady wariancji jak we wzorze
(9), przy czym réznica migdzy tymi sktadkami jest ograniczona przez funkcje:

2
P (c)-P,(c/2)< ce (0, ). a7

P (c)=x,+

ca

B B-c)

5. Przyklad

Zal6zmy, ze ubezpieczyciel chce obliczy¢ skladke roczna dla portfela polis, z
ktérych wyplata nastgpuje w przypadku straty wywolanej katastrofa naturalng w
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USA. Przyjmijmy, ze wyplaty z tego portfela s3 opisane modelem ryzyka kolek-
tywnego (1), a obliczenia przeprowadzone zostaly na podstawie danych dotycza-
cych katastrof naturalnych w USA w latach 1990-1999, udost¢pnionych przez Pro-
perty Claim Services (PCS) [Burnecki, Misiorek, Weron 2005]. Do zmiennej N
opisujacej liczbg szkéd dobrano rozklad Poissona z parametrem A = 34,2, otrzy-
mujac w ten sposéb rozklad S, nazywany zlozonym rozktadem Poissona. Przypo-
mnijmy, ze dla rozktadu Poissona EN =VarN = E(N —EN )3 = A, co powodu-
je, ze wzory na momenty catkowitej wyplaty ulegaja znacznemu uproszczeniu
[Otto 2002]. Do danych dotyczacych wysokosci szkéd (po uwzglednieniu inflacji)
dobrano mieszanke¢ dwdch rozktadéw wyktadniczych o gestosci [Burnecki, Misio-
rek, Weron 2005]:

f(xB,B,,d)=dp exp(-Bx)+(1-d)p,exp(-p,x), B.B,>0,0<d<l, (18)
z parametrami f, =3,59-107°, f,=7,5088-10", d=0,0584. Przy tak ustalo-
nych parametrach modelu moima pokazaé, ze sktadka netto wynosi:

1-d

P=ES=AEX =/1(-i+
1 2
Poniewaz wariancja catkowitej wyplaty wynosi:
VarS:AE(X’)=2,1(12+—1'2dJ=3,2136.10'9, (20)
5
wiec P, (a)=9,8521-10° +a-3,2136-10°, P,,(b)=9,8521-10° +b-5,6689-10°.
Po skorzystaniu z (18) i z M, (1) =exp[A(e' —1)] otrzymujemy skiadk¢ wy-
kiadnicza:

) =9,8521 mid USD. (19)

PE(c)=i( ap_,1-db, —1), 0<c<min(B,p,). (21)
c\f-¢c pB,-c
Policzmy teraz wsp6iczynnik skosnosci:
E(S-ESY _ AE(X) 64 [d l—dJ
= = = —+ =1,4242. (22
Var$)™  [aExH]" [AExXH]*\B B @)

Otrzymana wartos¢ wspélczynnika skos$nosci jest zbyt duza, aby przybliza¢
rozktad catkowitej wyptaty rozkladem normalnym. Co wigcej, jest ona na tyle du-
za, ze, wedlug niektérych zrédetl, jakos$¢ przyblizenia przesunietym rozkiadem
gamma tez jest watpliwa [Otto 2002]. Zobaczmy, jak aproksymacja wplywa na
sktadke wyktadnicza w zaleznosci od parametru c.
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Rys. 1. Poréwnanie skfadki wykladniczej rozwazanego modelu ryzyka kolektywnego ze skladka
otrzymang dla aproksymacji rozkladem normalnym i przesuni¢tym rozktadem gamma w zaleznosci
od parametru ¢
Zré6dto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 1 przedstawiono sktadke¢ wyktadnicza dana doktadnym wzorem (21) oraz
sktadki wykladnicze otrzymane dla aproksymacji rozkladu catkowitej wyptaty rozkla-
dem normalnym o éredniej 9,8521-10° i wariancji 3,2136-10" oraz dla aproksymacji
przesuni¢tym rozkladem gamma z parametrami @ =1,9720, f£=2,4772-107"°,
x, =1,8913-10°. Mozma zauwazyé, ze sktadka otrzymana dla aproksymacji przesunie-
tym rozkladem gamma lepiej przybliza skladk¢ wykladnicza niz skladka wynikajaca
2z aproksymacji rozktadem normalnym, co potwierdza stuszno$¢ wyboru rodzaju aprok-
symacji. Ponadto warto zwr6ci¢ uwage na to, e jakos¢ przyblizenia jest tym lepsza, im
mniejsza jest warto$¢ parametru c.
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SELECTED PREMIUMS IN THE COLLECTIVE RISK MODEL

Summary

In this paper we present the most important premium calculation principles for the collective risk
model, namely equivalence, expected value, variance, standard deviation and exponential principles.
Moreover, we study premiums for normal and translated gamma approximations. We illustrate theo-
retical results on a real-world natural catastrophe loss data.



	WYBRANE RODZAJE SKŁADEK W MODELU RYZYKA KOLEKTYWNEGO
	1. Wstęp
	2. Model ryzyka kolektywnego
	3. Wybrane rodzaje składek
	4. Aproksymacja całkowitej wypłaty
	4.1. Aproksymacja rozkładem normalnym
	4.2. Aproksymacja przesuniętym rozkładem gamma

	5. Przykład
	Literatura

