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W pracy postawiono i rozwiązano problem rozdziału 

zasobów, w pewnej klasie Komputerowych Systemów Sterują

cych procesami technologicznymi, optymalnego ze względu 

na jakość sterowania. Zakłada się, że każdy z programów 

wydających sterowania określony ma termin,przed którym 

zakończone być muszą obliczenia. W przypadku gdy prog

ram nie może zakończyć obliczeń w terminie zostaje za

niechany, a na obiekt wydawane jest sterowanie zastępcze. 

Omówiono algorytmy rozdziału zasobów w takim Systemie 

Cyfrowym w różnych przypadkach.

Opracowano oryginalny algorytm szeregowania programów 

przed liniami krytycznymi uwzględniający dodatkowe zasoby
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1. PROBLEMY ROZDZIAŁU ZASOBÓW W KOMPUTEROWYCH SYSTEMACH 
STERUJĄCYCH.

1.1. Wstęp.

Praca dotyczy problematyki rozdziała zasobów w Kompu
terowych Systemach Sterujących, Rozdział zasobów jest podsta
wową funkcją każdego Systemu Operacyjnego. Ma on podstawowe 
znaczenie dla efektywności wykorzystania Systemu Cyfrowego, 
Stąd też ogromna rola zadań projektowania i budowy Systemów 
Operacyjnych oraz duża liczba opracowań zarówno teoretycz
nych jak i praktycznych.

Systemy Cyfrowe pracujące w czasie rzeczywistym stanowią obiekt 
szczególnego zainteresowania. Odnosi się ono zwłaszcza do Kom
puterowych Systemów Sterujących,

W większości dotychczasowych opracowań otoczenie Sys
temu Cyfrowego /SC/ - sterowany proces technologiczny trakto
wany był w sposób drugorzędny. Stawiane zadania rozdziału za
sobów nie uwzględniały własności obiektu sterowania, a jedy
nie jego pewne czasowe charakterystyki: parametry strumieni 
zgłoszeń, ich liczbę, czas obliczeń, wartości linii krytycz
nych, itp.

Zadania rozdziału zasobów w KSS powinny byó traktowa
ne jako zadania szeregowania zbioru programów z uwzględnieniem 
kosztów za niewykonanie ich w terminie. Ten problem, podobnie 
jak większość zagadnień szeregowania z uwzględnieniem kosztów 
ma niezbyt bogatą literaturę [35I •

Rozpatrywane najczęściej zadania szeregowania, np.: 
£6,7,9,17,20,23,31,33,35,71j jako kryterium szeregowania wy

korzystują: czas trwania obliczeń zbioru programów, średni czas 
przepływu, maksymalne lub średnie opóźnienie programów, termi
nowość zakończenia obliczeń.

Algorytmy rozwiązywania opisanych wyżej zadań są 
wykorzystywane do projektowania 30 czasu rzeczywistego, pomimo, 
że tak formułowane kryteria są typowe dla projektowania SO do 
przetwarzania typu wsadowego.
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Szeroki przegląd zagadnień szeregowania programów 
na wielu procesorach zawarty jest w pracach [6,8,9,20] . 
Stosunkowo niewiele prac poświęconych jest zagadnieniom szere
gowania programów z uwzględnieniem dodatkowych zasobów. Naj
częściej rozpatrywane są szczególne przypadki rozdziału jed
nego dodatkowego zasobu, bądź jednakowychi żądań zasobów. Naj
pełniejsze ujęcie problemów szeregowania z uwzględnieniem wie
lu zasobów zawiera praca Goetza [30J •

Problemem typowym dla Komputerowych Systemów Sterowa
nia jest zadanie szeregowania programów przed liniami krytycz
nymi. Szereg ciekawych rezultatów dotyczących tego zagadnienia 
znaleźć można w [5,6,7,9,2O,49j • Podczas rozwiązywania tego 
typu zadań należy określić czy istnieje uszeregowanie progra
mów przed liniami krytycznymi /tzw. uszeregowanie dopuszczal
ne/, a następnie znaleźć je.

V / przypadku, gdy nie istnieje uszeregowanie dopuszczalne, prob
lem pozostaje otwarty. Projektant SO rozważyć może kilka warian
tów postępowania:

- zwiększyć liczbę tych zasobów SC, które ograniczają jego prze
pustowość,

- określić jakie straty powstaną w przypadku nieterminowego 
kończenia programów i wybrać /zaprojektować/ taką procedurę 
szeregowania, która będzie je minimalizować,

- w przypadku, gdy programy nie mogą być kończone po upływie 
terminu /systemy typu hard - real - time/, określić należy 
sposób wydawania decyzji zastępczych oraz straty jakie pow
staną z tego tytułu i wybrać /zaprojektować/ taką procedurę, 
która je minimalizuje.

Prace Gościńskiego [32j i Gościńskiego i Zielińskiego 
[33] rozpatrywały problemy, które można zaklasyfikować do dru
giej z wymienionych metod postępowania, W [32J podano, między 
innymi, ogólne uwagi na temat doboru wskaźników efektywności 
działania SC uwzględniające efektywność wykorzystania zasobów, 
koszt realizacji algorytmów SO oraz ich wpływ na jakość stero
wania. W [33J rozwiązano tak postawiony problem w pewnym, szcze
gólnym przypadku, badając wpływ częstości aktywizacji programów 



na jakość sterowania i koszty jego realizacji.

, Jak można wywnioskować z przeglądu literatury, prob
lematyka szeregowania zadań i rozdziału zasobów uznawana jest 
powszechnie za najważniejszą dla rozwoju praktyki i teorii 
projektowania Systemów Operacyjnych. Doceniana jest również 
naga tego zagadnienia w odniesieniu do SO KSS. Zbyt mało poś
więca się'miejsca specyfice takich zastosowań elektronicznych 
maszyn cyfrowych. W szczególności zadania projektowania algo
rytmów sterowania procesom technologicznym oraz algorytmów 
rozdziału zasobów SC traktowane są osobno. Powstaje zatem po
trzeba wspólnego rozpatrywania obydwu problemów, tym bardziej, 
że w cyfrowych systemach sterujących powiązania pomiędzy SO 
a programami użytkowymi są bardzo silne.

Przedstawiana praca stanowi pewną próbę wspólnego 
traktowania obu zadań. Poświęcona jest ona zadaniom szeregowa
nia programów i rozdziału zasobów w przypadku, gdy nie wszyst
kie programy mogą byó wykonane przed upływem linii krytycznych 
Wybrano ostatni z opisanych wcześniej sposobów postępowania. 
Rozpatrzono typowe zadania sterowania procesami technologicz
nymi złożonymi z obiektów statycznych albo dynamicznych. 
Sterowania wydawane są na obiekty procesu technologicznego cyk 
licznie, ze stałym okresem. W trakcie obliczeń, każdy z progra 
mów wydających sterowania, korzysta z zasobów SC. Zapotrzebo
wanie na zasoby może zmieniać się w trakcie obliczeń. Założono 
że zarówno czas obliczeń, jak i zapotrzebowanie na zasoby są 
znane. 30 podejmuje w każdym takcie swojej pracy decyzje do
tyczące rozdziału zasobów i uruchamia programy, których zapo
trzebowanie na zasoby może być spełnione. Pozostałe programy 
oczekują na przydział zasobów.

Po przerwaniu każdy z programów jest kontynuowany od 
miejsca zawieszenia. W chwili gdy ma być wydane sterowanie na 
obiekt, 30 sprawdza czy program wyliczający je zakończył obli
czenia; jeżeli tak, na obiekt wydawana jest wyliczona wartość 
sterowania; w przeciwnym przypadku podawana jest, przygotowa
na wcześniej wartość zastępcza. V/ ton sposób, ponieważ sterowa
nia zastępcze różnią się od wartości optymalnych, następuje 
pogorszenie jakości sterowania procesem. Docyzje 30,powinny
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być podejmowane tak, aby pogorszenie jakości sterowania było 
minimalne. Powyższy problem w sposób formalny postawiony zos
tanie w rozdziale 1.3.

Przyjęcie deterministycznego opisu SC i programów 
jest pewnym uproszczeniem rzeczywistości jednak jest możliwe 
do przyjęcia w przypadku KSS, gdzie sprzęt jest niezawodny, 
zestaw programów ustalony, a ich charakterystyki dobrze zna
ne, I I

Wydawać się może, że problemy wyboru decyzji SO 
i sterowań oddziaływujących na obiekt dynamiczny powinny być 
rozwiązywane wspólnie, przy założonej strateg! sterowań zas
tępczych. 
Takie postępowanie nie jest możliwe z następującego powodu: 
we wszystkich rozważaniach potrzebna jest znajomość czasu obli 
czeń programów. Może być on określony dopiero po uzyskaniu 
algorytmu sterowania. W przypadku wspólnego rozpatrywania 
obu problemów algorytm wyznaczania sterowań nie jest znany - 
nie można podać czasu jego realizacji.

Celem pracy jest opracowanie metodyki projektowania 
i algorytmów rozdziału zasobów w Systemie Operacyjnym KSS, 
Optymalnych ze względu na jakość sterowania, analiza możliwoś
ci praktycznej realizacji otrzymanych algorytmów w KSS i po
równanie ich z priorytetowymi metodami szeregowania.

Wyniki uzyskane w pracy można podsumować w następu
jący sposób:

- sformalizowano opis programu i Systemu Cyfrowego oraz opra
cowano i postawiono zadania optymalizacji zasobów w Kompu
terowych Systemach Sterujących,

- opracowano łatwy w realizacji algorytm rozdziału jednego 
zasobu v/ KSS obiektami statycznymi oraz oryginalny algorytm 
rozdziału wielu zasobów oparty na zadaniu poszukiwania prze
pływu o minimalnym koszcie w specjalnie skonstruowanej sieci,

- zaproponowano algorytmy oparte na metodzie podziału i ogra
niczeń rozdziału jednego i wielu zasobów w KSS obiektami 
dynamicznymi,
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- podano algorytm szeregowania programów oparty o zadanie prog
ramowania liniowego w przypadku gdy każdy z programów ma inną 
linię krytyczną,

- zaproponowano metodykę konstruowania algorytmów rozdziału 
zasobów w przypadku, gdy częstość aktywizacji każdego z próg- । 
ramów jest inna,

- przeanalizowano sposób i możliwości realizacji algorytmów 
optymalnego rozdziału zasobów w KSS,

- zbadano symulacyjnie niektóre z otrzymanych algorytmów,.

- zilustrowano proponowane podejście na przykładzie pewnego za
dania sterowania procesem konwersji! SO2.

Zawartość pracy jest następująca: w dalszej części 
rozdziału pierwszego zdefiniowane zostały podstawowe pojęcia 
używane w całej pracy, opisano zadania sterowania optymalnego 
procesem technologicznym oraz algorytmy ich realizacji. W koń
cowej części rozdziału postawiono w sposób formalny zadania 
optymalnego rozdziału zasobów rozwiązywane w pracy.

Rozdziały drugi i trzeci poświęcone są rozwiązaniu 
postawionych zadań w przypadku KSS obiektami statycznymi i dy
namicznymi. Układ obu rozdziałów jest podobny: najpierw rozpa
trywany jest przypadek rozdziału jednego, a następnie wielu 
zasobów. Każde z rozwiązywanych zadań opisane jest w trzech 
etapach: postawienie zadania i własności rozwiązań optymalnych, 
algorytm jego rozwiązywania oraz algorytm rozdziału zasobów SO KSS.

W rozdziale czwartym pokazano sposób uogólnienia roz
wiązywanych problemów. Rozpatrzono dwa przypadki: gdy okresy 
aktywizacji programów są różne oraz gdy okresy aktywizacji 
są jednakowe, ale różne są terminy przed którymi programy muszą 
zakończyć obliczenia. Sposób prezentacji obu zadań jest jednako
wy jak w rozdziałach 2 i 3.

V/ rozdziale piątym omówiono trzy zasadnicze sposoby 
realizacji algorytmów rozdziału zasobów:

- rozwiązanie zadania optymalizacji na bieżąco /tzn. decyzje 
podejmowane są na podstawie rozwiązania odpowiedniego zada
nia optymalizacji/,
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- w układzie zamkniętym /tzn. decyzje podejmowane są na pod
stawie pomiarów parametrów obiektu/,

- w układzie otwartym /tzn. wcześniej wyliczone decyzje są 
odtwarzane/,

oraz możliwości stosowania każdego z powyższych sposobów rea
lizacji.

W rozdziale szóstym metodykę podejścia zaproponowanego w pracy i 
zilustrowano na przykładzie zadania sterowania procesem produk
cji kwasu siarkowego metodą kontaktową.

Rozpatrywany przykład, ze względu na szereg uproszczeń ma zna
czenie ilustratywne i służy jedynie do zaprezentowania pewnych 
idei.

Na zakończenie, w rozdziale siódmym podsumowano wyni
ki osiągnięte w pracy oraz wskazano na możliwości i kierunki 
dalszych badań.

Uzupełnieniem pracy jest dodatek zawierający opra
cowane programy w języku FORTRAN maszyn serii ODRA 1300.
W pracach £10,11,15,36] przedstawione są praktyczne realizacje 
Systemów Operacyjnych dla potrzeb sterowania procesami che
micznymi i eksperymentem.

Rozprawa powstała jako fragment badań dotyczących 
Systemów Operacyjnych Czasu Rzeczywistego, prowadzonych w Zes
pole Systemów Sterowania, pod kierunkiem Z.Bubnickiego. 
Innymi pracami o zbliżonej tematyce są [11,12,25,38,43,44,53, 
55j , dotyczą one szeroko rozumianego problemu projektowania 
Systemów Operacyjnych.

Autor pragnie wyrazie serdeczne podziękowanie Promo
torowi pracy, prof. dr hab.inż. Zdzisławowi Bubnickiemu za 
opiekę naukową oraz szereg cennych wskazówek; kolegom z Zes
połu Systemów Sterowania Instytutu Cybernetyki Technicznej Poli
techniki Wrocławskiej, a szczególnie dr inż.Ewarystowi Rafajło- 
wiczowi za dyskusje i cenne uwagi pod adresem pracy oraz kol.kol. 
mgr inż.Leszkowi Borzemskiemu, mgr inż. Henryk owi Kordeckiemu 
i mgr inż.Andrzejowi Staniszowi, z którymi autor spędził wiele 
czasu na ciekawych i bardzo pożytecznych dyskusjach..
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1.2. Podstawowe pojęcia i określenia używane w pracy

Poniżej podane zostaną określenia podstawowych pojęć 
/takich jak System Cyfrowy, Komputerowy System Sterowania, 
System Operacyjny, Zasóbjitp/ używanych w tej pracy,w zakresie 
niezbędnym do prowadzenia rozważań. Kie będą to definicje, 
a jedynie okres lenia mające na celu sprecyzowanie zakresu poję
ciowego używanych terminów.

Określenie 1 System Cyfrowy /SC/ rozumiany będzie jako zbiór 
zasobów z Systemem Operacyjnym oraz programami użytkowymi.

Według powyższego określenia na SC składają się proce
sory centralne, pamięć operacyjna, urządzenia wejścia/wyjścia, 
pamięci zewnętrzne, układy sprzężenia z obiektem, zasilacze, 
itp. czyli tzw. sprzęt, oraz oprogramowanie:System Operacyjny, 
programy organizacyjne oraz programy użytkowe.

Dalej zajmiemy się dokładniej zasobami SC. 
Najważniejszą rolę wśród zasobów odgrywa procesor centralny - 
wszystkie programy użytkowe oraz System Operacyjny do swej pra
cy potrzebują czasu jednostki centralnej. Jest to też jeden 
z najbardziej kosztownych zasobów. Innymi zasobami są np,: urzą
dzenia WE/WY oraz zbiory danych w pamięciach zewnętrznych, a 
także kody procedur bibliotecznych pamiętanych w P.O. Wszystkie 
wymienione zasoby mają następującą wspólną cechę - nie zużywają 
się, a po wykorzystaniu są zwracane do puli zasobów i mogą być 
wykorzystane przez inne programy. Tej grupie zasobów nadamy naz
wę zasobów niezużywalnych /wielokrotnego użytku, ang.: serially 
reusable resources/.

W pracy nie będą rozpatrywane tzw. zasoby zużywalne 
/ang.: consumable resources/. Tego typu zasobami są np. wiado
mości /ang. message/; są ono tworzone przez programy - nadanie 
wiadomości, a następni© zużywano przez inny program - odebra
nie wiadomości. Powyższy podział zaczerpnięto z pracy Show’a 

II65] •

Zbiór wszystkich zasobów podzielimy na klasy równoważ
ności. Do jednej klasy zaliczymy wszystkie te zasoby, które mo
gą się wzajemnie zastępować.
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Każdą klasę nazywać będziemy typem lub rodzajem zasobu. 
Załóżmy, że w rozpatrywanym SC jest r rodzajów zasobów. Niech 

; j=1,2,;..,r, oznacza liczność j-tej klasy /rodzaju/ za
sobów.
Wektor c = [c^, .. ^c^j określa liczbę zasobów w SC.

Wszystkie rozważania w pracy prowadzone są. przy zało
żeniu niezmienności liczby zasobów w czasie. Wiele rozważań 
można bezpośrednio rozszerzyć na przypadek zmiennej liczby za
sobów /np. w rozdz. 2.1./. W rozdziale 5 podano w jaki sposób 
rozwiązać postawiano zadania przy zmienności zasobów w czasie. 
W pracy rozpatrywana jest szczególna klasa SC tzn. Systeny Cyf
rowe ..Czasu Rzeczywistego /lub inaczej Systemy pracujące w Cza
sie Rzeczywistym/. Obejmują one szeroką klasę systemów o dzia
łaniu bezpośrednim pracujących w środowisku o określonych wy
maganiach na czas reakcji JjOJ o Do grupy tej zaliczyć można 
systemy rezerwacji biletów lotniczych, systemy sterowania pro
cesami technologicznymi a także specjalizowane Systemy Cyfrowe 
pracujące w komputerowych sieciach obrony przeciwlotniczej 
[51;52] .

Poniżej podane określenie charakteryzujące przetwa
rzanie danych w Czasie Rzeczywistym [64] :

Określenie 2.

Mówimy, że przetwarzanie danych odbywa się w czasie 
rzeczywistym wtedy, gdy występują ograniczenia na czas obrób
ki nieodtwarzalnych danych dostarczonych z zewnątrz SC lub 
wtedy gdy wyniki przetwarzania oddziaływają w sposób bezpośred
ni i nieodwracalny na otoczenie SC.

Szczególną klasą SC powyższego typu są Komputerowe 
Systemy Sterujące zwane również Cyfrowymi Systemami Sterowa
nia. Systemy te są bardzo silnie powiązane z otoczeniem, któ
rym jest proces technologiczny. Rozpatrywać będziemy klasę 
KSS zwaną Systemami Sterowania Bezpośredniego /ang.: DDC - 
Direct Digital Control/.
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Określenie 3.

Komputerowy System Sterujący /KSS/ rozumiany będzie 
jako taki system sterowania procesem technologicznym w czasie 
rzeczywistym, w którym algorytmy sterowania realizowane są 
przez uniwersalną maszynę cyfrową wydającą równocześnie stero
wania na obiekt.

Oczywiście przy takim określeniu KSS obowiązują 
■ wszystkie pojęcia opisujące SC /zasób, zasób zużywalny, System 

Operacyjny itp/. Wszystkie dalszo rozważania dotyczące progra
mów i SO w jednakowym stopniu dotyczą SC co i tak rozumianych KSS.

Rozszerzeniem sprzętu, a zarazem składnikiem SC umożli-' 
wiającym jego wykorzystanie, jest System Operacyjny.

W dalszych rozważaniach zwrócona będzie uwaga na roz
dział zasobów, najważniejszą funkcję SO, mającą zasadniczy wpływ 
na efektywność pracy całego Systemu Cyfrowego. W związku z tym 
przyjęte zostanie następujące

• ; I

Określenie 4

System Operacyjny /SO/ rozumiany będzie jako zbiór 
procedur rozdziału i udostępniania zasobów SC.

Pozostałe funkcje nie mają tak zasadniczego wpływu na 
efektywność SC, jednak w sposób pośredni wpływają na wykorzysta
nie zasobów SC [24J . -

SO podejmuje wszystkie swoje działania w odpowiedzi 
na zdarzenia zachodzące w jogo otoczeniu. Zdarzeniami wymagają
cymi reakcji SO jest np. żądanie lub zwolnienie zasobów przez 
którykolwiek z programów użytkowych. Wszędzie dalej zakłada się, 
że istnieje taki odcinek czasu, na którym żaden z programów nie 
zmienia swojego zapotrzebowania aa zasoby. Oznaczymy długość 
tego odcinka jako^. We wszystkich rozważaniach przyjmiemy 
jako podstawową jednostkę, czasu.

Załóżmy, że SO jest aktywizowany cyklicznie, z okre
sem X . Przyjmijmy również, że wszystkie czynności wykonywane 
przez SO trwają bardzo krótko i czas ten może być pominięty. 
Stanowi to pewne uproszczenia rzeczywistości i w dalszej części 
pracy zostaną przedstawione sytuacje, kiedy może być ono przy

jęte.
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Jedynymi, poza Systemem Operacyjnym, użytkownikami 
zasobów są programy wykonywane pod jego kontrolą. Wielkościami 
charakteryzującymi każdy z programów użytkowych są: czas obli
czeń oznaczony przez M oraz żądania zasobów. Ponieważ zapotrze
bowanie na zasoby na różnych etapach pracy programów może być 
różne, a każdy z programów żąda kilku rodzajów zasobów, do opisu 
zachowania programu w trakcie obliczeń użyjemy wektorowej funk
cji czasu.

Niech b^(lj oznacza liczbę zasobów J-tego rodzaju 

niezbędną do kontynuac.il pracy programu w 4-te j chwili oblic&eń, 
wówczas b (1) = br(l)jT

*
Zakładamy, że zarówno M jak i wektory b (1), 1«1,2.. 7

są znane. Mogą one być bardzo łatwo wyznaczone podczas pracy 
programu bez przerwań.

Założenie o znajomości opisu każdego z programów jest 
do przyjęcia w przypadku komputerowych Systemów Sterujących, < 
gdyż KSS składa się,, ze skończonej liczby dobrze znanych i prze
testowanych wcześniej programów. '

V/ przypadku gdy program pracuje w systemie wieloprog- 
ramowym, a więc z przerwaniami, do określenia zapotrzebowania

i 
na zasoby w każdej chwili czasu potrzebna jest znajomości efek
tywnego czasu obliczeń programu.

Niech x(Qoznacza czas efektywnego korzystania z zaso

bów /efektywny czas obliczeń/ do chwili k; wówczas żądanie zaso
bów w chwili k, oznaczana dalej przez a(k) zdefiniowane jest 
w sposób następujący : at^ =

W przypadku, gdy w pewnej chwili program nie uzyska 
wszystkich wymaganych zasobów jego wykonywanie jest przerywane. 
Program pozostajo w tym stanie tak długo aż przydzielone zostaną 
mu potrzebne zasoby i jest kontynuowany od stanu w którym został 
przerwany. Po zakończeniu każdego taktu obliczeń o długości V 
wszystkie zasoby wykorzystywane przez program są zwalniane, 
i są rozdzielane ponownie przez S0o Założenie to sprawia, że 
w systemie nie może dojść do sytuacji konfliktowych tzw. impa
sów /ang,: deadlock/ ["ó5j ♦

kontynuac.il
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SO w każdym takcie swojej pracy rozdziela zasoby. 
Jego decyzjo mają charakter binarny tan. określane są programy, 
które uzyskają wszystkie żądano zasoby oraz te, które nie otrzy
mają żadnego z żądanych zasobów - pozostaną w stanie zawiesze
nia. Decyzje SO dotyczące rozdziału zasobów oznaczone będą v-U) 

i tak:

v(k)= 1 oznaczas że program w chwili 4. uzyska 
wszystkie żądane zasoby

I •

v(k) = O oznacza, że program w chwiliL nie będzie 
wykonywany.

Decyzje są podejmowane w ton sposób aby w żadnej chwili nie roz
dysponować większej ilości zasobów niż jest dostępne w syste
mie.

Dla każdego programu w momencie jego zgłoszenia do 
systemu równa się 0. Dalsze zachowanie programu może być 
opisane w sposób następujący:

X + O*1)
Jeżeli program w chwili k uzyska wszystkie żądane zasoby 
będzie kontynuował obliczenia przeż jeden takt - licznik czasu 
obliczeń zwiększy się o 1,
Jeżeli program nie będzie wykonywał obliczeń i X /k + 1/ =
=X/k/. Wszędzie daloj &&) nazywane będzie stanem programu w chwi
li k. Łatwo zauważyćj że znajomość czasu obliczeii w chwili k oraz 
decyzji SO w tej chwili i następnych pozwala na dokładne opisa
nie zachowania programu.

Uwaga:

Powyżej podano formalny opis jednego programu w KSS. W związku 
z tym, że dalsze rozważania dotyczyć będą wielu programów wpro
wadzone wyżej oznaczenie ajb^jlt uzupełnione zostaną odpowied
nimi indeksami pozwalającymi jednoznacznie określić numer prog
ramu, którego dotyczą.
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Opis procesu technologicznego

W dalszej części tego rozdziału opisane będzie oto
czenie KSS tzn. proces technologiczny.

Rozpatrywać będziemy typowe zadania Pioj sterowania 
obiektami statycznymi i dynamicznymi.

Załóżmy, że rozpatrywany proces technologiczny składa 
się z I niezależnych obiektów sterowania nazywanych również 
podsystemami.
Dla każdego z obiektów określony jest wskaźnik jakości sterowa
nia.

W przypadku gdy wszystkie podsystemy opisane są w spo
sób statyczny rozpatrywane będzie następujące zadanie sterowa
nia dla każdego z obiektów:

i z z i idla każdego z^ znalezc mininalizujące kryterium
jakośoi sterowania o postaci:

4 ^ - funkcja opisująca i-ty>biekt sterowania w h-tym kro
ku sterowania,

£
- funkcja o wartościach rzeczywistych oceniająca jakość 

sterowania i-'tym obiektem w -n-tym kroku,
i

- wyjście i-tego obiektu w ^-tym kroku sterowania, 

wielkość sterująca należąca do zbioru sterowań do
puszczalnych

£
- zaburzenia' oddziaływujące na i-^Jbbiekt, o zaburze

niach zakładamy, że mogą być mierzone,

N - liczba kroków sterowania^

। są wektorami należącymi do przestrzeni Euklideso
wych o odpowiednich wymiarach. Wymiary te nie są określone po
nieważ nie będą potrzebne w dalszych rozważaniach; \
są funkcjami odwzorowującymi przestrzenie Euklidesowe odpowied
nich wymiarów.
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* * *7“ C ” ,

= Z,

gdzie:

Łatwo zauważyć, że rozwiązanie tak postawionego zada
nia sterowania prowadzi do następującej reguły wyznaczania ste
rowań optymalnych:

<1.3/

W sytuacji gdy obiekty opisane są w sposób dynamiczny 
rozpatrywane będzie następujące zadanie sterowania optymalnego:

Znaleźć ciąg sterowań minina-
lizujących wskaźnik jakości sterowania o postaci :

u.^j

Xp , t"’jiZr..t r

f - funkcja /wektorowa/ opisująca zmiany stanu i-tego 
obiektu

funkcja o wartościach rzeczywistych oceniająca jakość 
sterowania i-tym obiektem w n-tym kroku sterowania

- stan i-tego obiektu w n-tym kroku sterowania

Ufl - wymuszenie działające na obiekt należące do zbioru 
sterowań dopuszczalnych 

*
Xo - stan początkowy i-tego obiektu

N - liczba kroków sterowania; N<00
i i

są wektorami z przestrzeni Euklidesowych odpowiedniego
~ i XŁ

wymiaru; rsą funkcjami odwzorowywującymi przestrzenie 
Euklidesowe odpowiednich wymiarów® Ponieważ wymiary wszystkich 
przestrzeni nie będą istotne w dalszych rozważaniach, zostały tu 
pominięte.

Zakładać będziemy, że sterowania optymalne realizowa
ne są w układzie ze sprężeniem zwrotnym:

* i i u t \
* j. l X<w) (1.5)

Taki sposób realizacji sterowań ma szereg zalet.
Główną jest to, że układy pracujące w nieładzie zamkniętym są 
mniej wrażliwe na niedokładności pomiaru stanu czy opisu obiektu.
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Z drugiej strony sterowanie wg reguły /1.5/ /na bardzo pożytecz
ną własność, wyniakającą z zasady optymalności Bellmana. Nie
zależnie sterowania na pierwszym odcinku czasu {Pt'*) sterowania 
Ym U-*) dla vi są optymalne /minimalizują cząstkowe
kryterium Nsl s ,

O - - —. k- « ( /

M.a Aa
UWAGA: Większość rozważań prowadzonych w dalszej części pracy 
może być łatwo uogólniona na następujące zadanio sterowania:

■aU- ^1,4 dd«C ^.£)
gdzie jest ciągiem realizacji niezależnych zmiennych loso
wych ' o znanym rozkładzie prawdopodobieństwa • 
Wskaźnik jakości sterowania ma postać:

Qc- E. ’■

Realizacja algorytmów sterowania w KSS

Algorytmy sterowania /1.3/ lub /1.5/ realizowane mogą 
być bądź przez urządzenie anologowe, bądź przez wyspecjalizowa
ne urządzenie cyfrowe lub w sposób programowy■z wykorzystaniem 
elektronicznej maszyny cyfrowej.
Jak już wskazywano, praca dotyczy tego ostatniego przypadku.

Praktycznie algorytm sterowania w KSS realizowany 
jest w następujący sposób [16J ;

- procedury SO dokonują pomiaru pewnych wielkości z obiektu 
i umieszczają je w tablicach,

- uaktywniane są programy użytkowe, które pobierają z tablic 
dane, przetwarzają je wykorzystując zasoby SC, a wyniki umiesz
czają w pewnym wydzielonym obszarze pamięci,

- pod koniec kroku sterowania SO wyprowadza przetworzone dane 
na obiekt i dokonuje pomiarów.

Powyższy proces powtarzany jest cyklicznie. Jeżeli któryś z px-og- 
ramów wyliczających sterowanie nie zakończy obliczeń w zadanym 
czasie, SO może postąpić na kilka sposobów: wydać na obiekt 
tą wartość, która już jest w tablicy /wyliczona w poprzednim 
takcie/, bądź umieścić w tablicy inne sterowanie przygotowane na 
wypadek zaistnienia takiej sytuacji.
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Możliwych wariantów postępowania jest wiele. W każdej sytuacji 
spowoduje to pogorszenie wskaźnika jakości sterowanego procesu.

Opiszemy teraz kilka możliwych wariantów wyboru ste
rowań zastępczych:

- dla każdego z podsystemów określona jest stała w czasie, do
puszczalna i bezpieczna /tzn. taka, która nie powoduje zabu
rzeń w pracy sterowanego obiektu nawet wtedy gdy wydawane jest 
bardzo często/ wartość sterowania. V/ przypadku gdy nie istnie
je stała w czasie dopuszczalna wartość tzn. a tu, = <p, 
zakładamy istnienie ciągu dopuszczalnych sterowań zastępczych, 

- wielkość wydawana na obiekt jest ekstrapolowana na podstawie 
sterowań wydanych dotychczas, najprostszym przypadkiem jest

L V ekstrapolacja zerowego rzędu tzn;

- określona jest bardzo prosta reguła wyliczenia sterowań zas
tępczych na podstawie znanych wartości zakłóceń /stanu/ 
obiektu.

Wybór sterowań zastępczych spełniających wyżej sprecy
zowane wymagania musi być rozpatrywany indywidualnie w każdym 
konkretnym przypadku, w konsultacji z technologiem procesu. 
W całej pracy zakładać będziemy, że sposób określenia sterowań 
zastępczych jest dany.

Poniżej opisano zostaną podstawowe wielkości charak
teryzujące każdy z programów użytkowych. Założymy, że w każdym 
kroku sterowania n sterowanie wyliczone według zależnościC 
lub (i .5) przez osobny program. Przyjmujemy następujące oznaczenia: 

p^ - program wyliczający wg zależności 0-5) lub 

T1 - długość kroku sterowania i-tym obiektem, 

- czas obliczeń programu ? 
i z i * Tr^ - moment przyjscia' programu Pn do systemu, /u-l 

di - chwila do której program ,p^. powinien zakończyć 
n obliczenia, ~ V

- stan programu w chwili k, OćtW-0 ।

UmI^) " zapotrzebowanie na zasoby programu jp^i w chwili k,
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UWAGA: Wszędzie w pracy przyjęto następujące znaczenie nierów
ności pomiędzy wektorami I wymiarowymi ;

X 6 R1, ygR1

x Cy Vi x1^ y1
x>y 3 i K^y1

1•3• Formalne postawienie problemu pracy 
}" " '' ■ • . .......... • I

Niżej postawione zostanie, z wykorzystaniem wprowa
dzonych oznaczeń, zadanie optymalnego rozdziału zasobów Kom
puterowego Systemu Sterującego,. Zasoby te powinny byó rozdzie
lone w ten sposób aby efektyność KSS była jak największa.

Efektywność JComgut erowego^yst emu_St er uj^c ego

Jak wiadomo podstawową funkcją SO jest taki rozdział 
zasobów aby efektywność SC była jak największa. Powstaje prob
lem jak tą efektywność mierzyć. Jest ona zawsze zależna od środo
wiska w którym pracuje SC. W dużym ośrodku obliczeniowym naj
ważniejsze jest takie planowanie zadań aby wykorzystanie zaso
bów SC było jak największe. W przypadku systemu interakcyjne
go podstawowym miernikiem efektywności jest czas reakcji ^72j . 
W innych sytuacjach zależeć nam może na minimalizacji średnich 
długości kolejek - zajmują one bowiem pamięć SC.

Oczywiście każde s powyższych, kryteriów może być sto
sowane do wyboru algorytmów SO KSS £29,30,45,46,50,5^ ,
wszystkie z nich mają jednak pewną wadę; mają niewielki i jedy
nie pośredni związek z głównym celem KSS jakim jest sterowanie 
procesem technologicznym.

Pożądaną własnością KSS jest zdolność wykonania wszyst
kich zadań przed ich liniami krytycznymi [4,5,9,49j

W przypadku, gdy nie można tego zapewnić, najbardziej 
naturalnym, wydaje się jednak przyjęcie jako miary efektywnoś
ci, wskaźnika jakości sterowanego procesu technologicznego 
u 33.55] .

W przypadku rozpatrywanym w pracy jako miarę efektyw
ności pracy KSS przyjęta będzie pewna funkcja zależna od wskaź-



ników jakości wszystkich obiektów Q1, i=1,2,...,I

Q = , Q »• • •»Q )

np: x
Q =Z O1 

vxł — 
Funkcja $ powinna byc funkcją niemałejącą względom 

każdego, że swych argumentów, przy ustalonych wartościach 
pozostałych zmiennych niezależnych.

Tak rozumiana efektywność zależy od sterowali wyda
nych na proces technologiczny przez programy uruchamiane pod 
kontrolą 30. Sterowania wydawano przez KSS zależą od wykona
nia, bądź niewykonania programów je realizujących. To zaś 
zależy od sposobu rozdziału zasobów przez SO. Tak więc zasad
niczy wpływ na efektywność KSS ma jego System Operacyjny.

Przedstawimy teraz podstawowe zadania optymaliza
cji rozdziału zasobów badane w pracy.

ZADANIE Pi. ROZDZIAŁ ZASOBÓW W KSS OBIEKTAMI STATYCZNYMI

Znaleźć ciąg liczb nT^k<(n+1^T, n=0,1,...,N-1
i = 1,2,...I minimalizujący wskaźnik jakości O1

Ck t o
gdzie , s \ i' /, \^Ik)

= O , 'y'T
ograniczeniach L

( tt 'X<Hi 
cv 4 z z *

- wartość sterowania zastępczego wydawana na i-ty 
obiekt w n-tym kroku sterowania,

~ zostały opisane podczas omawiania zadania sterowa
nia obiektami statycznymi,

X ^(k) - stan i-tego programu w n-tym kroku sterowania
w chwili k,



- omówione zostały podczas definiowania poję
cia zasobu, i programu.

Jako szczególny przypadek zadania 21 rozpatrywane 
będzie zadanie 21* różniące się tym, że rozdzielany będzie tyl
ko jeden zasób tzn. dim(c^ = r = 1. Jest to bardzo ważne z prak
tycznego punktu widzenia zadanie szeregowania programów na 
wielu procesorach.

ZADANIE 22 ' ROZDZIAŁ ZASOBÓW W KSS OBIEKTAMI DYNAMICZNYMI

Znaleźć ciąg licz o i 1 1 

t = 1,2, ...1 minimalizujących wskaźnik jakości Q

= 2^ 2
Cl 4

gdzie v .X , a , C I^A l(<
* L/ . A z\« l / L- \ J / L ;

W “ c* ?
— 1 , i I <

przy ograniczeniach 
vu J - 

{~ć

i '

C

k m । । - omówiono przy okazji 
tami dynamicznymi

zadania sterowania obiek-

znaczenie Un, jest takie same jak
w zadaniu 21.

UWAGA: użyto tego samego oznaczenia ^na funkcję określającą 
sterowania wydawano na obiekt statyczny i dynamiczny w celu 
podkreślenia podobieństw pomiędzy obu zadaniami.
2onieważ oba zadania nie będą rozpatrywane równocześnie nie 
doprowadzi to do nieporozumień.

Analogicznie jak 21 rozpatrywane będzie zadanie 
22^ rozdziału jednego zasobu /np»: procesora/. Zadanie to ma 
ogromne znaczenie praktyczne. Z takim problemem mamy do czynienia 
najczęściej podczas projektowania KSS.
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Jak widać są to skomplikowane problemy optymaliza
cji /sterowania/ o binarnych zmiennych decyzyjnych. Ogólnie 
postawione zadanie jest problemem o nieliniowej funkcji celu 
i nieliniowych ograniczeniach, ponieważ

Problem pracy sformułowany być może w sposób nastę
pujący:

- wyznaczyć’ algorytmy rozwiązania zadań Pi, P1r , P2 i P2*,

- rozważyć możliwość stosowania optymalnych algorytmów rozdzia
łu zasobów w Systemach Operacyjnych Komputerowych Systemów 
Sterujących,

- porównać wyniki osiągnięte przy stosowaniu optymalnego roz
działu z wynikami możliwymi do uzyskania przy zastosowaniu 
klasycznych algorytmów rozdziału zasobów.
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2. ROZDZIAŁ ZASOBÓW W KOMPUTEROWYM SYSTEMIE STERUJĄCYM 
OBIEKTAMI STATYCZNYMI.

W rozdziała tym omówione zostanie zadanie rozdziału 
zasobów w Komputerowym Systemie Sterującym obiektami statycz
nymi w przypadku, gdy długość kroku sterowania dla każdego 
podsystemu jest jednakowa.

I

2.1. Rozdział zasobu limitującego wykorzystanie Systemu Cyfro
wego,

2.1.1. Własności optymalnego rozdziału zasobów.

W rozdziale tym rozpatrzony zostanie problem rozdzia
łu jednego zasobu /P1(/, który po prostych przekształceniach 
może być zapisany w następującej postaci:

ę _
znaleźć binarne liczby miminalizujące funkcję &

r . N-i , HM . , / x >
Z. Z l
C»4 /w=0

przy ograniczeniach

t** t ' c
gdzie są określone wzorem /1.2/ a ^wzorem /1.8/.

Powyższy problem - rozdziału jednego zasobu ma ogrom
ne znaczenie praktyczne, jest też najszerzej rozpatrywany w li
teraturze. Może on dotyczyć sytuacji rozdziału procesora KSS 
- mamy wówczas do czynienia z problemem szeregowania zadań na 
o procesorach. Obejmuje on również sytuację, gdzie jeden 
z zasobów występuje w niedoborze i wykorzystywany jest stale 
przez wszystkie programy. Wówczas taki zasób ogranicza wyko
rzystanie innych zasobów w SC. Sytuacja taka zachodzić może 
np. w wieloprocesowym systemie pracującym "na wspólną pamięć” 
lub w systemie^w którym wszystkie programy do swój pracy wyma
gają pewnego urządzenia ws/wj lub określonego zbioru danych.
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Wszędzie dalej zakładać będziemy, że chodzi o rozdział preceso- 
ra, i że w każdej.chwili program może żądać jedynie jednego 
procesora, tzn. axn = 1.

Poniżej opisane zostaną podstawowe własności roz
wiązywanego problemu:

1° Zadanie /2.1./, /2O2./ jest równoważne U zadaniom 
optymalizacji.

Dla każdego n = 1,2.. .N wybrać tak liczby W , £
k '< a

aby minimalizować

przy ograniczeniach:

2 śc ( (2.4)
L' | 

Jest to oczywiste, ze względu na sumacyjną postać 
kryterium i rozłączność zbiorów ograniczeń w poszczególnych 
krokach sterowania.

2° Wartość kryterium Q* nie zależy od kolejności wykona
nia programów, a jedynie od faktu ich wykonania.

Własność ta wynika bezpośrednio ze sformułowania prob
lemu /por 1.3./ i jest własnością ogólną wszystkich 
zadań rozpatrywanych w tej pracy.
Ważną jej konsekwencją jest to, że SO będzie przydzialał 
zasoby jedynie tym programom, które zostaną wykonane 
w całości.

Korzystając z powyższych dwu własności dokonamy przek
ształcenia każdego z zadań /2.3./ do prostszej postaci.

Sumując stronami ograniczenia /2.4./ oraz zmieniając 
kolejność sum otrzymamy: 

((U*/) 1-4.
2 cT

Oznaczmy Co M - Z,
Ł* -^1

Oczywiście » a korzystając z własności 2°
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wiemy, żo w rozwiązaniu
dynie dwie wartości 

r 0 jeżeli 
w1 = 

n
k 1 jeżeli

O i
optymalnym przyjmować będzie je- 

wprowadzając nowe oznaczenia:

n
i=1,2,..,I; n=0,1,..,N-1

ograniczenia możemy zapisać w postaci:
Ź Mn wn cT ’ n=0,1,..,N-1 (2.5)

i
Łatwo zauważyć} że dla każdego układa liczb v^k) będących roz
wiązaniem optymalnym zadania /2C3®/ /2.4/ istniejcą liczby w* 
binarne spełniające nierówność /2»5./

Pokażemy teraz, w sposób konstrukcyjny, że dla dowol
nych w* spełniających /2.5O/ istnieją v£ (k) spełniające /2.4./

Weźmy dowolny układ liczb (^takich, że: 
r-± x '

Z* r>r^lQ =
Ł.CĄA I

/np*:Vi v^k) =w^, k=nT,nT+1,.. ,nT+M^-1, i v^k)= 0 
dla pozostałych k/
Jeżeli W k v^(k^c to liczby v^(k) , i=1,2,...,I 
nT^k^^i+l)T spełniają ograniczenia /2.4/

W przeciwnym razie istnieje takie k, że:

Z

oraz I
a * j <o j

/w przeciwnym bowiem razie, jeżeli k c to

_ Ł v^(_k)?/cT co przeczy założeniu, że ogra-
niczenia /2,5/ są spełnione/.

Wybierzmy i tak, że
/takie i istnieje, ponieważ > Z" vn
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Dokonajmy następującej zamiany_

nie spowoduje ona naruszenia ograniczeń w chwili 4. 
i / ? j ~ /

natomiast w chwili: L <4 
C~~;

Powyższy proces powtarzamy tak długo, aż wszystkie 
ograniczenia, będą spełnione. Łatwo zauważyć, że wykonać to 
należy skończoną liczbą razy; w każdej iteracji nie powodu
jemy naruszenia żadnego ograniczenia, zmniejszając stopień 
niespełnienia /tzn. c'*^ c / jednego z ograniczeń.

Pokazaliśmy, że ograniczenia /2.4/ z dodatkowym 
ograniczeniem

vt Z = t
są równoważne ograniczeniu /2.5A Z własności 2° wynika, że 
dla każdego rozwiązania optymalnego zadania /2.3.//2.4/ istnie
je równoważne mu /w sensie kryterium/ rozwiązanie spełniające
powyższe, dodatkowe ograniczenie. Tak więc zamiast minimalizo-

przy ograniczeniach /2.5/o

Zauważmy, że^/2.6/ można dalej przekształcić: 
GA ~ 27cCu\, J)

oznaczmy:
(2*7)

W powyższym wzorze składnik nie ma wpływu
na wybór optymalnych , a jedynie na wartość wskaźnika ja- 

, t
kości i może byc pominięty podczas wyliczania •
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3° Jak pokazano wyżej zadanie /2.3./, /2,4/ równoważno 
jest dwu poniższym zadaniom

i s s C ta/ Dla n = 0,1,...N-1 znalezc iwr0 minimalizująceA
dla każdego funkcję Qn

U.- Z w- ‘'^64) P-a)
C-'

przy ograniczeniach:

Mną** (2.9)
Cw 4

b/ Na podstawie wL znaleźć liczby 1 )

gaT £ spełniające ograniczenia /2.4/.

"i? rZadanie a/ dla każdego । •‘"'-jest typowym za
daniem załadunku o zmiennych binarnych, natomiast zadanie b/, 
jak łatwo zauważyćjest zadaniom szeregowania programów przed 
linią krytyczną na c procesorach*

Udowodniona własność 3° prowadzi w sposób naturalny 
do dekompozycji procedur szeregowania 30.
V/ znanych pracach teoretycznych i 30 stosowano takie podejście 
nie zawsze jo uzasadniając*

4° V/ przypadku gdy c=1, tzn. w SC jest tylko jeden proce
sor, zadanie b/ jest bardzo proste i jak pokazano w 
[23 J programy mogą być wykonywane bez przerwań* 
Oznacza to, że wszystkie programy dla których h)m=1 
mogą być wykonane w dowolnej kolejności.

W dalszej części rozdziału dokonamy krótkiego porów
nania otrzymanych wyników z metodami szeregowania stosowanymi 
dotychczas. Ponieważ najprostszym i najpowszechniejszym spo
sobem szeregowania programów jest szeregowanie z uwzględnieniem 
priorytetów, spróbujemy opisać uzyskano wyniki w języku prio
rytetów.
W naszym przypadku reguła wyznaczania priorytetów jest stała 
/zadanie a//, ponieważ parametry w równaniu /2.8/ zależą od 
zaburzeń zewnętrznych,wyznaczone priorytety są zmienne w cza
sie. W związku z tym wszystkie reguły z priorytetami stałymi 
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w czasie będą na ogół nieoptymalne. W przypadku, gdy obiekt 
sterowania charakteryzuje się następującą własnością: pewno 
podsystemy mają niewielki wpływ na kryterium tzn. oddziaływu
jące zaburzenia są niewielkie, a sterowanie zastępczo bliskie 
optymalnemu; inne natomiast poddane są silnym zaburzeniom; 
priorytety stałe w czasie mogą okazać się bliskie optymalnym.

Zauważmy również,że jeżeli znamy pewne własności 
oddziaływujących na obiekt zaburzeń np.: ich*trendy, zakres 
zmienności itp. można budować reguły z priorytetami zmiennymi 
w czasie bliskie optymalnym.

Omówimy teraz pokrótce sposób realizacji algorytmów 
optymalnego rozdziału zasobow w SO KSS.
Na rysunku 2.1. przedstawiono bardzo uproszczony schemat 
blokowy procedury szeregowania SO* Strzałki z prawej strony 
bloków o numerach 4 i 5 symbolizują związek SO z obiektem; 
k oznacza licznik czasu. /

Zauważmy, że zadania a/ i b/ rozwiązane być muszą jed
nokrotnie w każdym kroku sterowania.

Dalsze uwagi na temat realizacji algorytmów optymal
nego rozdziału zasobów podane będą w rozdziale 5.



Rys, 2,1. Uproszczony schemat blokowy procedury szerego
wania SO,
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201.2, Opis algorytmu rozdziału zasobów.

Podane zostaną tutaj ogólne uwagi dotyczące rozwią
zywania zadań postawionych, w 2.1.1.

Do rozwiązywania zadania /2.8/ stosować można dowol
ny algorytm programowania całkowitoliczbowego liniowego. 
W szczególności, ze względu że jest tylko jedno ograniczenie 
można stosować metody rozwiązywania zadań załadunku o ogra
niczonych zmiennych decyzyjnych.

Wykorzystując pewne własności funkcji celu oraz ogra
niczeń można przyśpieszyć działanie procedur optymalizacji 
zastępując ograniczenia /2.9/ silniejszym [42J lub próbując 
ustalić wartości pewnych zmiennych wcześniej [37j .

W każdym jednak przypadku algorytmy rozwiązywania 
załadunku są dosyć efektywne, mimo iż sam problem jest 
NP-zupełny £ 2J .

Poniżej podamy metody rozwiązywania zadania b/ 
z 2.1.1.

Do znalezienia uszeregowania dopuszczalnego można 
stosować algorytm zaproponowany w 2.1.1., który jest bardzo 
prosty, ale niezbyt efektywny. W dalszej części rozdziału 
podany zostanie jego schemat blokowy..

Z drugiej jednak strony jest to zadanie szeregowania 
przed liniami krytycznymi na o jednakowych procesorach. Problem 
ten posiada bogatą literaturę, np. (/, 5,6, 9,20,49j •

Szczególnie wiele rezultatów otrzymano dla zadań 
szeregowania na jednym lub dwu procesorach.

Jest oczywiste, że w ę^tuacji kiedy mamy pewność, żo 
dla wybranych programów uszeregowanie przed liniami krytyczny
mi istnieje, oraz dla wszystkich programów jest określona jed
nakowa linia krytyczna .wówczas można użyć również algorytmów 
szeregowania gdzie kryterium jest minimalizacja czasu wykona
nia zadań. Bardzo efektywny algorytm rozwiązania tego zadania po
dano w £4} • Na rysunku 2.2. podany jest schemat blokowy tego 
algorytmu zapisany w notacji obowiązującej w tej pracy.
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Rys. 2.2. Schemat blokowy procedury rozdziału zasobów.



oznaczenia:

i -nr programu, 

j - nr procesora, 
Mi - czas obliczeń programu i, 

k - nr taktu rozdziału zasobów, 

T - długość odcinka, na którym szeregowane są prog
ramy /długość kroku sterowania/.

Na schemacie blokowym, w sposób symboliczny zaznaczono przy
dział programu do procesora.

Ideę algorytmu można przestawić w następujący sposób:

1. Rozpocznij wykonywanie pierwszego programu, dla którego 
i . «.

wn= '» w chwili < = 0 na procesorze 1.

2. Wybierz następny program dla którego w^=1 i rozpocznij 
jego wykonanie na tym samym procesorze w chwili zakończe
nia wykonywania poprz edniego programu.
Powtarzaj ten krok do chwili gdy wszystkie zadania zostaną 
uszeregowane lub/v= T.

.3 , Część zadania pozostająca do wykonania po osiągnięciu Ą,= T 
przydziel do następnego procesora rozpoczynając jego wyko
nanie od chwili k = O, Wróć do kroku 2.
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NIE

I

Ryg. 2.3. Schemat blokowy procedury szeregowania progra
mów opisane j w 2.1.1.
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Na rysunku 2,3 przestawiony jest schemat algorytmu 
podanego w 2.1.1, Konstruowany on był dla potrzeb dowodu i 
w związku z tyra jest na ogół mniej efektywny niż algorytm po
przedni.
W pewnych jednak warunkach może mieć zalety. Rozpoczyna on 
pracę od dowolnego uszeregowania, w szczególności uszeregowa
niem początkowym może być uszeregowanie programów z poprzed
niego kroku, z którego odrzucano programy niewykonywane a do
łożono programy, które powinny być wykonane, W tej sytuacji 
algorytm może pracować krócej. Inną jego zaletą jest to, 
że może on być stosowany z taktu na takt, gdy algorytm poprzed
ni musi być wykonany w całości przed rozpoczęciem wykonywania 
programów.

Przykład

Rozpatrzmy proces technologiczny złożony z I obiek
tów technologicznych, każdy opisany równaniem /1.2./.
Niech każdy z obiektów ma następującą własność: minimalna war
tość wskaźnika jakości w każdym kroku sterowania, tzn, 

jest stała i nie zależy ani od 
zakłóceń,ani od czasu.
Oznacza to, że zakłócenia zmieniają jedynie punkt pracy, nio 
zmieniając np. granicznej do uzyskania wydajności lub kosztu.

Wskaźnik jakości sterowania ma postać:

0*4
Przyjmijmy, że SC składa się jedyni© z jednego procesora tzn. 
c=1. Załóżmy, że dla każdego n =0,1,...,N-1

1? Tm 1 =M = =M - M n n n ‘ n
(czasy pracy programów są jednakowe).
Niech mn =[^/Mnj oznacza maksymalną liczbę pro gramów jaka 
może być wykonana w n-tym kroku sterowania, m^ćl.

Jak wiadomo zadanie wyjściowe może być rozbite na
N zadań: .
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przy ograniczeniach:

O' £
Dla danego 3,^ uporządkujmy liczby 
rosnącej tzn.:

. • . • —U' CŁ i $? ^4 \ Zo M 1-2 <; o

lefM j w kolejności

Łatwo zauważyć, 
, ii 

ÓĄ

że rozwiązanie optymalne ma postać:
ij lAU*. 

W ,
Ż*)-O;

Realizująca taki algorytm rozdziału zasobów procedu
ra SO ma postać:

dla każdego u wylicza na podstawie zmierzonych 
zaburzeńv A. 0 / / t' / 7. i'

i traktuje liczbę jako priorytet programu i
/przyjmujemy konwencję im mniejsza wartość priory

tetu tym większa "ważność” programu/. □

2.2. Rozdział wielu zasobów

2.2.1. Własności zadania rozdziału wielu zasobów.

Zadanie rozdziału wielu zasobów w KSS obiektami 
statycznymi /P1/ może być zapisane w następujący sposób 
/por. 2.1.1./;

znaleźć_liczby binarne v^k) ,i=1,2,..,I;n=O,1,...,N-1 
minimalizujące Qx •. ( >r.M~1 x ,

QX - 2 i j I <2’10/
iUsC 

przy ograniczeniach

VL c h-j /2.irG-4 X ‘ /
Podobnie jak w 2.1.1. problem może być zapisany ja

ko N niezależnych zadań o postaci: 



dla każdego o^nsN znaleźć liczby ,i=1,2,.., I; 
nT£k<(n+l)T 

minimalizujące .
C)/***)) 2’12^

Cwt i-s-^T
przy ograniczeniach

Z
c® i

Zadanie to jest nieliniowym zadaniem programowania 
binarnego. Ograniczenia mają również nieliniową postać, ponie
waż /por. rozdz. 1.2./ .

' - d/.n| A i / /ĆCM-ĆK-j & $ Z

Funkcję celu można sprowadzić do postaci liniowej 
/2.8./ poprzez wprowadzenie nowych zmiennych decyzyjnych 
/podobnie jak pokazano to w 2.2.1./ Ograniczenia pozostają jed
nak ciągle nieliniowe.

Do rozwiązania zadania /2.12/ można stosować dowolne 
metody programowania binarnego /np. metodę podziału i ograni
czeń/. Jednak postać zadania nie pozwala przypuszczać, że otrzy
mane algorytmy będą efektywne.

W rozdziale 2.2.2. podana zostanie metoda konstruowa
nia zadania równoważnego problemom 2.1.2/. Będzie to zadanie 
liniowe o większej liczbie zmiennych i ogi^aniczeń ale tym sa
mym zbiorze rozwiązań dopuszczalnych i funkcji celu równoważ
nej /2.8./.

2.2.2. Algorytm optymalnego rozdziała wielu zasobów.

Poniżej zaproponowany zostanie algorytm sprowadzania 
każdego z N zadań /2.12/ do zadania szukania całkowitoliczbo- 
wego przepływu o minimalnym koszcie w pewnej sieci z mnożnika
mi.

Sieć z mnożnikami określona jest w sposób następują
cy t8,18,19,39,66,67,68j :

chołkach
Niech
s, P i, ?2»• • •,P^ >0

będzie grafem skierowanym o wierz-
< i łukach e,e,...,e eJt 

’ o
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Niech Fp oznacza zbiór następników wierzchołka p 
/w sensie relacji wyznaczonej przez łuki grafu/, a f p, zbiór 
poprzedników p £35J •

W grafie G spełniane są następujące warunki:

- z każdym wierzchołkiem sieci p związana jest liczba rzeczywis
ta zwana mnożnikiem,

- z każdym lukiem5/określonym przez parę wierzchołków / 
związana jest liczba tę zwana jego przepustowością, oraz 
liczba Xę zwana jednostkowym kosztem przepływu / jeżeli Aę O 
nie ma interpretacji kosztu przepływu, jednak nazwa ta zosta
nie utrzymana/.

Niech oznacza przepływ w łuku wówczas w sieci z mnożnikami 
spełniane są następujące warunki:

O -b s t • 13)

fyłUyJ ~ =° (2'U)
T am & r p 1 p

UWAGA: Oprócz takiego określenia sieci można spotkać inne, 
ogólniejsze, w którym mnożniki przyporządkowane są łukom 
^39,66,67,68] • Tu tak ogólne sformułowanie nie jest potrzebne.

W sieci z mnożnikami rozpatrywane będzie zadanie szu
kania przepływu o minimalnym koszcie, które można sformułować 
w sposób następujący:

i- 
znaleźć takie liczby całkowite które minimali

zują: _
2. &

i spełniają ograniczenia /2C13<>/ oraz /2,14/

. oraz dodatkowo 
£ 

albo 's

UWAGA: gdy wszystkie liczby Ae $0 wówczas można zrezyg
nować z powyższych warunków.



Algorytm konstruowania sieci równoważnej zadaniu /2.12/

Dla potrzeb dalszych rozważań każdy z programów 
podzielony zostanie naM^ zadań o jednostkowym czasie trwania. 
Wprowadzimy następujące oznaczenie? j1 oznacza j-te zadanie 

i-tego programu. Do wykonania^ zadanie ji wymaga 
(j) jednostek zasobów SC* Zadania muszą byó wykonywane 

w ściśle określonej kolejności tzn. dla każdego i najpierw za
danie I1 później 21 , itd, na końcu zadanie ji,j=M"’’.

Aby jednoznacznie określić sieć zdefiniujemy zbiór J/ 
i zbiór oraz podany zasady określania mnożników. 

Przepustowości wszystkich łuków E = 1,Ve«<A

Zbiór J/*składa się z dziewięciu rozłącznych podzbiorów wierz
chołków. Wierzchołki każdego podzbioru mają określone znacze
nie związane z zadaniem rozdziału zasobów.

1° Podzbiór pierwszy jj1 składa się z jednego wierzchołka będą
cego źródłem sieci s.

2° Na podzbiór drugi N2 składa się T wierzchołków, każdy z nich 
odpowiada jednemu z odcinków czasu ^kjk+1^ , k=0,1,...,T-1 
Dla każdego P^istnie je łuk^p), łączący go ze źródłem.

V p€. N2 , 0; = 1
(P

3$ W podzbiorze trzecim N^ znajdują się wierzchołki odpowiada
jące możliwości równoczesnego wykonywania zadań różnych 
programów.

Jeżeli J jest zbiorem zadań różnych programów, 
które mogą być wykonywane równocześnie t^n.

* ą)
to w N^ znajduje się para węzłów p>p' zwanych dalej węzłami 
stowarzyszonymi i oznaczana Lp,pJ • Węzły te połączone są 
łukiem (p,p') <» •

3 Łatwo zauważyć, że moc zbioru N spełnia następującą nierow- 
noś ós t s z



Zdefiniujemy następujące dwa zbiory

1J_ zbiór zadań z J mających poprzedniki tzn.: p * p

• p : i'Ąę
2

Jp zbiór zadań z J mających następniki, tzn.: 

M ‘
Dla każdej pary stowarzyszone j £p,j£i ,p6N3 , peN3
określone są w następujący sposób:

mnożniki

4 5 6 , ,Zbiory N , N , N określone są w sposob następujący:

dla każdej pary stowarzyszone j rp,pJ ,p,p/eA/istnie je dokładnie 
,Z >t4 zjeden peN o mnożniku ^^li taki, że

V<r€ N* , (c, o") £ 
i ’ *15° dla każdego j ć Jp istnieje dokładnie jeden

c N5 0 ^oś^i^u taki, że

6° dla każdego j2 istnieje dokładnie jeden 
P

ć N6 0 ^o^aiku p1 i taki, że

Pomiędzy węzłami ze zbiorów N i U są łuki określone w sposób 
następujący:

dla każdej pary stowarzyszonej J>,pQ , ; p^^r^^N3
i takiej, że dla każdego i jeżeli j^J a Jp oraz k=j+l, 
istnieje łuk Qp ,^*3 , łuki te odpowiedzialne są za kolej
ność wykonywania zadań,

7° do należą wierzchołki odpowiadające poszczególnym podzada- 
niom, jest ich £ , każdy z nich ma mnożnik 1.

3* f pse v
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8° W N8 znajduje się I węzłów każdy odpowadający jednemu
z programów, o mnożniku 1/M^

o
każdy z wierzchołków z N połączony jest łukami z węzłami 

7
z N odpowiadającymi zadaniom tego programu.

,j = 1,2,...X

9 Źródło t stanowi jedyny element Er

VpW (p1 ,t} € A

PRZYKŁAD.

Rozpatrzmy następujący, prosty przykład, na którym
zilustrujemy zasadę budowy sieci.

Niech 1=3,
rr

1=3,r=2,c=!
bnO)=gJ 
bii?W

.<=2.Mą=2-Mk 
b? tu = a

Równocześnie mogą być wykonywane następujące zadania
I1 i 22, 12 i P , 22 i P.

Sieć odpowadająca temu zadaniu przedstawiono jest na rysunku 
2.4.

N1 = CO
2 A ' 1= ąi,2,3(

N3 = ^11,11ł, 12,12', 13,13*, 14,14', 15,15', 16,16’, 17,17^
N4 = (4,5,6,7,8,9,1o|
N5 = (18,19,20,21 l
N6 = [22,23,24^
H7 = fe,26,27,28,29^
N8 = ?30,31,321» 
dr? 'Ny = (33 f

[i 1f11 odpowiada wykonaniu zadanial 
(12,12(j odpowiada wykonaniu zadania I2

mnożniki
1,2

1/2, 1
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mnożniki

^3,13*2 odpowiada wykonaniu 1 2zadania 1 1,2* 1/2, 3
Lu, 14’J odpowiada wykonaniu zadania 2 2, 1
b 5,15rJ odpowiada wykonaniu zadania 2 1/2, 1
Lg, 16*2 odpowiada wykonaniu 2 3zadania 2 ,V 1/2, 2
[17,172 Odpowiada wykonaniu

3 
zadania V 1, 1

18 - 'węzeł odpowiadający poprzednikowi zadania 21 w węźle 12

19,20 ,21 węzły odpowiadając Q — ” _ _ H — 22 w węzłach 
n 13,13,16

22,23 - węzły odpowiadające następnikowi zadania 1 w węzłach
11,13

24 - łwęzeł odpowiadający _ tt _ 2 w w ęzle 14

25,26 - węzły odpowiadająco zadaniom programu 1

27,28 - węzły odpowiadające zadaniom programu 2

29 - węzeł odpowiadający 
I

zadaniu programu 3

mnożnik
30 - węzeł odpowiadający programowi 1 1/2

31 - węzeł odpowiadający programowi 2 1/2

32 - węzeł odpowiadający programowi 3 1

UWAGA: na rysunku, aby go me zaciemniać, me umieszczono 
, 2 4wszystkich łuków pomiędzy węzłami zbioru N a N . □



Rys. 2.4. Sieć z przykładu.
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Interpretacja przepływu w sieci z mnożnikami

Pokażemy teraz w jaki sposób należy interpretować do
wolny przepływ całkowitoliczbowy w sieci z mnożnikami,skon
struowanej według podanego algorytmu®

Rozpatrzmy dowolny, niezerowy przepływ spełniający 
ograniczenia /2.14/.

Przepływ jednostkowego strumienia przez węzeł należą- 
2 cy do N oznacza przydział jednostki czasu pewnej grupie 

zadań. Określić tę grupę można sprawdzając do którego węzła 
z N^ przepływ ten został skierowany.

Jednostkowy strumień przepływający przez węzeł nale- O 
żący do N wskazuje, że program odpowiadający temu węzłowi 
został uszeregowany.
Sumaryczny strumień wpływający do ujścia określa liczbę usze
regowanych programów, a sumaryczny strumień wypływający ze 
źródła czas potrzebny na uszeregowanie tych programów.

7
Jednostkowy strumień przepływający przez węzeł z N 

wskazuje, że zadanie odpowiadające temu węzłowi zostało usze
regowane.

Nasycenie łuku pomiędzy węzłami pary stowarzyszonej 
{p; tLi oznacza, że zadania należące do wykonywane będą 
równocześnie.

Ponieważ wierzchołki z N^ odpowiadające taktom roz

działu zasobów, nie są i nie mogą być przyporządkowane w spo
sób jednoznaczny konkretnym taktom, z przepływu nio można 
wyznaczyć w sposób bezpośredni kolejności w jakiej mają być 
wykonywane poszczególne zbiory zadań .

Dalej podany zostanie sposób takiego przekształcenia sieci 
aby można uzyskać rozwiązanie i tego problemu.

W tym celu należy dokonać redukcji grafu, polega ona 
na:

- odrzuceniu wszystkich łuków o przepływie zerowym,

- odrzuceniu wszystkich izolowanych wierzchołków,
, , ,24- odrzuceniu źródła ujścia oraz wszystkich węzłów z N , N
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7 8N , N oraz likwidacji wszystkich łuków "pozbawionych” 
węzła początkowego lub końcowego,

- likwidacji łuków łączących węzły pary sprzężonej oraz zas
tąpieniu pary węzłów jednym węzłem,

- zastąpieniu dróg pomiędzy węzłami zmodyfikowanego zbioru 
3 5 ó zIr prowadzących przez węzły z r iN przez łuki bezpośred

nie.

W tak przekształconym grafie pozostały jedynie węzły 
odpowiadające zbiorom zadań, które mogą byó wykonywane 
równocześnie wraz z łąkami zapewniającymi zachowanie odpo
wiedniej kolejności.

Tak skonstruowany graf należy uporządkować stosując zaczer
pnięty z [35j algorytmu

< _ p r
Uporządkowaniem grafu 02 ą będziemy nazywali roz

bicie zbioru jego wierzchołków^ na podzbiory niepuste 
takie że U Mc = ( Ne ą

- jeżeli Nc \ v
- d 7^

. Pp — G +c e- NVa

Następujący algorytm dokonuje uporządkowania grafu ór:

1° Do zbioru N- zaliczamy wszystkie wierzchołki f grafu, dla 
których p

2° Do zbioru — /'0 zaliczamy wszystkie te wierz
chołki p grafu, dla których * p £

3° Do zbioru - wszystkie te wierzchołki p, dla których

Po dokonaniu uporządkowania zredukowanego grafu można usta
lić kolejność wykonywania zadań w następujący sposób:

- jeżeli Nu v

- jeżeli k1 X zadania odpowiadające p powinny być wykonywa
ne wcześniej niż zadania odpowiadające N ,
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- jeżeli pt ^zadania odpowiadające p i zadania odpo

wiadające ^mogą być wykonywane w dowolnej kolejności.

PRZYKŁAD, c,d.

W grafie z rysunku 2.4 rozpatrzmy następujący prze
pływ:
Na łukach (0,3), (3,4) ,(4,11) , (11,11’J , (11',25) , (i 1 \22) , (22,18) 
ęo,2) , (2,10) , (10,12) , (8,12) , (l2,12p , '

(25,30) , (26,30) , $0,33) , (o,l) , (1,8) ’ , (8,17) , (17,179 
(17!,29) , (29,32) , (32,33) przepływ równy 1?na pozostałych 
łukach 0.

’ 1*1Przepływ ten odpowiada wykonaniu zadań 1,2, oraz
1 . Uszeregowanie to wymaga trzech jednostek czasu i odpowia
da ^wykonaniu programów o numerach 1 i 3.

Po redukcji graf przyjmie postać przedstawioną na 
rysunku 2.5. Można tam wyróżnić dwie klasy N1 =/l1,17f i 

f 1 1 2 3 1 ’Np ■= {12f , zadania 1 i V mogą być wykonane w dowolnej 
kolejności, w taktach 0 i 1, a zadanie 2^ w takcie 2. Q

Rys, 2,5. Graf z rysunku 2.4 po redukcji.

Dowód 2O£rawności konstrukcji sieci

Pokażemy teraz, że dowolny przepływ całkowitoliozbowy 
zinterpretowany według wskazówek podanych wcześniej stanowi 
uszeregowanie dopuszczalne.

Łatwo zauważyć, że w zaproponowanej sieci zawsze 
istnieje niezerowy przepływ całkowitoliozbowy - jest nim na 
przykład przepływ odpowiadający uszeregowaniu jedynie programu 
pierwszego, W tym sensie konstrukcja jest poprawna.
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Przez uszeregowanie dopuszczalne rozumiemy takie usze
regowanie, w którym nie są naruszone ograniczenia na zasoby 
ani na kolejność wykonywania zadań, żadne zadanie nie jest 
wykonane dwukrotnie, jeżeli z interpretacji przepływu wynika, 
że został uszeregowany program, to zostały uszeregowane 
wszystkie jego zadania.

Rozpatrzmy kolejno wszystkie powyższe warunki, 
, 3

Z konstrukcji par węzłów z Ir wynika, żo ograniczenia na za
soby będą spełnione zawsze, Z doboru mnożników węzłów stowa
rzyszonych wynika następujący fakt:aby nasycić łuk (p,p) pary 
[p;d3 do węzła p musi wpłynąć strumień o wielkości /fr 

przez tykż łuków, każdy o przepustowości 1.
Jednostkowy przepływ 'wpłynie od dokładnie jednego węzła ze 
zbioru N /ze względu na istnienie węzła z grupy Ny.) pozos
tały przepływ wpłynąć musi.od poprzedników zadań w Cb, 

Z węzła p* wypływa nawsze strumień o wielkości przez 
tyleż łuków. Część przpływu kierowana jest do węzłów z N' 
informując o wykonaniu odpowiednich zadań i nasycając odpo- 
wiednie łuki pomiędzy Ir a W /w związku z tym żadne zadanie 
nie zostanie uszeregowane dwukrotnie/. Pozostała część przepły
wu skierowana zostaje do następników zadań.
Program i zostanie uznany za uszeregowany tylko wtedy, gdy 
przepłynie jednostkowy przepływ przez odpowiadający wierzcho- p
łek ze zbioru N , a nastąpi to tylko wtedy, gdy do tego wierz
chołka wpłynie przepływ równy

Zauważmy również, że w każdym konkretnym przypadku moż
na usunąć z sieci pewne węzły, nie tracąc przy tym pokazanych 
wcześniej właściwości przepływu. Dotyczy to szczególnie węz- 

, 5 6 -łow z N i N . Podamy tu ogolne wskazówki tego postępowania: 
5 6ze zbiorów N i N odrzucić można te węzły, do których wchodzi 

i wychodzi dokładnie jeden łuk, skorygować wówczas należy in
ne łuki.

Na przykład w sieci z zys, 2.4, można odrzucić węzeł 
20 i łuki (24,20) , (20,15) zastępując je łukiem ((24,15) .
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Zadąnie^grzegływU-O jninimaln^mjwszęie

Pokażemy teras w jaki sposób można przenieść zadanie 
(2.12) na zadanie przepływa o minimalnym koszcie w sieci z mnoż
nikami. Skorzystamy w tym celu z równoważnej postaci kryterium 
(2.8).

Jednostkowy przepływ na łuku pomiędzy węzłem px z a t
oznacza wykonanie pewnego programu, przypisujemy temu łukowi
koszt X( i a =S1(zxV Teraz sumaryczny koszt strumienia wpływa-
jącego do t równy jest wartości wskaźnika jakości odpowiadają-
cego wykonania wybrany programów.

Oznaczmy przez A^ = ^(p,t)

Przyjmijmy Ae= 0 e^ A1 oraz

A^śt) — i 0*
Jak pokazano, wyjściowy problem/2.12/ równoważny jest

następującemu zadaniu szukania całkowitoliczbowego przepływu 
o minimalnym koszcie w sieci z mnożnikami;

Znaleźć przepływy £ minimalizujące

przy ograniczeniach:

Z W - z °. Mnarne
W ten sposób pewne nieliniowe zadanie programowania

binarnego zostało przekształcona do liniowego programowania 
w zmiennych binarnych.
Uczyniono to kosztem zwiększenia wymiarowości problemu i wzros
tu liczby ograniczeń® Postępowanie takie wydaje się uzasadnio
ne ponieważ metody liniowego programowania całkowitoliczbowe
go są bardzo dobrze opracowane. Jest też wiele algorytmów roz
wiązywania takich zadań.

Niestety, dla sieci z mnożnikami nie ma jak dotąd 
algorytmów poszukiwania przepływów całkowitoliczbowych o mini
malnym koszcie uwzględniających specyfikę sieci. Wszystkie 
opracowane dotąd algorytmy £18,39,66,67,68] poszukują prze
pływu bez uwzględnienia warunku całkowitoliozobowości.
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Można również bardzo łatwo pokazać, że skonstruowana 
sieć, nie może być zredukowana do sieci z jednostkowymi mnoż
nikami E.66j ,

Tak więc do szukania optymalnego przepływu w sieci 
należy używać klasycznych metod programowania całkowitoliczbo- 
wego [29,40] .

Jeżeli koszty na łukach z A5 przyjmiemy równe-1, wów
czas szukanie przepływu o minimalnym koszcie równoważno jest 
zadaniu szukania maksymalnego przepływu® 
Problem ten może być wykorzystany do znajdowania uszeregowa
nia przed liniami krytycznymi [3,9] ®

Ea zakończenie dodać należy, że wyżej przedstawiony 
algorytm budowy sieci został zainspirowany algorytmem przed
stawionym v/ [8,9j .
Stanowi on istotne uogólnienie zaprezentowanych w j_8 J idei 
na przypadek zadań zależnych wykorzystujących różne zasoby.

Omówiony algorytm może być łatwo rozszerzony na przy
padek ogólniejszych ograniczeń kolejnościowych niż potrzebne 
w tej pracy® Wystarczy zmodyfikować jedynie zasoby tworzenia o c £ □
zbiorów N , U5 i U i ustalania mnożników wierzchołków z N .

PRZYKŁAD c.d.

Niech w grafie z rys.

łatwo sprawdzić, że zarówno przepływ o nasyconych łukach 
(0,1) , (l,6) , (6,14) , (14,14') , (U',24) , (24,20) , 
(20,15') , (15,15’), (15)28) , (28,31) ,(31,33) , (0,2) , (2,9) , 
(9,15) , (0,3) , (3,8) , (8,17) , (17,17') , (17)29) , (29,3^ 
(32,33) , (14,17) , (17,31) 
jak i przepływ w którym łoki 

(0,1) , (1,6) , (6,14) , (14,14') , (14',17j , (17,31) ,(14,24) 
(24,21) , (21,16) , (16,16') , (16) 22) ,(22,31) , (31,33) , 
(16)29) , (29,32) , (32,33) , 
są nasycone.osiąga minimalny koszt -8 i jest przepływem opty
malnym.
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Przy czym uszeregowanie odpowiadające drugiemu prze
pływowi wymaga 2 jednostek czasu, a odpowiadające pierwsze
mu przepływowi trzech* g

Na zakończenie podanych zostanie JkLlka uwag dotyczą
cych realizacji uzyskanych procedur rozdziała zasobów. Na ry
sunku 2.6. zamieszczony jest bardzo uproszczony schemat blo
kowy tej części SO, która odpowiedzialna jest za uruchamianie 
programów. Jest on bardzo podobny do schematu z rysunku 2.1. 
różni się tylko znaczeniem poszczególnych bloków.

W przypadku gdy w każdym, kroku sterowania programy 
wyliczające sterowania są jednakowe wówczas nie zmienia się 
struktura sieci /ograniczenia C2*14> są jednakowe/, zmienia
ją się jedynie koszty* 
Działanie SO jest znacznie prostsze ponieważ ograniczenia mogą 
być wyznaczone wcześniej.

Dalsze uwagi dotyczące realizacji algorytmów optymal
nego rozdziału zasobów podane zostaną w rozdziale 5.

Wszystkie uwagi dotyczące porównania reguł szeregowa
nia powszechnie stosowanych z optymalnymi /w sensie kryterium 
^2.10)/ mogą byó przeniesione z rozdziału 2.1.1.

Nieco inaczej wygląda natomiast sprawa możliwości 
rozbicia zadania na dwa problemy /por. 2.1.1. własność 3% 
wyboru programów do wykonania i takiego ich szeregowania aby 
zostały wykonane przed linią krytyczną.

Ogólną własnością wszystkich zadań rozpatrywanych 
w tej pracy jest to, że kryterium zależy jedynie od faktu 
wykonania programów. Natomiast to ile programów może byó wy
konanych zależy w sposób istotny od kolejności wykonywania 
poszczególnych zadań* W związku z tym procedura rozdzielają
ca zasoby jest bardzo skomplikowana.

Stosunkowo niewiele prac poświęcono rozdziałowi pro
cesora i dodatkowych zasobów f5s8917,20j , tak, że trudno 
dokonać porównania proponowanych algorytmów z innymi.
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Rys. 2.6. Uproszczony schemat blokowy procedury SO rozdzia 
łu zasobów.
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3. ROZDZIAŁ ZASOBÓW W KOMPUTEROWYM SYSTEMIE STERUJĄCYM 
OBIEKTAMI DYNAMICZNYMI

Zajmiemy się teraz zadaniem rozdziału zasobów w KSS 
obiektami dynamicznymi. Podczas wszystkich rozważań obowią
zywało będzie założenie, że długość kroku sterowania każdego 
obiektu jest jednakowa i wynosi T,

3.1 • Zadanie rozdziału jednego zasobu,

3.1.1. Podstawowe własności zadania.

Rozpatrywane niżej zadanie ma bardzo wiele wspólnego 
z zadaniem z rozdziału 2.1.1.i dlatego,aby uniknąć powtórzeń 
będziemy odwoływać się do przeprowadzonych wcześniej rozważań. 
Podstawowa różnica pomiędzy zadaniem rozpatrzonym wcześniej 
a problemem w niniejszym rozdziale polega na tym, że w przy
padku obiektów statycznych pogorszenie jakości sterowania w 
jednym kroku jest niezależne od decyzji w innych krokach ste
rowania, Natomiast w przypadku obiektów dynamicznych zależność 
taka występuje i stanowi istotne utrudnienie.

Problem optymalizacji rozdziału zasobów w KSS obiekta
mi dynamicznymi zapisany być może w postaci:

znaleźć takie v^(k) 7i=1,2,..,I;k=O,1,..,NT;n=O,1,..,N-1
„ ।

które minimalizują^ (^*0? 1

r 7 V • 7

gdzie
4)7X1

1 V ) V ' / |
a

przy ograniczeniach;
Vk śc , v,2<

oraz wszystkie binarne.

Przeprowadzając rozumowanie analogiczne jak w 2.1.1. 
i wprowadzając zmienne wn zadanie można zapisać w postaci:
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znaleźć binarne, minimalizujące funkcję ę11
i=1,2,..,Ij n=0,1,..,N—1j

I ' ' ' X \ T-1 I C ~ ć \ iZXZ z5>5,
c-

przy ograniczeniach;
Zni-^ Se-

Liczby w*, i=1,2,..,I; n=0,1,..,N-1 mają bardzo prostą 

interpretację. Określają one,który z programów w n-tym tak
cie ma być wykonany /por. 2.1.1./

Powyższe zadanie optymalizacji ma następujące włas
ności:

- wartość kryterium nie zależy od kolejności wykonywania zadań, 
a jedynie od faktu ich wykonania

- rozwiązanie zadania może być przeprowadzone w dwu etapach: 

a/ - określenie, które z programów powinny być wykonane aby 
minimalizować kryterium nie przekraczając ograniczeń na 
zasoby SC,

b/ - znaleźć takie uszeregowanie wybranych w punkcie a) prog
ramów aby zostały one wykonane w zadanym czasie,

- decyzje nie mogą być podejmowane niezależnie w każdym kroku 
sterowania,

s . 1
- zadanie może być zaklasyfikowane jako zadanie sterowania dwu- 

położeniowego /wielkość sterująca, może przyjmować jedynie 
dwie wartości/ obiektem dynamicznym przy liniowych ogranicze
niach na zmienne decyzyjne.

Sformułowane zadanie jest zadaniem typu Lagrange^a i ja
ko takie spełnia warunek (3) z rozdziału 1.6 pracy » który 
zapewnia, że zasada optymalności Bellmana jest warunkiem ko
niecznym i dostatecznym optymalności.

W związku z tym można stosować medotę programowania 
dynamicznego do rozwiązania tego zadania.

*iOptymalne decyzje mogą byc uzyskane w dwu równoważ
nych postaciach:jako sterowania w układzie zamkniętym /funkcja 
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stanu obiektów/ lub jako sterowania w układzie otwartym /funkcja 
czasu/. Sposób realizacji algorytmu rozdziału zasobów zależeć 
będzie zawsze od konkretnej sytuacji. Pewne aspekty tego zagad
nienia przedstawione zostaną w rozdziale 5.

ÓW przypadku rozpatrywania zadania (1.6), ^>6^ , możliwa 
jest tylko realizacja algorytmu optymalnego rozdziału zasobów 
w układzie zamkniętym.

Powstające i w tym przypadku zadanie szeregowania wy
branych do wykonania programów rozwiązane być może za pomocą 
algorytmów zaproponowanych w 2,1,2. i nie bidzie tu rozpatry
wane.

Realizacja algorytmów optymalnego rodziału zasobów

Zasadniczy sposób realizacji w S0 algorytmów optymalne
go rozdziału zasobów jest taki sam jak pokazano na rysunku 2.1 
Podstawowa różnica polega na tym, że w przypadku obiektów sta
tycznych algorytm rozdziału zasobów był stacjonarny, w tyra przy
padku jest on niestacjonarny.

Inna różnica wynika z tego, że w przypadku obiektów sta
tycznych, na każdym kroku należało rozwiązać zadanie optymaliza
cji, Natomiast w KSS obiektami dynamicznymi S0 będzie realizował

Xi i / 1 2
jedynie pewną statyczną zależności wn =% ^xn»xn’’ * ,xn/» która 
powstała w wyniku wcześniejszego rozwiązania zadania optymali
zacji, Problem został rozbity na dwaj wyboru optymalnej regu
ły rozdziału zasobów/mO2e być wykonany wcześniej/ i realizacji 
optymalnej reguły /w czasie rzeczywisty^

Na rysunku 3.1. podano uproszczony schemat blokowy 
procedury rozdziału Zasobów KSS obiektami dynamiczhymi.

Dalsze uwagi na temat realizacji algorytmów rozdziału 
zasobów podano w rozdziale 5.

3.1.2. Algorytm rozdziału zasobów oparty na metodzie podziału 
i ograniczeń.

Zgodnie z rozważaniami poprzedniego podrozdziału rozpat
rzymy jedynie zadanie (3.3.) , (3.4) traktując problem szerego
wania jako rozwiązany ("por. 2.1,2.).
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Mimo pozornej prostory otrzymanego zadania trudno znaleźć 
efektywną metodę jego rozwiązania. Może ono być, na przykład spro 
wadzone do statycznego zadania minimalizacji Qioj • Takie podej
ście ma szereg wad i jest nieefektywne, z powodu ogromnej ilości 
zmiennych decyzyjnych, nieuwzględnienia specyfiki postaci ogra
niczeń (3.4.) /które są niezależne dla każdego kroku sterowania 
n/ oraz ograniczeń wynikających z postaci równań obiektu stero
wania. Inną wadą takiego podejścia jest to, że otrzymane rozwią
zanie zależy od stanu początkowego, Wad wymienionych wyżej poz- , 
bawiona jest metoda programowania dynamicznego. Jest to jedyna 
metoda dająca efektywne warunki szukania minimum w tym przypadku. 
Inne metody mogą być stosowane gdy zbiór sterowań dopusz
czalnych jest obszarem.

Podstawowymi zaletami metody programowania dynamicznego 
jest to, że:

r zasada optymalności Bellmana jest warunkiem koniecznym i dos
tatecznym optymalności,

- zadanie optymalizacji zostaje x’ozbite na szeregi problemów o 
mniejszej wymiaro.wości,

- otrzymane reguły rozdziału zasobów realizowane są w układzie 
zamkniętym,

- algorytm programowania dynamicznego jest stosunkowp prosty 
w realizacji.

Do wad metody programowania dynamicznego oprócz dużego 
zapotrzebowania na pamięć zaliczyć można to,że w pewnych przypad
kach, gdy trajektorie nie są "przemieszane" [28j jest ona bardzo 
nieefektywna.

Pokażemy teraz przebieg obliczeń z wykorzystaniem metody 
programowania dynamicznego.

Niech oznacza funkcję Bellmana

na N - n + 1 kroku obliczeń. Bn spełnia następujące

równanie rekurencyjne^

Km l 4 .
C-A J V*5/
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... W'! W. ■ &)
N-it 4, O ,

Kh W i KVh —| O
I

Z Ni, ScT
C^i

^.5 cd)

Na każdym kroku obliczeń, "poruszając się od tyłu",
dokonując minimalizacji otrzymujemy optymalną regułę rozdziału
zasobów;

* iw = W n
i• - Q -A. n* n (3.6

w układzie zamkniętym.

Regułę rozdziału zasobów w układzie otwartym można otrzy
mać przeprowadzając następujące obliczenia:

*i i ( 1 2 I\
W0 = W0 \x0’x0’’*‘’X0^ 

xn+1 ‘ +
wn+1 = Wn+lOSi^ii’• •

i=1,2,...,i; n=0,1,...,N~2

Otwarty pozostaje jedynie problem minimalizacji na każ
dym kroku procedury programowania dynamicznego. Zauważmy, że 
zadanie znalezienia wu_i jest bardzo proste, dla każdego 

xN>_1 ,xN-1,x^_i dokonać należy minimalizacji funkcji!

przy ograniczeniach;

Zadanie to jest dla każdego zagadnieniem załadunku 
o zmiennych binarnych, i może być łatwo rozwiązane.

Na innych krokach programowania dynamicznego zadanie 
minimalizacji nie jest już tak proste - funkcja celu jest nie
liniowa i nie może być w żaden sposób sprowadzona do postaci li
niowej.Do rozwiązania tego zadania można stosować dowolną meto
dę programowania całkowitoliczbowego. Między innymi wykorzystać 
można metodę przeglądu leksykograficznego [29J , która jest
jednak bardzo nieefektywna.
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Do rozwiązania tego problemu skorzystamy z metodyki two
rzenia algorytmów typu podziału i ograniczeń.

Jak wiadomo [27J , skonstruowanie takiego algorytmu wyma
ga podania zasady podziału zbioru rozwiązań dopuszczalnych na 
podzbiory, sposobu wyznaczania oszacowań wartości funkcji celu 
na każdym z podzbiorów oraz skonstruowania reguły przeglądu 
podzbiorów.

Ponieważ metoda ta posiada bardzo obszerną literaturę np: 
£29,46] nie podamy jej dokładnego opisu ograniczając się jedy
nie do: określenia zasady podziału zbioru rozwiązań, szacowa
nia wartości funkcji celu na podzbiorach i zaproponowania reguły 
przeglądu podzbiorów.

Ogólne zasady konstrukcji algorytmów opartych na meto
dzie podziału i oszacowań podano w [29J i stamtąd też zaczerp
nięta jest terminologia używana w tej pracy.

Metoda podziału i ograniczeń należy do tych technik 
rozwiązywania zadań optymalizacji, które wykorzystują przegląd 
drzewa rozwiązań. Jest ono utworzono w następujący sposób. 
Korzeń drzewa hQ związany jest z wyjściowym zbiorem rozwiązali 
dopuszczalnych Wo,

Każda krawędź wychodząca z dowolnego wierzchołka odpo
wiada ograniczeniom nałożonym na jedną zmienną /ustala wartość 
jednej zmiennej/. Wierzchołek hk odpowiada zbiorowi rozwiązań 
dopuszczalnych którym ustalono wartości zmiennych wynikają
cych z krawędzi drogi z hQ do h^ „ Zbiór rowziązań dopusz- 
ezalnych Wk+1 związany z następnikiem hk, hk+1 jest oczywiś
cie mniejszy od tzn.' Wk+1

Wierzchołek hk nazywać będziemy zamkniętym, gdy dalsze 
ustalanie wartości zmiennych 2 Wk nie ma Qensu /nie mogą one 
spełniać ograniczeń/. W przeciwnym przypadku wierzchołek nazywa
ny będzie aktywnym.

Dalsze rozważania . dotyczą jednego kroku procedury 
programowania dynamicznego o numerze11 , n= N-2,N-3,...,1,0.

Niech: w = fwLw^ ... ‘
n L n’ n’ ’ n u

xn " [xn>xn.......J
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Oznaczmy funkcję, która podlega minimalizacji na n-tym

Podamy teraz podstawowe elementy algorytmu budowanego 
w oparciu o metodę podziału i ograniczeń w przypadku zadania 
minimalizacji funkcji (3.7.)

Podział

.Zbiór ograniczeń zadania optymalizacji zostanie zapi
sany jako

Wq 4 cTj wj binarne

Podział w wierzchołku h , k=0,1,2,... polega na wybo- 
i

rze pewnej zmiennej , która nie była rozpatrywana na drodze
P^ od h do \ i na przyjęciu

^-(wk4{wn: w£-0} , WR A (wn: w*=l|J

Drogę P^. tworzą krawędzie, które odpowiadają zmiennym 
o ustalonych wartościach zero lub jeden.
Podzbiór zmiennych o ustalonych wartościach /droga P^ z hQdo hj 
nosi nazwę rozwiązania częściowego, przyjmijmy oznaczenie I^ńla 
zbioru indeksów zmiennych ustalonych oraz niech:

2Ix “ c. ć- J.|< ! uo - 1 r ? ć 6 J-k - uo O

Tu. \

Proponowana metoda podziału jest typowa dla zadaii opty
malizacji ze zmiennymi binarnymi.

Oszacowania

Rozpatrzymy teraz problem oszacowania wartości
Bn^wn) z góry i z dołu

z^. = min
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Wk * i celt 4, ć ei ^j^(3.8)

Oszacowanie dolne oznaczać będziemy 
górne z" .

■^k* a oszacowanie

Podamy niżej dwie metody znajdowania oszacowań.

A. Jako oszacowanie dolne wartości z, przyjmiemy liczbę z, A —-K
określoną w sposób następujący:

jeżeli: cT- Z fĆ = s <0 
'z 1

* -J.m 0-9)
/zbiór jest pusty/

jeżeli: Vb 5 < ,

zbiór zawiera tylko jeden element określony w spo
sób następujący

K1 = 1, ićlj

! / = o, iflj '

w tym przypadku ^3.10}

A = bG0
W celu rozważania pozostałych przypadków wprowadzimy na

stępujące oznaczenia:
niech S^(x^ oznacza funkcję Bellmana zadania sterowania

0 tzn.:

AM, A» 6,0

(Km) ' O
ZQB j r-t C / „ ? , C

> Z 1^łÓXzh,

oznacza wartość wskaźnika jakości sterowania jaką można
uzyskać sterując procesem technologicznym optymalnie /tzn.
nie uwzględniając ograniczeń na zasoby/ w krokach n+1, n+2...
N-1, a w kroku n-tym w sposób optymalny wszystkimi obiekta
mi, których numery nie należą do Bk •
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Natomiast obiektami o numerach i€l, , sterujemy za pomocą 
sterowań zastępczych.

Jest oczywiste, że z, ^z,.

Inne oszacowania dolne uzyskamy w następujący sposób:

B. w przypadku gdy s<0 lub s<M1 Vi&I, K 
z^ określamy jak w przypadku ń.

w przeciwnym razie rozważmy .następujące zadanie optymali-
Z £10 3 3. —. .

W > 5 "I
A ( (x^ 'C Oj * z .+ k lX % 1 (5.12^

.u H) 4- sL lCx^‘ J

i ;

przy ograniczeniach
we W. . k

Ze względu na postać ograniczeń jest to liniowe zadanie 
załadunku o zmiennych binarnych. 
_ 1

J?k oznacza minimalną wartość kryterium jaką można uzyskać 
sterując optymalnie wszystkimi obiektami w krokach n+1,n+2,... 
N-1 bez uwzględniania ograniczeń na zasoby /optymalnie/, a w 
kroku n uwzględniając je.

Dokonamy teraz krótkiego porównania obu metod wyliczania 
oszacowań. Oszacowania wyliczane według sposobu ń są bardzo łat
we do uzyskania jeżeli założymy, że zadanie sterowania 0.4) 
w celu wyznaczenia algorytmów realizowanych przez KSS zosta
ło rozwiązane przy użyciu metody programowania dynamicznego. 
W przypadku B do wyznaczania oszacowań dolnych,również wyko
rzystywane są funkcje Bellmana problemu (i .4), dodatkowo należy 

rozwiązać proste zadanie optymalizacji /zadanie załadunku/ w 
zmiennych "binarnych.
Otrzymana w ten sposób wartość ją^jest na ogół większa niż _zR 
co jest własnością pożądaną jeżeli chodzi o efektywność obli
czeń.



51

Oszacowanie górne tzn, 
uzyskamy w następujący 

niech = 1, iej* 

w. = 0, 14 
— r-1 -2w = [w ,w ,

liczbę z, 
sposób

min » wć-W^

»wl J »

Jako oszacowanie górne może być wzięta wartość funkcji Bn 
w dowolnym punkcie należącym do

Wybór zmiennej do podziału

Podamy teraz reguły wyboru zmiennej, której wartość 
zostanie ustalona na krawędziach wychodzących z h^.

Dla każdego it i takiego, że Mj&s wyliczamy
-i.

gdzie O JV6' j ~

Lj c ~ T t.
A^oznacza zmianę kryterium gdy w n-tym kroku sterowania wy

konamy i-ty program, przy ustalonych wartościach ić Ik 
. q

Do podziału wybierzemy tę zmienną 1 dla której kjest 
najmniejsze.

z iZałóżmy, że zawsze najpierw będziemy rozpatrywać w = 
w takiej sytuacji droga z hQ do h^ , jednoznacznie opisuje 
stan przeglądu drzewa rozwiązań .

Metody wyliczania oszacowań i wybierania zmiennej 
której wartość ma być ustalona mają zasadniczy wpływ na efek
tywność algorytmu. Dlatego też w każdym konkretnym przypadku 
warto poszukać lepszych oszacowań niż A i B. Zapewni to więk
szą efektywność metody,

Algorytm metody podziału i ograniczeń

Krok 1 - W wierzchołku ^0: ^0=°, £0 % =
k=1. przejdź do kroku 2,
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Krok 2 - obliczanie oszacowań. Wylicz oszacowanie w h 
na podstawie A /lub B/ i (3.13) , Podstaw 
% = min

Krok 3 - zamykanie wierzchołków. Jeżeli zachodzi warunek 
(3.9.) lub 0.1O) lub zk = zk lufe 
zamknij h^i prządź do kroku 4.W przeciwnym razie 
przejdź do kroku 5.

Krok 4 - cofanie się. Jeżeli nie ma wierzchołków aktywnych 
przejdź do kroku 6. W przeciwnym przypadku wybierz 
gałąź prowadzącą do ostatnio otrzymanego wierzchoł
ka aktywnego i przejdź do kroku 2.

Krok 5 - podział i gałęzienie. Dokonaj rozbicia wp (3.8) 
wybierając zmienną w1 zgodnie z (3.14) . 
Wybierz gałąź wx=1 . Przejdź do kroku 3.,

Krok 6 - końcowy. Jeżeli zo=+oo to zadanie nie ma rozwiąza
nia, dopuszczalnego, jeżeli 2q<oo to rozwiązanie do- 

. puszczalne, które daje wartość zojest rozwiązaniem 
optymalnym.
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Rys. 3.1. Uproszczony schemat blokowy procedur rozdziału 
zasobów.
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3.2. Zadanie rozdziału wielu zasobów

3.2.1. Własności rozwiązań otpymalnych

Zadanie /P2/ rozpatrywane w tym rozdziale może być 
zapisane w następującej postaci /por. 2.2.1./

znaleźć minimalizujące O11 ,i=d,2,.. I*n=0 1 .. N-

G^-g^ 2' iUh.Mf (3>15)

przy ograniczeniach r
Hę

Ó.16J

X 7

Ufc
vn^k) binarne, 

pokreślone jest wzorem /1.9/ a i^ wzorem /1.4/
i - * ;

Otrzymane zadanie sterowania nie jest łatwe do rozwią
zania. Nie można tu rozdzielić problemu wyboru programów do 
wykonania od zadania ich szeregowania. Natomiast po rozwiąza
niu zadania można wskazać programy, które zostaną wykonane 
w całości i te, które nie będą wykonane.

Realizacja algorytmu rozdziału zasobów będzie przebie
gała w sposób następujący: po pomiarze stanu na początku kroku 
sterowania wyliczone zostaną decyzje SO na wszystkie T taktów 
pracy systemu. W kolejnych taktach SO będzie korzystał z wy
liczonych wcześniej wartości ^00 , 
Wykonywane jest to w sposób zbliżony do opisanego w 3*1»1. 
i nie będzie tu opisywane dokładniej.

Dalsze, ogólne uwagi na temat realizacji algorytmów 
optymalnego rozdziału zasobów podane będą w rozdziale 5.

Zauważmy, że zadania tego nie można rozbić na dwa 
problemy:

- wskazania programów, które powinny być wykonane aby efek
tywność KSS była maksymalna /jest to problem rozdziału za
sobów na poziomie kroku sterowania obiektem/,
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- takiego uszeregowania programów, aby mogły być one wyko
nane w zadanym czasie /problem szczegółowego rozdziału 
zasobów na poziomie taktów pracy 30/

mimo, iż wskaźnik Jakości zależy jedynie od tego, które progra
my zostaną wykonane. Spowodowane to jest zmiennością zadań prog
ramów w czasie /podobna własność miało zadanie opisane w 2.2,1./

3.2.2. Metoda konstruowania algorytmu

Zadanie optymalizacji postawione w rozdziale 3.2.1. 
jest bardzo trudne do rozwiązania, W postawionej postaci może 
być ono atakowane pewną odmianą algorytmu opisanego w 3.1.2. 
/ze względu na binarność zmiennych/.

Innym, możliwym do zastosowania podejściem jest zastą
pienie grupy ograniczeń /3.16/ odpowiadających, jednemu n tzn. 
dla nT^k<(p+l)T ? ograniczeniami liniowymi. Wykorzystać w tym 
celu należy algorytm opisany dokładnie w rozdziale 2.2.2. 
Funkcja celu może być bardzo łatwo sprowadzona do postaci linio
wej poprzez wprowadzenie zmiennychw^ /por. 2,1.1. i 3.1.1./

Zadanie przyjmie w tym przypadku postać:

znaleźć liczby wn , i=1,2,..,I; n=O,1,...,N-1 
minimalizujące

a-
gdzie

dokonaliśmy tu utożsamienia przepływu na łuku (p^, tj , p^t: N$ 
/por, 2.2.2./ /p1 jest węzłem odpowiadającym wykonaniu programu 
l /^zmienną w^ ,
Wprowadziliśmy również dolny indeks !tn” ponieważ teraz mamy do 
czynienia równocześnie z U sieciami.

Tak więc £ 
być zapisane

w ) ograniczenia na przepływy mogą

P pM (3.17)
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Do rozwiązania powyższego zadania można podobnie jak 
w 3.1*2. zastosować metodę programowania dynamicznego. Na każdym 
kroku programowania dynamicznego zadanie do rozwiązania jest bar
dzo podobne jak w 3.2. z tą tylko różnicą, że tam było tylko 
jedno ograniczenie liniowe, tu jest ich wiele. Do rozwiązania 
tego zadania można stosować metodę podziału i ograniczeń opi
sana w 3.1.2. po dokonaniu jedynie niewielkich modyfikacji 
uwzględniających fakt, że 'jest wiele ograniczeń.

W pewnych sytuacjach, gdy liczba ograniczeń nie jest 
zbyt wielka można zastąpić ograniczenia /3.17/. jednym, linio
wym i równoważnym im ograniczeniem /por. £29,46] /.

Podejście takie może być również stosowane do rozwiązywa
nia zadania /2.12/ sprowadzając je do zagadnienia załadunku.

Redukcja zbioru ograniczeń liniowych do jednego ograni
czenia możliwa jest tylko w przypadku stosunkowo niewielkiej 
liczby ograniczeń. Ponieważ gdy liczba redukowanych ograniczeń 
rośnie, rośnie również wielkość współczynników nowego ogranicze
nia.

Metoda ta z powodzeniem może być stosowania w omawianym 
przypadku, ponieważ współczynniki przy ograniczeniach /3.17/ są 
niewielkie, a zmienne decyzyjno są binarne co ma istotny wpływ 
na wielkość współczynników ograniczania wynikowego,

Algorytm redukcji wraz z podprogramem go realizującym 
opisany został dokładnie w Dodatku do niniejszej pracy £56j .
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4. UOGÓLNIENIA

Poniżej podane zostaną uogólnienia zadań PI i P2 roz
patrywanych w rozdziałach 2 i 3.

4*1 • Późne okresy aktywizacji programów

Zbadamy teraz ogólniejszo zadanie rozdziału zasobów w 
KSS obiektami dynamicznymi. Uogólnienie polegać będzie na zre
zygnowaniu z założenia o jednakowości długości kroków sterowa
nia, Prowadzi to do skomplikowania zadania optymalizacji.

Określimy horyzont czasowy K zadania rozdziału zasobów.
W przypadku zadań o jednakowej długości kroku sterowania, hory
zont czasowy zadania rozdziału zasobów był taki sam jak horyzont 
czasowy wszystkich zadań sterowania. Teraz określimy go rówżnym 
najdłuższemu horyzontowi zadania sterowania tzn,:

K= max N1!1 
i

Problem ogólniejszy od P2 sformułowany jest w sposób 
następujący:

znaleźć W ,^=0,1,.. ,^-1; nV^ k^+l) T1;i=1,2,.. ,1 
minimalizujące ęf ~

gdz ie 
, x© da«e

-0
przy ograniczeniach:
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gdzie:
in - numer kroku sterowania i-tym obiektem sterowania.

N1 - liczba kroków sterowania i-tym obiektem sterowania.

Tak postawione zadanie jest nieliniowym zadaniem stero
wania optymalnego o binarnych zmiennych decyzyjnych.

Ze względu na "zachodzenie” na siebie taktów sterowania 
nio można wprowadzić zmiennych s które tak ułatwiły rozwią
zanie zadania opisanego w rozdziale 3.1.

Do rozwiązania zadania /4.1./, /4.2/ stosować będziemy 
metodę programowania dynamicznego.
Zalety i wady tej metody omówione zostały w rozdz. 3.1.2. i nie 
będą tu przypominane.
Metoda ta jest szczególnie użyteczna przy rozwiązywaniu proble
mów, w których ograniczenia zależą od stanu *28J . Ograniczenia 
/4.2/ mają właśnie taką postać /por. rozdział 1.2./.

i '

Problem optymalizacji powstający na każdym etapie prog
ramowania dynamicznego jest zadaniem o nieliniowej funkcji celu; 
liniowych ograniczeniach i binarnych zmiennych. Do jego rozwią
zania, podobnie jak w 3.1.2..używany będzie algorytm oparty na 
metodzie podziału i ograniczeń.

Omówimy teraz dokładniej proponowaną metodę rozwiązywa
nia zadania /4.1./» /4.2./.

Wprowadźmy następujące oznaczenia ;

; i ir/,i , J

ąCM- ? x UJ - a

i f “l n r41 * Lt-iJ , (j_

Niech \ o : ^(oznacza zbiór numerów tych próg-
ramów, dla których w chwili kończy się jeden takt sterowania 

i / o numerze n /, a zaczyna następny.
Funkcja Bellmana Bk (x fc) ,^kU określona jest nastę

pującą zależnością rekurencyjną:
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Jeżeli wówczas

Bk UW, ItlD) = ;
^Ctje v<

a jeżeli

AtUU^U)) (4.
7 ^tk)6 Vk A

+ Z
gdzie te Jk * V

Oznaczmy funkcję podlegającą minimalizacji na każdym 
etapie programowania dynamicznego przez

" Bkt* f X Iż) 14Clk) T-J ' .

Omówimy teraz zaproponowany algorytm minimalizacji 
funkcji Bk. To nieliniowo zadanie programowania binarnego, mi
mo stosunkowo niewielkiej liczby zmiennych jest skomplikowane
pod względem numerycznym. Do jego rozwiązania proponowany jest 
algorytm oparty na metodzie podziału i ograniczeń [29J . 
Omówione zostaną jedynie podstawowe elementy tego algorytmu 
wyliczenie oszacowań i wybór zmiennej do podziału.
Dokładniej metoda podziału i ograniczeń omówione zostało w 
3.2.2. Dalsze uwagi o algorytmach tego typu podane są w wielu 
monografiach, m.innymi ^29, 44 i .



Sposób wyznaczania oszacowań

Wszystkie dalsze rozważania b§dą dotyczyły jednego, usta
lonego etapu programowania dynamicznego. Wartości stanów obiektów 
xi (k)oraz stanu programów^(kj są ustalone. Podobnie jak w 3.1. do 
obliczania oszacowań używać będziemy funkcji Bellmana zadania 
sterowania /1.4/» Oznaczymy ją Snt przyjmując definicję podaną 
w 3.1.2.

Zadanie minimalizacji w wierzchołku drzewa rozwiązań 
/por. 3.1.2./ określone jest w sposób następujący:

z, = min B.(v(kU 
1 kk V /

zbiór rozwiązań dopuszczalnych Y-^określony jest następująco:
VL * • Z sc- 7 & tu) i e ।

zbiory Ii*1!’1!’1! określone zostały w 3.1.2.

Proponujemy następujący sposób wyznaczenia dolnego osza
cowania

Niech £»- O ~ 2 l*-) 0"*^

Jeżeli wówczas

jeżeli 5^0 1 wówczas

(4.4”) 

w przeciwnym razie oszacowani© wyliczone będzie w następujący 
sposóbj

•» P 4L *7 r —— c w
niech Ct?J > M z A

j- ' 14 • 4 * * 7
?4 = +■

+"'x

z-^ wyliczone w ostatnim przypadku ma następującą inter

pretację: oznacza wartość wskaźnika jakości jaki może być osiąg
nięty w następujących warunkach:

ii i- w krokach sterowania o numerach n +1>n +2,..,N -1; i=1,2,..,I 
wydawane są sterowania optymalne,

- w kroku n1 wydawane jest sterowanie optymalne na i-ty obiekt 
jeżeli program wydający sterowanie zdąży zakończyć oblicze
nia startując ze stanur^‘(k) w chwili k bez uwzględnienia 

ogranioseń ną zasoby.
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Jak łatwo zauważyć wartość ta jest zawsze mniejsza 
/lub równa/ niż najlepsza wartość wskaźnika jakości jaka może 
być osigąnięta^gdy w taktach k,k+1,..,K-1 uwzględnimy ogranicze
nia na zasoby.

rv*

Jako górne oszacowanie z przyjmiemy wartość B^w dowolnym 
punkcie z Y^np.:

Wybór zmiennej do podziału

W celu wyboru w wierzchołku h^ numeru zmiennej, której 
wartość będzie ustalona w procesie podziału, wyliczymy liczby

Do podziału wybieramy zmienną o numerze i° takim, żo

i° L
A - min (4.6J

Ponieważ zarówno sposób wyliczania oszacowań jak i wybo
ru zmiennej do podziału mają zasadniczy wpływ na efektywność 
algorytmu, w każdym konkretnym przypadku warto poszukać lepszych 
sposobów ich wyznaczania.

Przebieg^

Poniżej podany zostanie algorytm oparty na metodzie po
działu i ograniczeń dokonujący minimalizacji funkcji 
Zasadniczo nie różni się on od algorytmu zaproponowanego w 
3.1.2. i nie bidzie dokładnie omówiony.

Krok 1 - początkowy. W wńrzchołku h: I =0, z =-00
_ t , , O ° —<0
z =4-03, Przejdz do kroku 2. o

Krok 2 - obliczanie oszacowań. Wylicz oszacowania w h^ na 
podstawie /4.4./ i /4.5/. Podstaw ^o= zyhi/h , tj.
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Krok 3 - zamykanie wierzchołków. Jeżeli zachodzi warunek (4.4)1 
lub (4.4’) lub z^ = 2^ lub^^g^^ij h^j_ przejdź do 

kroku 4. W przeciwnym razie przejdź do kroku 5.

Krok 4 - cofanie się® Jeżeli nie ma wierzchołków aktywnych 
przejdź do krok 5* W przeciwnym przypadku wybierz 
gałąź prowadzącą do ostatnio otrzymanego wierzchołka 
aktywnego i przejdź do kroku 2,

Krok 5 - podział i gałęzienie?o Dokonaj rozbicia wg /3.8/ wy
bierając zmienną V1 (kj zgodnie z /4.6/. Wybierz

■j o

gałąź v 1 . Przejdź do kroku 3.

Krok 6 - końcowy. Jeżeli z0~ dco to zadanie nie ma rozwiązania 
dopuszczalnego, jeżeli zQ<CO to rozwiązanie dopusz- 
czalne3 które daje wartość jest rozwiązaniem opty
malnym.

Realizacja algorytmu rozdziała zasobów wKSS

Poniżej omówione zostaną podstawowe własności rozwiąza
nia optymalnego zadania /4»K/» 4.2/ oraz sposób realizacji 
algorytmu w KSS.

Rozważany problem jest znacznie bardziej skomplikowany 
niż zadanie rozważane w rozdziale 3«

Spowodowane jest to z jednej strony zmiennością żądań 
programów w czasie, a z drugiej strony faktem, że programy zgła
szają się do systemu w różnych chwilach.
Powoduje to, że decyzje SO wydawane być muszą na krótszy okres 
czasu na takt rozdziału zasobów a nie na krok sterowania. 
Ma to również ogromny wpływ na realizację algorytmu w KSS - 
zwiększa się narzut wnoszony przez SO.

Algorytm rozdziału zasobów w zasadniczej swej części 
jest bardzo podobny do opisanego w rozdziale 3.1.1. na rys.3.1. 
i nie będzie dokładniej omawiany. Obowiązują również uwagi o 
dwuetapowym sposobie realizacji algorytmu: zadanie projektowania 
pewnego "regulatora" i zadanie realizacji algorytmu tego "regu
latora".

Dalsze uwagi dotyczące realizacji podane zostały w
rozdziale 5.



4.2. Różno linie krytyczno

Rozważania z rozdziału 2 prowadzone były przy założe
niu, żo wszystkie programy przychodzą do systemu /w jednym 
kroku sterowania/ w jednej chwili /co zwykle zapisuje się 'K-O/ 
a linia krytyczna jest jednakowa dla wszystkich programów. Te
raz odejdziemy od drugiego założenia i przyjmiemy, że w każdym 
kroku sterowania określona jest dla każdego programu inna linia 
krytyczna d1, i=1,2,..,I . Takie zadanie może byó zapisane 
identycznie jak problem PI. Przeprowadzając rozumowanie ana
logiczne do przeprowadzonego w 2.1. powyższy problem można roz- 
bićjW przypadku KSS obiektami statycznymi.na N niezależnych za
dań.
Poniżej zajmiemy ją jednym takim zadaniem. Zrezygnujemy również, 
dla uproszczenia zapisu, z dolnego indeksu "n" występującego 
w zadaniu P1.

4.2.1. Rozdział jednego zasobu.

Zadanie optymalnego rozdziału jednego zasobu w KSS obiek
tami statycznymi w przypadku rozdziału jednej jednostki pojedyn
czego zasobu zapisane byó może w sposób następujący:

znaleźć y1^) , 0^ k ^d1; i=1,2,... ,1
minimalizujące Q 1

y r= y«.£. / 1 r (. z ), i ])

przy ograniczeniach

C-1
gdzie > - ~

i aają znaczenie analogiczne

do używanych w 2,1.1.

d1 jest linią krytyczną /chwilą do której program musi za
kończyć obliczenia/.

Dodatkowo przyjmiemy następujące oczywiste ograniczenie 
vi^k)=0, k^d1; i=1,2,...,I, 

oznaczające, że program nie może być wykonywany po przekrocze
niu linii krytycznej.
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Przeprowadzając rozumowania analogiczne jak w rozdz, 
2,1,2. wprowadzimy zmienne w^

w1 =1 jeżeli 2 v1(k) = 
i r \w =0 jeżeli 2 <C M1 

k>=<2
Wprowadzimy teraz ograniczenia równoważne /4.8/ na 

zmienne w1. 
Załóżmy najpierw, że

dkd2< ...Cd1.

Jest oczywiste, że jeżeli

wówczas 7
—- , -Ł — v
2 < z < Z ^^9

v -< r- <
Załóżmy, że spełnione jest ograniczenie /4.8/ wówczas, 

jak łatwo zauważyć, spełnione jest każde z następujących 
ograniczeń;.

Z?1 t , j=1,2,...,I

zmieniając kolejność sumowania otrzymamy 

’ ^"d j
4 j ^2 ’ 3=1,2......... 1

Załóżmy teraz, że spełnione jest każde z ograniczeń <4.9) 
pokażemy, że spełnione jest ograniczenie /4.8/ przy dodatkowym 
założeniu ,?1 _

ał-d r o

Jest to oczywiste: j-te ograniczenie /4.9/ oznacza, że 
j pierwszych programów zostanie wykonanych do chwili d.,j+1-sze 
ograniczenie oznacza, że jeżeli do j programów dołożymy jesz
cze jeden,to obliczenia wszystkich programów dla których w1=1 

z i +1i =1,2,...,j+1 zostaną zakończone 00 chwili dd .

Na rysunku 4.1 o przedstawiono schemat blokowy algorytmu 
generacji Y^k) na podstawie W\.



Funkcję celu /4.7/ można analogicznie jak w 2.1.1. za- 
pisać w postaci zależnej od zmiennych w •

wc«4‘ ~

O 4

i wprowadzając oznaczenia

i pomijając składniki j^(uc t i")j

/nie mają one wpływu na położenie minimum/ zadanie /4.7/, /4.8/ 
może być zapisane w sposób następujący.

$ i
Znaleźć ,i=1?2S.. ?Imininalizujące

Q = Z ' (4.10)
C-4

przy ograniczeniach ł
d^~d , j=l,2,...,l

binarne, i=1,2,..,I

Jest to dla każdego układu liczb z1, i=l,2,..,I 
zadanie liniowego programowania binarnego.

Zauważmy, że w przypadku gdy wartości d1 spełniają za
leżność 1/9 d'-^ d^ ...

wszystkie powyższe rozważania zachowują swoją moc. Jedynie jeże- 
li dla pewnego j, du=d , j-te ograniczenie jest słabsze niż 
j+1-sze , i może być pominięte. W przypadku, gdy nie wyrugu
jemy nieistotnych ograniczeń^wszystkie rozważania są poprawne ale 
niepotrzebnie rośnie wymiar zadania optymalizacji.

Realizacja otrzymanego algorytmu w KSS

Algorytm procedury szeregowania SO realizującej opty
malny rozdział zasobów jest bardzo podobny do algorytmu zamiesz
czonego na rysunku 2,1.
Jedynie zadanie optymalizacji powstające na każdym kroku stero
wania jest nieco bardziej skomplikowane. Natomiast algorytm sze
regowania programów dla których w =1 /rys.4.1/ ma bardzo prostą 
realizację komputerową.
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należy liczby w^^d^O traktować jako prorytety /im mniej
sza liczba tym większa ważność programu/, programy dla których 
w1*d1=O nie kandydują do uruchomienia®

Rys. 4.1. Algorytm szeregowania programów
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Nieoh w zadaniu rozpatrywanym w tym rozdziale
1=10, M1=2,M2=1,M5=4,M4=7,M5=5,M6=1O,M7=12,M8=15,M9=1O,M1O=1O

d1=3, d2=5,d^=1O,d4=15,d9=18,d^=2O,d7=25,d8=3O,d9=35,d18=35;

a funkcja celu /4.10/ .ma postać

Q= -3w1-5w2-7w9-2w4-1w9-4w6-3w7-8w8-2w9-9w1 8

Wówczas ograniczenia /4«1V przyjmą postać 
2w1 < 3

2w\lw2 5

2w^+1w2+4w^ 10

2w'* + 1w2+4w^+7w4 ^15

2w\lw2+4w^+7w4+5w9 4*18

2w^+1w2+4w^+7w4+5w9+10w^ 20

2w”'+1w2+4w^+7w4+5w9+10w^+12w7 25

2w1 + 1w2+4w'’+7w4+5w9+1Ow6+12w7+1 5w8 30
12 3 4 5 6 7 8 02w + 1w +4wJ+7w++5wJ + 1 Ow +12w +15w +10vr §35

2W1 + 1w2+4w^+7w4+5w9+1Ow^+12w7+15w8+10w9+10w^ 8^35

w binarne , i=1,2,..,10.

Otrzymano zadanie optymalizacji zostało rozwiązane
i otrzyaiano następująco wyniki:
^1 . *2 . *3 d i<4 *5 n ^-6 ~ ^7 *8 . ^9 ~ ^10 „w =1,w =1,w =1,w =0,w =0,w =0,w =0,w =1,w =0,w =1.

Wartość funkcji celu Q = - 32

Program w języku FORTRAN rozwiązujący ten problem zamiesz
czono w Dodatku do niniejszej pracy [56j . Q
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4.2.2. Bozdział wielu zasobów.

Omówimy teraz zadanie rozdziału wielu zasobów w KSS obiek
tami statycznymi w przypadku, gdy w każdym takcie sterowania każ
dy program ma inną linię krytyczną. Podobnie jak w 4.2.1. rozpa
trywać będziemy tylko jeden krok sterowania. Zadanie rozdziału 
zasobów w tym przypadku sformułowane jest w sposób następujący:

znaleźć liczby vxfk^ ,i=1,2,.. ,I;0 ^k 
minimalizujące Q 6

«= (4.12)
04

przy ograniczeniach

O i

AC‘^h

v (k) binarne
Do rozwiązania tego zadania sterowania zastosujemy meto

dę programowania dynamicznego, a na każdym jego etapie algorytm 
oparty na metodzie podziału i ograniczeń.

Założymy, że programy ponumerowane są w ten sposób, że: 
d ^d . .^»d

Niech B^oznacza funkcję Bellmana na k-tym etapie obli

czeń, k=K-1,K-2,...,1,0

jest to zbiór tych programów których termin zakończenia
upływa w chwili k.
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Oznaczmy funkcję minimalizowaną na każdym etapie procedu
ry programowania dynamicznego przez Do minimalizacji b k
wykorzystamy algorytm oparty na metodzie podziału i ograniczeń.
Metoda ta została pobieżnie omówiona w rozdz. 3.1.2. dalsze szcze
góły można znaleźć w wielu publikacjach, min. [_29,ą6] .

Poniżej podane zostaną jedynie podstawowe elementy tej metody 
tzn. zasady wyliczania oszacowań i wyboru zmiennej do podziału.

Zbiór rozwiązań dopuszczalnych w wierzchołku h^ 
rozwiązali określony jest w następujący sposób: ,

I T+ T T 11» określono zostały w 3.1.2

Wszystkie rozważania, będą dotyczyły jednego, ustalonego 
etapu programowania dynamicznego.

Wyliczanie oszacowań

Podamy teraz metodę szacowania wartości minimum 
na zbiorze tzn.

= min B^(yćkj)ń z^

Jeżeli
c- £ (k) = s < 0 /4.15/

wówczas ve b t = ±oO
Jeżeli O^s i ć £ f fc 0?U)>5 /4.16./

w przeciwnym przypadku
-W)

gdzie * I

Jak ■ łatwo zauważyć zarówno^ jak i Bu., k= K-1 ,K-2,, .są funkcja
mi nierosnącymi każdego z argumentów viCk) .
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Jako oszacowanie górne z, przyjmiemy wartość funkcji w 
dowolnym punkcie “76 7^ 
np.: vl=1, ielj ; vx=0 ,

Wybór zmiennej do podziału

Sposób wyboru zmiennej do podziału jost podobny do opisa
nego w 3,2.1.

Dla każdego i e I^i takiego że

Ą = 8^’) - Mh
ax(kj 4S wyliczamy Z\

gdzie

-

0 je I. , r=4

je Tt

Do podziału wybierzemy tę zmienną i°3 dla której

AL° = min óc 
CeX,

Poniżej zapisany został algorytm rozwiązywania zadania
minimalizacji B, oparty na metodzie podziału i ograniczeń.

Krok 1 - początkowy. W wierzchołku hQ: IQ= , ^0= -w 
? =-KP , 1=1. Przejdź do kroku 2

Krok 2 - obliczanie oszacowań. Wylicz oszacowanie w WS 
/4.8/ lub /4.8? / Podstaw

Krok 3 - zamykanie wierzchołków. Jeżeli zachodzi /4.8/ lub 
/4.8 / lul/4.8/,/4.fńb ^^Zpamknij hfi przejdź 
do kroku 4. W przeciwnym razie przejdź do kroku 5.

Krok 4 - cofanie się. Jeżeli nie ma wierzchołków aktywnych 
przejdź do kroku 6. V/ przeciwnym przypadku wybierz 
gałąź prowadzącą do ostatnio otrzymanego wierzchołka 
aktywnego i przejdź do kroku 2.
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Krok 5 - podział i gał^zicnie. Dokonaj rozbicia wg /2,8/ 
i0wybierając zmienne zgodnie z /4.9/o Wybierz 

gałąź U)c° — 1 . Przejdź do kroku 3.

Krok 6 końcowy. Jeżeli ‘5c»4oo to zadanie nie ma rozwiąza
nia dopuszczalnego; jeżeli £o<Q9 to rozwiązanie 
dopuszczalne, które daje- S jest rozwiązaniem 
optymalnym.
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5. SPOSÓB REALIZACJI ALGORYTMÓW W KOMPUTEROWYCH SYSTEMACH 
STERUJĄCYCH.

W rozdziało tyci podane zostaną uwagi dotyczące sposobu 
i możliwości realizacji opisanych w niniejszej prądy algoryt
mów optymalnego rozdziału zasobów.

5.1• Rozwiązywanie zadania optymalizacji na bieżąco

Jak już niejednokrotnie podkreślano, postawione w pracy 
zadania optymalizacji dyskretnej są skomplikowane pod względem 
obliczeniowym. Dlatego też, .aby móc ocenić możliwość ich stoso
wania w SO czasu rzeczywistego dokonamy próby oceny złożoności 
obliczeniowej otrzymanych algorytmów. Dla jej oceny wykorzystać 
można porównanie postawionych zadań z zadaniem szeregowania 
programów przed liniami krytycznymi czy zadaniem minimalizacji 
czasu wykonania zbioru programów. Jak pokazano, zadania te sta
nowią część algorytmów optymalnego rozdziału zasobów, V/ przy
padku, gdy wszystkie programy mogą być wykonane w zadanym cza
sie, rozpatrywane w pracy problemy sprowadzają się do zadania 
szeregowania przed liniami krytycznymi. Efektywne algorytmy do 
rozwiązywania tych zadań istnieją jedynie w przypadku rozdziału 
jednego zasobu - procesora £o,8,yj . Zadania szeregowania 
z uwzględnieniem dotatkowych zasobów są o wiele trudniejsze 
i większość algorytmów jest NP - zupełnaZ £6,8,yj . W zadaniach 
rozpatrywanych w niniejszej pracy dodatkowym utrudnieniem jest 
zadanie optymalizacji całkowitoliczbowej związane z wyborem 
programów do wykonania, I tak, np, zagadnienie załadunku roz
patrywane w 2.1,2, jest problemem NP - zupełnym, aczkolwiek 
istniejące algorytmy są stosunkowo efektywne.

Z powyższych uwag wynika, żc zadania optymalizacji pow
stające przy szukaniu najlepszego rozdziału zasobów będą mogły 
być rozwiązywane na bieżąco jedynie w pewnych przypadkach. Na 
przykład zadanie P^aoże być rozwiązywano w czasie rzeczywistym , 

Natomiast zadanie P1 badane w 2,2. może być rozwiązywane na 
bieżąco jedynie w przypadku niewielkiej liczby programów, Do jego 
rozwiązania można również stosować algorytm załadunku po dokona
niu redukcji ograniczeń, jak opisano to w 3.2,1.
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Natomiast nie wydaje się możliwe rozwiązywanie na bieżąco 
zadań optymalizacji powstających podczas rozdziału zasobów w KSS 
obiektami dynamicznymi. Problem ton omówiony zostanie dokładniej 
w rozdziałach 5.2. i 5.3.

Na zakończenie, dodać należy, że procedury rozdziału za
sobów SC rozwiązujące zadanie optymalizacji na bieżąco są naj
bardziej uniwersalne. Informacje o czasie obliczeń poszczegól
nych programów czy liczbie dostępnych zasobów mogą być pod.ano 
na początku każdego kroku sterowania. Procedury takie łatwo 
przystosowują się do zmian zachodzących w otoczeniu, kosztem 

stosunkowo długiego czasu ich realizacji.

Osobnego omówienia wymaga założenie uczyniono na począt
ku pracy o możliwości pominięcia czasu zużywanego przez SO na po
dejmowanie decyzji. Jest to oczywiście powna stylizacja rzeczy
wistości. Jednak w przypadku rozpatrywanym w tej pracy wydaje 
się być do przyjęcia. Wynika to z następującego faktu: decyzjo 
SO podejmowano są na podstawie zmierzonych parametrów obiektów 
sterowania na początku każdego kroku sterowania. Czas zużyty na 
podjęcie decyzji nie może być wykorzystany przez żaden z progra
mów, którego decyzje te dotyczą. Zatem we wszystkich rozważa
niach można przyjąć, że T oznacza czas dostępny programom użytko
wym i nie obejmuje czasu zużytego przez 50.

5.2. Realizacja algorytmów rozdziału zasobów w układzie zam
kniętym.

Wprowadzamy terminologię zaczerpniętą z teorii sterowa
nia, rozumiejąc przez układ sterowania w układzie zamkniętym, 
układ pracujący, że sprzężeniem zwrotnym, mierzący stan /para
metr obiektu i na tej podstawie wydający decyzje. 
Rozdział zasobów w układzie otwartym polega na realizacji wcześ
niej wyliczonych sterowań.

Alternatywą do rozwiązywania zadania optymalizacji na 
bieżąco jest wielokrotne rozwiązanie go wcześniej dla ustalonych 
wartości parametrów obiektu, a następnie wybór odpowiedniego 

wariantu sterowania w zależności od aktualnej wartości paramet
ru.
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Postępowanie takie ma szereg zalet układu pracującego ze 
sprzążeniem zwrotnym /tzw, mniejsza wrażliwość na wszelkie nie
dokładności pomiarów, opisu obiektu itp/, a również jest stosun
kowo prosta w realizacji^ Do wad zaliczyć można konieczność 
zapamiętania stosunkowo dużej ilości informacji o rozwiązaniach,, 
Tym bardziej, że nie można uzyskać analitycznej zależności po
między decyzjami SO a wartością stanu/zaburzeń.

Inną wadą jest to, że tak skonstruowana procedura jest 
mniej uniwersalna: reaguje na zmiany zachodzące w otoczeniu, 
ale nie może reagować na zmiany zachodzące w SC /liczbę dos
tępnych zasobów, czasy trwania programów, itp/. 
Co prawda uwzględnienie zmian tych wielkości jest możliwe, 
ale wówczas liczba informacji koniecznych do zapamiętania roś
nie bardzo szybko.

W celu uzyskania algorytmów rozdziału zasobów w ukła
dzie zamkniętym należy zadania optymalizacji posta
wione w rozdz. 2 rozwiązać wielokrotnie dla różnych wartości 
zakłóceń. Analogiczną metodą stosuje się przy rozwiązywaniu 
zadań optymalizacji na każdym otapie programowania dynamicznego. 
Czas potrzebny na rozwiązanie tego zadania jest nieistotny, po
nieważ jest ono rozwiązywane przed rozpoczęciem zadania sterowa
nia. Odpowiada to zadaniu projektowania regulatora. Tak otrzy
mana rozwiązania powinny być następnie zapisane w odpowiedniej 
bazie danydh, z której korzysta SO podczas szeregowania progra
mów.

Na rysunku 5.1. przedstawiono schematycznie realizację 
algorytmu rozdziału zasobów w układzie zamkniętym.
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Rys, 5»1o Schemat realizacji algorytmu rozdziału zasobów 
w układzie zamkniętym,

5,3. Sterowanie rozdziałem zasobów w układzie otwartym

Tego rodzaju procedury rozdziału zasobów stosowane byó 
mogą jedynie w KSS obiektami dynamicznymi. W przypadku obiektów 
statycznych założenie o nieznajomości zaburzeń i możliwości 
ich pomiaru powoduje, że decyzje podejmowane byó muszą w ukła
dzie zamkniętym. Procedury szeregowania pracujące w układzie 
otwartym w porównaniu z innymi są jeszcze mniej uniwersalne, wyka
zują większą wrażliwość na niedokładności opisu, zależne są od 
stanu początkowego obiektu sterowania.

Do ich zalet zaliczyć można znaczną prostotę realizacji 
i stosunkowo niewielką ilość informacji binarnych niezbędnych 
do przechowania.
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W przypadku realizacji procedury szeregowania w układzie 
otwartym wektory w /lub vn(k) / mogą być zapisane w pamięci 
stałej SC lub w odpowiednio zorganizowanej bazie danych. 
Innym możliwym podejściem jest budowa osobnego urządzenia /auto
matu/, którego wyjście przyjmuje wartości wyliczonych decyzji.

Taka realizacja jest szczególnie szybka, ale możliwa 
do zastosowania jedynie tam, gdzie proces technologiczny powta
rza się cyklicznie w identycznych warunkach.

Na rysunku 5.2, przedstawiono schematycznie realizację 
procedury szeregowania w układzie zamkniętym.

Rys. 5.2, Realizacja algorytmu rozdziału zasobów w ukła
dzie otwartym.
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6. ILUSTRACJA ZADANIA ROZDZIAŁU ZASOBÓW NA PRZYKŁADZIE 
KSS KONWERSJĄ SO2.

W rozdziale podana zostanie ilustracja metod rozdziału 
zasobów zaproponowanych w pracy,w KSS realizującym pewne zadanie 
sterowania wybranym fragmentem procesu produkcji kwasu siarko
wego*

Opis procesu technologicznego igoj

Proces produkcji kwasu siarkowego metodą kontaktową w Z. 
Ch. POLICE przedstawić można w sposób następujący: płynna siar
ka ze zbiorników siarki tłoczona jest poprzez filtry do pieca, 
gdzie jest spalana w nadmiarze powietrza. Powietrze do spala
nia siarki osuszane jest przy pomocy kwasu siarkowego i ogrzewa
ne w wymiennikach ciepła gazami reakcyjnymi. Spaliny z pieca 
o temperaturze ok. 1000°C rozdzielane są na dwie części; część 
schładzana jest w wymienniku ciepła przekazując ciepło parze 
wodnej, wykorzystywanej następnie do celów technologicznych 
i energetycznych. Schładzane gazy mieszane są w odpowiednim sto
sunku z gorącymi i podawane do aparatu kontaktowego. Składa się 
on z czterech zamkniętych przestrzeni tzw, półek, ułożonych jed
na nad drugą.
Gazy wychodzące z półki położonej wyżej przechodzą na następną 
położoną niżej poprzez kolejny wymiennik ciepła.

W aparacie kontaktowym zachodzi konwersja dwutlenku siarki na 
trójtlenek. Katalizatorem jest masa wanadowa

U.Og-
*1 V u

S02 + 02 80^ KJ/mol

Gaz po czwartej półce chłodzi się przeponowe do temp. ok. 200°C 
w podgrzewaczu wody. Następnie wchodziod dołu do wieży absorbcyj- 
nej, zraszanej kwasem siarkowym. Trójtlenek siarki absorbuje się 
w kwasie, a gazy odpadowe wypływają z wieży do komina. Zagęsz
czony kwas siarkowy jest rozcieńczony wodą i odprowadzany do 
zbiornika kwasu, wydajność roczna jednego ciągu wynosi ok. 210 
tys.ton H2SO^ na rok. W Z.Ch.POLICE jest sześć takich ciągów; 

na rys.6.1. przedstawiono uproszczony schemat jednej nitki teoh-
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nologicznej.

£26,61,62,63,27j

Podamy bardzo uproszczony matematyczny opis procesu kon
wersji zachodzącego na jednej półce.

Zmiany stężenia S02 w gazach reakcyjnych, w stanie usta
lonym mogą być opisane następującą zależnością /podajeray opis 
jednej nitki/

= -P rl W1))
(6.1)

gdzie: stężenie S02 w gazie w pkt x,

x współrzędna przestrzenna,

tVx"\ temperatura gazu w pkt x, 
o

r^£x^ oznacza szybkość reakcji, 

z warunkiem początkowym ca - C^W

Zmiany temparatury gazu można opisać w stanie ustalonym następu
jącym równaniem różniczkowym

gg - e.2>
gdzie: t^x^ ” temperatura katalizatora

Q - ciepło reakcji

, . .lf \ .iwz warunkiem początkowym t (x) = t o ' o

Dla potrzeb pracy przyjęto, że tempo reakcji r^ z wys
tarczającą dokładnością może być aproksymowane formą kwadratową

Przyjęto również, że temperatura katalizatora jest niezależna 
od temperatury gazu i określona krzywą przedstawioną na rys. 6.2.

Wyrażenie na ciepło reakcji zaczerpnięto z (6,l);

'Q'ki\= 22034.3 + 5.618 ; tg - 10.4575 E-3 • tg2 + 6.4212 E-6
• tg^ - 1,648 £ - 3 tg"^
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Parametry A^B^C1,^ wyestymowano metodą najmniejszych 
kwadratów na podstawie pomiarów £ó2j i tak np.:

a”* = — 1 <,668655 E — 05

B1 = 0.016237386

C1 = 2.6294968 E - 06

ot1 743

W procesie konwersji zależy nam na tym aby jak najwię-
cej SO2 przereagowało w 80^; w przyjętej konwencji oznaczeń
odpowiada temu minimalizacja 

x
Ponieważ _

iw
A dx

zadanie to jest równoważne zadania maksymalizacji

Przebieg temperatury gazu, a co za tym idzie tempo re
akcji zależy od temperatury gazów wlotowych, ta zaś może byó 
zmieniona poprzez ustalenie ilości gazów omijających przegrze- 
wacz pary. Jeżeli u1 oznacza ułamek gazów omijających wymiennik 
ciepła temperatura gazów wpływających do aparatu kontaktowego 
określona jest następującą zależnością:

= u1'^ + (6.5) ’
o *

t1 - temperatura gazów wychodzących z pieca, 

t - temperatura gazów po wymienniku

0 1 , i=1,2,...,6
Temperatura gazów wychodzących z pieca traktowana jest 

jako zaburzenie /zmienia się z powoda zmian parametrów siarki, 
temperatury powietrza wchodzącego do pieca/. Temperatura gazów 
wychodzących z wymiennika ciepła również zmienia się w zależnoś
ci od zmian parametrów wody wchodzącej do wymiennika i zmian za
potrzebowania na parę.
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Na podstawie obserwacji danych pomiarowych można zauwa
żyć, że parametry procesu pozostają niezmienne na odcinku ok. 
15-20 minut. Przyjmiemy,że sterowania muszą być wydawane z okre
sem 15 minutowym /decyzja ta zawsze musi być uzgadniana z tech
nologiem procesu/.

Tak więc zadanie sterowania jednym ciągiem technologicz
nym może być przedstawiona w następujący sposób: 

z i
znalezć ciąg liczb uJ, n=0,1,...,N-1; i=1,2,..,6 

minimalizujące Qx 
A v

ą1 =
0 g / <6.6?

gdzie i
S8n - Ol1 ^kn W -tgn(*)) - « (tgn C*)) 

z warunkiem początkowym

W wyniku rozwiązania powyższego zadania otrzymamy następujący

algorytm wyliczenia sterowań:

Funkcja^1 jest iteracyjną metodą minimalizacji funkcji jednej
zmiennej.

Zadanie rozdziału zasobów

W tak opisanym systemie sterowania przyjąć można, że każ
dy z sześciu programów ma jednakowe żądania zasobowe i czas obli
czeń.

Przyjmując notację poaaną w rozdz. 2.1. zadanie rozdziału 
zasobów może być zapisane w następujący sposób: 

# i
znaleźć liczby w n, n=0,1,...,N-1; i=1,2,..,6

minimalizujące Q

Q
gdzie Qx określona jest zależnością /6.6/.
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Sterowania na obiekty wydawane są według następującej 
reguły:

przy ograniczeniach:

Z wn’Mn T , n=0,1,...,N-1 
UM

Założyliśmy, że sterowania realizowane są przez jednoprocesoro
wy system cyfrowy.

tWiSterowania zastępcze u przyjęto rozwiązując zadanie optymali
zacji /6.6/ dla znamionowych wartości temperatur łtn 5 i tak 
dla jednegp z obiektów i T =1273° K, = 7O5° k/u^.05.

Badania symulacyjne przeprowadzono przy założeniu, że 
opis wszystkich ciągów technologicznych jest jednakowy oraz 
jednakowa jest wartość sterowania zastępczego dla wszystkich 
obiektów. Temperatury t^ i t^ losowano zgodnie z rozkładem 
jednostajnym na odcinkach [l233,1353j °K i [573,723j °K odpowied
nio. Wyniki symulacji /zależność wartości wskaźnika jakości 
od liczby uruchamianych programów m /por. 2.1.1/ oraz 
wartości sterowania zastępczego/przedstawiono na wykresach 
/ rys. 6.3/



Rys. 6.1 U
proszczony schem

at technologiczny produkcji 
H9S0
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Rys. 6.2 Temperatura katalizatora / zaczerpnęło z pracy:
L. Le Letty,Studies in modelling and Identification 
of distributed parameter systems, w: Optimization
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7. ZAKOŃCZENIE

V/ pracy postawiono i rozwiązano zadanie optymalnego 
rozdziała zasobów w wybranej klasie Komputerowych Systemów Ste
rujących procesami technologicznymi*

Jak dotąd brak było w literaturze podobnych badań, ujmują
cych wpływ algorytmów SO na jakość realizowanego sterowania.

Otrzymane w pracy algorytmy rozdziału jednego zasobu w 
KSS obiektami statycznymi są bardzo proste co pozwala na ich 
realizacje w Systemach Operacyjnych.

Algorytm rozdziału wielu zasobów zaproponowany w rozdzia
le 2.2. służyć możo do rozwiązywania zadań szeregowania programów 
przed liniami krytycznymi z uwzględnieniem dodatkowych zasobów. 
Może być on wykorzystany do konstruowania procedur rozdziału 
zasobów, pod warunkiem,że zastosowana zostanie odpowiednio 
efektywna metoda rozwiązywania otrzymanego zadania optymaliza
cji.

W przypadku KSS obiektami dynamicznymi otrzymane zadanie 
optymalizacji jest znacznie trudniejsze i w zasadzie nie może 
być rozwiązywane na bieżąco.
Pewnym rozwiązaniem może być, zaczerpnięta z metod teorii 
sterowania idea analitycznego /numerycznego/ konstruowania re
gulatora.

Takie podejście pozwala na realizację optymalnych algo
rytmów w przypadku bardzo skomplikowanych zadań. Da je ono rów
nież podstawy do konstruowania algorytmów najlepszych w pew
nej klasie /określonej np. parametrycznie/.

Znaczenie uzyskanych w pracy rezultatów wzmacnia fakt 
zaproponowania metod postępowania przy konstruowaniu algorytmów 
w pewnych ogólniejszych i bliższych rzeczywistości przypadkach,

W dalszych badaniach warto rozszerzyć wyniki uzyskane w 
tej pracy na Komputerowe Systemy Sterujące ogólniejszymi klasami 
obiektów sterowania. Należy zbadać również własności optymal
nego rozdziału zasobów w przypadku innych niż rozpatrywanie 
zadań sterowania.
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Na koniec warto zauważyć, że możliwość praktycznego 
stosowania algorytmów optymalizacji rozdziału zasobów ograni
czona jest przez efektywność stosowanych metod optymalizacji.

Dlatego też, w dalszych badaniach należy zająć się poszukiwa
niem najefektywniejszych metod rozwiązywania postawionych 
zadań, szukać efektywnych algorytmów suboptymalnych lub ogra
niczyć się do poszukiwali algorytmów rozdziału zasobów w pewnej 
klasie.
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