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WSTE?D

W pracy rozwazane sg. rozmaitosci Riemanna, na ktdrych
istniejg struktury prawie zespolone albo prawie kontaktowe.

0 strukturach tych zaktada gieg, zZe sg zwigzane z metryka
Riemanna za pomoca pewnych warunkdéw zgodnosci. Zadajac od
tych struktur realizacji pewnych dodatkowych warﬁnkéw typu
rézniczkowego dochodzi sig do pojeé rozmaitodci prawie
kahlerowskich, Sasakiego czy tes niemal Sasakiego.

Rozdziaxz wstepny niniejszej pracy Jjest obszernym wpro-
wadzeniem do tej problematyki. Miedzy innymi przedstawione sg
w nim niektdre ze znanych rezultatdw o rozmaitodciach prawie
cdhlerowskich, Sasakiego i niemal Sasakiego, a takze wiele
przyktaddw takich rozmaitosci. W pozostatych rozdziazach
CI—III) zawarte sq rezultaty uzyskane przeze mnie. I tak
w Rozdziale I udowodnitem, %Ze nie istniejg rdzne od k&hlerow-
skich rozmaitoéci prawie kéhlerowskie o wymiarze ) 8 i stalej
krzywifnie sekcyjnej. W Rozdziale II podany jest pewien waru-
nek réwnowazny z u-rdéwnoleglodcig tensora Ricciego rozmaitosci
Sagakiego. W Rozdziale III rozwazane sg rozmaltodci niemal
snankiego. Dowodzi sie tu, ze przy pewnych zazozeniach o krzy-
wiZnie rozmaitodéci niemal Sasakiego sg S5-wymiarowe i o staej
krzywisnie sekcyjnej. anadto pokazuje sig, ze S—ﬁymiarowe
rozmaitodci istotnie niemal Sasakiego sg rozmaitosciami Einsteina.

Zektadamy, Zze wgzyetkie rozmaitosci }ozpatrywane w tej
pracy sa klasy C*° i spéjne, a wszystkie obiekty na tych rozmai-

tofciach eg klasy C”. Rozwazane metryki Riemenna sg dodatnio



okreslone, poza jedynym przypadkieh‘rozpatrywanym w Rozdziale II.

Jak sgie¢ wydaje, w polskim siownictwie matematycznym
nie ma odpowiednikdéw angielskich nazw: "almost Kahler manifold",
"Sagakian manifold", "nearly Sasakian manifold". Dlatego<
pozwolixem sobie uzyé w pracy nastepujgcych polskich okrefélens
"rozmaito$é prawie kahlerowska", "rbzmaitoéé Sasakiego",
"rozmaitoéé niemal Sasakiego".

Zastosowana w pracy konwencja lokalnego zapisu pdl tenso-
rowych (w tym takze tensora krzywizny) rézni sie od konwencji
uzytej w ksigzce Yano i Bochnera [43) jedynie tym, ze dla
oznaczenia pochodne]j kowariantnej uzywa sig'znaku \%
zoamiast grednika. W Rozdziale wstepnym dla uzyskania przej-
rzystoéci stosuje sie¢ znak U dla oznaczenia konca przykzadu
lub konica sformuzowania twierdzenia. |

Goraco dziekuje Dyrekcji Instytutu Matematyki Politech-
niki WrocZawgkie] za umozliwienie mi realizacji tej pracy
w ramach Studium Doktoranckiego.

Dziekuje serdecznie Docentowi Tadeuszowi Huskowskiemu
za zainteresowanie mnie geometrig rdzniczkowsg, & Docentowi
Witoldowi Roterowi, Doktorowi Andrzejowi Derdzirskiemu
1 pozostaiym uczesfnikom Seminarium z geometrii rdzniczkowej
ra gtworzenie klimatu do badan naukowych i zachety do

uprawiania problematyki wchodzgcej w skZad niniejszej pracy.



ROZDZIAZ WSTEENY
§ 1 . Rozmaitodci prawie kdhlerowskie .

" Strukturg prawle zespolona na rozmaitosci rézniczko-
walnej M nazywa gie pole tensorowe J typu (1,1) spek-
niajace warunek ([bl,[}6], @2])

J2‘=—Io

Klasa rozmaitodéci rdzniczkowalnych dopuszczajacych struk-
tury prawie zespolone jest'bardzo obszerna. Ponizej podaje.
niektdére przykiady takich rozmaitosci.

Przyktad 1 . Przestrzenie zespolone €% . Dla

<Z1,;..,zn)€ECn przyjnijmy z'j = xj + iyj s J = lyeesylle
la ¢! okredla éi@ strukture prawie zespolong J kzxadgce

w uktadzie wepéirzednych (x1,eee,x0, 31, 00u,y0)

J(Zs) = aya , J(aya> -s%  dla j=l,...,n.0

Przykiad 2 . Rozmaitodci zespolone. Kazda rozmaitosé

zespolona M dopuszeza strukture prawie zespolong ([6],
[16], 1}2]) W lokalnych uktadach wspdirzednych na M
atrukture prawie zespolona rieéia gie tak jak w Przykta-
dzie 1 , nastgpnie gprawdza sieg, korzystajqc z holomorficz-
nosci funkeji przejscia miedzy mapami, ze tak okreslona
atruktura nie zalezy od wyboru mapy.d

Przyktad 3 . Wiagzki styczne TM rozmaitosci rdznicz-

kowalnych M (Dombrowski [7], Sasaki [29], Yano i Ishihara
!ﬁﬂ]). Jeéli na rozmaitosci M istnieje koneksja liniowa V/,

to na wigzce stycznej TM mozna okreslié strukture prawie



zegpolong J " w sposdb opisany ponizej. Niech (xi),’i =
1ye0eyn bedzie lokalnym uktadem wspdirzednych na M oraz
(xi,yi) stowarzyszonym z nim lokalnym ukadem wspékrzgdnych
na TM . Wtedy podniesienie horyzontalne XH i podniesienie

wertykalne XV pola wektorowego X €X (M) sg okreélone przez

H_ .12 ih s 2 vV _ i
i S e Xy 55 + X =X 53

pdzie X' sg lokalnymi wspSirzednymi pola X wzgledem
2 i . . :
bazy (5‘;&) oraz r;s gq skzadowymi koneksji V. Strukture

prawie zespolong J na TM okreélamy kiadgc
oI 1 ) R i
dla dowolnego pola wektorowego XE€X(u). O

Przykiad 4 . Sfery parzystowymiarowe. Wiadomo (np.

Kobayashi i Nomizu [36]), ze kazda orientowalna i dwuwy-

miarowa rozmaito$éé Riemanna dopuszcza strukture zespolona,

o tym samym‘étrukturg prawie zespplona. Dlatego kazda dwu-

wymiarowa sfera Sg(i) dopuszocza strukture prawie zespolona.

Strukture prawle zespolong na S6(r) gskonstruowaz Calabi

W I5]. Borel i Serre_[4] udowodnili, ze sfery Sn(r) o wy-

miarach n £ 2,6, nie dopuszczaja struktur prawie zespolonych. U
Nie ka#da struktura prawie zespolona pochodzi od |

mtruktufy zespolonej. Nazwijmy strukturg prawie zespolong

renerowang przez strukture zespolong, w sboséb opisany

w Przykiadzie 2, strukturg prawie zespolong catkowalng.

Problem, kiedy struktura prawie zespolona.jest calkowalna,

. rozstrzyga twierdzenie Newlandera-Nirenberga [EQ]: 5



.

Twierdzenie A . Struktura prawie zespolona J jest

catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy znika jej tensor Ni-

jenhuisa N , okres$lony w sposdb
N(x,Y) = [9%,9Y] - [x,¥] - J[x,9¢] - g[ux,Y] .m

szykkadem struktury prawie zespolone] niecaXkowalne]
jest struktura skonstruowana przez Calabiego [5] na Se(f).

Kazda rozmaitos$é dopuszczajgca struktﬁrg prawie zes-
polong jest parzystowymiarowa i orientowaina. Warunki te
nie sg jednak wystarczajgce dla istnienia strﬁktury prawie
zespolonej, jak pokazuje Przykzad 4.

Metryke Riemanna - dodatnio okresélong g na rozmaitosci
11 dopuszczajacej strukture prawie zéspolonq J , nazywa
aie metrykg hermitowskg, jesli speinia warunek

g(3x,3Y) = g(X,Y) .

WWiadomo, ze metryka hermitowska zawsze istnieje 1 Ze nie
mugi byé jedyna. Pare (J,g) gdzie J jest strukturg pra-
Qie zespolonq a g metryks hermitowska nazywa sig gtruktu-
rq prawie hermitowskg na rozmaito$ci M , a M nazywa sie
wtedy rozmaitodcig prawie hermitowskg. W przypadku, gdy
J Jjest catkowalng, pare (J,g) nazywa sig strukturg her-
mitowskg na M , a M rozmaito$cig hermitowsks.

Okre$lmy na dowolnej rozmaitosci prawie hermitowskiej

?-Torme rdzniczkowg (nazywanq formg fundamentalnq) kzadgc
F(x,Y) = g(0x,Y) .

Podstawowyml wyrdznianymi klasami rozmaitosci prawie

hermitowskich sg nastepujgce klasy :



I. Rozmaitoéci kéhlerowskie. Rozmaito$é hermitowskg
Il nazywa gig¢ rozmaitoscig kéhlerowskq, jesli jej forma
fundamentalna F jest zamknieta, tzn. dF = 0. Dowodzi sie,
ze rozmaitosé prawie hermitowska jest k8hlerowsksg wtedy
i tylko wtedy, gdy'jej gtruktura prawie zespolona J jest
réwnolegta - w .'koneksji Riemanna okreslonej wzgledem
jej metryki hermitowskiej g (pordéwnaj np. [16], Twierdze-
nie 4.3, str.148) .

II. Rozmaitoéci prawie kahlerowskie. Rozmaito$é pra-
wie hermitowskg nazywa sig rozmaitoécia prawie ké&hlerowskg
jeéli jej forma fundamentalna F jest zamknieta.

III. Rozmaitoéci niemal kdhlerowskie. Rozmaitosé pra-
wie hermitowska nezywa sie niemal k&hlerowskg, jesli jej

gtruktura prawie hermitowska (J,g) ma wkasnoéé
Ve@Y + W ()X = o,

zdzie V jest koneksja Riemanna okreglong wzgledem g.
Zaleznos$ci miedzy wymienionymi klasami rozmaitosci
prawie hermitowskich przedstewia Diagram I (por. Gray [jé],

Watson [40:] ) :

prawie " h . X
] . . 3 ermitowski
hermitowskie e 2
niemal prawie
kdhlerowskie kahlerowskie

kahlerowskie

Diagram I
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Kazda 2-wymiarowa rozmaitosé prawie hermitowska jest
kahlerowska (nb. Kobayashi i Nomizu i36]), zatem w przy- :
padku 2-wymiarowym memy tylko jedng klase. |

Najbogatszg literature posiadaja rozmaitoéci kehle-
rowskie., Literatura dotyczaca rozmaitodéci niemal kéhle-
rowskich jest mniej obszerna, najbardziej znaczace pozy-
cje to : Gray [10], [11], [13], Kotd [18], Watanabe i Taka-
matsu [39] . Najstabie] zbadang klasg wéréd wymienionych -
jest klasa rozmaitosci prawie kéhlerowskich. |

Przyktad 5 . Niech M bedzie rozmaitoscig Riemanna

7z metrykg Riemannsa g i V koneksjg Riemanna wzgledem g.
Miech J bedzie strukturg prawie zespolong na TM, okreslo-
na przy pomocy koneksji V, tak jak w Przykiadzie 3.

Okreglmy metryke Riemanna'g na T™M w sposéb nastepujacy
gy = gx',YY) = (ex, 1))V

g@EyV) = g(xV,¥%) =0

dla dowolnych X,Y€X(M). Para (J,g) jest strukturg prawie
hermitowska na TM. Dombrowski [7] (takze Tachibana i Oku-
mura [EB]) dowiddx,ze TM z tak okreflong strukturg prawie
hermitowsks jest prawie kahlerowska, przy czym jest ona
Akﬁhlerowska wtedy i tylko wtedy, gdy g jest lokalnie
ptasgka. O

PrzykZzad 5 Wskazuje ﬁa to, %e klasa rozmaitos$ci pra-
wie k8hlerowskich jest obszerniejsza od klasy rozmaitoéci.
kﬁhlerowskich. |

Interesujacym wydaje sie byé nastegpujgcy problem :



Jakie wkasnosci majq strﬁktury prawie hermitowskie (J,g),
dla ktérych metryka Riemanna g jest o stazej krzywignie
gekcyjne]j ? Ponizsze przykiady i Przyklad 4 pokazujg,

ze takie struktury istnieja.

Przyklad 6 . Niech M b@déie rozmaitoscig z jedng mapg

Cx1,...,x2m>. Niech g bedzie metryka Riemanna na M o wspdx-
rzgdnycb wzgledem danej mapy gij =‘?8£j , gdzie Q_jest
pewng funkcjg przyjmujaca dodatnie wartosci w kazdym punk-
cie rozmaitosci M. M dopuszcza strukture prawie zespolong

J o wspbirzednych w danej mapie

o1 ¢ ]

gdzie O jest macierzg zerowg a E macierzg jednostkowg
stopnia m. Para (J,g) Jjest strukturg prawie hermitowsksg
na M, a jesli funkcje §>odpowiednio wyspecjalizowaé, to g
b@déie o stazej krzywiZnie sekcyjnej.Sprawdzamy, stosujgc
Twierdzenie A, Ze okreslona tu struktura prawie hermitowska
jest catkowalna, zatem (J,g) jest strukturg hermitowskg
na M, O

Przyktad T . Gray [12] dowiddx, e kasda sfera  S°(r)

dopuszcza strukture prawie hermitowskg, ktdéra jest rding
od kéhlerowskiej strukturg niemal kéhlerdwskqftj

Znanymi sa nastepujgce wiasnosci rozmaitoéci prawie
hermitowskichro statej krzywiZnie sekcyjnej :

Twierdzenie B (Yano [42], str.69). Kazda rozmaitosd

kahlerowska o staze] krzywiéhie sekcyjnej i wymiarze ) 4

jest lokalnie paska.O



ey E B

Twierdzenie C (wlasnoéé ta wynika np. z Twierdzenié

ndbwodnionego przez Takamatsu i Watanabe w [36)). Kazda
rézna od kéhlerowskiej rozmaito$é niemal k¥hlerowska
o statej krzywiénie gekecyjnej jest lokalnie izometryczna

z SG(r).:D

Twié:dzenie D (Goldbefg {}ﬂ>. Rozmaito$é prawie kdh-
1erowska'o:stalej krzywiénie sekcyjnéj i wymiarze 34 .
jest kéhle?owska wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie
ptaska, O _ |
Twierdzenie E (Tachibana [32], Kotd [38]). Nie istnie-

ja rozmaitosci prawie kdhlerowskie o staxej dodatnie] kriy—
wiznie sekcyjnej i wymiarze 4.0

Udowodnione przeze mnie twierdzenie w pracy [26] roz-
azerza rezultat zawarty w Twierdzeniu E dla wymiardw 2.8‘:

Twierdzenie I . Nie istnieja rézne od kiéhlerowskich

rozmaitoéci prawie kdhlerowskie o statej krzywiZnie sekcyj-
nej i wymiarze 8.0

Dotyohczés nie jest znana odpowiedZ na pytanie: czy
igtﬁieja rézne od kahlerowskich rozmaitoéciApraWie kdhlerow-

skie o statej krzywiZnie sekcyjnej i wymiarze 4 lub 6%
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§ 2 . Rozmaitodci prawie kontaktowe metryczne.

Wiédomo (np. Yano [}é], str.115>, ze 2n-wymiarowa
rozmaitosé dopuszcza strukture prawie zespolong wtedy
i tylko Wtedy, gdy grupa strukturalné jej wigzki stycz-
nej redukuje sie do grupy unifarnej Un) .-

Przez analogie, J.W. Gray [ﬁ{] okreslix strukture
prawie kontaktows na rozmaitodciach nieparzystowymiaro-
wych w sposéb nastepujacy : Mdéwimy, ze (2n+1)—wymiarowa
fozmaitoéé posiada strukture prawie kontaktowg, jesli
grupé strukturalna jej wigzki stycznej redukuje sie
do grupy U(n)x1.

Dowodzi sig, zé nieparzystowymiarowa rozmaitosé M
pogiada strukture prawie kontaktowg wtedy i tylko wtedy,
rdy dopuszcza istnienie pdl tensoroWych F,v,u typdw,
odpowiednio, (1,1), (1,0), (0,1) tekich, ze (Blair [1],
Sasaki [?8])

(1) F2=-I-+u®v , u) =1 ,

Dlntego w dalezym olagu, trdjke (F,v,u) majgoq wiesnodd

(1) bede nazywakx struktura prawie kontaktowg na M, a roz-

maitoéé M dopuszczajacg taka strukturg-rozmaitoscig kon-

taktowg. | .
Konsekwencjg (1) sa wkasnodci

(2) F(v) =0 i (oF)(X) =0 dla kazdego XEX(M).

Strukturg prawie kontaktowg metryczng na rozmaitosci

M nazywa sie czwdrke CF,v,u,g), gdzie CF,v,u) jest struk-



&3 .

turg prawie kontaktowg a g jést metrykg Riemanna na M

majgcg wiasnosé -

(3) g(Px,7Y) = g(X,¥) - u(®) u(y) ,

'Metryke g o tej wiasnosci nazywa sie¢ zgodng ze strukturg
prawie kontaktowg CF,v,u),a M rozmaitoscig prawie kon-
.'taktowec metryczng (Sasaki' [28]) .

'~ Na rozmaitoseci prawie kontaktowe] zawsze istnieje me-
tryka Riemanna dodatnio okreslona i zgodna z jej struktursg
prawie kontaktow;;-(Blair [1], Sasaki [28]), Takahashi [35]
zaprobonowal, aby rozwazadé takze metryki niekoniecznie
dodatnio okreélone i zgodne ze strukturami prawie kontek-
towymi, oraz podak, w wymienionej pracy a takze w pracy [34],
przyklady;rozmaitoéoi prawie kontaktowyoh.metrycznych Z nie-
okreélonyﬁ{ metrykami Riemanna.

Niech (F,v,u,g) bedzie strukturg prawie kontaktowg
metryczng na rozmaitosci M. Na M okresla sig 2-formg rdz-

o)
niczkowg F kiadgc

F(x,Y) = g(@X,Y) .

Jedli F = du, -to (F,v,u,g) nazywa gig¢ strukturg kontakto-
wa metryczng a M-rozmaitoscia kontaktowg metrycznag.

Wezedniej w literaturze znane byty rozmaitosci kontak-
towe (Boothby i Wang [3), Gray [14)), zdefiniowane jako
rozmaitoéci,‘na_ktérych istnieje 1-forma u taka, ze
v A(du)" #0 w kazdym punkcie na M. Ale, jak wykazai Blair
(1], str. 25—26) kazda rozmaitoéé.kontakﬁowa metryczna

jest kontaktowa i na odwrdt, jesli M jest rozmaitodcig



oA

kontaktowg z u jako formg kontaktowq, to na M istnieje
struktura kontektowa metryczna (¥,v,u,g) (to samo u).

Przyk¥ad 1 . Niech (x%,y1,z) (1 =1,...,n) bedzie

kartezjariskim ukiadem wspdirzednych w przestrzeni B2n+1.

Okreslmy _
n e . . :
d i P) i 2
I = [dxlc? = - 4y ea(——.--a -—):l
55% oyt Jdxt Y oz ’
; noo .
v =2 éa , u = % (dz - 2 y* dxl)A 3
z i=1"

1

g = u®u + 7 <dxi®dxi + dyi® dyi> .

M

g

e
I
s

Tatwo sprawdza sie, ze (F,v,u,g) jest strukturg kontak-

towg metryczng na Rr2n+1 g

Przykitad 2 . Niech N bedzie (2n+2)—wymiarowa rozma-

itoscig prawie hermitowsks ze strukturg prawie hermitow-
gka (J,G). Niech M begdzie orientowalng hiperpowierzchnig
w N, tzn. M Jest (2n+f)-wymiarowq i orientowalng rozmai-
toécig oraz istnieje imersja i ¢+ M — N. Zaidzmy, ze C

~Jjest polem wektoréw jednostkowych normalnych do M. Okre-

élamy na M pola tensorowe F,v,u,g kiadac

) - g(x,¥) = 6(i,X,1,Y) , iy =-JC,
) u(X) = g,%x) , JiX =i PFX + u(X)C .
- Wtedy (F,v,u,gb jest struktura prawie kontaktowg metryczng
na M (Tashiro [}8]). Konkretnym przykiadem realizujgcym
ta konstrukcje jest cholby strukitura prawie kontaktowa
metrycéna jaka mozna otrzymaé na gferze S2n+1(r), jesli

potraktowéé 82n+1(r) jako orientowalng hiperpowierzchnig
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w przestrzeni zespolone] ¢t (patrz réwniez Przyklad 4
w tym paragrafie).ﬂ

Przyk¥ad 3 . Niech M bedzie (2n+1)-wymiarows rozmai-

toécig paralelizowalnag i niech paralelizacja bedzie zadana

przez pola wektorowe X1""’X2n+1' Poxdézmy

g(XA,XB>= SAB, A,B = 1’000,2n+1, vV = X2n+1’

u(X) = g(v,X) dla dowolnych XeX(M).

i +n

Niech w— , w deda poiami kowektorowymi na M, okreslo-

nymi w gposdb
WX =e(®,X) , wTE =gX X)),
gdzie i=1,...,n. Jedll okreslié
P = Zn} (wi®Xi+n - wi+n®Xi> ,
1=1
to CF,v,u,g) jest strukiura prawie kontaktowé'metrycznq '
na M. W szczégélnoéci, kazda nieparzystowymiarowa grupa
Iiego jest rozmaitodcia prawie kontaktowg metryczng. O
‘Niech M bedzie rozmeitoscig prawie kontaktowg
Z CF,v,uD jako strukturag prawie kontaktowg. WeZmy pod
uwage rozmaitosé MXR. Pole wektorowe na MXR oznaczad
b@dziémy.przez CX,fa%> , gdzie X jest styczny do M, £ funk-
cja na MxXR i %t wepdirzedng na R. Okredlmy na MxR

strukture prawie zespolong J przez

I®,e8) = (Fx - tvu® ).

Jeéli J jest struktura prewie zespolong caikowalng, to

strukture prawie kontaktowg (F,v,u) nazywamy normelng.
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Jak udowodnili Sasaki i Hatakeyama [30],struktura
prawle kontaktowa jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy

NF+2du®v=O,
gdzie NF Jest tensorem Nijenhuisa pola F okreélonym

nastepujaco
Np(x,Y) = P°[x,¥] + [Px,FY] - PFX,Y] - F[X,FY]
dla dbwoinych'pél wektorowych X,Y.

Strukture kontaktowg metrycznag, ktéra jest jedno-
dzeénie‘normalna, nazywa sie¢ strukturg Sasakiego, a roz-
maitosé dopuszczajacg takg strukture nazywa si¢ rozmai-
_todciag Sasakiego. |

Struktura prawie kontaktowa metryczna (F,v,u,g) jest
gtrukturg Sasakiego wtedy i fylko wtedy, gdy '

Va(B)Y = - g(X, 1) v + (V)X ,
gdzie -V oznecza koneksje Riemanna wzgledem métryki g
@ﬂair D]).

Blair, Showers i Yano w pracy»[é] ogtoszonej w 1976 r.
wprowadzili okreslenie struktury niemal Sasakiego |
(angielska nazwa "nearly Sasakian") : Strukturg prawie
contaktowag metryczng (F,v;u,g> nazywa sig strukturg

niemal Sasakiego, jesli
Ve(®)Y + % ()X = - 2 g(Z,Y)v + u@Y + u(¥)X .
Rdzmaitoéé dopuszczajaca strukture niemal Sasakiego

nazwijmy rozmaitoéciq niemal Sasakiego.

Zanim zajmiemy sig oméwieniem wprowadzonych struktur
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zobaczmy,jak przedstawiajg sie zaleznoscli miedzy nimi.

Zilustruje to ponizsezy diagram (poréWnaj Blair Eﬂ):

| prawie kontak-
towe metryczne

/ T \
niemal kontaktowe © |normalne prawie
Sagakiego metryczne - |kontaktowe metr.
\ 4 /
- Sagakiego
Diagram IT

Przyktad 4 . Niech ¢%*1 bedzie przestrzenig zespolo-

ng ze strukturg prawie zespolong J opisang w Przykiadzie 1,
§ 1, 1 niech G begdzie standardowym iloczynem .skalarnym

n+1 =IR2n+2. Cn‘+1

w € z tak okreélong strukturg prawie her-

mitowska (J,G) jest rozmaitoscig kédhlerowska. Niech

32n+1(1) bedzie (2r+1) -wymiarowg sferg standardowaﬁo pro-
mieniu 1 w Gn+1. Postugujac sie Przykiadem 2, okreslamy

na 82n+1(ﬁ) strukture prawie kontaktowg metryczng (F,v,u,g).
Przy czym, pole wektordéw jednostkowych i normalnych do
52n+1 (1) wybieramy tak, aby druga forma podstawowa h |

byta postaci h =g (Ryan [27]). Sprawdzamy, przez rdé%i-

niczkowanie kowariantne ostatniej z réwnosci w (4), se
' x 1 7
(F,v,u,g) jest strukturg Sasekiego na 82n+ (1) (Tashlro

[38] , Takahashi [35]) . d

Przykiad 5 . Méwimy , 2e rozmaitosdé Sasakiego M

jest o statej krzywiinie F-sekcyjnej, jedli w kazdym
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punkcie rozmaitoéci'M krzywizna sekcyjna  K(X,FX) nie zalezy
od wyboru ortogonalnégo do v 1 niezerowego wektora
* stycznego X. ASfery s20+1 (1) | ze struktursmi opisanymi
w PrZykIadzie 4, sa przykiadami rozmaitosci Sasakiego
o staze] krzywiﬁnie P-sekcyjnej. Rozmaitodel Sasakiego
o statej krzywiinie F-sekcyjnej zostaty poklasyfikowane
(fakahasbi [35]), ich tensor krzywizny jest postaci
(ogiue [21] ) : ' '
4 R(X,Y,2,W) = (c+3) [g(x,w)g(‘z,’z) - g(X,2)g(¥,W)]+ |
+ (k=) [u@u(2)el,w) - u@u@)eEwW) + g 2u@ul) -
- g, Z)u@uW) + g(FY,2)g(FL,W) - g(Fx,2)g(FY,W) -
- 2 g(¥x,¥)g(Fz,W) |,

A

tym samym tensor Ricciego R jest postaci

ﬁ(X,W) - (n+1)§+3n—1 g(X,W) _ (n+1%(k-1) u(X)u(W) ,

gdzie k = const. dla 2n+1 5. 0O

Okumura [22] udowodnik, ze jeéli tensor Ricciego
rozmaitodci Sasekiego jest réwnolegly, to jest ona roz-
maitodcig Einsteiﬁa. Dlatego, warunek rdéwnolegXodci ten-
gora Ricciego jest warunkiem nieistotnym dla. rozmaitosci
sagakiego.

Kon [17] nazwak tensor Ricciego R rozmaitodci Sasa-

kiego u-rdwnolegiym, jeéli speinia warunek
VX(ﬁ)(FY,Fz) =0 .

Kon, w swej pracy, podakt interpretacje¢ geometryczng tego
warunku, & mianowicie: Zaidzmy, ze M jest regularng roz-

moitoécia Sasakiego wymiaru 2n+1, tzn. kazdy punkt p€M
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posiada otoczenie wepdirzgdnosciowe U takie, 2é kazda
krzywa catzkowa pola wektorowego v przedhodzqca przez U
przecina to otoczenie tylko raz. Jeéli M/v oznacza
zbidr orbit pola v, to M/v jest 2n-wymiarowg rozméi—
tofcig kahlerowska. Wéwczas, tensor Ricciego R rozmai-
todci Sasakiego M jest u-rdéwnolegiy wtedy i tylko wtedy,
rdy tensor Ricciego rozmaitodci kahlerowskiej M/v jest
réwnolegly. |

Przyk¥ad 6 . Rozmaitosé Sasakiego nazywa sig rozmai-

todciag u-Einsteina (np. Tanno i Baik [37] a takze Kenmo-

tsu (ﬁS]), jesli jej tensor Ricciego jest postaci
R=a g +buou ,

rdzie a,b s3 staiymi. fatwo sprawdza sig¢, korzystajac

7z (2), ze rozmaitodci Sasakiego i u-Einsteina majg
u—réwnolegly tensor Ricciego. Zwrdéémy uwage, Ze rozmai-
tofci Sasakiego o staze] krzywiznie F-sekcyjnej sg

- u-Einsteina (patrz Przykiad 5). O

Przykzad 7 . Takahasghi [34] wprowadzit do literatury

pojecie lokalnie F-gymetrycznych rozmaitoéci Sagakiego,
joko rozmaitodei, ktérych tensor krzywizny spelnia'warunek
(5) 2V, (R) (X,Y)2) = 0

dla dowolﬁych‘wektoréw V,%,Y,Z2 ortogonalnych do v.
Tonkahasghi podaZ w swej pracy ﬁiele przyktaddéw takich
rozmaitodci, oraz podait interpretacje geometryczng warunku
definiujgcego tg klase rozmaitdéci Sasakiego. Pokazemy

#e kazda lokalnie FP-symetryczna rozmaitodé Sasakiego
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posiada  u-réwnolegty tensor Ricciego. Istotnie; warunek (5)
implikuje

Vy (B) (x,¥,2,W) =0
dla dowolnych wektordw V,X,Y,W‘ortogonalnych do v, gdzie
przyjelidmy R(X,Y,z,W) = g(R(X,¥)Z,W). Tym samym

Vv (®) (PX,FY,F2,PW) = 0

dla dowolnych wektoréw V,X,Y,Z,W, co dla tensora Ricciego R
daje
VFV(ﬁ) (FX,FW) = 0 ,
a to, jak pokazat Kon [Tﬂ , jest warunkiem rdéwnowaznym
7 u-rownolegtosciag tensora Ricciego. O
W swej pracy'lﬁj] znalaztem warunek réwnowazny z u-roé-
wnolegtoscig tensora Ricciego na rozmaitosciach Sasakiego.

Mianowicie, udowodnitem :

Twierdzenie A . Tensor Ricclego R rozmaitodci Sasakiego

jest u-réwnolegty wtedy i tylko wtedy, gdy
(6) Ve @®) (Y,2) + W(R) (z,%) + V;(R) (x,¥v) =0 . O

Warunek (6) jeét stabszy od réwnolegioéci tensora
Ricciego. Dla pdl tensorowych typu (0,2) na rozmaitogciach
Riemanna,'warunek ten pojawil sie przy badaniu przemiennoéci
operatoréw rdézniczkowych rzedu 2 z laplasjanem (Sumitomo (}1]).

szyst@puj@ teraz do oméwienia wlasnoéci‘rozmaitoéci
niemal Sasakiego.

Blair, Showers i Yano [2] dowiedli nastgpujgcych

twierdzen
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Twierdzenie B . Na rozmaitosci niemal Sasakiego pole
wektorowe v jest polem Killinga. O ‘

Twierdzenie C . Rozmaitos$é niemal Sasakiego jest nor-

malna wtedy i tylko wtedy, gdy jest kontaktowa metryczna.
W szczegdlnodci, normalna rozmaito$é niemal Sasakiego jest
rozmaitosdcig Sasakiego (poréwnaj Diagram II). o

Twierdzenie D . Niech M bedzie orientowalng hiperpo-

wierzchnig w rozmaitodci niemal kahlerowskiej N. Wéwczas,
“indukowana na M struktura prawie kontaktowa metryczna
(patrz Przyktad 2) jest niemal Sasakiego wtedy i tylko wtedy,

gdy druga forma podstawowa h hiperpowierzchni M jest postaci
h(X,Y> = g(X,Y) + [h(v,v) - 1] u@)u(y) . 0O

Twierdzenie D dostarcza przykiaddw rozmaitodci niemal
sagakiego. Ponizszy przykzad ilustruje ten fakt.

Przyklad 8 . Niech (x',...,x') bedzie kartezjafiskim

| ukladém wepdirzedny ch WIR7. Niech Ss(r) bedzie 6-wymiarowg
aferg o‘promieniu rw R7, dang rdéwnaniem |x| = r. Oznaczmy
przez G standardowa metryke na S6(r), wzgledem ktdrej SG(r)
jest o statej krzywiZnie sekcyjnej =-%E. Na S6(r)\rozwazmy

hiperpowierzchnig

M ={xv: ||x|| =r, x| =\/—£'I£—1‘ } .

Druga forma podstawows tej hiperpowierzchni, po odpowied-

nim wybraniu pola jednogstkowych wektordw normalnych, jest
postaci h(X,Y) = g(X,Y), gdzie g jest metrykg Riemanna

indukowang na M (Ryan [?7]). Ponadto, M jest izometryczna

ab

7 57(r,), gdzie r = L

Jre+

. Dlatego bedziemy identyfikowad

M ze sfers 55(ro).
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Wiemy (Przyklad 7, § 1), ze na gsferze 86(r) istnieje
struktura niemal kéhlerowska (J,G). Jesli rozwaszymy na
S5(ro) strukture prawie kontaktowg metryczng (F,v,u,g),
okreélonq jak w Przyktadzie 2, to na mocy Twierdzeqia D,
jeét ona strukturg niemal Sasakiego. Struktura ta jest
résna od struktury Sasakiego, bo S5(ro) jest o stalej krzy-

‘wifnie sekcyjnej =-l§ > 1, a rozmaito$é Sasakiego o stalej

To

krzywiZnie sekcyjhej ma krzywizne sekcyjng réwng 1 (o czym
tatwo przekonad sig, korzystajac z Przyktadu 5). O
Wezysgtkie dalsze rezultaty zostalj uzyskane przeze mnie.
Okreélmy na rozmaitosci niemal Sasakiego antysymetry-
czne pole tensorowe ﬁ typu (0,2) i pole tensorowe H typu
(1,1) kzadac '
Y = V@Y - F(x,Y) 1 g(Exy) = fi(x,y) .

Twierdzenie E . Rozmaito$é niemal Sasakiego jest

Sasakiego wtedy i tylko wtedy, gdy H = 0. O

Twierdzenie I' . Kazda 3-wymiarowa rozmaito$é niemal

Sagakiego jest Sasakiego. O
Nazwijmy rozmaitodé niemal Sasakiego rdzng od Sasa-
kiego rozmaitodcig istotnie niemal Sasakiego.

Twierdzenie G . Niech M bedzie rozmaitoscig istotnie

niemal Sagskiego. Wtedy nastepujace warunki sg rdwnowazne:

(@) dim M = 5,

(b) g(HX,HY> =N [g(X,Y) - u(X)u(Y)], gdzie A= EI%:T—l\ﬁﬂz

< N2 7 s [
= const. »0 i |H|* oznacza dxugoéé pola H,
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() V(B (t,2) = - e(x,Ve(v,2) + e(X,0)g(v,Y) -
- g(v,0)(Y,72) - g(v,V)H(z,PX) - g(v,2)H(X,FY)
oraz H # 0.0

Twierdzenie H . Kazda S5-wymiarowa rozmaitos$é istotnie

niemal Sasakiego jest rozmaitodclg DEinsteina, ktdrej krzy-
wizna skalarna jest wicksza od 20. O

Twierdzenie I . Kazda rozmaitosdé istotnie niemal Sasa-

kiego, ktérej tensor krzywizny R spelnia warunek
R(X,Y) R =0 ,
- pgdzie R X,Y) = V%VY - V&V& - ﬁ%th’ jest 5-wymiarowg roz-
maitodcig o statej krzywifnie sekcyjnej. D
Nagtepujace twierdzenie jest wnioskiem z Twierdzenia I:

Twierdzenie J . Lokalnie symetryczna rozmaitosé istotnie

niemal Sasakiego jest 5-wymiarowa i o staze] krzywiénie
sekcyjnej. O

Twierdzenie K . Konforemnie ptaska rozmaito$é istotnie

niemal Sasakiego jest 5-wymiarowa i o statej krzywidnie
gsekcyjnej. A V

Twierdzenie I . Kazda istotnie niemal Sasakiego rozmai-

toéé o statej krzywiZnie F-sekcyjnej jest S-wymiarowa i
o statej krzywifnie sekcyjnej. T
Twierdzenia E - H beda opublikowane w pracy [?4],_
n Twierdzenia I - L w pracy [25].
Rozmaitosci sagakliego, épelniajqce warunki jak w Twier-

dzeniach I - L 83 rozwaZan'e w pracéch [21] ' [22] y [35] .
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ROZDZTAE I . Rozmaitofci prawie kihlerowskie

o statej krzywifnie sekcyjnej.

Niech M (dim M = 2n) bedzie rozmaitodcig prawie
hermltowskq z (F,g) Jako gtrukturg prawie hermitowsks.
Pormg fundamentalnag rozmaltoscl M okredlilismy w sposdb
F(X,Y = g(FX,Y). Zatézmy, ze M jest rozmaltosqla prawie
kéhlerowska, tzn. aF = 0. |

Lokalne wspdirzedne pdl F,g,ﬁ oznaczmy, odpowiednio,

przez Fji, gji’ Fji' Wtedy, zgodnié z definicja, mamy

in@ o  oi Lan b _p 8
FoFy™ = =87 81 Ty =815+ Fyi =Fyeay o
.(1> V&Fgl * VjFik * VEij = Q !

gdzie V oznacza koneksje Riemanna wzgledem metryki g.

W tym rozdziale udowodnimy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie . Nie istniejag réZne od kﬁhlerowskich
rozmaitogci prawie kahlerowskie o staXej krazywifnie
sekeyjnej i wymiarze ) 8.

Dowéd. Kotd [18] otrzymax dla rozmaitodci prawie

kihlerowskiej rdéwnodeci :

@) CVI%l)F b 8 UFyy =0,

(3) (Vkaa F b i vc 94 = 0.
Zmuﬁazmy, se z (2) 1 (3) Zatwo wynika

(4) <V%Fji>Fka - <VkFai>Fja = <V%Fga neo

Nagéo i Koto [1§l dowiedli, 2%e tensor krazywizny leji
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dowolnej rozmaitodci prawie kahlerowskiej speinia

tosesamodd

CS) C (V;F1k><vaFji> =
3 . by a 2 boa o dy o by &
= Rypgi = Bpazift T = Ragpaly T3 * Racva®™s Pk Py Py ¥

br & 4 R.. F P28 4R, .FPFP2,

_ bp &
+ R M + R 1bja k "i “lbai“k 7

bkja 1 "1 bkai l

- 8 Iy g4t g :
gdzie VaF.i = ngV%Fji. Ta wlasnosc rozmaitosci prawie

' » .. . td
kithlerowskich zostaka takze udowodniona przez Gray &

({9], réwnodé (4.4)),

Zatézmy, zZe rozmaitod$d prawie k@ihlerowska jest o stale]
krzywidnie sekeyjnej. Wtedy,'tensor krzywizny ma postad
Ryggi = B (&1 Brj = 813 i) 1z (5) otrzymjemy
‘ 1 7 = g — - P ! n 7
(6) <V5P1k><vprji = 25 (81385 = 8138ks = F13Tky + F13Phs) -

7 (6) wynike natychmiast

() (VoFpo) 07F°C) = - 4n(2n-2) s,
dzie preyjelifmy VOPPC = gakgbasciV&Fji-
Korzystaj@c z (1), przepisujemy lewa strong rdwnosci

(6) w postaci

a ' ‘A
- (M) (VPy3) + (Fa) (VF44)-
loatepnie, nasuwamy Vthm na. (6), korzystamy 2z (6) i wyz-

naezamy

) (¥ Bbq><ﬁPFhm)CVaF=*> = 25 (&rj YiThm ~ Bt Vilom *

'? a8 T - I h n
= Ikj 1m V hm ]} VLhm * 8xm Vh Ji = 8%h vrrl}“,j':'l_ v

& kaFh VéFji - Fkh' Va Jl)
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Dokonujac kontrakeji (8) z g i wykorzystujge
(1) 1 (3) otrzymujemy
©) P (P)EP,;) = 25(20-4) V755
Nesuwamy ¥F;_ na (8) i po skorzystaniu z (6) memy
(10) s [(V Py ) (Fy) = (%iF1g) (U5Fpy) - Py b<vb 18) Ty a( o) +
+ B3 PVl ) F s VaFym) + CVmFlsthFji) = (%P1 ) (P 51)
- Fmb(VbFls> T (VaPy) + P, (%1 6) P (Y 31)
- (P )Py F35) + (V1Fpy) <Vsti> + F sb<vahm> F1°(VaFy3) -
- PP (G Fy,) PP (UaF 31)] =0.
Nasuimy (VSF™™)(V1FI1) na (10). wobec (2)-(4),(6) i (9)
otrzymamy
s[- 3208 + 485 - (VP )(¥ Fb°):[ ") (P = 0
co, na moocy (7), daje
(11) (2n-2) (2n-4) (20-6) $° =
Jesli przyjmiemy dim M = 2n ) 8, to z (11) otrzymu-

jemy S = 0. Wéwczas réwnosé (7) implikuje V&Pal = 0,

tzn. M jest rozmaitodcig kéhlerowskg. To konczy dowdd.
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ROZDZIAZ II . Rozmaitosci Sasakiego z u-rdéwnolegiym

tensorem Ricciego.
§ 1 . Wetep .

Niech M (dim M = 2n+1) bedzie rozmaitofcig Sasakiego
1 niech (F,v,u,g) bedzie struktursg Sasakiego rozmaitosci M.
lMetryka Riemanna g nie musi byé dodatnio okredlona.

Lokalne wspdirzedne pdl tensorowych F,v,u,g oznaczmy,

.

1

odpowiednio, przez Fjl, v, uj, gji' Wtedy, na mocy przy-

jetych zalozen, mamy

(1) Fa1 FJ.a = - 831 o ujvl . uava =
F,bvi =0, F%u, =0,
(@) gap Ty Fjb =855 ~ Wily o
(3) Viji = = By; vio4 Ski uy .

tovzystajac z (1) 1(2) Zatwo sprawdzemy, ze u; = giava'

Dlatego b@dziemy pisaé w dalszym ciagu \A zamiagt u; .
‘a —~J1 ja, 1
Niech Fji = Fj 8,4 OTAZ Pt = ! r,o

Rozmaitoédé Sasakiego M gpeinia relacje

(1) vy o= TFy5 o
a.
(5) R}(jia v = V]-{ gji - Vj gki ’
(6) R VO =20 Vi,

(7 RkaFja * Rbkjana eyl (2n"1> T
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(8) RiaPs" + RygF = 0 o

Dowody réwnoéci (4) i (5) znajduja sie na przyktad w [1],
a dowody (6)-(8) na przykzad w [41]. Prosta konsekwencja
tozeamoded (1), 6) i (8) jest

b, a ’
(9) RbaFk Fj = Rkj - 2n Vij .

leji oraz Rji s8a tutaj lokalnymi wspdirzednymi tensora
krzywizny i tensora Ricciego.

Przypomnijmy, Ze tensor Ricciego rozmaitoéci Sasakiego
nazwaliémy u-réwnolegiym, jesli speinia warunek |

(10) (V,Ry,) Fijia =0 .

§ 2 . T™wierdzenie .

Twierdzenie . Tensor Ricciego rozmaitodci Sasakiego M

jest u-réwnolegty wtedy i tylko wtedy, gdy

(11) ViRss + iRy + URyy =0 .

Dowéd. Rézniczkujac kowariantnie rdéwnoéé (9) i korzys-
tajac z (1),(3),(4) i (6), otrzymujemy dla dowolnej rozmai-

tofci Sasakiego

i‘bﬂa—- ] = J a = -‘8 —
(12) <kaba> PP = YRy - Ry ® v - R Pt vy

Jeéli tensor Ricciego jest u-réwnolegty, to z (do)

i (12) wyznaczamy

- 1 a { a u .
anji = Rygl'y vy + Rygly” vy + 20 Fig vy + 20 Fiy vy o
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Stad otrzymujemy O1>, po skorzystaniu z 68) i antysymétrii
pola tensordwego Fji‘
Na odwrdét, zaxdimy, e rozmaitosdé Sasakiego speinia
warunek (11).
Dowolna rozmaitoéé'Sasakiego'ma wiasnosd (Kon»[jf],
Temat 1.3) |

, : b ;
(13)  (ViRya) P57P5% = ViRys = ViRjy = RiaPy” vy -

a .
'} Réwnosé (13) razem z (11) daja

(14) <vaka> Fiija + 2 VjRik ar ViRk,j = - RkaFia Vj -

‘ a
Rézniczkujgc kowariantnie (6) i korzystajgc z (4),

dostajemy

a a
(15)  (BRya) v* = = Ry B® + 20 By o
Nasuwamy Fliij na (14), po zastosowaniu (1), (6)
i (ﬂB), otrzymujemy

| b a
(16) ViR, = (VaRyy,) vovy + 2 (VRia) Ty Py™ 4

a

1 a? b | i —.
+ (vankb> Fl lm i Rkarl Ym < 2n P1k Ym = 0.

Tensor Ricciego dowolne] rozmaitoéci Sasakiego speinia

. warunek
. a .
(1) V@Y Ry, =0 .

Istotnie, rdzniczkujgc kowariantnie (5) i korzystajac z (4)
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wyznaczamy

(18) <lekjia> v+ RkjiaFla =P 854 = P15 8ky -

1k

Dokonujemy kontrakeji rdwnosci (18) z g i po wyko-

-rzystaniu tozsamosci

1. .
ViRaij~ = VaRij = ViRaj
otrzymujemny

ba
pjial = Fij

a a

v ngij =V ViRja - R .

Ostatnia réwnoséé, na mocy (7) i (15), redukuje sie do amn.
Biorgc pod uwage (13) i (17), przeksztaxcamy (16)

do postaci
‘ , a
3 VRim = ViRpk = VnRia = 4 BgaTy Vi -
a
- 4'RkaFm vy + 8n Py v + 8n P V1 =0
Stad zas$, wobec (11), otrzymujemy

V. R

k'1lm R

a a
kaFl Vo - RkaPm vy o= 2n <Fkl Vit ka v1> = O‘,

co, podstawione do (12), daje (10). Tym semym dowdd

twierdzenia jest zakoriczony.
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ROZDZIA% IIT . Rozmaito$ci niemal Sasakiego.

§ 1 . Watep .

Niech M (dim M = 2n+1) bedzie rozmaitoscig prawie
lkontaktowa metryczng z (F,v,u,gﬁ*jako gtrukturg prawie

kontaktowg metryczng. Oznaczmy przez Fji, vl, uj, gji

lokalne wepdirzedne, odpowiednio, pol F,v,u,g. Zgodnie

7 .okreéleniem, pola te speiniajg zwigzki

Q.1> Falea = - 551 +Vujv1 ' uava i
85 b
(1.2) Bapfy Ty = 8ij — Wily -

Konsekwencja tych zwigzkdw jest
(103) Falva = 08

Podobnie jak w Rozdziale II, dla wygody wspdéirzedne lo-

kalne pola u bedziemy dale] oznaczaé przez Vj’ gdya vy =

= gjava. Wepdtrzedne lokalne formy fundementalnej rozmai-

’ a A
bofci M oznaczamy przez Ty, whedy Tyy = Py Bay (= - Fij)‘

Zak¥adamy, Ze M jest rozmaitodcig niemal Sasakiego, tzn.

~ i ) : i i i
Jak wiemy, pole wektorowe v jest polem Killinga, tym

gamym

(1-5> - vjvi aF viVj = 0 o

W Rozdziale wstepnym okregliliémy na M pola tensorowe

~J .
H i H typdéw, odpowiednio, (O,Z} i (ﬁ,1>. Wspélrzgdne



e o

~
"lokalne pola H oznaozmy przez Hji a pola H przez

i

Hi . Wowczas, zgodnie z okresleniem, mamy HJi = HJ 8ai
(= - Hlj) oraz
(1.6) | Vjvi = gy b Hy

Twierdzenie 1.1. Rozmaitosé niemal Sasakiego M jest

Sagnkiego wtedy i tylko wtedy, gdy speinia warunek Hji= o .

Dowdéd. Jedli M jest rozmaitodcia Sasakiego, to

Vﬁv- = P (np. Blair [1], str. 74), tzn. Hji =0 .

Jesli rozmaltosc niemal Sasakiego M ma wiasno$c ngi =
5 .

Fji’ to na podstawie Twierdzenia 3.2 [é] M jest Sasa-

kiego.
Okreslmy HI' = gJ@H l, It - gaa.Fal, B, = m%, s
il L 1 il 1 cba c.,ba

§ 2 . Rezultaty pomocnicze .

Lemat 2.1. Konsekwencjami przyJjetych zatozeri o M sg

(2.1) (ViFia) v = = ggy + vyvy = HyPy®
; 7 a ] =2

’3.2)‘ HioFy® + By Py =0,

(.?l‘ 3) Haiva =0 ’

i ba

(£04> I'b,1 Jl = - I—Ij‘i_ .

Dowdd. RéZniczkujﬁc (1.3) i korzystajac z (1.6)
0.1), otrzymujemy (?.1). Biorgc pod uwage (2.1) i (1.4)

mhna jdujemy (?.2). Réwnosé (2.5) jest bezposrednig konsek-



T

wencja réwnodel (1.3), (1.1) i (1.6). (2.4) wynika z (2.2),
(2.3) 1 (1.1), co koficzy dowdd.

Lemat 2.2. Tensor krzywizny rozmaitosci M speinia

vwiiazki

(2.5) ' RopyiF1” * Riagifx leaiFja + Ry safy® =0,
(2.6) | RdcbaF%§§? = Rypsi "Rak.ji"a Ve * RaygsV Vie s

(2.7) | RikbaF§? = RbajiF;i .

Dowdd. Rézniczkujac kowariantnie (1.4) i stosujac

identycznoéé Ricciego otrzymujemy, pd skorzystaniu z (1.5)
a a .
Ryxsali = Rikia®s + VaViFui - VVYyFii =

== 2 gy vy + 2 g1y Uvy + g Vavy - &g ViV * 2 851 ViV
Stosujac ponownie identycznodédé Ricciego, identycznosd
Pianchiego oraz wzory (1.4) i (1.5), otrzymamy

a a

a a : - ;
(2.8) 2 RygyaPy® - RypgaPs” - Rigiafy = Rpggafie *

+ 2 8y Vivi = 2 Bg1 Y5V5 - 2 813 Vili = 2 8y v&Vj *

25 Ve = 2 ViR
co wobec (1.4) daje
a . a _ L a . L a
2 Riskafsi. — Rixials - Bijiafi ~ Fijiafi *

+2 g5 Vivy -2 &y Vivy - 2 gy Vivi + 2 gy Vg -

-2 g.. V

ji YiV1 - 2 Vi Y,F

,j]-:O.
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Ostatnia réwnosé, po uzyciu $ozsamosdei Ricciego i Bian-
chiego oraz wzoru (1.5) da nam (2.5).

Na suwamy Fhl na (2.5) korzystajac przy tym z (1.1) .
llastepnie, w tak otrzymane] réwnosci dokonujemy antysyme-

tryzacji wzgledem indeksdéw h oraz k , i woéwczas otrzymujemy

ba , a a
2 RpasiThk = 2 Bhiji * RakjiV Vi = Ranjiv Vi +
- ba ba | . ba | ba _
* BykaiThy = Ronaifkj * Rokjafhi — Bonjalki =0 o

. co na mocy»(2.5)'i (1.1) przyjmuje postad

| ba. _ ba a
(2.9) 2 RygyiPhx = 2 Bygpaf3s * Raxji¥ Vh -
a

a a _ _
VS Ve = BgipkV Yy o+ Rggpkv Vi =0

- R ; -

ahji
We wzorze (2.9) zmieniamy pare indeksdéw h,k na pare
d,c, Na tak otrzymang rdéwnosé nasuwamy Fgg i otrzymujemy,

. po skorzystaniu z (1;ﬂ i (1.3),

' ’ dcha
(2.10) 2 Rpksi = 2 Racvafhiji ~ 2 RakjiV Ve +
#2R v v, - R v@rde v, 4 R verde v - o
ahji k aidc hk " j ajde” "hk "i ~ ¢

Nasuwajgc vi na (2.10) i biorgc pod uwage (1.3),

dostaniemy
: ande a ' a_b : a_b _
lasuwajae F?ﬁ na ostatnia rdéwnosé i korzystajgc z (ﬁ.1>

i (1.3) wyznaczemy

a_b
ajlby Vo Vp t Rajm

a.b

andec -
R Y Vv vl =0 .

a { -
ijlmv =2 Rajdcv 1m

Pordévnujac dwie ostatnie rdéwnosci otrzymamy
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‘ ande
(2.11) Rajae’ Ty = O -

‘W ten sposéb, (2.6) wynika z (2.10) i (2.11) .
gauwazmy, ze (2.6) implikuje réwnosé

kva V. + R

a a .
Raxjivo Vi - R Vi - R 5 * Raji1

a
aljiV kW Vi =0,

ail

ktéra uzyta w (2.9) da nam (2.7). To koriczy dowdd.

Lemat 2.3. M speinia relacje
' a

: a

= (gkj + HkaHja) vi - (gki + HkaHia) Vj N

(2.14)  Ryv® = (20 + HE?®) v, Hp HP® = const.,

(2.15)  RyaP® 4 RyF° =0,

, ba ba
(2.16) Ry PSS =Ryy - (2n + Hyl™o) vivy .
ngéd. (2.12) - otrzymamy przez zrdzniczkowanie kowa-

. - (] . ’.' (4 a -
riantne (2.3) i zastosowanie (1.6). Réwnosé RoysiV

== Y Psy - V%Hji jest konsekwencja (1.5) i (1.6),

ji
po zastosowaniu dobrze juz znanej argumentacji (patrz
np. Yano i Bochner [4ﬂ> . 7 przytoczonej rdwnofci i (2.11)

wynika (VkFrs + V%Hrs> Fgg = 0. Po nasunigciu na te roév-

318

noéé F?? i wzieciu pod uwage zwigzkéw (1.1), (1.3), (2.1)-

{

(2.3) i (2.12) otrzymuje sie (2.13). Pierwsza czegéd
WZOoru (2.14) jest prostg konsekwencjg (2.13). Majgc
(2.13), (1.3), (2.3) 1 F,_F°® = 2n, co wynika z (1.2),
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znajdujemy CV%Fba + VkHba>Hba = 0 oraz CVkHba)Fba =N
~ i ba v ba

Ponadto z (2.2) wyznaczamy _(VkHba)F + (VP HES =0 .
iobec tego musi bycd (VkHba)Hba = 0, tzn. prawdziwa jest
druga czeéé wzoru (2.14). (2.15) otrzymuje sie z (2.5)
przez kontrakeje. Aby otrzymaé (2. 16), nasuwamy FkJ na (2 15)
'1 wykorzystugemy (2 14). To koriczy dowdd 1ematu..

Lemat 2.4. Rozmaitosé M speinia relacje

@D (Grgs)Ps® = OF ;)T + (Py+ Hyeq)vy + (Fyg+ By vy

(2.18) <x%Fji)Fka - (Vija>Fia - (ij— Hpy)vy + 2 Pygvy = Hyyvy

ba

8
v- + P Hi Vi e

Fkan J Jja

Dowdd. (2.17) otrzymamy rdézniczkujgc kowariantnie (1.2)"
f atosujac (1.6). (2.18) wynika z (2.17) na mocy (1.3) i (1.4).
Aby otrzymaé (2.19), nasuwamy Flj ne (2.18) i korzystamy
ze zwigzkéw (1.3), (2.1), (2.2) i (2.17). To korczy dowsd.

Lemat 2.5; Tensgor krzywizny rozmaitodéci M speinia

rwigzek

/ ba : a |
(.20 RygyiFyye - Rypys = (V1Pk5>cvj ) + (AFg) vy +

+ (V5P4) Vi = B1iBkg * 8158ki ~ B1Bii * F1ifiy — Figfia ¢
+ HypHay + 815vevs - endlyals - 83ifalx -

Dowdd. Rézniczkujac kowarisntnie (?.17> i stosujac
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wzory (2.8) , (1.6), <2.13> ’ (.1 , (2.2) i (2.7) otrzymamy

(2.2 Pi) G175 + (T P50) O1F3®%) + Regpy + Rigpg -

ba ba
- Ryivafky = Rrival1j * 2 81k8j1 = 2 8ki81j ~ 2 81485 -

= FypgFiy = FryPFyy + Heglyg + HygHpy = 2 81373V + 8y Vivy +

a a
*+ B13VEVy * B1yVkVi * 8kjViVi — 8kithiaFj - 8B1iHkaFy -

- BijH1als" - & gHiaFy” = O ¢ ‘

W (2.21) zastepujemy indeksy‘ i,1 przei indeksy,
odpqwiednio, r,s8. Na tak otrzymang réwnoéé nasuwamy F;f ‘
Wtedy, przy pomocy wzoréw (1.1)-(1.3),2.D-(2.7, (2.17)~

(2.19), otrzymujemy
@2D)" F )T - (i) (V1F57) *+ 2 (Blyy) vy +
| a
+ 2 <v1Fk;j> vy - (VkFis>FasHja vy o+ (Vijs)FasHi vy 4+

8., a 2 \p By 8 ba
(ViFjs)Fa He vy = (MF5)TFa H1w vy + Ryyqy = Ryypalry +

o+

ba :
Rysvalkj = Riikg * 4 8c1ViVi = 8kiViVy ~ 81iVkVj -

<+

= BriVivi — 813ViVe t Prifiy - Frifyy - 2 Falyi +

a

+

a a ;
HigHyy - HygHypy = 8yifaly + 813Hkafy + 8BxjHials

‘ a a a a
- glekaFi + HkaHi Vlva- - 2 HkaHj Vlvi + HlaHj Vkvi +

a a : a -
-+ 2 HkaFl VjVi - HkaFi Vle -+ Hkapj vlvi =0 ,

Réwnodei (2.21) i (2.21)° daja
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@.22)  2(4p;) 7)) + 2(GFy3) vy + 2(TF) vy -
- CVkFiB)FaSHja vy + C?ijS)FaSHia v, + (viFjs)FaSHka Vi

a

8 ba
(VP y)Fa"y® vy + 2 Rigpg = 2 RygpaPry + 2 81x83ji ~

-

-2 BBy = 2 8138y = 2 TypFyq = 2 PPy + 2 HyHyy +

a . a
+ HygHy"vyvy -

-+

a
2 B1kViVy = 2 8yifiafy = 2 8 HyeFy

a a a
=2 BypHyva vy & HpgHyvivy + 2 By Vavy -

o a _
Zamieniajgc w (2.22> parami indeksy k,i 2 indeksami

1,j, otrzymujemy po skorzystaniu z'(2.2) i (2.7)

g a S 8 8 a
(V1 F3 o) o °Hy vy - (V173 ) Fy % vy + (Vles>Fa HE v, o+

8 a : 81 8 8 a
+ (VP PP % vy = (VP PP % vy - (G ) PH% vy -

S &8 8y 8 a
(Vijs Fa Hl Vi + (Vij B>Fa Hi Vl + 2 HlaHi- Vkvj =

a

a a
- 2 H Vlvi - 4 I'IlaFk ViV = HlaFi kaj +

kaHj a1

a a : a -
+ HlaFj -Vkvi - HkaFi Vle ot HkaFj Vlvi =0 .,

Na ostatnig rdéwnosé nasuwamy vl.. Po skorzystaniu
(1.1) . (1-3), (2..3) oraz (VaFji v&¢ = - HjaFia , co Zatwo
wynika z (2.1) i (1.4), otrzymu]emy

(2.23) (V&Fjs Pa°H;% - (VT )P, °H® =

N

- a 8 . @ o 8
= Hygly™ Vi = HgHy™ vy = HygPFy™ V5 + HyegPy™ vy o
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Dokonujac symetryzacji relacji (2.23) wzgledem indeksdw
k,j oraz korzystajac z (1.3) ’ (1.4) i (2.2‘) wy znaczymy

8y & s - _ a
<vist Fa Hj + JS>F Hk = = HygHy vy -

a

a
+ HigFy~ Vi o

- H, _H

a
ia"j + HigFy Vv

a

co razem z (2.23) daje
By & _ a a
(2.24)  (GF; )F,°H;% = - H H® vy Hyghy® Vic + Ha® vy
Jedli skorzystaé z (2.24) i (2.2), to (2.20) okaze sig

konsekwencjg wzoru (2.22) . To koficzy dowdd Lematu 2.5.

Lemat 2.6. M speinia relacje

as ag
(.25) (s H;® =HEZ Fyg vy - H3Z Fyg vy - Hyy vy,

as as
- Hp (I‘ls+H )v + Hig Fyg Vi s

(2.26) (kaja)Hia Ta

<2’27) Vk(HJa i ‘ Hig CFis"' His)vj - H§§<Fjs+ Hjs)vi .

Dowéd. (2.25) wynika z (2.24), po nasunigciu Fli

i wykorzystaniu (1.1),(2.3) i (2.4) . Réwnosé (2.25) raiem
z (2.13) i (2.3) daje (2.26). Natomiast (2.27) Zatwo wyniknie
Z (2.26), jedli skorzystamy przy tym 2 (2.2). W ten sposdb

dowdéd jest zakonczony.

Lemat 2.7. Tensor krzjwizny rozmaitosci M speinia

zwigzki
(2 . 28) » Va vanlkji = 0 ’

a a a a _
(2.29)  Rqiyify® + RygyiHyc® + RypgiHs® + Rypgely® = 0
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Dowdd. Rézniczkujgc kowariantnie rdéwnosdé (é.13),

po skorzystaniu z (2.27) i (1.6), otrzymamy
as as

ViV @i+ Hyg) = HlaCFjs+ Hjs3vkvi - HlaCFis+,His>Vkvj +
a\ [/ a

72 ostatniej réwnosei i identycznoéci Ricciego wynika

av a a a as
Rypga (B3 %+ B®) + Rypos @48+ Hy®) = BIZ(Py o+ Hy)vvy -

IBS<F15+ His)vkv - HkSCFJs+ Has>v1vi + Hka<?1s+ His)vlv +

(B + HkaHia>(Fij+ Hyj) = (x35+ HyaHj ) @y + Hyy) -

e

a ' . a
(By3+ Hynly ><ij+ Hey) + (815+ Hyalj ) @y + Hyy)
7 powyzszego zwigzku, (2.5) i (2.2) otrzymuje sieg (2.29).
7 drugiej strony, po zrézniczkowaniu relacji (2.13)
i skorz&staniu z.(ﬁ.6> otrzymujemy
a a a
(2.30)  (VyRyys) v = - Rayeyy (B %+ By®) - ViV (Fys+ Hyy)
Majac druga identycznoéé Bianchiego znajdujemy
a a
V" VaRikyi = <Vhﬁak31 - CVkRalji LA
co, po uzyciu (2.36), identycznosgci Ricciego, (2,29)
i (2.5), daje (2.28). To koriczy dowdd.



2 ATEE

§ 3 . Rozmaitosdci niemal Sasakiego tréj- i pigcio-

wymiarowe.

Twierdzenie 3.1. Kazda 3-wymiarowa rozmaitosé niemal

Sagakiego jest rozmaitodcig Sasakiego.

Dowéd. Niech p begdzie dowolnym punktem rozmaitosci
niemal'Sasakiego M, dim M = 3. W przestrzeni stycznej Mp
w&bierzmy baze ortonormalng {e0= V, @1, €p= Fe1}

(Blair [fl, str. 22). Wéwczas, korzystajac ze wzordw (é.é),
(2.3) 1 antysymetrii pola tensorowego ﬁ, sprawdzamy,
5e ,ﬁ(ei,ej> =0 dla (3$jqj £2. W ten sposdb, wobec

Twierdzenia 1.1, dowdd jest zakoficzony.

Twierdzenie 3.2. Niech M bedzie rozmaitoscig istotnie

niemal Sasakiego. Nastepujgce trzy warunki sg sobie rdéwno-

wazne:

(3.1)  dim M = 5,

'(3.2> HjaHia = Z(gji - vj&i> , gdzie A= HT%M:T HbaHba= const. >

% i a a n
(3-3) VICFji = - gkjvi + gkivj = VkHjaFi = ijiaFk = lekaF,i

orez Hji £0 .

Dowéd. Implikacja (3.1) 2?(3.3)'. Niech pé&M bedzie dowol-

nym punktem. W przestrzeni M, wybierzmy bazg ortonormalng

p
’390,61,62,63,64} takay Z.e eO-'-"- V, 93= Fe1 oraz e4= Fez

(Blair [1], str. 22). Wéwczas Fey= - ey, Fey= - e, oraz

Pey= 0, o czym Xatwo przekonad sig majac (1.1)-0.3).
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Ze zwigzkéw (1.4),(2.1) i (2.2) wynika

1]

Ve’. (F) ey
(3.4) x

Véi(ﬁ)eo

dla i = 1,2,3,4.

=80 eO(F)eo=° ,

e; + (HoF)e; , VeO(F) e; = - (HFe; ,

Wykazemy, Ze

(a)' g(%_@“) Gjaek>
ak

o,

(3.5).

(b) g(ﬁgi(F)ej,eo> - ﬁ(Fei,ej) ;

dla i,j,k = 1,2,3,4 oraz i # j. Istotnie, rozwazmy takie
i,j. Jesli e # Fe; oraz ej # Te., lub rdwnowaznie

e # tTey, to {ej,ei,Fej,Fei} jest bazg ortonormalnsg
dopeinienia ortogonalnego wektora e, w przestrzeni Mp.

Wéweczas, z antysymetrii pola tensorowego F oraz WZOoTrow

(1.4) 1 (2.17) otrzymujemy

i}

g(Vei(F)ej,§i> = g(Vei(F)ej,Fej) =

[}

SCVei(F) ej,Fej> = O .
To dowodzi (3.5)(&) w przypadku ej £ iIFei. Zauwazmy ,
e relacje (2.17> i (3.4) daja '

g(Vei(F> Fei, ek> = g <ve‘ (F) ei,Fek> ='O
i A
dla k =1,2,3,4. Dlatego wzor (3.5)(&) w przypadku

b
i (2.2).

vajac (3.4),(3.5),(2.2) i (2.3) sprawdzamy, se prawdziva

G o i‘Fei takze jeét prawdziwy. (3.5)(b) wynika z (2.1)
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jest tozsamosé

g(vx(F)ysz> == g(xyy>g(zseo) + g(x,z)g(y,eo) -

' ~ ~ ~
- 8(x,60)H(y,F2) - g(y,6) H(z,Fx) - g(z,eq)H(x,Fy)
dla dowolnych x,y,zeEMp, tzn. prawdziwy jest wzdr (3.3).
Poniewaz M jest istotnie niemal Sasakiego, to HAO0
(Twierdzenie 1. 1) . ‘
Implikacja (3.3)=>(3.2). Zatozenie (3.3) uzyte w (2.13) -

daje
(3.6) Villyg = - HkaHjavi + HkaHiavj +
Vil Y+ VT ¢ VTS
torzystajac z (3.6),(3.3) i (2.2)-(2.4) znajdujemy
GV Glyars®) = - v (ay;- B3R o) - vy(Hy- HigFy,) -

vy (Hys- HkaFJs)

Rézniczkujgc kowariantnie (3.6) i wykorzystujgc relacje
(T.6),(2.2>,(2.27) i (3.7) otrzymujenmy

a : a 4 2
V, Ve g = - Hycq Hj (Fis+ Hyg) + HgH; (rlj+ Hlj) +

a e c w8 |
t (T Hyp) By ® = (Ppge Hy ) B P+ (Fyg+ Hyy) HioFy

aSF

Vl[vk(Hji" ja 1s> i (Hlk Hig e ) vi<ij Hkargs)]

- vk[_a Hy <Pls+ HlS> =¥y Hls(Pgs+ H39>]

co, na mocy identycznosci Ricciego, da nam
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a a _
(3.8) Rigailly” + Rygjally

B Hkanga(Fli+ Hyy) + HkaHia(Flj"' Hyg) + HynHy® @+ Hy) -
:: HlaHia(ij+ Hys) + 2 (Pppcr Hlk)HjaFia " (Flj+ Hyj)HiaPs® +
+ Pyt Hyeg)HiFy® + (@pg+ Hyp) B Ps® = (Pg+ Hg)HpFy® o+

&5 [Vj (Hyi+ Hralig) = Vi (Hyes+ HigHyg >] +

= vy [vy Gy v BESH, ) - vy (g Hi‘gﬂjs)].

Rownosdé (2.29) ., po zasgtosowaniu (3.8) i (2.2), pozwala nam
wyznaczy ¢

(3.9 .(Fji+ Hji) Hy P + (Pppc+ Hyy HygPy® - <F1j+ Hy4) HygFy® +

+ (Frg+ By oy ® ¢ (Fpg+ ) HpPs® = (Tig+ Hys) HygFy® = 0 .
Hapuwamy FjiFSk na (3.9) , wykorzystujemy (2.2) i (2.3) |
i znajdujemy (2n-4)H; = 0. Stad, wobec Twierdzenia 1.1,
otrzymujemy dim M =2n+1 = 5. 2 drugiej' strony, nasuwajgc
HjiHIkab na (3.9) mamy |

(ityai®®)” = 4 Ty g 0T
po skorzystaniu 2z (2.2) i (23) Tym samym speiniony jest
warunek (3.2} .A A=const. ) 0 ‘wynika .z (2.1‘4) i Hji’é on
Tmplikacja (3.2):)(3.1) . Majae (32) z réwnodci (2.25)
otrzymamy
Cvkl";j&%a = APyp, vy = Py, Vi) = Hp vy -

Ifasuwamy Hib na ostatnia réwnosé, wykorzystujemy (3.2),



- 45 -

(2.1) s (2.2> i otrzymujemy tozsamosdé -(3.3). Tozsamosé ta,
jak wiemy z dowodu poprzednie] implikacji, pocigga za sobg
dim M = 5. W ten sposdéb, dowéd Twierdzenia 3.2 jest zakon-

czony.

Twierdzenie 3.3. Kazda S5-wymiarowa rozmaitosé istotnie

niemal Sasakiego jest rozmaitoscig Einsteina o krzywiZnie

askalarnej R ) 20.

Dowdd. Dokonujgc kontrakcji (3.8) Z gli znajdujemy
a ba ‘
(3.10) RigHs® + RypsaH o = - 3(7\+1)ij ,
po skorzystaniu z (3.2),(2.2)'1 (2.3). Z drugiej strony,
nasuwajgc H:Lk na (2.20) i biorgc pod uwage (3.2),(3.3),
(2.2)—(2.4) otrzymujemy '

ol T

baji ji?
lub

5 = (A41) H,,

"bjia
na mocy tozsamosci Bianchiego. Podstawiajgc ostatnig-
réwnosé do 63.10) zna jdujemy

RkaHj

a

= - 4 () .
Stad, po nasunigciu Hlj oraz wykorzystaniu'(B.é) i (2.14),
otrzymuje sie Rkl = 4<A+1>gkl, tzn. M jest rozmaitoscig

Tinsteina., Poniewaz R = 20(ﬂ+f); to R >20 wynika z A >O.
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§ 4 . Rozmaitodci niemal Sasakiego spelniajqce

warunek vmVlejih = vivmnkjih =0 .

Twierdzenie 4.1, Jedli rozmaitos$é istotnie niemal

Sasakiego M speiznia warunek

(4.1) VV1Riiin = ViVmRicgin = 0

to dim M =5 i M jest o staxej krzywiZnie sekcyjnej.

Dowdd. Zastosowanié identycznosci Ricciego do (A;ﬂ
daje

"+ R..°R

s —
xeih T Bmi1 Bkjeh t Bmin Pikjis =0 0

, 8 8 o
Rk Bgjin * Bmy R

gkad, po nasunigeiu VWS i zastosowaniu wzordw (2.13)
i (2.3), otrzymujemy
: ag _ a-x - b
(#.2)  Ryssp - Hig Rgyin = Bn* Hialy ) (8y:% Byply ) -
= Hy He®) (g4 Hopll ®) - (H, H,%- HEDSH, ) v.v, +
811+ Hyghy /(&5n# Hipty 1a's 1ab is’/ V3Vh

' a .abs
+ (Hy 1 2= H3OPH, o) ViV .

7 drugiej strony, majgc relacje (2.27), (2.13) oraz
(.1),0.3),G0.6),(2.2) 1 (2.3), znajdujemy
a Ny a abs
VVie(HygH; ®) = 2 (Hpght- By ob e ) ViVy -

a abs e ] abs
= <H1aHi - HlabHis) ViV~ (Hlaﬂj - Hlaijs> ViVi -

a8 , ag /q L
- HRS Py o+ Hyg) (P 5+ Hyy) - Hyeg T3+ Hyg) (Fy3+ Hyy)
Ostatnia réwnodéé, poprzez identycznoéé Ricciego, prowadzi do

88 as _ a_ pabs
(4.3) H3E Ryypq + HIE Rggig = - (HyaHy®- Hiaghys) vivy +
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+ (Hka sl HiggHis>'vlvj = <HlaH,j8 H?Sﬁ JS) VKV *
+ (HyaHyo- HiggHjs) vivy = Hg By gt His)(Flj.* Hyy) +
& HBSCF15+ Hls><FkJ+ Hk3> Hii(ﬁjs; HjsXFli+ Hyy) +
| Ias(FJS+ HJS)(Pkl+ Hes)
Konsekwencjq relacji (4.2) i (4.3) jest
B3O (g o+ Hyp) (Fyes+ Hey) + H‘i‘S(PJ ot HJS)(Fkl+ Hyq) =
- W8, 4 Hy o) (Fy 5+ Hpg) - Hﬁg(F35+ Hyg) (Fy+ Hy3) =0,
skad, po nasunieciu F¥IE!L i zastosowaniu (2.2),(2.3)

ﬁ. ﬁ.1), otrzymuje.si@

(4-4) Hoood = o (HpaHPD

Korzystajac z (2.3) znajdujemy

oy = As3- vyv)] [P - agedt- vivh)] -

ba + 2n ]2

| H.
- J

= gbeda ._ 2 g

abed ball

dla dowolnej ) . Prawa strona tej rdownosci znika dla

’

A= 21 Ib Hba, na podstawie (4 4). W ten 8posdb rozmaitosd
Il apeinia relacje (3.2), zatem na podstawie Twierdzenia 3.2
dim M = 5. Pozostala czesé tezy naszepo‘twierdzenia wynika

s (4.2), jeéli skorzystac z (3.2) i (2.13). To koficzy dowdd.

Kazda rozmaitosé lokalnie symetryczna speinia warunek

(4.1), zatem konsekwencjg Twierdzenia 4.1 jest nastgpujgce

twierdzenie:
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Twierdzenie 4.2. Jedli rozmaitoddé istotnie,niemal

Sasakiego jest lokalnie symetryczna, to jest 5-wymiarowa

‘1 o stazej krzywiZnie sekcyjnej.
§ 5 . Rozmaitodci niemal quakiego,konforemnié piaskie.

Twierdzenie 5.1. Jeéli rozmaitosé istotnie niemal

Sagakiego M jest konforemnie pzaska, to jest S5-wymiarowa

i o staze] erywiénie sekcyjne].

DowSéd. ZaYozenie konforemnej pZaskodci implikuje

. 1 '
) YeRs1 = YR = 7w (7R Eyi = ViR @ey) -

zauwasmy,se (2.14) wynika Ckaab>vavb =0, a z (2.28)

vaVaRji = 0 oraz vaVAR = 0 . Dlatego po nasunigciu vIvt

na (5-1) otrzymamy V%R = 0. Stad (5.1) przyjmuje postad

(5.2) anji - ViR =0 .
7 zaXozenia konforemnej ptaskosci mamy takze

1
Rajiv = 2n=T <Rab 851 = Rai &5p * Rji Bab ~ Bjp gai> -

. .
= Zn(2n-T1) (gab 831 ~ €ai gjb) ’
elkad, po nasunieciu vovP i skorzmystaniu z (2.13) i (2.14),

otrzymujemy
' R bay a
(5.3 Ry =(gh - 1 - Ml gy + (en-D) HyH;® +
. ba R
+ <2n+1 + 2 HbaH - n>vjvi .

"Rézniczkujemy (5.3) kowariantnie, korzystajgc z (1.6) i (2.27)



R

Wy znaczymy

ViRys = - (2n-1) [H (FJS+ HJS)V + HY (I‘ls+ Hi g) V3 ] +

ba
+ (Pn+1 + 2 H.H

R
- EE>[(ij+ Hk;j)vi + (Pey+ Hyy) V,j] '
Podstawiajgc ostatnig rdwnosé do (5.2) i korzystajagc
(2.2) otrzymamy
ba R
2o+t + 2 B0 = o [2(F v B ) vy + (Bt Hig)vy -
- (7 HJl)vk:} - (20-1) [2 B2 (FJS+ H, )v +

: as
ka(Fls is)vj - Hja(Fis+ His>vk] =

Na te réwnos$é nasuwamy vi i majac (1.3),(2.3) znajdujemy

ba

R
(5.4 (en+1+ 2 H H? - Zﬁ)(ijaf He;) = (2n- 1) Hy (sz+ H

Nasuwajge F<9 na (5.4) znajdujemy, wobec (1.1),(2.2), (2.3),

(5.5) = (2n+l) (20 + B E®) .

Stgd relacja (5.4) przyjmuje postad

‘ 1 b
Hig(Fjs‘* Hig) = o5 (Pij* Hij) HpgH ?.

Nasuwajgc ij na ostatnig réwnosé i korzystajgc
(2.2) wyznaczamy (4.4), a to jak wiemy implikuje (3.2).
lla podstawie Twierdzenia 3.2 dim M = 5. Ponadto,.jeéli
podstawié (3.2) i (5.5) do (5.3), to okaze sie, ze M jest
rozmaitoéciq'ﬁ{hsteina, co zakoiliczy dowdd, gdyz kazda
konforemnie pxaska rozmaitosé Einsteina jest o staiej

krzywifnie sekcyjnej.
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§ 6 . Rozmaitofci niemal Saéékiego o staxej krzy-

wiZnie F-sekcyjnej .

W tym paragrafie zaZozymy, Ze w kazdym punkcie p

rozmaitosci M krzywizna TF-gekcyjna

W {
~'K(X,I"X) s Rskrid*} Xb % Pj 2 ‘X
i ol J 1
Eqpfy Xy X gyt X

nie zalezy od wyboru niezerowego i ortogonalnego do v

wektora Xe€M . Przez H oznaczmy funkcje M 3p—>K(X,FX),

gdzie O #XEM_ jest ortogonalny do v.

P
Jako konsekwencje zatozenia i (2.2) otrzymujemy

8T L o \ pdcba ylekejyl _
6. (Ryepa Pdp + H 8gp 8ca) Pligy X X XIX- = 0
dla kazdego wektora stycznego X, ktdéry nie jest liniowo

zalezny z V.
Przyjmijmy oznaczenie

8r . s dcba
Misi = Rgera Fab * T 8ap 8ca) Flkji °

Korzystajac z (1.2) otrzymujemy

dcba nar =
(6:2) Apyi = Raopa Tolens 13 * 8 (8157 Vovy) (Bram Vievy) »

Majac (2.6) i (1.3) sprawdzamy, ze

dcba

.dcba pqrs _
& L & 1kji °

dcbe Tpars Tikji = &

R doba

skad, po nasunigciu Fﬁi i zastosowaniu C1JD i ﬁ.é),

otrzymujemy

dcba ..gr

. _ .dcba ar
shrm 11j =R 5 5

& deba T1sjr “hm °

Rdcba



Dlatego Alkji = Aklij‘ Ponadto, jak wskazuje na to (6.2),

mamy Ajjdy = Ajirke

Korzystajgc z dwéch ostatnich relacji widzimy,

ze (6.1) jest réwnowazne z

A + A T A + A + A = 0.

pkqi * Hpqi pikq * Apkiq * Apiqr * Apaki

Na t¢ réwnodé nasuwamy FIl)g i uwzgledniajge (6.2), (1.1) - (1.3),
(2.2), 2.3, (2.6), 2.7, (2.11), (2.13) znajdujemy

ab ab _ ab _
Rigss *+ Riigk — Riabk T3i = Rrabi Fix ~ Riiap P
ab _ a a:
= Ryyap P33 = (Br* Hyafy DVyVy = (814t HygHy Dvyvy +

' a | a
+ z(gki+ HkaHi >vlvj + 2<glj+ HlaHj )Vkvi - 2 VleVjvi +

+ 2H(g1j- vlvj)<gki— vkvi> + QHCFliji' Fliij> = 0.
Dokonujgc antysymetryzacji ostatniej rdéwnosci wzgledem
indekséw 1,k , a nastgpnie wykorzystujgc identycznosé

Bianchiego i wzory (2.5), (.1), @.13), wyznaczemy

R by + R be

ba
Rikji * 2 Rakbe P51 = Frive T kiba F1j

q 1 0 —
- B (8185 - 8138ks * F13lig = P13fa — 2 1Py ) *

+ (H-1) (Brg Vv - 813 Vii " Bt V1Vy * By vyvi) -

a . a a a _
- HlaHi vkvj + HlaHj VYy HkaHi Vivs = HkaHj Vivy = 0.

J
ba

Po wyznaczeniu leba P

31 Z (2.20), podstawieniu

do ostatniej réwnosci i skorzystaniu z (1.4), otrzymamy
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(6.3> 4 leji = @1Fia> (kaja> - (vlea> (kaia> -

(B+2) (811815~ 8138k1) * <ﬁ"{)<Fliij— P sFea- 2 Fliji> +

o

+ Hlinj— Hleki - 2 HlkHji -4 glk vjvi + 2 gki VIVJ =

(-2) (&4 VicV5~ 813 ViKViT By ViVt By vivy) +

+ Hy H® ViV - HypHs® Vievy _ HypHy® vivy + HkaHja Vv +
t 2 &y HjaFiaA+.2 833 Hiafy - 813 Fialy” + 813 HiaFy® +
o Byy Hyaly® - By Higly©e

Nasuwamy Hﬁé na (6.3) i uwzgledniajgc relacje (2.25),

(2 = (2 3, <1 . 1) otrzymujemy

4 Hpg Ry = - Hyghy® [ (4 gy - (D) vievy | +
¢ M ® [[3)gy5 ~EDvyvy]| + B b, BT -
- Hepplhg H P57 = 2 HS i e H P HIOS g Vs T
- 4 H b vyvy + (B0 (38 o Biy - HaP Trj -
=2 HigFjé Fiy) + HoaByg Hey - Hpalyg Hyg - 2 Hpghyg Hyp,

co uzyte w (4.3) dra,je, po sicorzystaniu z (2.2) "
e a ‘
(H+3>[f HygH; ® (85— Viiy) = Hyally (i~ Vivy)

+ W H, % (g 5 V1Vj> + HkaHja(gli- V1Vi>:]+
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IabsP

+ Hyppls Hkerr + HiggFjs H Py T - HiZﬁFis leFjr -

- HyqpFye Hyply ™ + @D (B3P iy + HGEP) o Fyy -

- HiaPyg Fiy = B3Rl Fig) + High g Hyy + HGZ His Hey -
- W SH g Fyy - HSglyg Hyy + Boo (B o+ 1y ) (Fy g+ Hyy) +

+ Mg Byt Hy ) (g Byy) - BRS (y gr 1y o) (Biey+ Biy) -

- H?E(Fjs+-ﬁjs)(rki+ Hey) = 0.

Je$1i na te réwnosc¢ nasunagd ijﬁli i uwzglednié przy tym
relacje (1.3),(2.2) i @.3), to otrzymuje sie warunek (4.4),
ktéry implikuje (3.2> _ w przypadku, gdy M jest rozmaitoscia
istotnie niemal Sasakiego. |

Dalej zaktadamy, ze M jest rozmaitoscig istotnie niemal
Sasakiego. Wtedy, na podstawie Twierdzenia 3.2, dim M =‘5.
Ponadto relacje (3.2) i (3.4) razem z relacjami (1.1), (1.3),
(2.3), 2.4), 3.1) 1 (3.2) redukuja (6.3) do

(6.4) 4 Rikgi = <ﬁ45)<gligkj‘ 8158k1) * (ﬁ-1><Fliij -

- TPy - 2 Fliji> + HygHys = HygH = 2 Hydyy o+

+ (4= B+ 1) (&y5 viivy - 813 VY1 - Bki V1V * Bk ViVi) *

b

b a b a ;
i - H, I H -2 H Hiji .

s 12’y Mepli
Podstawiajac (6.4) do (2.29) i uwzgledniajac (3.%)

e 1a¥%
i (2.2)-(2.4) otrzymujemy .

" - 48'....? 1‘8'..
(A-F + 1) (P Hegly® = Fpy Hgly© = Ty Hpply
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a8 _ o a g _ - 2 8\ .
+ Py Hygly" = 2 HppP” Fyy - 2 Ppy HygP3® ) = 0,

skad po nasunigciu pdt Hlekb i skorzystaniu z relacji

wymienionych wyzej i (1.2) dostajemy A(A-H + 1) =o0.
Tym éamym '
(6.5) H= 2+1.
Kontrakcja (@.4) Z gligkj oraz wykorzystanie zwigzkdw
.M, 2.4 1 (3.2) da nem |
(6.6) R=6H+147A +14 .

Bierzemy pod uwage zwiazki (1.1), (1.2), (2.2) - @.4),

(2.14),(3.1),(3.2), (6.5, 6.6) 1 z (6.4) wyznaczamy
_ 5 .
1kji _ R°
Fgi®™ T =76
krzywiZznie sekcyjnej.

co oznacza, ze rozmaitosé M jest o stakej

W ten sposdb mamy udowodnione nagtegpujgce twierdzenie:

Twierdzenie 6.1, Jesli rozmaitosé iétotnie niemal

Sasakiego jest o statej krzywiZnie TF-sekcyjnej w kazdym

punkcie, to jest ona 5-wymiarowa i o staxej krzywiinie

sekcyjnej.
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W pracy udowodnione jest twierdzenle o nieistnie~
niu rozmaitosci prawie kaehlerowskich, ktérych krzy-
wizna speinia pewien warﬁnek.'Znaleziony jest wa- |
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In the present paper we show that there are no
almost Kaehler manifolds with curvature satisfying !
gome condition. We find a condition equivalent to '
eta~-parallelity of the Ricci curvature tensor on
Sasakian manifolds. Moreover we obtain many results
characterizing the local geometry of nearly Sasakian
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