
• Na prawach rękopisu

INSTYTUT MATEMATYKI 

POLITECHNIKI WROCŁAWSKIEJ

Komunikat nr 179

PEWNE WŁASNOŚCI ROZMAITOŚCI 
PRAWIE HERMITOWSKIECH I PRAWIE 
KONTAKTOWYCH METRYCZNYCH

Zbigniew Olszak

Słowa kluczowe: rozmatiość Riemanna, rozmaitość prawie 
kaehlerowska, rozmaitość Sasakiego, 
rozmaitość niemal Sasakiego



Zbigniew Olszak

Instytut Matematyki 

Politechniki Wrocławskiej 

50-370 Wrocław,pl.Grunwaldzki 7a 

tel.25-26

Komunikat wpłynął dnia 5 czerwca 1978



- 3 -

WSTĘP

W pracy rozważane są.rozmaitości Riemanna, na których 

istnieją struktury prawie zespolone albo prawie kontaktowe. 

0 strukturach tych zakłada się, że są związane z metryką 

Riemanna za pomocą pewnych warunków zgodności. Żądając od 

tych struktur realizacji pewnych dodatkowych warunków typu 

różniczkowego dochodzi się do pojęć rozmaitości prawie 

kahlerowskich, Sasakiego czy też niemal Sasakiego.

Rozdział wstępny niniejszej pracy jest obszernym wpro­

wadzeniem do tej problematyki. Między innymi przedstawione są 

w nim niektóre ze znanych rezultatów o rozmaitościach prawie 

kahlerowskich, Sasakiego i niemal Sasakiego, a także wiele 

przykładów takich rozmaitości. W pozostałych rozdziałach 

(JE-IIl) zawarte są rezultaty uzyskane przeze mnie. I tak 

w Rozdziale I udowodniłem, że nie istnieją różne od kahlerow­

skich rozmaitości prawie kahlerowskie o wymiarze ^8 i stałej 

krzywienie sekcyjnej. W Rozdziale II podany jest pewien waru­

nek równoważny z u-równoległośoią tensora Ricciego rozmaitości 

Sasakiego. W Rozdziale III rozważane są rozmaitości niemal 

Sasakiego. Dowodzi się tu, że przy pewnych założeniach o krzy­

wienie rozmaitości niemal Sasakiego są 5-wymiarowe i o stałej 

krzywiznie sekcyjnej. Ponadto pokazuje się, że 5-wymiarowe 

rozmaitości istotnie niemal Sasakiego są rozmaitościami Einsteina.

Zakładamy, że wszystkie rozmaitości rozpatrywane w tej 

pracy są klasy C i spójne, a wszystkie obiekty na tych rozmai­

tościach są klasy 0**. Rozważane metryki Riemanna są dodatnio 
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określone, poza jedynym przypadkiem rozpatrywanym w Rozdziale II.

Jak się wydaje, w polskim słownictwie matematycznym 

nie ma odpowiedników angielskich nazw: ”almost Kahler manifold”, 

“Sasakian manifold”, “nearly Sasakian manifold”* Dlatego 

pozwoliłem sobie użyć w pracy następujących polskich określeń? 

”rozmaitość prawie kahlerowska”, “rozmaitość Sasakiego”, 

“rozmaitość niemal Sasakiego”.

Zastosowana w pracy konwencja lokalnego zapisu pól tenso­

rowych (w tym także tensora krzywizny) różni się od konwencji 

użytej w książce Yano i Bochnera [43] jedynie tym, że dla 

oznaczenia pochodnej kowariantnej używa się znaku 

zamiast średnika. W Rozdziale wstępnym dla uzyskania przej­

rzystości stosuje się znak □ dla oznaczenia końca przykładu 

lub końca sformułowania twierdzenia.

Gorąco dziękuję Dyrekcji Instytutu Matematyki Politech­

niki Wrocławskiej za umożliwienie mi realizacji tej pracy 

w ramach Studium Doktoranckiego.

Dziękuję serdecznie Docentowi Tadeuszowi Huskowskiemu 

za zainteresowanie mnie geometrią różniczkową, a Docentowi 

Witoldowi Roterowi, Doktorowi Andrzejowi Derdzińskiemu 

i pozostałym uczestnikom Seminarium z geometrii różniczkowej 

za stworzenie klimatu do badań naukowych i zachęty do 

uprawiania problematyki wchodzącej w skład niniejszej pracy.
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ROZDZIAŁ WSTĘPNY

§ 1 . Rozmaitości prawie kahlerowskie .

Strukturą prawie zespoloną na rozmaitości różniczko- 

walnej M nazywa się pole tensorowe J typu (1,1) speł­
niające warunek ( [ó] , [i 6] , [42] )

= - I .

Klasa rozmaitości różniczkowalnych dopuszczających struk­

tury prawie zespolone jest bardzo obszerna. Poniżej podaję 

niektóre przykłady takich rozmaitości.

Przykład 1 . Przestrzenie zespolone Cn . Dla 

(z ,i.., zn) € Cn przyjmijmy z^ = + iyJ , j = 1,...,n.

Na Cn określa się strukturę prawie zespoloną J kładąc 

w układzie współrzędnych (x\ •••,xn,y.•,yn)

= ’ J^')= 3=1.

Przykład 2 . Rozmaitości zespolone. Każda rozmaitość 
zespolona M dopuszcza strukturę prawie zespoloną ([6], 

[1 6] , [42j.) • W lokalnych układach współrzędnych na M 

strukturę prawie zespoloną określa się tak jak w Przykła­

dzie 1 , następnie sprawdza się, korzystając z holomorficz- 

ności funkcji przejścia między mapami, że tak określona 

struktura nie zależy od wyboru mapy.U

Przykład 3 . Wiązki styczne TM rozmaitości różnicz- 

kowalnych M (Dombrowski [7], Sasaki [29J , Yano i Ishihara 

|44])* Jeśli na rozmaitości M istnieje koneksja liniowa V7 

to na wiązce stycznej TM. można określić strukturę prawie 
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zespoloną J w sposób opisany poniżej. Niech (xx), i = 

1,...,n będzie lokalnym układem współrzędnych na M oraz 
i(x1,y1) stowarzyszonym z nim lokalnym układem współrzędnych

H na TM . Wtedy podniesienie horyzontalne X i podniesienie 

wertykalne X^ pola wektorowego X636^m) są określone przez 

r» iy^r3 yv _ yi -A ~ A 5xŁ‘ “ hs A y Zyt ’ A = A ’

gdzie X1' są lokalnymi współrzędnymi pola X względem 
9 . i i

bazy oraz ę są składowymi koneksji Strukturę 

prawie zespoloną J na TM określamy kładąc

j(xH) = xv , j(xv) = - XH

dla dowolnego pola wektorowego XćXfM). □

Przykład 4 . Sfery parzystowymiarowe. Wiadomo (np. 

Kobayashi i Nomizu 06]), że każda orientowalna i dwuwy- 

miarowa- rozmaitość Riemanna dopuszcza strukturę zespoloną, 

a tym samym 'strukturę prawie zespoloną. Dlatego każda dwu- 
o

wymiarowa sfera S^r) dopuszcza strukturę prawie zespoloną. 
Strukturę prawie zespoloną na S$(r) skonstruował Calabi 

w [5]. Borel i Serre [4] udowodnili, że sfery Sn(r) o wy­

miarach n 2,6, nie dopuszczają struktur prawie zespolonych. □

Nie każda struktura prawie zespolona pochodzi od 

struktury zespolonej. Nazwijmy strukturę prawie zespoloną 

generowaną przez strukturę zespoloną, w sposób opisany 

w Przykładzie 2, strukturą prawie zespoloną całkowalną. 

Problem, kiedy struktura prawie zespolona jest całkowalna, 

rozstrzyga twierdzenie Newlandera-Nirenberga [20] :
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Twierdzenie A . Struktura prawie zespolona J jest 

całkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy znika jej tensor Ni- 

jenhuisa N , określony w sposób

n(x,y) = [jx,jy] - [x,y] - j[x,jy] - j[jx,y] . □

Przykładem struktury prawie zespolonej niecałkowalnej 
jest struktura skonstruowana przez Calabiego [51 na S$(r).

Każda rozmaitość dopuszczająca strukturę prawie zes­

poloną jest parzy stówymiarowa i orientowalna. Warunki te 

nie są jednak wy starczające dla istnienia struktury prawie 

zespolonej, jak pokazuje Przykład 4.

Metrykę Riemanna dodatnio określoną g na rozmaitości 

M dopuszczającej strukturę prawie zespoloną J , nazywa 

się metryką hermitowską, jeśli spełnia warunek 

g(jX,JY) = g(x,Y) .

Wiadomo, że metryka hermitowską zawsze istnieje i że nie 

musi być jedyna. Parę (j,g) gdzie J jest strukturą pra­

wie zespoloną a g metryką hermitowską nazywa się struktu­

rą prawie hermitowską na rozmaitości M , a M nazywa się 

wtedy rozmaitością prawie hermitowską. W przypadku, gdy 

J jest całkowalną, parę (J,g) nazywa się strukturą her- 

mitowską na M , a M rozmaitością hermitowską.

Określmy na dowolnej rozmaitości prawie hermitowskiej 

2-formę różniczkową (nazywaną formą fundamentalną) kładąc

F(X,y) = g(jX,Y) .

Podstawowymi wyróżnianymi klasami rozmaitości prawie 

hermitowskich są następujące klasy :



I. Rozmaitości kahlerowskie. Rozmaitość hermitowską 

M nazywa się rozmaitością kahlerowską, jeśli jej forma 

fundamentalna F jest zamknięta, tzn. dF = 0. Dowodzi się, 

że rozmaitość prawie hermitowską jest kahlerowską wtedy 

i tylko wtedy, gdy jej struktura prawie zespolona J jest 

równoległa ' w i koneksji Riemanna określonej względem 

jej metryki hermitowskiej g (porównaj np. > Twierdze­

nie. 4.3, str.148) .

II. Rozmaitości prawie kahlerowskie. Rozmaitość pra­

wie hermitowską nazywa się rozmaitością prawie kahlerowską 

jeśli jej forma fundamentalna F jest zamknięta.

III. Rozmaitości niemal kahlerowskie. Rozmaitość pra­

wie hermitowską nazywa się niemal kahlerowską, jeśli jej 

struktura prawie hermitowską (j,g) ma własność

+ 7y(j)x = 0 , 

gdzie V jest koneksją Riemanna określoną względem g.

Zależności między wymienionymi klasami rozmaitości 

prawie hermitowskich przedstawia Diagram I (por. Gray [12J, 

Watson [40] ) :

Diagram I
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Każda 2-wymiarowa rozmaitość prawie hermitowska jest 

kahlerowska (np. Kobayashi i Nomizu 06]), zatem w przy­

padku 2-wymiarowym mamy tylko jedną klasę.*

Najbogatszą literaturę posiadają rozmaitości kahle- 

rowskie. Literatura dotycząca rozmaitości niemal kahle­

rowskich jest mniej obszerna, najbardziej znaczące pozy­

cje to : Gray [W],[ll], 03], Koto [18] , Watanabe i Taka- 

matsu [393 • Najsłabiej zbadaną klasą wśród wymienionych’ 

jest klasa rozmaitości prawie kahlerowskich.

Przykład 3 • Niech M będzie rozmaitością Riemanna 

z metryką Riemanna g i V koneksją Riemanna względem g. 

Niech J będzie strukturą prawie zespoloną na TM, określo­

ną przy pomocy koneksji V, tak jak w Przykładzie 3. 

Określmy metrykę Riemanna g na TM w sposób następujący

g(XH,YH) = g(xV,YV) = (g(X,Y))V , 

g(xH,YV) = g(XV,YH) = 0

dla dowolnych X,Y€X(M). Para (j,g) jest strukturą prawie 

hermitowską na TM. Dombrowski [7] (także Tachibana i Oku- 

mura [33]) dowiódł,że TM z tak określoną strukturą prawie 

hermitowską jest prawie kahlerowska, przy czym jest ona 

kahlerowska wtedy i tylko wtedy, gdy g jest lokalnie 

płaska. □

Przykład 5 wskazuje na to, że klasa rozmaitości pra­

wie kahlerowskich jest obszerniejsza od klasy rozmaitości 

kahlerowskich.

Interesującym wydaje się być następujący problem :



Jakie własności mają struktury prawie hermitowskie (j,g), 

dla których metryka Riemanna g jest o stałej krzywiźnie 

sekcyjnej ? Poniższe przykłady i Przykład 4 pokazują, 

że takie struktury istnieją.

Przykład 6 . Niech M będzie rozmaitością z jedną mapą 
(x\...,x^m). Niech g będzie metryką Riemanna na M o współ­

rzędnych względem danej mapy =

pewną funkcją przyjmującą dodatnie wartości w każdym punk­

cie rozmaitości M. M dopuszcza strukturę prawie zespoloną 

J o współrzędnych w danej mapie

, gdzie jest

E

0

gdzie 0 jest macierzą zerową a E macierzą jednostkową 

stopnia m. Para (j,g) jest strukturą prawie hermitowską 

na M, a jeśli funkcję odpowiednio wyspecjalizować, to g 

będzie o stałej krzywiźnie sekcyjnej.Sprawdzamy, stosując 

Twierdzenie A, że określona tu struktura prawie hermitowską 

jest całkowalna, zatem (J,g) jest strukturą hermitowską 

na M. □
Przykład 7 • Gray 02] dowiódł, że każda sfera S$(r) 

dopuszcza strukturę prawie hermitowską, która jest różną 

od kahlerowskiej strukturą niemal kahlerowską. □

Znanymi są następujące własności rozmaitości prawie 

hermitowskich o stałej krzywiźnie sekcyjnej :

Twierdzenie B (Yano [42], str.69). Każda rozmaitość 

kahlerowska o stałej krzywiźnie sekcyjnej i wymiarze 4 

jest lokalnie płaska.Q
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Twierdzenie 0 (własność ta wynika np. z Twierdzenia 

udowodnionego przez Takamatsu i Watanabe w [36J). Każda 

różna pd kahlerowskiej rozmaitość niemal kahlerowska 

o stałej krzywiźnie sekcyjnej jest lokalnie izometryczna 
z S6(r).a

Twierdzenie D (Goldberg [8]) . Rozmaitość prawie kah­

lerowska o stałej krzywiźnie sekcyjnej i wymiarze ^4 

jest khhlerowska wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie 

płaska. □
Twierdzenie E (Tachibana [12], Koto [18]). Nie istnie­

ją rozmaitości prawie kahlerowskie o stałej dodatniej krzy­

wienie sekcyjnej i wymiarze ^4.0

Udowodnione przeze mnie twierdzenie w pracy [26] roz­

szerza rezultat zawarty w Twierdzeniu E dla wymiarów 8 :

Twierdzenie F. • Nie istnieją różne od kahlerowskich 

rozmaitości prawie kahlerowskie o stałej krzywiźnie sekcyj­

nej i wymiarze ^8.0

Dotychczas nie jest znana odpowiedź na pytanie: czy 

istnieją różne od kahlerowskich rozmaitości prawie kahlerow­

skie o stałej krzywiźnie sekcyjnej i wymiarze 4 lub 6£ ;
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§ 2 . Rozmaitości prawie kontaktowe metryczne.

Wiadomo (np. Yano [42] , str.115), źe 2n-wymiarowa 

rozmaitość dopuszcza strukturę prawie zespoloną wtedy 

i tylko wtedy, gdy grupa strukturalna jej wiązki stycz­

nej redukuje się do grupy unitarnej U(n).-

Przez analogię, J.W. Gray [14] określił strukturę 

prawie kontaktową na rozmaitościach nieparzystowymiaro- 

wych w sposób następujący : Mówimy, że (2n+l)-wymiarowa 

rozmaitość posiada strukturę prawie kontaktową, jeśli 

grupa strukturalna jej wiązki stycznej redukuje sie 

do grupy U(n)*1.

Dowodzi się, że nieparzystowymiarowa rozmaitość M 

posiada strukturę prawie kontaktową wtedy i tylko wtedy, 

gdy dopuszcza istnienie pól tensorowych F,v,u typów, 

odpowiednio, (i ,1) , (l,O),(O,l) takich, że (Blair 0] , 

Sasaki [28]) :

(i) = - I + u , u(v) » 1 .

Dlatego w dalszym ciągu, trójkę (F,v,u) mającą własność 

(i) będę nazywał strukturą prawie kontaktową na M, a roz­

maitość M dopuszczającą taką strukturę-rozmaitością kon­

taktową.

Konsekwencją (1) są własności

(2) F(v) = 0 i (u°f)(x) = 0 dla każdego X63e(M).

Strukturą prawie kontaktową metryczną na rozmaitości 

M nazywa się czwórkę (?,v,u,g), gdzie (?,v,u) jest struk­
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turą prawie kontaktową a g jest metryką Riemanna na M 

mającą własność

<3) g(>X,FY) = g(x,Y) - u(x) u(Y) ,

.Metrykę g o tej własności nazywa się zgodną ze strukturą 

prawie kontaktową (f,v,u)^ a M rozmaitością prawie kon­

taktową metryczną (Sasaki [2Ś]) .

Na rozmaitości prawie kontaktowej zawsze istnieje me­

tryka Riemanna dodatnio określona i zgodna z jej strukturą 

prawie kontaktową (Blair [i] , Sasaki [28]), Takahashi [35] 

zaproponował, aby rozważać także metryki niekoniecznie 

dodatnio określone i zgodne ze strukturami prawie kontak­

towymi, oraz podał, w wymienionej pracy a także w pracy [34] 

przykłady rozmaitości prawie kontaktowych metrycznych z nie­

określonymi metrykami Riemanna.

Niech (F,v,u,g) będzie strukturą prawie kontaktową 

metryczną na rozmaitości M. Na M określa się 2-formę róż­

niczkową F kładąc

f(x,y) = g(FX,Y) .

Jeśli F = du, to (F,v,u,g) nazywa się strukturą kontakto­

wą metryczną a M-rozmaitością kontaktową metryczną.

Wcześniej w literaturze znane były rozmaitości kontak­

towe (Boothby i Wang [3], Gray [14]), zdefiniowane jako 

rozmaitości, na których istnieje 1-forma u taka, że 

u A(du)n / 0 w każdym punkcie na M. Ale, jak wykazał Blair 

( [i] , str. 25-26) każda rozmaitość kontaktowa metryczna 

jest kontaktowa i na odwrót, jeśli M jest rozmaitością 
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kontaktową z u jako formą kontaktową, to na M istnieje 

struktura kontaktowa metryczna (?,v,u,g) (to samo u).

Przykład 1 . Niech ^^jy^jz) (i = 1,...,n) będzie 

kartezjańskim układem współrzędnych w przestrzeni jR^n+1* 

Określmy

łatwo sprawdza się, że (F,v,u,g) jest strukturą kontak­

tową metryczną na □

Przykład 2 . Niech N będzie (2n+2) -wymiarową rozma­

itością prawie hermitowską ze strukturą prawie hermitow­

ską (j,G). Niech M będzie orientowalną hiperpowierzchnią 

w N, tzn. M jest (2n+l) -wymiarową i orientowalną rozmai­

tością oraz istnieje imersja i : M —> N. Załóżmy, że 0 

jest polem wektorów jednostkowych normalnych do M. Okre­

ślamy na M pola tensorowe F,v,u,g kładąc

, . f sM = G(i , i v = - jc ,

( u(x) = g(v,X) , Ji*X = i*FX + u(x)C .

Wtedy (F,v,u,g) jest strukturą prawie kontaktową 'metryczną 

na M (Tashiro (381). Konkretnym przykładem realizującym 

tą konstrukcję jest choćby struktura prawie kontaktowa 

metryczna jaką można otrzymać na sferze S2n+1 (r) , jeśli 

potraktować S2n+1 (r) jako orientowalną hiperpowierzchnię 
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w przestrzeni zespolonej (patrz również Przykład 4 

w tym paragrafie) . Q

Przykład 3 . Niech M będzie (2n+l)-wymiarową rozmai­

tością paralelizowalną i niech paralelizaoja będzie zadana 

przez pola wektorowe X^,...,x2n+1* ?oł°żray

s(xA»xb) = ^AB* A,B = v = X2n+1,

u (x) = g(v,X) dla dowolnych X€X(M) .

Niech w^ , w^+n będą polami kowektorowymi na M, określo­

nymi w sposób

wi(x) = ?(X1,X) , w1+n(x) = g(Xi+n,X). , 

gdzie i= 1,...,n. Jeśli określić

F = " wi+n^X.) ,
łi T n x

to (p,v,u,g) jest strukturą prawie kontaktową metryczną 

na M. W szczególności, każda nieparzystowymiarowa grupa 

Liego jest rozmaitością prawie kontaktową metryczną. D

Niech M będzie rozmaitością prawie kontaktową 

z (f,v,u) jako strukturą prawie kontaktową. Weźmy pod 

uwagę rozmaitość MX|R. Pole wektorowe na MX|R oznaczać 
będziemy przez (x,fJ^) , gdzie X jest styczny do M, f funk- 

CL T z 
cją na i t współrzędną na IR. Określmy na Mx[R

strukturę prawie zespoloną J przez

= (FX - fy.uWgl) .

Jeśli J jest strukturą prawie zespoloną całkowalną, to 

strukturę prawie kontaktową (P,v,u) nazywamy normalną.
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Jak udowodnili Sasaki i Hatakeyama [30^ , struktura 

prawie kontaktowa jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy

Np + 2 du © v = 0 , 

gdzie Np jest tensorem Nijenhuisa pola F określonym 

następująco

nf(x,y) = f2[x,y] + [fx,fy] - f[fx,y] - f[x,fy]

dla dowolnych pól wektorowych X,Y.

Strukturę kontaktową metryczną, która jest jedno­

cześnie normalna, nazywa się strukturą Sasakiego, a roz­

maitość dopuszczającą taką strukturę nazywa się rozmai­

tością Sasakiego.

Struktura prawie kontaktowa metryczna (F,v,u,g) jest 

strukturą Sasakiego wtedy i tylko wtedy, gdy

VX(F)Y = - g(X,Y)v + u(Y)x , 

gdzie V oznacza koneksję Riemanna względem metryki g 
(Blair D3 ) •

Blair, Showers i Yano w pracy [2] ogłoszonej w 1976 r. 

wprowadzili określenie struktury niemal Sasakiego 

(angielska nazwa ”nearly Sasakian") : Strukturę prawie 

kontaktową metryczną (F,v,u,g) nazywa się strukturą 

niemal Sasakiego, jeśli

VX(F)Y + Vy(F)X = - 2 g(x,Y)v + u(x)Y + u(y)x . 

Rozmaitość dopuszczającą strukturę niemal Sasakiego 

nazwijmy rozmaitością niemal Sasakiego.

Zanim zajmiemy się omówieniem wprowadzonych struktur 



- 17 -

zobaczmy,jak przedstawiają się zależności między nimi.

Zilustruje to poniższy diagram (porównaj Blair (jl) *

Diagram II

Przykład 4 . Niech Cn+1 będzie przestrzenią zespolo­

ną ze strukturą prawie zespoloną J opisaną w Przykładzie 1, 

§ 1, i niech G będzie standardowym iloczynem .skalarnym 
w Cn+^ = Cn+^ z tak określoną strukturą prawie her-

mitowską (j,G) jest rozmaitością kahlerowską. Niech 

$2n+1 będzie (2ri+l) -wymiarową sferą standardową o pro­

mieniu 1 w Cn+1. Posługując się Przykładem 2, określamy 

na S^n+^ (i) strukturę prawie kontaktową metryczną (F,v,u,g). 

Przy czym, pole wektorów jednostkowych i normalnych do 

$2n+1 wybieramy tak, aby druga forma podstawowa h 

była postaci h = g (Ryan [27]). Sprawdzamy, przez róż­

niczkowanie kowariantne ostatniej z równości w (4), że 

(p,v,u,g) jest strukturą Sasakiego na S2n+1 0) (Tashiro 

[38] , Takahashi [35])- O

Przykład 3 . Mówimy , że rozmaitość Sasakiego M 

jest o stałej krzywiźnie P-sekcyjnej, jeśli w każdym 
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punkcie rozmaitości M krzywizna sekcyjna K(X,FX) nie zależy 

od wyboru ortogonalnego do v i niezerowego wektora 
stycznego X. Sfery S^n+^ 0) , ze strukturami opisanymi 

w Przykładzie 4, są przykładami rozmaitości Sasakiego 

o stałej krzywiźnie F-sekcyjnej. Rozmaitości Sasakiego 

o stałej krzywiźnie F-sekcyjnej zostały poklasyfikowane 
(Takahashi [35]), ich tensor krzywizny jest postaci 

(Ogiue [21] ) s

4 R(X,Y,Z,w) = (k+3)[g(X,W)g(Y,Z) - g(X,Z)g(Y,W)] +

+ (k-1) [u(x)u(z)g(Y,w) - u(Y)u(z)g(X,w) + g(x,z)u(Y)u(» -

- g(Y,Z)u(x)u(w) + g(FY,Z)g(PX,w) - g(>X,z)g(FY,w) -

- 2 g(FX,Y)g(PZ,w)] ,

tym samym tensor Ricciego R jest postaci

R(x,w) = (“U) k+an-J g(X,w) - u(x)u(w) ,

gdzie k = const. dla 2n+1 5» □

Okumura [22] udowodnił, że jeśli tensor Ricciego 

rozmaitości Sasakiego jest równoległy, to jest ona roz­

maitością Einsteina. Dlatego, warunek równoległości ten­

sora Ricciego jest warunkiem nieistotnym dla rozmaitości 

Sasakiego.

Kon [17] nazwał tensor Ricciego R rozmaitości Sasa­

kiego u-równoległym, jeśli spełnia warunek

V„(r)(fy,pz) = o .

Kon, w swej pracy, podał interpretację geometryczną tego 

warunku, a mianowicie: Załóżmy, że M jest regularną roz­

maitością Sasakiego wymiaru 2n+1, tzn. każdy punkt p6M 
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posiada otoczenie współrzędnościowe U takie, że każda 

krzywa całkowa pola wektorowego v przechodząca przez U 

przecina to otoczenie tylko raz. Jeśli M/v oznacza 

zbiór orbit pola v, to M/v jest 2n-wymiarową rozmai­

tością kahlerowską. Wówczas, tensor Ricciego R rozmai­

tości Sasakiego M jest u-równoległy wtedy i tylko wtedy, 

gdy tensor Ricciego rozmaitości kahlerowskiej M/v jest 

równoległy.

Przykład 6 . Rozmaitość Sasakiego nazywa się rozmai­

tością u-Einsteina (np.- Tanno i Baik [37] a także Kenmo- 

tsu 05]), jeśli jej tensor Ricciego jest postaci

■ R = a g + b u ®u , 

gdzie a,b są stałymi, łatwo sprawdza się, korzystając 

z (2), że rozmaitości Sasakiego i u-Einsteina mają 

u-równoległy tensor Ricciego. Zwróćmy uwagę, że rozmai­

tości Sasakiego o stałej krzywiznie F-sekcyjnej są 

u-Einsteina (patrz Przykład 5)• □

Przykład 7 . Takahashi [34] wprowadził do literatury 

pojęcie lokalnie F-symetry cznych rozmaitości Sasakiego, 

jako rozmaitości, których tensor krzywizny spełnia warunek 

(5) F207gR)(X,Y)z) = 0

dla dowolnych wektorów V,X,Y,Z ortogonalnych do v. 

Takahashi podał w swej pracy wiele przykładów takich 

rozmaitości, oraz podał interpretację geometryczną warunku 

definiującego tą klasę rozmaitości Sasakiego. Pokażemy 

że każda lokalnie F-symetryczna rozmaitość Sasakiego 
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posiada u-równoległy tensor Ricciego. Istotnie, warunek (5) 

implikuje •

Vv(R)(X,Y,Z,w) = 0 

dla dowolnych wektorów V,X,Y,W ortogonalnych do v, gdzie 

przyjęliśmy R(x,Y,Z,w) = g(R(x,Y)Z,W). Tym samym

Vj,v(R)(FX,FY,FZ,FW) = o

dla dowolnych wektorów V,X,Y,Z,W, 00 dla tensora Ricciego R 

daj e

Vpv(R) (fx,fw) = o , 

a to, jak pokazał Kon [i7, , jest warunkiem równoważnym 

z u-równoległością tensora Ricciego. P

W swej pracy [23] znalazłem warunek równoważny z u-ró­

wnoległością tensora Ricciego na rozmaitościach Sasakiego. 

Mianowicie, udowodniłem :

Twierdzenie A . Tensor Ricciego R rozmaitości Sasakiego 

jest u-równoległy wtedy i tylko wtedy, gdy

(6) Vx(r)(y,z) + Vy(r) (z,x) + Vz(r)(x,y) = 0 . □

Warunek (6) jest słabszy od równoległości tensora 

Ricciego. Dla pól tensorowych typu (0,2) na rozmaitościach 

Riemanna, warunek ten pojawił się przy badaniu przemienności 

operatorów różniczkowych rzędu 2 z laplasjanem (Sumitomo [31.

Przystępuję teraz do omówienia własności rozmaitości 

niemal Sasakiego.

Blair, Showers i Yano [2] dowiedli następujących 

twierdzeń :
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Twierdzenie B . Na rozmaitości niemal Sasakiego pole 

wektorowe v jest polem Killinga. □

Twierdzenie 0 . Rozmaitość niemal Sasakiego jest nor­

malna wtedy i* tylko wtedy, gdy jest kontaktowa metryczna. 

W szczególności, normalna rozmaitość niemal Sasakiego jest 

rozmaitością Sasakiego (porównaj Diagram Ii). O

Twierdzenie D . Niech M będzie orientowalną hiperpo- 

wierzchnią w rozmaitości niemal kahlerowski,ej N. Wówczas, 

indukowana na M struktura prawie kontaktowa metryczna 

(patrz Przykład 2) jest niemal Sasakiego wtedy i tylko wtedy, 

gdy druga forma podstawowa h hiperpowierzchni M jest postaci

h(x,Y) = g(x,Y) + [h(v,v) - i] u(x)u(y) . □

Twierdzenie D dostarcza przykładów rozmaitości niemal 

Sasakiego. Poniższy przykład ilustruje ten fakt.
/I 7Przykład 8 . Niech (x będzie kartezjańskim

układem współrzędnych w IR . Niech SD(r) będzie 6-wymiarową 
*7 z

sferą o promieniu r w IR , daną równaniem ||x|| = r. Oznaczmy 
przez G standardową metrykę na S$(r), względem której S^(r) 

1 6jest o stałej krzywiźnie sekcyjnej Na S (r)xrozważmy

hiperpowierzchnię

Druga forma podstawowa tej hiperpowierzchni, po odpowied­

nim wybraniu pola jednostkowych wektorów normalnych, jest 

postaci h(x,Y) = g(X,Y) , gdzie g jest metryką Riemanna 

indukowaną na M (Ryan [27]). Ponadto, M jest izometryczna 

z S^(rQ), gdzie r0= j • Dlatego będziemy identyfikować 

M ze sferą S^(rQ).
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Wiemy (przykład 7, § i) , że na sferze S$(r) istnieje 

struktura niemal kahlerowska (j,G). Jeśli rozważymy na 
S^(rQ) strukturę prawie kontaktową metryczną (p,v,u,g), 

określoną jak w Przykładzie 2, to na mocy Twierdzenia D, 

jest ona strukturą niemal Sasakiego. Struktura ta jest 

różna od struktury Sasakiego, bo S^(rQ) jest o stałej krzy- 
. 1

•wiznie sekcyjnej =—- /I, a rozmaitość Sasakiego o stałej 
ro

krzywiźnie sekcyjnej ma krzywiznę sekcyjną równą 1 {o czym 

łatwo przekonać się, korzystając z Przykładu 5)• □

Wszystkie dalsze rezultaty zostały uzyskane przeze mnie.

Określmy na rozmaitości niemal Sasakiego antysymetry­

czne pole tensorowe H typu (0,2) i pole tensorowe H typu 

(l,l) kładąc

S(X,y) = V^(u)Y - f(x,y) i g(HX,Y) = H(X,y) .
Twierdzenie E • Rozmaitość niemal Sasakiego jest 

Sasakiego wtedy i tylko wtedy, gdy H = 0. O

Twierdzenie F . Każda 3-wymiarowa rozmaitość niemal 

Sasakiego jest Sasakiego. D

Nazwijmy rozmaitość niemal Sasakiego różną od Sasa­

kiego rozmaitością istotnie niemal Sasakiego.

Twierdzenie G . Niech M będzie rozmaitością istotnie 

niemal Sasakiego. Wtedy następujące warunki są równoważne:

(a) dim M = 5,

(b) g(HX,HY> = % [g(x,y) - u(x)u(y)L gdzie A = J~r ^>|2 = i— J Q.XJV1— •

= const.> 0 i ||H||2 oznacza długość pola H,
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(o) VX(F)(Y,Z) = - g(x,y) g (v, z) + g(x,Z)g(v,Y) -

- g(v,x)H(Y,FZ) - g(v,Y)H(z,FX) - g(v,Z)H(x,FY)

oraz H / 0. O

Twierdzenie H • Każda 5-wymiarowa rozmaitość istotnie 

niemal Sasakiego jest rozmaitością Einsteina, której krzy­

wizna skalarna jest większa od 20. □

Twierdzenie I . Każda rozmaitość istotnie niemal Sasa- 

kiego, której tensor krzywizny R spełnia warunek

r(x,y') R = 0 ,

gdzie R(x,Y) = Yj ’ 5-wymlarową roz-

maitością o stałej krzywiznie sekcyjnej. D

Następujące twierdzenie jest wnioskiem z Twierdzenia I:

Twierdzenie J • Lokalnie symetryczna rozmaitość istotnie 

niemal Sasakiego jest 5-wymiarowa i o stałej krzywiznie 

sekcyjnej. □

Twierdzenie K . Konforemnie płaska rozmaitość istotnie 

niemal Sasakiego jest 5-wymiarowa i o stałej krzywiznie 

sekcyjnej. O

Twierdzenie L . Każda istotnie niemal Sasakiego rozmai­

tość o stałej krzywiznie F-sekcyjnej jest 5-wymiarowa i 

o stałej krzywiznie sekcyjnej. O

Twierdzenia E - H będą opublikowane w pracy [24] » 

a Twierdzenia I - L w pracy [25] •

Rozmaitości Sasakiego, spełniające warunki jak w Twier­

dzeniach I - L są rozważane w pracach [2l] , [22] , £35] .
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ROZDZIAŁ I . Rozmaitości prawie kahlerowskie 

o stałej krzywiznie sekcyjnej.

Niech M (dim M - 2n) będzie rozmaitością prawie 

hermitowską z (F,g) jako strukturą prawie hermitowską. 

Formę fundamentalną rozmaitości M określiliśmy w sposób 

F(x,Y) = g(FX,Y). Załóżmy, że M jest rozmaitością prawie 
• kahlerowską, tzn. dF = 0.

Lokalne współrzędne pól F,g,F oznaczmy, odpowiednio, 

przez F.1, g.., F . Wtedy, zgodnie z definicją, mamy

^a^j = pj = Bij • pji = pj eai ’

.0) W +=0’ 

gdzie V oznacza koneksję Riemanna względem metryki g.

V/ tym rozdziale udowodnimy następujące twierdzenie:

Twierdzenie . Nie istnieją różne od kahlerowskich 

rozmaitości prawie kahlerowskie o stałej krzywiznie 

sekcyjnej i wymiarze 8.

Dowód. Koto 08] otrzymał dla rozmaitości prawie 

kahlerowskiej równości :

(2') (V.P + V,F.. =0 ,k b aiz k j k ji ’

fi') fU Fu F .bF?3 + 7, F . 4 = 0 .
i k ji

Zauważmy, że z (2) i (3) łatwo wynika

(4) f^F.^F,8 = F .)F.a = (VF.jF.a ./ V a 31' k K k aiz 3 v k 3a/ i*

NagUo i Koto 09] dowiedli, że tensor krzywizny ^kji 
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dowolnej rozmaitości prawie kahlerowskiej spełnia 

tożsamość

2 =

= Rlkji - RbajiPlV - hkba^i8 + R^i +

+ RbkjaPlbpiB + ^kaiW + ^bja^i" + hbaA^j" ’ 

gdzie VaF. ♦ = gabVhF^2 . Ta własność rozmaitości prawie
3 J- o j i

kahlerowskich została także udowodniona przez Gray a 

(|¥] , równość (4.4)).

Załóżmy, że rozmaitość prawie kahlerowska jest o stałej 

krzywiźnie sekcyjnej. Wtedy, tensor krzywizny ma postać 

nlkji = 3 Oli ®kj " ®lj «ki) i z otrzymujemy

(VjkX^Pji> = 2SklĄ “ SljSki - Wkj + PljPki>-

Z (6) wynika natychmiast

(P (^boKk^0) = - 4n(2n-2) 3 , 

gdzie przyjęliśmy 7aFbc = Ł.

Korzystając z (i) , przepisujemy lewą stronę równości

(6) w postaci

- (7lFkJk0pji) +

Następnie, nasuwamy na (6) , korzystamy z (6) i wyz-

Da czarny

^kFba) ^hm)^.1^!) = 23 (gkj ^iFhm “ gki VjFhm +

*' FkjFi ^aFhm “ FkiFj ^aFhm + skm ^hFji ” skh^mFji +

+ FkmFh ^aFji “ FkhFm ^aFji^ •
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Dokonując kontrakcji (8) z gKm i wykorzystując

(i) i (3) otrzymujemy

< 9> <Vba) = 23^-4) VhF3i .

Nasuwamy na (8) i po skorzystaniu z (6) mamy

< 10) S K^lsWhm) “ - ^b(Vls> Pia(Vhm> +

+ PiWle) pjWhm) + CVlsW;ji) - <VhplSXVmpji) -

“ VWlj + ^^la) pmW;ji) -

- MnW + + pSb<Vhm) "

- pSa^aPjD] = 0 •

Nasuńmy (7sF^im)na (io) • Wobec ^2)-^4),(6) i f9) 

otrzymamy

s[- 32nS + 483 - (^bc)^”0)] (7kPjiXvkpdi) = 0 ’ 

co, na mocy (7), daje

(11) (2n-2) (2n-4)(2n-6') S3 = 0 .

Jeśli przyjmiemy dim M = 2n 8, to z (11) otrzymu­

jemy S = 0. Wówczas równość (7) implikuje \Z_F.. = 0, 

tzn. M jest rozmaitością kahlerowską. To kończy dowód.
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ROZDZIAŁ II . .Rozmaitości Sasakiego z u-równoległym 

tensorem Ricciego.

§ 1 . Wstęp .

Niech M (dim M = 2n+l) będzie rozmaitością Sasakiego 

i niech (F,v,u,g) będzie strukturą Sasakiego rozmaitości M. 

Metryka Riemanna g nie musi być dodatnio określona.

Lokalne współrzędne pól tensorowych F,v,u,g oznaczmy, 

odpowiednio, przez F.1, V1, u., g... Wtedy, na mocy przy- 
J u J •*-

.jętych założeń, mamy

z [ V = - V + V1 ’ Ua< = 1 ’

L Fg1 va = 0 , F^a ua = o ,

& ’ gab Fi pj ” sij uiuj *

(1) = - gkj v* + Uj .

Korzystając z(l)i(2) łatwo sprawdzamy, że u. = giava.

Dlatego będziemy pisać w dalszym ciągu zamiast u^.
Niech F^ = Fj&ga^ oraz F^ = g^aFa^.

Rozmaitość Sasakiego M spełnia relacje

(4) ^jvi ” ^ji ’

Rkjia v = vk sji ~ vj gki ’

Rka V8 = 2n vk ’ '

W V? + Rbkjapba = “ C2"-1) Pkj •
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(8) ^ka^j + ^ja^k $ •

Dowody równości (4) i (5) znajdują się na przykład w [1] , 

a dowody (6)-(8) na przykład w [41^ ♦ Prostą konsekwencją 

tożsamości (i) , (6) i (8) jest

(9) RbapkbpjS = Rkj - 2n Vj •

R_. .. oraz Ikji R..
31

są tutaj lokalnymi współrzędnymi tensora

krzywizny i tensora Ricciego.

Przypomnijmy, że tensor Ricciego rozmaitości. Sasakiego 

nazwaliśmy u-równoległym, jeśli spełnia warunek

<1°) <7kRba) = 0 •

§ 2 . Twierdzenie .

Twierdzenie • Tensor Ricciego rozmaitości Sasakiego M 

jest u-równoległy wtedy i tylko wtedy, gdy

R. . + \7.R., + V.R, . = 0 . k 1 k ik vi kj

Dowód. Różniczkując kowariantnie równość (9) i korzys­

tając z 6), (3), (4) i (6), otrzymujemy dla dowolnej rozmai­

tości Sasakiego

<12) fea) Pibp? = VkRij - W? - W/ vi -

- 2n Pki vj ’ 2n Pkj vi •

Jeśli tensor Ricciego jest u-równoległy, to ż (io) 

i (12) wyznaczamy

^kRji ~ Rkapj vi + RkaFi vj + Fkj vi + 2n Fki vj *
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Stąd otrzymujemy 0l), po skorzystaniu z (8) i antysymetrii 

pola tensorowego F^ .J X

Na odwrót, załóżmy, że rozmaitość Sasakiego spełnia 

warunek (i i) .

Dowolna rozmaitość Sasakiego ma własność (Kon [j7j»

Lemat 1.3^

(l3) (X)Rka) Fi Fj ” ^kRji “ ^jRik “ RkaFi vj

- 2 W? vi - 2n Oik + 2 ?jk Y^ .

Równość (i 3^ razem z (li) dają

0D (VbRka) + 2 VdRik + = - RkaP1a vd -

- 2 W? vi + 2n <Plk vj + 2 Fjk yj .

Różniczkując kowariantnie (6) i korzystając z (4), 

dostajemy

05) <Vja) ^ = " + 2n % •

Nasuwamy Fp? na (i4) , po zastosowaniu (1) , (6)

i (^5), otrzymujemy

<16) VlRkm " lXRtaJ ^3. + 2 (VbRka) Fmbpia +

+ feb) Pl%b' + W? vm - 2n Plk vm = 0 •

Tensor Ricciego dowolnej rozmaitości Sasakiego spełnia 

warunek

07) vavaRkm = o .

Istotnie, różniczkując kowariantnie (5) i korzystając z (4) 
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wyznaczamy

^8) ^lRkjia) v + $kjiapl = plk ®ji ~ Plj gki * 

Dokonujemy kontrakcji równości 08) z g^ i po wyko­

rzystaniu tożsamości

^lRaij “ ^aRij “ ^iRaj 

otrzymuj emy

v^aRij = va?iR.a - RbjlaFba - .

Ostatnia równość, na mocy (7) i 05), redukuje się do 07)« 

Biorąc pod uwagę 03) i 07), przekształcamy . 0 6) 

do postaci

3 ^kRlm ” ^l^mk ” ^mRkl ” 4 ^kaPl vm

~ 4 Wm* V1 + 8n Plk vm + 8n Pmk V1 = 0 *

Stąd zaś, wobec (i i) , otrzymujemy

VkRlm - W? vm “ RkaV V1 " 2n <Pkl vm + Pkm vl> = 0 ’ 

co, podstawione do 02), daje 00) . Tym samym dowód 

twierdzenia jest zakoiiczony.
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ROZDZIAŁ III . Rozmaitości niemal Sasakiego.

§ 1 . Wstęp .

Niech M (dim M = 2n+l) będzie rozmaitością prawie 

kontaktową metryczną z (F,v,u,g) jako strukturą prawie 
i i kontaktową metryczną. Oznaczmy przez F. , v , u., g.. j J J

lokalne współrzędne, odpowiednio, pól F,v,u,g. Zgodnie 

z .określeniem, pola te spełniają związki

(l.l) ^3° =-<V+ u/ , V1 = 1 ’
C1'2) gabPi P j = “ uiuj *

Konsekwencją tych związków jest

(1.3) FaŁva = 0 .

Podobnie jak w Rozdziale II, dla wygody współrzędne lo­

kalne pola u będziemy dalej oznaczać przez , gdyż Vj = 

= g. va. Współrzędne lokalne formy fundamentalnej rozmai- 

tości M oznaczamy przez F.. , wtedy F4S = F^agn4 (= - F^ . 
j j- jj- j ci x > j-j'

Zakładamy, że M jest rozmaitością niemal Sasakiego, tzn.

M + 7.F/ = - 2 g^y1 + .

Jak wiemy, pole wektorowe v jest polem Killinga, tym 

samym

(1.5) 7^ + VŁv3 = 0 .
W Rozdziale wstępnym określiliśmy na M pola tensorowe 

H i H typów, odpowiednio, (o,2) i 0 »i) • Współrzędne
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lokalne pola H oznaczmy przez a pola H przez 
i z aHL . Wówczas, zgodnie z określeniem, mamy = Hj ga

(= - Hij) oraz

Twierdzenie 1.1. Rozmaitość niemal Sasakiego M jest

Sasakiego wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia warunek 0 .

Dowód. Jeśli M jest rozmaitością Sasakiego, to

^y^ = F^ (np. Blair [i] , str. 74), tzn. = 0 .

Jeśli rozmaitość niemal Sasakiego M ma własność 

= Fji’ na P°ństawie Twierdzenia 3.2 [2] M jest Sasa­

kiego.
Określmy = g^H^, F^ = g^F^1, = H^g^

oraz Hjl = h/^1, F^ = F.%1- = Hk°HS’ itd-

§ 2 . Rezultaty pomocnicze .

Lemat 2.1. Konsekwencjami przyjętych założeń o M są

(2.1) ^jFia^ v ~ gji + vjvi “ Hja^i ’

(2.2) H.aF.a + H.aF.a = 0 ,

(2.3) H^y® = 0 ,

(2.4) H, F1?® = - H-. .7 ba gi 31

Dowód. Różniczkując 6.3) i korzystając z (1.6)

i (1.1), otrzymujemy (2.l) . Biorąc pod uwagę (2.1) i (1.4) 

znajdujemy (2.2) . Równość (2.3) jest bezpośrednią konsek-
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wencją równości 0*3), 0 *^ i 0 • • f^.4) wynika z (2.2), 

(2.3) i (l.l), co kończy dowód.

Lemat 2.2. Tensor krzywizny rozmaitości M spełnia 

związki

RakjiPia + Rlajipka + Rlkai^a + Rlkjapia = 0 -

L'^) Rdcbaplkji = Rlkjl “ Rakjiv V1 + Raljiv vk ’

(2.7) Rlkba^ = ^aji^k • •

Dowód. Różniczkując kowariantnie (l.4) i stosując 

identyczność Ricciego otrzymujemy, po skorzystaniu z (i.5)

RlkjaFi ~ RlkiaFj + ^l^j^ki " ^k^jFli

= - 2 8kj + 2 glj + gki - gu Vkv3 + 2 g;ji Vxvk. 

Stosując ponownie identyczność Ricciego*, identyczność 

Dianchiego oraz wzory (1.4) i O • 5) , otrzymamy

(2.8) 2 RljkaPia - - Rk-jta^ - RijiaFka +

+ 2 Vlvl - 2 ®kl Vjvi - 2 Sij ^kvi - 2 Ski Vlvj +

+ 2 Sji V1 = 2 ’

co wobec (l.4) da je

• 2 Rljkapia - Rlkiapja - RkjiaRia “ RldiapkB +

+ 2 Skj Vlvi “ 2 gkl Vjvi " 2 gki Vlvj + 2 811^kvj "

- 2 - 2VkV.P.i = o .
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Ostatnia równość, po użyciu tożsamości Ricoiego i Bian- 

chiego oraz wzoru (i. 5) da nam (2.5) •

Nasuwamy F^ na (2.5) korzystając przy tym z (i. i) . 

Następnie, w tak otrzymanej równości dokonujemy antysyme- 

tryzacji względem indeksów h oraz k , i wówczas otrzymujemy

2 RbajiFhk " 2 Rhkji + Kakjiv vh “ Rahjiv vk +

+ %kai$hj “ ^bhai^kj + ^bkja^hi ~ ^bhja^ki “ $ ?

co na mocy (2.5) i przyjmuje postać

<2*9) 2 RbajiFhk - 2 RhkbaP£ + RakjivS vh "

Q Cl O

Rahjiv vk " Raihkv vj + Rajhkv vi = 0 •

We wzorze (2.9) zmieniamy parę indeksów h,k na parę 
, dcd,c. Na tak otrzymaną rownosc nasuwamy F^k i otrzymujemy, 

po skorzystaniu z (l.l) i 0.3)^

(2-1°) 2 Rhkji - 2 RdobaFhkji " 2 Rakjiv° vh +

+ 2 Rahjiv3 vk " RaidcvaFhk vj + Rajdcvaphk vi = 0 •

Nasuwając V1 na (2.10) i biorąc pod uwagę (1.3), 

dostaniemy

Ra3dcvaFhk - 2 Radhkva ’ 2 ^kób^” vh + 2/ahjb^ vk = 0 • 

Nasuwając F^ na ostatnią równość i korzystając z (i. 1) 

i 0*3) wyznaczamy

“ 2 " Rajlbv0vb vm + ^jmb^ V1 = 0 ’

Porównując dwie ostatnie równości otrzymamy
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^•11) •

W ten sposób, (2.6) wynika z (2.1o) i (2.1i) .

Zauważmy, że (2.6) implikuje równość

Rakjiv V1 “ ^aljiv vk “ ^ailkv vj + ^ajlkv vi = 

która użyta w (2.9) da nam (2.7). To kończy dowód.

Lemat 2.3. M spełnia relacje

(2.12) (V.Hia) va = - Hia ^.a + Hp ,

(2-13) RakjiVa = - Vdi - VĄi =
(®kj + RkaHj ) vi (®ki + HkaHi ) vj 

(2'14) Halva = (2n + Hbanba) vi ’ HbaHb& “ const., 

(2.15) R^F^ + RiaFda = 0 , 

C2-16) RbaFji = Rji - (2a + HbaHba) .

Dowód. (2.12) i otrzymamy przez zróżniczkowanie kowa-

riantne (2.3) i zastosowanie (1.6). Równość R , ..v& =ak j 1
= - V,F.. - jest konsekwencją (i. 5) i (1.6),J 1 ii J X

po zastosowaniu dobrze już znanej argumentacji (patrz

np. Yano i Bochner [43]) . Z przytoczonej równości i (2.11)

wynika + ^kHrs) 1?ba “ nasunięciu na tę rów­

ność i wzięciu pod uwagę związków (1.1) , (1.3) , (2.1)-
J J"

(2.3) i (2.12) otrzymuje się (2.13) . Pierwsza część

wzoru (2.14) jest prostą konsekwencją (2.13). Mając

(2.13) , (1.3) , (2.3) i FbaFba = 2n, co wynika z (1.2),



- 36 -

znajdujemy (VkFba + ?kHba)Hba = O oraz (vkHba)pba = O . 

Ponadto z (2.2) wyznaczamy (VkHba) Pba + (^kFba)Hba = O . 

Wobec tego musi być (VkHba)l-Iba = O, tzn. prawdziwa jest 

druga część wzoru (2.1 4). (2.15) otrzymuje się z (2.5) 

przez kontrakcję. Aby otrzymać (2.16), nasuwamy F^ na (2.15) 

i wykorzystujemy (2.14). To kończy dowód lematu.

Lemat 2.4* Rozmaitość M spełnia relacje

(2.17) (Vai>ja = ̂ ja^? + (pkj+ HkjVi + ^ki+ Hki)vj ’

(2.18) (yji)^ = ̂ ja^i" - <Pkj" Hkj>i + 2 Pkivj - Hjivk

(2.19) ^bpaP pkj = ” ^kpji “ 2 ®kjvi + ®kivj + vkvjvi

PkaHi vj + pjaHi vk •

Dowód. (2.17) otrzymamy różniczkując kowariantnie (1.2) 

i stosując (1.6). (2.18) wynika z (2.17) na mocy (1.3) i (l.4). 

Aby otrzymać (2.19), nasuwamy F-^ na (2.18) i korzystamy 

ze związków (1.3) , (2.1) , (2.2) i (2.17). To kończy dowód.

Lemat 2.5. Tensor krzywizny rozmaitości M spełnia 

związek

Rbaji^k - Rlkji = + (Vjk) vx +

+ (?jpli) vk ’ SHekj + e13gki " slkgji + PliPkj " pljFki + 

a a
+ HlkHji + Sljvkvi - SlkHjapi - SjiHlapk •

Dowód. Różniczkując kowariantnie (2.17) i stosując
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wzory (2.8) , (1.6), (2.13) , (l.l) , (2.2) i (2.7) otrzymamy 

(2.21) C*^)^) + ^a^F?) + Rkil;) + RkjU _

bs, ba
RlibaFkj ~ RkibaFlj + 2 glkgji ” 2 gkiglj * 2 gligkj

FkiFlj “ FliRkj + RkiRlj + HliHkj “ 2 glkvjvi + gkivlvj +

•+ ^livkvj + gljvkvi + gkjvlvi ’ gkiHla^ja “ gliHkaFj& ~

- Wi* “ SljW? = O .

W (2.2f) zastępujemy indeksy i,l przez indeksy, 

odpowiednio, r,s. Na tak otrzymaną równość nasuwamy F^ • 

Wtedy, przy pomocy wzorów {1.1) - (i .3) » (2.1) - (2«7) , (2.17)- 

(2.19), otrzymujemy

(2.21)' - (^a)^8) + 2 (vkFu) v3 +

+ 2 <VlPkj) Vt - VX + (VĄ8)FaY vx +

+ •^i®’jg)pa Hk vi “ ^k^ja^a vi + ^kilj “ ^kiba^lj + 

ba
+ ^liba^kj " Rlikj + Sklvjvi ’ Sklvlvj " Slivkvj “

®kjvlvi “ gljvkvi + ^kl^lj “ Fli^kj “ pikFji +

O Q Q

+ HkiHlj " RliRkj ~ skiHlaFj + gliHkapj + EkjHXaFi

“ gljHkaFia + HkaHi&vlvj “ 2 HkaHjavlvi + HlaHjaVi +

+ 2 HkapiaVjVi - + H^Ffy^i = O .

Równości (2.21) i (2.2l)' dają
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(2.22) 2(ViaWaa) + 2<Vli> vj + 2CVkP vi - 

^kPis)Pa Hj V1 + ^kFjs^a Hi V1 + ^lpjs)Fa Hk vi 

^kFjs)Pa H1 vi + 2 ^kilj - 2 RkibaPlj + 2 g^k^ji

2 gkielj “ 2 gn^kj ” 2 Fikpji ~ 2 FnFkj + 2 HkiHlj + 

+ 2 SlkVi “ 2 Wj* - 2 Wi* + H^y^ - 

- 2 ^ka^j^i^i + HlaHjavkVi + 2 H^y^ -

Hkapi vlvj + ^ka^j vlvi * $ • 

Zamieniając w (2.22) parami indeksy k,i z indeksami 

l,j, otrzymujemy po skorzystaniu z (2.2) i (2.7)

vj - vk + frlpj8)FaeHka vi +

+ <Vlp;)aKeHia vk " ^Ic^is^a311!8 vj " V1 "

- ^a^a011? vi + CVkFjs)FaV vx + 2 HlaHi? vkvd -

" 2 Hka^jS vlvi - 4 HlaFka - HlaFia +

+ Hlapja'vkvi ~ Hkapia vlvj + Wó8 vlvi = 0 •

Na ostatnią równość nasuwamy v^. Po skorzystaniu

z (1.1) , (1.3), (2.3) oraz C^Fj^y3 = - HjapiS ’ 00 łatwo 

wynika z (2. i) i 0.4), otrzymujemy

(2.23) ^ja)Fa0Hia - =

= HkaH? vi - Hka^i& ~ W? vi + W? vj •
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Dokonując symetryzacji relacji (2.23) względem indeksów 

k,j oraz korzystając z (l.3),(l.4) i (2.2) wyznaczymy

(VkeXV + (’ĄS)paV = " W/ vj -

HiaHj vk * 2 HkaHj vi + Hia^k vj + HiaFj vk * 

co razem z (2.23) daje

(2.24) = - Kka«ia + HjaHia vk + HkaHia V. .

Jeśli skorzystać z (2.24) i (2.2) , to (2ł2q) okaże się 

konsekwencją wzoru (2.22). To kończy dowód Lematu 2.5.

Lemat 2.6. M spełnia relacje

(2.25') Fis Fia vk - Hki Vj ,

(2.26} = - H^(F.g+ His)vd + Haa Fis vk ,

(2.27) ^kC^ja^ ) ^aC^ia* Hie)vj “ HkaCPj0+ • 

Dowód. (2.25) wynika z (2.24), po nasunięciu F,*

i wy korzy staniu (l.l),(2.3) i (2.4). Równość (2.25) razem

z (2.13) i (2.3) daje (2.26). Natomiast (2.2?) łatwo wyniknie

z (2.26), jeśli skorzystamy przy tym z (2.2). W ten sposób 

dowód jest zakończony. '

Lemat 2.7. Tensor krzywizny rozmaitości M spełnia 

związki

(2.28} va VaRlkji = 0 ,

(2.29} R^iH^ + RlajiHka + RikaiH^ + RikjaHia = 0 .
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Dowód. Różniczkując kowariantnie równość (2.13)» 

po skorzystaniu z (2.2?) i (1.6), otrzymamy

^l^k^ji4" Hji) = Hla^Fjs+ Hjs^vkvi ” Hla^is+ His)vkvj +

+ (®ki+ HkaHi ^Flj+ ^ij) “ fekj+ ^kaHj ^Fli+ ^li^ • 

Z ostatniej równości i identyczności Ricciego wynika 

Rlk3a^ia+ Hia) + ^kaiO/- H?> = Hlafrjs+ HjS)Vi "

Rla^Fia+ His^vkvj “ Hka^Fjs+ Rjs)vlvi + Hka^I’is+ Ris)vlvj + 
w:«

+ ^ki+ Hka^i ) ^lj + Hlj) *" ^kj+ HkaHj )/^li+ Hli^

(gli+ HlaHi )^kj+ Hkj) + 6glj+ ^la^j ) ^ki+ Hki^ •

Z powyższego związku, (2.5) i (2.2) otrzymuje się (2.29) .

Z drugiej strony, po zróżniczkowaniu relacji (2.13)

i skorzystaniu z. (1.6) otrzymujemy

(2.30) = - Rakji^^ H^) - .+ Hji) .

Mając drugą identyczność Bianchiego znajdujemy

v ^aRlkji “ ^lRakji^v “ C^kRalji)v ’ 

co, po użyciu (2.36) , identyczności Ricciego, (2.29) 

i (2.5), daje (2.28). To kończy dowód.
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§ 3 . Rozmaitości niemal Sasakiego trój- i pięcio-

wymiarowe.

Twierdzenie 3*1* Każda 3-wymiarowa rozmaitość niemal

Sasakiego jest rozmaitością Sasakiego.

Dowód. Niech p będzie dowolnym punktem rozmaitości

niemal Sasakiego M, dim M = 3. 

wybierzmy bazę ortonormalną $ 

W przestrzeni stycznej M

eQ= v, ev e2= Fe1
P

(Blair [i] , str. 22) . Wówczas, korzystając ze wzorów (2.2)

(2.3) i anty symetrii pola tensorowego H, sprawdzamy, 

że H(e. ,e^) =0 dla 0>(i,j 42. V/ ten sposób, wobec 

Twierdzenia 1.1, dowód jest zakończony.

Twierdzenie 3*2. Niech M będzie rozmaitością istotnie * 

niemal Sasakiego. Następujące trzy warunki są sobie równo­

ważne:

(3.1) dim M = 5,

(3.2) ^3^® = , gdzie 3 = arai-7 HbaHba= oonst.>

(3.3) ^k^ji = “ ®kjvi + ®kivj " vk^ja^i “ vj^ia^k " vi^ka^,j

oraz H.. / 0 . J
Dowód. Implikacja (3.i) =^(3.3) • Niech p€M będzie dowol­

nym punktem. V/ przestrzeni wybierzmy bazę ortonormalną 

{e0»e1 ’e2»e3’e4} ^aką, że eQ= v, 63= Fe>| oraz e^= Fe2 

(Blair [1] , str. 22). Wówczas Fe^ = - e-j , Fe^= - e2 oraz 

KeQ= 0, o czym łatwo przekonać się mając (1.1) - (1.3) .
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Ze związków (l.4),(2. T) i (2.2) wynika 

f^e.^)ei = ~ e0 ’ e0 = $ ’

(3-4) 1
. Pe/P>eO = ei + CH°F)ei , VeQCF)ei = - ,

dla i = 1,2,3,4.

Wykażemy,. że

C(a) g(Ve/F)ej,ek) = O ,

Ć-5) ? 1
(_(b) g(? (F)e^,e0) = - H(Fei,ej) ,

dla i,j,k = 1,2,3,4 oraz i / j. Istotnie, rpzważmy takie

i,j. Jeśli 

e. ± Fe^ to

/ Fej_ oraz e^ / Fej , lub równoważnie 
je^e^jFej ,Fe^} jest bazą ortonormalną

dopełnienia ortogonalnego wektora eg w przestrzeni

Wówczas, z antysymetrii pola tensorowego F oraz wzorów

6.4) i (2.17) otrzymujemy

b(^ = g(v = g(V ^e^Fe.) =

= g(ve (F^.Fe.,) = 0 . '-'i d J
To dowodzi (3.5) (a) w przypadku e. / t Fe^ . Zauważmy,

że relacje (2.17) i (3*4) dają '

g(ve (p)Fe1,ek) = g (F) eŁ,Fek) - 0

dla k = 1,2,3,4. Dlatego wzór (3.5) (a) w przypadku

e. = Ż Fe^ także jest prawdziwy. (3.5) (b) wynika z (2.1)

i (2.2).

Mając (3.4) , 0-5) . (2.2) i ^2.3) sprawdzamy, że prawdziwa
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jest tożsamość

g(\(F)y,z) = - g(x,y)g(z,e0) + g(x,z) g(y,e0) -

- g(x,e0)H(y,Fz) - g(y,eQ)H(z,Fx) - g(z,e0)H(x,Fy) , 

dla dowolnych x,y,z6M , tzn. prawdziwy jest wzór (3.3) ♦ 

Ponieważ M jest istotnie niemal Sasakiego, to H 0 

(Twierdzenie 1. i) •

Implikacja (3*3)=^(3.2) . Założenie użyte w (2.13) 

daj e

(3»6) = - HkaHj vi + HkaHi vj + ,

; + vkHjaFi3 + Wk* + viHkaFja * 

Korzystając z (3.6), (3.3) i (2.2)-(2.4^ znajdujemy 

O-7) Vk(.Via) = - vkCHji- - ^ik" HifFkS) - 

vi(^kj~ ^kaFjs) •

Różniczkując kowariantnie (3.6) i wykorzystując relacje 

(1 .6) , (2.2) , (2.27) i (3.7) otrzymujemy

^l^k^ji “ ~ ^ka^j ^li+ ^li^ + ^ka^i ^lj+ ^lj) +

Ow MHjaFia - <Plj+ Hlj)Wia + Oli+ «li)WjR - 

vl[vk^ji- Hja^is^ + vj ^ik“ ^ia^ks^ + vi^kj” ^kaFjs^l“

Vk{yj ^la^is+ ^is^ * vi HlaCFjs+ Hjs^l’ 

co, na mocy identyczności Ricciego, da nam
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(3«s) ^lkai^j + ^Ikja^i

^ka^j (Fli+ ^li) + HkaHi ^lj + ^lj^ + ^laHj ^ki+ Hki)

^la% ^kj + ^kj') + ^^lk+ ^lk^ja^i * ^lj + ^Ip^ka^i +

* CPkj + ^kj^la^i8 + <W MlW/ - (Fki+ Hki)HlaFóa +

+ V1 £vj (?ki+ ^ka^is^ “ viC^kj + ^ka^jsZ +

Równość (2.29), po zastosowaniu (3.8) i (2.2), pozwala nam 

wyznaczyć

(3.9) 0^+ Hdi)HlaFka + <Flk+ - (?lj + +

+ Cpkj+ ^kp^la^i0 + CFli+ - <Fki+ = 0 .

nasuwamy F^F^ na (3.9) , wykorzystujemy (2.2') i (2.3)

i znajdujemy (2n-4)H^g= 0. Stąd, wobec Twierdzenia 1.1, 

otrzymujemy dim M = 2n+1 = 5. Z drugiej strony, nasuwając 

na (3.9) mamy

Cw1”)2 - 4 ■WV"bXr ■

po skorzystaniu z (2.2) i (2.3). Tym samym spełniony jest 

warunek (3.2). 7\=const.^O wynika z (2.14) i 0.

Implikacja (3.2)^(3.1) . Mając (3.2') z równości (2.25) 

otrzymamy

^k^ja)Hb = ^Fkb vj ~ Fjb vk^ " Hkb vj *

Nasuwamy na ostatnią równość, wykorzystujemy (3.2),
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(^2.l) ,(2.2) i otrzymujemy tożsamość (3*3) • Tożsamość ta, 

jak wiemy z dowodu poprzedniej implikacji, pociąga za sobą 

dim M = 5* W ten sposób, dowód Twierdzenia 3.2 jest zakoii- 

ozony.

Twierdzenie 3-3. Każda 5-wymiarowa rozmaitość istotnie 

niemal Sasakiego jest rozmaitością Einsteina o krzywiźnie 

skalarnej R/>20.

Dowód. Dokonując kontrakcji (3.8) z g11 znajdujemy 

(3.10) RkaHda + RbkjaHba = - 3^ , 

po skorzystaniu z (3.2), (2.2) i (2.3). Z drugiej strony, 

nasuwając Hlk na (2.20) i biorąc pod uwagę (3.2), 0’3), 

(2.2)-(2.4) otrzymuj emy

RbajiHba — ,

lub 

na mocy tożsamości Bianchiego. Podstawiając ostatnią' 

równość do (3.W) znajdujemy

RkaHja = " 4 <^1)Hkj '

Stąd, po nasunięciu oraz wykorzystaniu (3.2^ i (2.14), 

otrzymuje się Rkl = 4(/\+l)gkl, tzn. M jest rozmaitością 

Einsteina. Ponieważ R = 20^+l) , to R>20 wynika z >0.
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§ 4 . Rozmaitości niemal Sasakiego spełniające 

warunek VmV1Rkjih - 7^1^ = 0 .

Twierdzenie 4*1. Jeśli rozmaitość istotnie niemal

Sasakiego M spełnia warunek

^m^lRkjih " ^l^mRkjih = $ ’

to dim M = 5 i M jest o stałej krzywiznie sekcyjnej.

Dowód. Zastosowanie identyczności Ricciego do (4.1) 

da je

Rmlk Rsjih + Rmlj Rksih + Rmli Rkjsh + Rmlh Rkjis “ 0 ’ 

skąd, po nasunięciu vmv^ i zastosowaniu wzorów (2.13) 

i (2.3), otrzymuj emy

(M Rljih - R0.ih = (glh+ HlaHha) (g.i+ H.bH.b) -

’ <511+ (Sjh* ’ ^la11?" H?abHiS) vjvh +

+ ÓW?" HlabHhS) '

Z’drugiej strony, mając relacje (2.27) , (2.13) oraz

(1 .1) , O .3) , O .6) , (2.2) i (2.3) , znajdujemy

WVia) = 2 ĆHlaHka- HlabHkS) -

" ^laHi8- H?abHis) vkVj - vkv± - ’

- C(P1B+ His) (Plj+ Hlp - C(Pjs+ M <Pli+ Hli) •

Ostatnia równość, poprzez identyczność Ricciego, prowadzi do 

0-3) Hja RBlkl + RSjkl = - ÓWA Oie) +
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+ - (HlaH.a- Ąj Vi +

+ (HkaHA Vi - COis* Hi0)^lj+ Hxj) +

+ ©V HiaXl'kj+ Hkd) - Hja)(Fli+ Hu) +

■ ł ®PjS+ Hjs)(V %) •

Konsekwencją relacji (4.2) i (4.3) jest

Ww Hie)^ Hkj) + Hla(pós+ HjS)<Pki+ Hki) -

^ka^Pis+ ^is^plj+ - ^ka^Pjs+ ^n) - 0 »

skąd, po nasunięciu F^H^^ i zastosowaniu (2.2), (2.3) 

i (U)i otrzymuje się

(M H^cd = 2n (Hba^a)2 •

Korzystając z (2.3) znajdujemy

LHjaHia " vjvi>J vM)] =

" H^d - 2 + 2n^ ,

dla dowolnej . Prawa strona tej równości znika dla

= ^ba^° ’ na Postawie (4.4). W ten sposób rozmaitość

M spełnia relację (3.2), zatem na podstawie Twierdzenia 3.2 

dim M = 5. Pozostała część tezy naszego twierdzenia wynika 

z (4.2), jeśli skorzystać z (3.2) i (2.13). To kończy dowód.

Każda rozmaitość lokalnie symetryczna spełnia warunek 

^4.1), zatem konsekwencją Twierdzenia 4.I1 jest następujące

twierdzenie:
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Twierdzenie 4.2. Jeśli rozmaitość istotnie.niemal 

Sasakiego jest lokalnie symetryczna, to jest 5-wymiarowa 

i o stałej krzywiznie sekcyjnej.

§ 5 • Rozmaitości niemal Sasakiego konforemnie płaskie.

Twierdzenie 5.1. Jeśli rozmaitość istotnie niemal 

Sasakiego M jest konforemnie płaska, to jest 5-wymiarowa 

i o stałej krzywiznie sekcyjnej.

Dowód. Założenie konforemnej płaskości implikuje

(5.1) - VjRki = OkR g.Ł - 7)R gkl) .

Zauważmy,że z (2.14) wynika O^^ab)v&vk = 0, a z (2.28)

vaV R.j = 0 oraz vaV R = 0 . Dlatego po nasunięciu y^y1 fl. 51 O*
na (5.1) otrzymamy V^R = 0. Stąd (5.1) przyjmuje postać

(5.2) - W = ° •

Z założenia konforemnej płaskości mamy także

Rajib = 5n-T (Rab sji Rai &jb + Rji sab Rjb sai)

Żn(2n-1J C^ab ^ji ^ai ^jb) ’

skąd, po nasunięciu vavb i skorzystaniu z (2.13) i (2.14), 

otrzymujemy

(5.3) "(sn “ 1 " HbaH ) gji + (2n-l) HjaHi +

•+ (2n+1 + 2 HbaHba - 22)v3v1 .

Różniczkujemy (5.3) kowariantnie, korzystając z (1.6) i (2.27) 
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wyznaczymy

^k^ji = “(2n“^ [^ka^js+ Hjs^vi + ^ka^is* ^is)vj3 +

+ (2n+1 + 2 - 2n)[0?kj + ^kpvi + ^ki + $ki) vjJ '

Podstawiając ostatnią równość do (5.2) i korzystając

z (2.2) otrzymamy

(2n+1 + 2 HbaHba - ^[2^.+ + -

- MvJ - C2 C^s+ Mvi+
* Opis+ Hie)vj - HiS)vk] = 0 •
Na tę równość nasuwamy V1 i mając (1.3),(2.3) znajdujemy

(5.4) (2n+1 + 2 HbaHba - Hkj> = (2n-l) Haa(> ,s+ H.g) .

Nasuwając na (5.4) znajdujemy., wobec (i. i) , (2.2) , (2.3) , 

(5.5) R = (2n+l) (2n + HbaHba) .

Stąd relacja (5.4) przyjmuje postać

^ka^js+ Hjs) = 2n ^kj+ ^kj) ^ba^

Nasuwając na ostatnią równość i korzystając

z (2.2) wyznaczamy (4.4), a to jak wiemy implikuje (3.2). 

Na podstawie Twierdzenia 3.2 dim M = 5. Ponadto, jeśli 

podstawić (3.2) i (5.5) do (5.3), to okaże się, że M jest 

rozmaitością*Einsteina, co zakończy dowód, gdyż każda 

konforemnie płaska rozmaitość Einsteina jest o stałej 

krzywiźnie sekcyjnej.
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§ 6 . Rozmaitości niemal Sasakiego o stałej krzy-

wiźnie F-sekcyjncj .

W tym paragrafie założymy, że w każdym punkoie p

rozmaitości M krzywizna F-sekcyjna

k(x,fx) = - gk^

nie zależy od wyboru niezerowego i ortogonalnego do v

wektora X€Mp. Przez H oznaczmy 

gdzie 0 / X6M jest ortogonalny

Jako konsekwencję założenia i

funkcję MBp---- >K(X,FX), 

do v.

(2.2) ot rzymuj emy

C6-1) ^scra pdb - H Sdb Sca) ^lkji = 0

dla każdego wektora stycznego X, który nie jest liniowo

zależny z v.

Przyjmijmy oznaczenie

Alkji " (Rscra *db * 1 ®db ®ca) PlkS *

Korzystając z (1.2) otrzymujemy

(6.2) Alk3i = Rdcba F^ba _ g y^)^- y^) .

Mając (2.6) i (i.3) sprawdzamy, że 

p 1?dcba -^pąrs _ p pdcba 
Kdcba pqrs ±kji ucbą ilkji *

skąd, po nasunięciu F^ i zastosowaniu (1.1) i (1.2) , 

otrzymuj emy

dcba sr _ R dcba pSr
Kdoba shrm Ij doba Isjr hm *
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Dlatego Alkjl = . Ponadto, jak wskazuje na to (6.2),

mamy Alk;jl - Ajnk«

Korzystając z dwóch ostatnich relacji widzimy, 

że (6.l) jest równoważne z

Apkqi + %qik + ^pikq + %kiq + %iqk + ^pqki “

Na tę równość nasuwamy i uwzględniając (6.2), (1. i) - (i.3) , 

(2.2), (2.3), (2.6) , (2.7), (2.11) , (2.13) znajdujemy

Rlkji + Rlijk ~ Rlabk Rji Rlabi Rjk Rliab ^kj

- ^lkab - fok* ^a^A " foi+ HlaHia>kvj + ,

+ 2foi+ ^kaHi&^vlvj + 2foj + Hla^^i ~ 2 vlvkvjvi +

+ 2H(g1;j- v1vj)(gki- vkv.) + 2H(FlkF.Ł- FjĄ) =0.

Dokonując antysymetryzacji ostatniej równości względem 

indeksów l,k , a następnie wykorzystując identyczność 

Bianchiego i wzory (2.5) , Ó .1) , (2.13) , wyznaczamy

Rlkji + 2 Rlkba pji Rliba Fkj + Rkiba Flj

- 5 (gllAj “ slj®ki + ^li^kj “ ^Ij^ki ’ 2 PlkPji) +

+ (S-0(Sil vkvj - ®1j vkvi - ®ki vlvj + ®kj vlvi) "

" HlaHia vkvj + Hla^j& vkvi + V? vlvj “ Hka«da vlvi “ 0- 

Po wyznaczeniu Rlkba z (2.20), podstawieniu

do ostatniej równości i skorzystaniu z 0.4), otrzymamy
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(6.3) 4 Rlkji = -

- 2 (Vka)^FiS> + 2 - 2 (y^yj + 2 glkg3i +

+ (H+2) (61iSkj- S1.gki) + (§-l) (f^- P1;jFki- 2 F^) + 

+ HliHkj“ KljHki " - 4 gik vjvi + 2 ^ki vlvj ”

- (h-2) (sn y^- g1;j y^- gki y^ł gkj y^) +

+ HlaHia vkvj - HlaH? vkvi - HkaHia + HkaH;ja y^ +

+ 2 Slk W? + 2 Sji HlaPka " Sli W? + S1J ^ka^a +

+ Ski ^laFjS “ Skj HlaFia-

Nasuwamy na (6.3) i uwzględniając relacje (2.25) , 

(2 . i) - (2.3) , (i. i) otrzymuj emy

4 C R0jkl = - HiaHha [(M skj -(H-Wj +

+ HkaHha [CMSlj + 4^Fhs HkrF.r -

- HkabPhB HlrPf - 2 ^ab^hs Wk* + 4 H?ab vkvj "

- « HkabHhS vlvj + Fkś - CFks Pl3 -

- 2 HhaPjS Plk) + ^aHls Hkj - Hh^ka Hlj ’ 2 HhaHjS Hlk» 

co użyte w (4.3) daje, po skorzystaniu z (2.2),

(H+3) [- HlaHia(gk;j- ykyd) - HlaH.a(gk.- ykyt) '+

+ HkaHia(sir + HkaHja^ii- vlv?] +
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+ niabPlS W/ + H!abPjs W/ - HkabPis -

- HkabPjs + M ^iaPls Pkj * pki "

" 4apks Plj - H!aPk3 pli) + CH1S Hkj + Hjl Hl0 Hki “

" HiaHk8 Hlj ' HjaHks Hl.i * C(P1b+ Hi8><Pir H1P ;

+ C(Pjs+ HjSAi+ " H?a<PiS+ Hkj) -

- CCPjs+ Hki) = 0.

Jeśli na tę równość nasunąć p^H11 i uwzględnić przy tym 

relacje (l.3),(2.2) i (2.3), to otrzymuje się warunek (4.4), 

który implikuje (3.2) $ w przypadku, gdy M jest rozmaitością 

istotnie niemal Sasakiego.

Dalej zakładamy, że M jest rozmaitością istotnie niemal 

Sasakiego. Wtedy, na podstawie Twierdzenia 3.2, dim M = 5. 

Ponadto relacje (3.2) i (3.4) razem z relacjami (1.i) , (i.3) , 

(2.3) , (2.4) , (3.1) i (3.2) redukują (6.3)do

(6.4) 4 Rikjf = (H+3) (gj-^Skj“ SijSki) + ^-1^PliPkj

- PljPki - 2 PlkPji) + HliHkj ’ HljHki - 2 HlkHji + .

+ (4 A- H + l)(gli vkvd - g1;j vkVi - gki v1vj + gkj +

+ HlnPia HkbPjb “ HlaPja HkbP? " 2 HlaPkS Wi” ‘ 

Podstawiając (6.4) do (2.29) i uwzględniając (3.l)

i (2.2) - (2.4) otrzymuj emy

- H + HkaFja - HkaF1a - Fkl HlaP.a +



+ Pkj ^lapiS - 2 Hlapka Pji ~ 2 plk V? ) = °>

skąd po nasunięciu FJ i skorzystaniu z relacji

wymienionych wyżej i (1.2) dostajemy ^(/\- H + 1) = 0.

Tym samym

(6.5) B = 1 .

Kontrakcja (£.4) z g^g^j 

(1.1) , (2.4) i (3.2) da nam 

(6.6) R=6H + 14^ +

oraz wykorzystanie związków

14 .

Bierzemy pod uwagę związki (i . 1) , (i .2) , (2.2) - (2.4) , 

(2.14) , (3.1) , (3.2) , (6.5) , (6.6) i z (6.4) wyznaczamy

R.. . ,Rlk^ 
Ikji

krzywiznie

= , co oznacza, że rozmaitość M jest o stałej

sekcyjnej.

W ten sposób mamy udowodnione następujące twierdzenie:

Twierdzenie 6.1. Jeśli rozmaitość istotnie niemal 

Sasakiego jest o stałej krzywienie F-sekcyjnej w każdym 

punkcie, to jest ona 5-wymiarowa i o stałej krzywiźnie 

sekcyjnej.
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W pracy udowodnione jest twierdzenie o nieistnie­
niu rozmaitości prawie kaehlerowskich, których krzy­
wizna spełnia pewien warunek. Znaleziony jest wa­
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geometrię rozmaitości istotnie niemal Sasakiego.
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In the present paper we show that there are no ; 

almost Kaehler manifolds with curvature satisfying i 
some condition. We find a condition equivalent to , 
eta-parallelity of the Ricci curvature tensor on 
Sasakian manifolds. Moreoyer we obtain many results 
characterizing the local geometry of nearly Sasakian 
manifolds.
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rozmaitość Riemanna, rozmaitość prawie 
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