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1. Wstep

Mozemy mieé nadzieje, ze kiedy$ dzigki metodom
matematycznym decyzje nieco bardziej bgda opieraty sig
o wiedzg, a nieco mniej o zgadywanie i ze $wiat,

w ktérym zyjemy, bedzie nieco lepiej funkcjonowat,
bedac w mniejszym stopniu zdany

na taskg nieprzewidzianych wydarzen

(R. Stone)

Matematyzacja nauki — pisze C.V. Newson — doprowadzita, zwlaszcza w ostat-
nich latach, do rewolucyjnych zmian w naszej cywilizacji. Nadto wnioski, uzyska-
ne przez uczonych, zmierzajacych do poglebienia rozumienia istoty matematyki,
ukazaty w nowym $wietle wiele aspektéw ludzkiej wiedzy.

Galileusz pierwszy zrozumial do$wiadczenia, ktére prowadza do iloSciowych
wynikéw. U podstaw kazdego doswiadczenia lezy pomiar. Dzialalnos¢ nie dajaca
si¢ zmierzy¢ podlega zmianom wedtug kaprysu lub mody — stwierdza Russel.
Reguly pomiaru sg ,,pomostem” migdzy czysto formalnymi rachunkami a empi-
ryczng rzeczywistoscig. Te trzy elementy: formalny rachunek matematyczny, wiel-
kosci obserwowalne, baza empiryczna oraz reguly taczace matematyke z empiria,
wnioskowanie statystyczne jest istotnym skladnikiem naukowe;j teorii. Teoria za$
tylko wtedy zashluguje na miano naukowej, gdy wynikaja z niej jakie§ wnioski
nadajace si¢ do eksperymentalnego sprawdzenia.
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Nalezy podkresli¢, ze znajomos$¢ teorii jest niezbgdna w badaniach naukowych.
Jest ona potrzebna nie tylko po to, aby okresli¢, jakie hipotezy badawcze nalezy
postawi¢ i jakimi metodami je weryfikowa¢. Dlatego tez teoria musi istnie¢ zawsze
a priori w stosunku do empirycznej obserwacji faktow. Nabieraja one znaczenia
wowcezas, gdy zostang ustalone i usystematyzowane w ramach teorii. Inaczej
mowiac, fakty w gruncie rzeczy maja sens tylko w konfrontacji z teoria.

U podstaw kazdej usystematyzowanej proby poszukiwania prawdy o spote-
czenstwie zatem lezy zawsze teoria, gdyz wytycza kierunek tych badan. Mozna
wigc ja okresli¢ jako hipotetyczny zarys opisu faktow oraz istniejacych migdzy
nimi powigzan przyczynowych.

Nauki statystyczne, do ktérych duzy wkiad wnidst znakomity uczony prof. dr
hab. Zdzislaw Hellwig, sa tym szczegdlnym aspektem postgpu ludzkosci, ktory
nadal XXI wiekowi jego specjalny charakter — to do statystyka zwraca sie¢ obecny
wiek w poszukiwaniu tego, co jest najistotniejsze we wszystkich przedsigwzigciach
(R. Fisher).

Popperowska krytyka radykalnego empiryzmu w kwestii stosunkow migdzy
faktami i teoriami wydaje si¢ trafna.

H. Poincare [1908, s. 119-120] pisat: ,Moéwi sig czgsto, ze trzeba eksperymen-
towac bez mysli z gory powzigtej. Jest to niemozliwe, nie tylko bowiem sprawito-
by, ze wszelkie doswiadczenie staloby si¢ jalowym, ale nawet przy najlepszej checi
byloby niemozliwe. Kazdy nosi swoje pojmowanie $wiata, od ktérego nielatwo sig
wyzwoli¢. Trzeba na przyklad postugiwac si¢ jezykiem, a jgzyk nasz caly ulepiony
jest z mysli z gory powzigtych i inaczej by¢ nie moze...”.

Nadanie poprawnej formy statystycznej i matematycznej pewnemu zjawisku
pozwala zorientowac sig, w jakich warunkach i jakie czynniki wplywaja na jego
przebieg, jak wplywaja (w jakim kierunku 1 z jakim nasileniem). Dlatego tez
autorzy, wychodzac z hipotezy, ze rozwdj demograficzny warunkuje rozwdj spo-
teczno-ekonomiczny, starali si¢ ja zweryfikowa¢ na podstawie przeprowadzonej
analizy opartej na danych empirycznych z wykorzystaniem metod ilo$ciowych.
Pozwalaja one weryfikowa¢ pewne hipotezy ogodlne, lepiej charakteryzowaé
opisywang rzeczywistos¢. Wprowadzenie metod ilo§ciowych jest zatem, z metodo-
logicznego punktu widzenia, usprawnieniem bardzo doniostym, zwielokrotnia
bowiem sil¢ poznawcza danej dyscypliny naukowej i chroni wnioskowanie przed
subiektywizmem badacza.

Wydaje sig, ze na wstgpie warto podaé kilka spostrzezen na temat zwiazkdéw
proceséw demograficznych i spoleczno-ekonomicznych. Zdania na ten temat sa
podzielone. Wydaje sig, ze problem jest zbyt zloZzony, aby mozZna byto w sposéb
jednoznaczny stwierdzi¢ silne zwiazki migdzy rozwojem demograficznych a eko-
nomicznym danego kraju. Rézne sa teorie i doktryny dotyczace zwiazkow migdzy
liczba ludnosci a jej dobrobytem.

Oceniajac wzrost gospodarczy danego kraju, badania koncentruje si¢ zwykle na
dwoéch podstawowych problemach, a mianowicie rozwazany jest rozwoj ekono-
miczno-spoleczny oraz ksztaltowanie sig zjawisk demograficznych.
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W pracy, przyjmujac na poczatku sformutowang hipotezg, zmierzamy do tego,
aby przy odpowiednio skonstruowanych metodach na podstawie badan empirycz-
nych uzyska¢ podstawy przyjgcia lub odrzucenia podanej hipotezy.

2. Wprowadzenie do cz¢Sci metodycznej

Macierz kowariancji wielowymiarowej zmiennej losowej, bedacej modelem
interesujacej nas populacji, bardzo czgsto stanowi podstawg rozumowan dotycza-
cych wiasnosci populacji. Macierz ta pojawia si¢ w zagadnieniach regresji, klasy-
fikacji, dyskryminacji, skalowania wielowymiarowego, konstruowania portfela
inwestycyjnego.

Wiasciwe oszacowanie macierzy kowariancji na podstawie matej proby nalezy
do zadan nietatwych, i szczegélnie istotnych, gdyz przeklada sig¢ bezposrednio na
wnioski, jakie formutuje si¢ w badaniach. Zagadnienie wiaze si¢ zarowno z typem
rozkladu w populacji (prace prof. Zdzistawa Hellwiga dotyczace wielowymia-
rowych testow normalnosci), jak i z wplywem obserwacji odstajacych (prace prof.
Krzysztofa Jajugi dotyczace przycinania wielowymiarowych wektoréw losowych,
redukcji wymiaru problemu statystycznego).

W niniejszej pracy zwracamy uwage na zagadnienia zwigzane osobliwg
macierza kowariancji z proby. Macierzy rozpinajacej podprzestrzen o mniejszym
wymiarze anizeli macierz kowariancji w populacji, nie posiadajacej odwrotnosci
waznej np. przy klasyfikacji obiektéw z wykorzystaniem odlegto$ci Mahalanobisa,
tescic T° Hotellinga. Zagadnienie to nie jest w pelni rozwiazane, bylo podej-
mowane w odniesientu do uogdlnionych modeli liniowych m.in. przez J. Neymana,
F.N. Davida, E. Parzena, C.R. Rao. Zagadnienie pojawia si¢ w naturalny sposéb,
gdy liczba obserwacji przekracza liczbg rozpatrywanych w badaniach zmiennych.
Z racji swej doniostosci praktycznej (koszt badan) stanowi obecnie przedmiot in-
tensywnych studiow na uniwersytetach amerykanskich, jak zaznaczyl prof. Vya-
cheslav Girko na konferencji WAS’2004.

Jednym z kierunkéw badan sa studia nad wykorzystaniem uogélnionych

odwrotno$ci macierzy kowariancji z proby S~ tzn. takich macierzy, ktore czynia

zado$¢ warunkowi S™SS™ =S . Przykladowo wykorzystuje sie uogélnione odwrot-
nosci Moore’a-Penrose’a macierzy kowariancji z préby:

P
- _ -1 T
S =)A'PP, 0
j=1
gdzie Pj sa wektorami wlasnymi S odpowiadajacymi p — niezerowym warto$ciom
wlasnym /1,' Jj=1,..p.

Dla punktéw x i m populacji rozpatrywanej ze wzglgdu na wielowymiarowg
cechg dystans Mahalanobisa przyjmuje postac:
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(x-m)'S™(x-m), ()

Innym kierunkiem badan zaznaczanym m.in. przez Eddy’ego na tamach ,,The
Annals of Statistics” jest takie przeformulowanie przedmiotu badan, aby mozliwa
byla zamiana miejsc zmiennych i obserwacji, tzn. transpozycja macierzy obser-
wacji. W niniejszej pracy zastosowano zabieg polegajacy na transpozycji macierzy
obserwacji 16 wojewdédztw rozpatrywanych ze wzgledu na 34 standaryzowane
zmienne spoteczno-ekonomiczne. Uzyskano tym samym macierz obserwacji dla 16
zmiennych reprezentujacych relatywne pozycje wojewodztw, macierz zawierajaca
34 obserwacje aspektow relatywnej pozycji wojewddztw RP.

3. Rezultaty badan

Badania oparto na danych dotyczacych wojewodztw Polski w roku 2002.
W wyniku przeprowadzonej analizy na 34 zmiennych demograficznych i spo-
leczno-ekonomicznych, stosujac analizg¢ gtéwnych sktadowych wyodrebniono
2 zmienne demograficzne i 3 zmienne spoteczno-gospodarcze. Wyniki przedsta-
wiono w tab. 11i 2.

Tabela 1. Procent wyjasnionej wiariancji przez kolejne sktadowe

Zmienne demograficzne

Warto$¢ wlasna | % ogolu Skumul. Skumul.

1 3,67 30,15 3,67 30,15
2 3,31 27,12 6,98 57,27
3 2,04 16,75 9,02 74,03
4 1,27 10,44 10,29 84,47
5 0,60 4,90 10,89 89,37
6 0,54 4,47 11,44 93,83
7 0,29 2,39 11,73 96,23
8 0,26 2,10 11,98 98,33
9 0,10 0,82 12,08 99,15
10 0,06 0,47 12,14 99,62
11 0,04 0,37 12,19 99,98
12 0,00 0,02 12,19 100,00

Zrodlo: obliczenia wiasne na podstawie danych GUS.

Tabela 1 wykazuje, ze 57,27% zmiennosci 12 cech demograficznych wyjas-
niaja dwie wyodrebnione skladowe demograficzne. Natomiast tab. 2 przedstawia
wspotrzedne wyodrebnionych sktadowych. W wyniku otrzymanych wartosci fatwo
zauwazy¢, ze 12 cech demograficznych w odmienny sposéb wplywa na gléwne
sktadowe. Na przykiad zgony na 1000 ludnosci, saldo migracji, liczba lekarzy
ujemnie wptywaja na sktadowga pierwsza, a dodatnio — na sktadowa druga.
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Tabela 2. Wspdtrzgdne sktadowych demograficznych

Zmienne demograficzne Czynn. D1 Czynn. D2
Urodzenia zywe na 1000 ludnosci 0,761 0,513
Zgony na 1000 ludnosci -0,729 0,217
Przyrost naturalny na 1000 ludnosci 0,871 0,125
Matzenstwa na 1000 ludnosci 0,356 0,797
Saldo migracji -0,034 0,806
Zgony niemowlat na 1000 urodzen zywych -0,390 -0,127
Ludno$¢ miejska (w %) -0,420 -0,160
Stopa bezrobocia 0,422 -0,525
Przecietna liczba osob na | izbe 0,557 0,473
Liczba mieszkan oddanych do uzytku na 100 ludnosci -0,096 0,583
Utrzymywane szkoty podstawowe -0,399 0,673
Liczba lekarzy -0,552 0,572
Liczba pielggniarek -0,624 0,185

Zrodlo: obliczenia wlasne na podstawie danych GUS.

Bardziej szczegélowe informacje otrzymano, przedstawiajac wartosci sktado-
wych w poszczegdlnych wojewddztwach, co przedstawiono na rys. 1 i na rys. 2.
Pierwsza skladowa przyjmuje warto$¢ najwicksza w wojewodztwie warminsko-
-mazurskim, a najmniejsza — w wojewodztwie 10dzkim. Natomiast druga sktadowa
warto$¢ najwigksza przyjmuje w wojewodztwie mazowieckim, a najmniejszg - w
wojewodztwie opolskim.

Rys. 1. Wartoéci pierwszej sktadowej Rys. 2. Wartosci drugiej sktadowej
demograficznej demograficznej

Zrédlo: obliczenia wlasne, dane GUS. Zrodlo: obliczenia wlasne, dane GUS.
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Przechodzac z kolei do omdéwienia glownych skiadowych ekonomiczno-gos-
podarczych zawartych w tab. 3 i 4, stwierdzono, ze 3 sktadowe ekonomiczne wy-
jasniajgq 73,25% wariancji 19 zmiennych ekonomicznych (tab. 3). Wspoirzgdne
trzech wyodrgbnionych sktadowych przedstawia tab. 4.

Tabela 3. Procent wyjas$nionej wariancji przez kolejne sktadowe

Zmienne gospodarcze
W.wiasna | % ogolu Skumul. Skumul.
1 6,15 34,50 6,15 34,50
2 3,65 20,50 9,80 55,00
3 3,25 18,25 13,05 73,25
4 2,05 11,52 15,10 84,78
5 0,84 4,70 15,94 89,47
6 0,70 3,95 16,64 93,43
7 0,44 2,49 17,09 95,92
8 0,23 1,32 17,32 97,24
9 0,18 1,03 17,50 98,27
10 0,14 0,77 17,64 99,04
11 0,08 045 17,72 99,49
12 0,06 0,34 17,78 99,83
13 0,02 0,09 17,80 99,92
14 0,01 0,05 17,81 99,97
15 0,00 0,03 17,81 100,00

Zrodlo: obliczenia wiasne, dane GUS.

Tabela 4. Wspotrzgdne skladowych ekonomicznych

Zmienne gospodarcze Czynn. P, Czynn. P, Czynn. Py
Zatrudnienie w przemys$le na 1000 ludnosci -0,753 0,089 -0,191
Zatrudnienie w budownictwie na 1000 ludnosci -0,762 0,336 -0,269
Naktfady inwestycyjne na | mieszkarca -0,823 0,208 -0,015
Warto$¢ srodkéw trwatych na | mieszkanca -0,768 0,183 -0,091
Produkcja przemystowa na 1 mieszkanca -0,921 0,168 -0,109
Plony 4 zboz (q/ha) -0,566 -0,506 0,466
Plony ziemniakéw (q/ha) -0,490 0,323 0,559
Plony burakéw (g/ha) -0,369 -0,658 0,416
Bydlo na 100 ha ~-0,029 0,275 0,823
Trzoda chlewna w szt. na 100 ha -0,388 -0,575 0,498
Produkcja zywca na 1 ha -0,443 -0418 0,516
Zbiory 4 zb6z (q/ha) -0,302 —0,667 -0,362
Produkcja mleka (w tys. t na 1 ha) 0,007 0,432 0,798
Zbiory ziemniakéw (w tys. t) -0,184 -0,782 -0,160
Zbiory burakéw (w tys. t) -0,228 -0,717 -0,003
Ustugi rynkowe (%) -0,625 -0,120 -0,575
Sprzedaz detaliczna towarow na | mieszkarca -0,766 0,324 0,147
Emisja gazéw (%) -0,606 0,169 -0,270
Emisja pylow (w tys. t) -0,565 0,384 -0,087

Zrodlo: obliczenia wiasne, dane GUS.
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Porownujac wartosci wspdtrzgdnych w tab. 4, dochodzimy do wniosku, ze
sktadowe wyrazaja wplyw roznie dzialajacych czynnikéw na rozwoj ekonomiczny.
Sktadowe ekonomiczne przedstawiono narys. 3, 4, 5.

Rys. 3. Wartosci pierwszej skladowej Rys. 4. Wartoci drugiej sktadowe;j
ekonomicznej ekonomicznej
Zrédio: obliczenia wiasne, dane GUS. Zrédlo: obliczenia wiasne, dane GUS.

Rys. 5. Wartosci trzeciej sktadowej ekonomicznej
Zrédlo: obliczenia wiasne, dane GUS.

Jesli chodzi o skladowa pierwsza, warto§¢ maksymalna reprezentuje woje-
wdédztwo podkarpackie, najmniejsza - wojewddztwo mazowieckie. Odnosnie do
sktadowej drugiej warto§¢ maksymalna przypada na wojewddztwo mazowieckie
i matopolskie, minimalna za$§ zawiera wojewodztwo wielkopolskie. Jesli chodzi
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o skladowa trzecia, warto$¢ maksymalng wykazuje wojewodztwo wielkopolskie,
a minimalng — dolnos$laskie.

Chcac wyrazi¢ zalezno$ci pomiedzy skladowymi demograficznymi i ekono-
micznymi, obliczono macierz korelacji zawarta w tab. 5.

Tabela 5. Macierz korelacji dla wyodregbnionych skladowych

Korelacje N =16
D, D, P Py Py
D, 1,00 | -0,00 044 | -0,25 0,02
D, -0,00 1,00 | -0,34 0,48 0,38
P, 0,44 | -034 1,00 | -0,00 0,00
P, -0,25 0,48 | -0,00 1,00 0,00
Py 0,02 0,38 0,00 0,00 1,00

Zrodlo: obliczenia wlasne, dane GUS.
Bardziej wyrazisty obraz prezentowanej relacji przedstawia rys. 6.
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Wymar 1

. Rys. 6. Rezultaty skalowania dla sktadowych na podstawie macierzy korelacji
Zrodto: obliczenia wiasne, dane GUS.

Na rysunku 6 wyraznie widaé, ze pierwsza skladowa demograficzna jest do-
datnio skorelowana z pierwszg sktadowa gospodarcza, druga za$ jest skorelowana
z drugg skladowa ekonomiczna. Mozna stwierdzi¢, ze trzecia skladowa gospodar-
cza jest niezalezna od pozostalych sktadowych.

Dalsza analize oparto na metodzie EM (maksymalizacja warto$ci oczeki-
wanej), w wyniku ktdrej otrzymano rys. 71 8.
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Rys. 7. Grupowanie wojewo6dztw metoda EM ze wzglgdu na zmienne demograficzne
Zrodto: obliczenia wlasne, dane GUS.

) Rys. 8. Grupowanie wojewodztw metoda EM ze wzglgdu na zmienne przemystowe
Zrédlo: obliczenia wlasne, dane GUS.
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Interesujace wyniki przedstawia rys. 7. Mianowicie pierwsze skupisko stano-
wia wojewodztwa: podlaskie, lubelskie i §wigtokrzyskie. Drugie skupisko to woje-
wodztwa matopolskie, $laskie, 1odzkie i mazowieckie. Natomiast trzecie skupisko
tworza wojewodztwa: opolskie, wielkopolskie, lubuskie, pomorskie i warminsko-
-mazurskie. Ostatnie skupisko, czwarte, to wojewodztwa dolnos$laskie, kujawsko-
-pomorskie i zachodniopomorskie. Okazuje sig, jak wykazuje tab. 6, ze wyodreb-
nione 4 skupiska wojewddztw szczegdlne zroznicowanie wykazuja ze wzgledu na
nastepujace zmienne: zgony na 1000 ludnosci, przyrost naturalny na 1000 ludnoéci,
zgody niemowlat na 1000 urodzen zywych, stopa bezrobocie, utrzymywane szkoty
podstawowe, liczba lekarzy i liczba pielggniarek, co ilustruje rys. 9.
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] Rys. 9. WartoSci przecigtne zmiennych demograficznych w czterech skupiskach
Zrédio: obliczenia wilasne, dane GUS.

Biorac pod uwagg grupowanie na podstawie metody EM zmiennych ekono-
micznych (rys. 8), wyodrebniono 4 grupy. Do pierwszej zaliczy¢ mozna woje-
wodztwa: warminsko-mazurskie, podlaskie, lubelskie, podkarpackie, swigtokrzys-
kie i opolskie. Druga grupe stanowia wojewddztwa: lubuskie, zachodniopomor-
skie i pomorskie. Trzecia grupa to wojewddztwa §laskie i mazowieckie. Ostatnia
grupe stanowig pozostale wojewodztwa.
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Tabela 6. Testy ANOVA - dobro¢ dopasowania czterech skupisk

ANOVA for continuous variables — Number of clusters: 4
Between SS | df | WithinSS|df| F |p value
Zatrudnieni w przemysle na 1000 ludnosci 9,87 3 5,13 [12] 7,70 0,00
Zatrudnieni w budownictwie na 1000 ludnoéci 10,09 3 4,91 12| 8,23{ 0,00
Naklady inwestycyjne na | mieszkanca 8,21 3 6,79 12| 4,84 0,02
Produkcja przemystu na | mieszkanca 11,93 3 3,07 12{ 15,53| 0,00
Uslugi rynkowe (w %) 11,54 3 3,46 12§ 13,34| 0,00
Sprzedaz detal. towaréw na 1 mieszkanca 8,60 3 6,40 12| 5,37 0,01
Emisja gazéw (w %) 10,56 3 4,44 12| 9,50 0,00
Emisja pylow (w tys. t) 10,10 3 4,90 [12{ 8,25 0,00

Zrbdto: obliczenia wlasne, dane GUS.

Jak wynika z tab. 7, wszystkie wymienione tam zmienne, réznicuja wyodrebnione
skupiska wojewddztw, co przedstawiono na rys. 10.
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Rys. 10. Wartosci przecigtne zmiennych ekonomicznych w czterech skupiskach

Zrodio: obliczenia wlasne, dane GUS.

Pewne novum w przeprowadzonej analizie stanowi pogrupowanie 34 zmien-
nych lacznie wzietych demograficznych i ekonomicznych potraktowanych jako

przypadki na 16 wojewdédztw traktowanych jako zmienne.
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Po przeprowadzeniu stosownej standaryzacji uzyskano ilustracjg zalezno$ci
pomig¢dzy relatywnymi pozycjami wojewodztw.

Metoda Warda

Odlegloé¢ euklidesowa
urodzenia zywe na 1000 ludnoéci 4
przyrost naturalny na 1000 ludnosci 1
matzenstwa na 1000 ludnoéci | ]
przecigtna liczba os6b na 1 izbg 9
zgony na 1000 ludnosci 1
plony zicmniakéw (q/ha) 4
liczba lekarzy E

liczba pielggniarek 1

bydlo na 100 ha :
produkcja mleka w tys. tna 1 ha ] E

saldo migracji
liczba mieszkan oddanych do uzytku na 100 ludnosci

naklady inwest. na 1 mieszk. ]

produkt globalny brutto na 1 mieszk. 1
warto$§¢ $rodkow trwatych na 1 mieszk. ]
sprzedaz detal. towaréw na 1 mieszk. :

zatrudnienie w przemysle na 1000 ludn.
zatrudnienie w budownictwie na 1000 ludn.
produkcja przemysiowa na 1 mieszk.

utrzymywane szkoty podstawowe
emisja gazow %
emisja pylow w tys. t

zgony niemowlat na 1000 ur. zywych 1
$cieki przemystowe w min m? :

ludn. miejska w % 1

ushugi rynkowe % 1

stopa bezrobocia 1

zbiory 4 zb6z (q/ha) 1

zbiory ziemniakow w tys. t 4

zbiory burakéw w tys. t 1

1 |

[ .

plony 4 zb6z (g/ha)

plony burakéw (q/ha)

trzoda chlewna w szt. na 100 ha
produkcja zywca na 1 ha

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Odlegtos¢ wiaz.

Rys. 11. Rezultaty grupowania zmiennych traktowanych jako przypadki dla 16 wojewédztw
. traktowanych jako zmienne
Zrddlo: obliczenia wilasne, dane GUS.
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W wyniku grupowania wszystkich zmiennych. (demograficznych i ekonomicz-
nych) otrzymano trzy nastgpujace grupy zmiennych: grupe pierwsza, obejmujaca
zmienne demograficzne i zwiazane z nimi ekonomiczne, druga grupe zawierajaca
zmienne zwigzane z rozwojem cywilizacyjnym.

Nalezy zauwazy¢, ze w kazdej z wymienionych grup wystepuje zmienna de-
mograficzna, co mozna uzna¢ za interesujaca prawidlowo$¢: zmienne demogra-
ficzne sa Scisle zwigzane z rozwojem gospodarczym, cywilizacyjnym i kultural-
nym. Dzigki temu autorzy otrzymali potwierdzenie podanej na wstgpie hipotezy
badawczej. W wyniku tego podejscia uzyskano wzajemne relacje pomigdzy
wojewodztwami, co ilustruje rys. 12.

Wykres rozrzutu 2W
Konfiguracja koficowa, wymiar 1 wzgl. wymiaru 2
1,0 : v . —
warminsko- wielkopolskie podkarpackie
0,8 -mazurskie ¥ o . o
4 o kujawsko-pomorskie

0,6

[9) lubelskie
0,4 o
podlaskie
o} swigtokrzyskie
012 € O Y
lubuskie
&)
0,0

matopolskie
o

Wymiar 2

zachodniopomorskie

02} o
-0,4 opolskie
0
-0,6
t6dzkie
-0,8
dolnoslaskie
© mazowieckie
-1,0 $laskie o
)
-1,2

-12 -10 0,8 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10 1,2 14
Wymiar |

Rys. 12. Relatywne pozycje wojewddztw w procesie rozwoju — skalowanie w odniesieniu do
transportowanej macierzy obserwacji
Zroédlo: opracowanie wilasne, dane GUS.
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Analizujac rys. 12, mozna zauwazy¢ grupy wojewddztw o charakterystycznych
silnych wzajemnych zwigzkach. Innymi slowy, mozna powiedzie¢, ze ze wzgledu
na rozpatrywane uprzednio zmienne poziomy rozwoju wojewodztw wchodzacych
w sklad wyodrebnionych grup cigza ku sobie.

Charakterystyczng grupg tworza wojewoddztwa: lubelskie, podlaskie, swigto-
krzyskie, matopolskie i podkarpackie. Do drugiej grupy mozna zaliczy¢ woje-
woédztwa kujawsko-pomorskie, wielkopolskie, warminsko-mazurskie i pomorskie.
Trzecia grupa to wojewddztwa: lubuskie, zachodniopomorskie i opolskie. Na-
stepna grupe tworza wojewodztwa: dolnoslaskie, §laskie, mazowieckie i fodzkie.

Na uwage zastuguje to, ze poniewaz podstawa skalowania jest macierz
korelacji (macierz kowariancji zmiennych standaryzowanych), rys. 12 ilustruje
zwiazki pomiedzy relatywnymi pozycjami poszczegdlnych wojewodztw. Przez
relatywne pozycje rozumie si¢ miejsce, jakie wojewddztwo przyjmuje ze wzgledu
na ranking 34 zmiennych standaryzowanych. Przy tym ranking taki mozna okresli¢
jako rozwdj spoteczno-gospodarczy.

Z powyzszych rozwazan wynika takze, ze jesli jedna grupa wojewodztw wyka-
zuje rozwoj, to inna grupa moze wykazywac¢ spadek rozwoju. Jest to wigc zwia-
zane z ograniczonymi $rodkami finansowymi przeznaczonymi na rozwdj gospo-
darki polskie;j.

4, Zakonczenie

Jak mozna zauwazy¢, autorzy zastosowali dwa podejscia metodyczne, ktore,
uzupetniajac si¢ wzajemnie, pozwalaja na szersza interpretacj¢ merytoryczng
omawianego zagadnienia.

Pierwsze podej$cie umozliwilo wyodrgbnienie czynnikéw rozwoju demogra-
ficznego i spoteczno-ekonomicznego. To pozwolilo w konsekwencji na pogrupo-
wanie wojewodztw na bardziej jednorodne grupy. Wynika z tego, ze pierwszy
czynnik demograficzny skorelowany jest z poziomem rozwoju gospodarczego.
Drugi czynnik wyraza zwiazek rozwoju demograficznego z rozwojem raczej
spoteczno-kulturalnym.

Z przeprowadzonej analizy mozna zauwazy¢ wyrdzniajace si¢ trzy centra
rozwoju gospodarczego Polski — sa to: wojewddztwa mazowieckie, wielkopolskie
i Slagskie.

Z kolei z drugiego podejscia otrzymano dodatkowe informacje o wyodrgbnio-
nych grupach wojewddztw charakteryzujacych sig¢ rozwojem rolniczym, przemy-
stowym i spoteczno-kulturalnym. Zostata tez wyodrgbniona grupa wojewodztw,
ktore trudno zakwalifikowac do jakiegokolwiek typu rozwoju.
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A CONTRIBUTION TO THE DISCUSSION ABOUT STUDIES ON THE
BASE OF SINGULAR COVARIANCE MATRIX

Summary

The objective of the paper is to give into a consideration for the researchers some simple and an
intuition appealing method of dealing with singular covariance matrix in economic surveys (e.g. we
have more variables than observations). In the empirical studies conducted for Polish territorial units
the presented method (among others) is used to verify the hypothesis stating that there is a relation
between socio-economic and demographic development.
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