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FUNKCJE LACZACE )
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1. Wstep

Celem pracy jest przedstawienie podstawowych wiadomosci dotyczacych funkcji
faczacych (ang. copula). Funkcje taczace umozliwiaja nieparametryczne badanie
i modelowanie zaleznosci zachodzacych migdzy zmiennymi losowymi. Sa taczni-
kiem migdzy rozktadami brzegowymi a rozkladem facznym badanych zmiennych.
Analiza zaleznosci oparta jest wtedy na podstawowym rownaniu:

Fxi, ooy Xa) = C(F1(x0), -..h Fu(Xa)),

gdzie F jest dystrybuanta rozkladu lacznego, F; sa dystrybuantami brzegowymi,
a C jest funkcja taczaca. W najprostszym przypadku — niezaleznosci — funkcja
faczaca jest zwyklym iloczynem.

Funkcje laczace sa niezmiennicze ze wzgledu na rosnace przeksztalcenia.
Z tego tez powodu sa $cisle zwiazane z rangowymi miarami zaleznosci: wspot-
czynnikami 7 Kendalla i ps Spearmana. W teorii funkcji faczacych mniejsza role
odgrywa klasyczna miara zalezno$ci: wspotczynnik korelacji Pearsona. Wprowa-
dzajac parametryzowane rodziny funkcji taczacych, mozemy przej$¢ do analizy
parametrycznej. W pracy przedstawimy najwazniejsze tego typu rodziny: archime-
desowe i eliptyczne.

Z historycznego punktu widzenia pojgcie copula wprowadzit po raz pierwszy
Sklar w pracy [Sklar 1959] w 1959 1., w ktorej przedstawit podstawy teorii funkcji
faczacych. Jednakze pewne zalgzki tej teorii mozna juz bylo zauwazy¢ wczesniej.
Chcac uzyskaé wigcej informacji dotyczacych tej teorii, czytelnik moze skorzystac¢
z dwdéch podstawowych monografii [Nelsen 1999; Schweitzer, Sklar 1981] oraz
artykulow [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001; Embrechts, McNeil, Straumann
2001; Frees, Valdez 1998; Wang 1999].
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Prezentowana praca ma charakter przegladowy. W punkcie 2 przedstawiono
definicjg 1 podstawowe pojgcia dotyczace funkcji faczacych dwu- i wielowymia-
rowych. Podano w nim tez twierdzenie Sklara, gtéwne twierdzente teorii funkcji
faczacych, na ktorym opiera si¢ cala teoria. Punkt 3 dotyczy rodzajow funkcji
taczacych. Omoéwiono funkcje archimedesowe, sprowadzajace analizg zalezno$ci
do badania funkcji jednej zmiennej, funkcje zlozone, zwiazane z tzw. modelem
stabosci, oraz funkcje eliptyczne: gaussowskie i #-Studenta. Przedstawiono i omé-
wiono tez gldwne, parametryzowane rodziny funkcji laczacych. Punkt 4 poswig-
cono zwiazkowi funkcji faczacych z podstawowymi miarami zalezno$ci. Jak juz
wczesniej wspomniano, ukazano $cisty zwiazek funkcji laczacych z rangowymi
wspotczynnikami: Kendalla i Spearmana oraz slaby ze klasycznym wspoiczyn-
nikiem korelacji Pearsona. Przedstawiono tez wspotczynniki dolnej i gornej za-
leznosci, utatwiajacych badanie zaleznoSci wartosci ekstremalnych. Ostatni punkt 5
dotyczy technik symulacyjnych, umozliwiajacych symulacje wartosci brzegowych
na podstawie wielowymiarowych rozkladow lacznych opisanych znana funkcjg
faczaca. Przedstawiono algorytmy zaréwno ogdlne, jak i dotyczace konkretnych
funkcji taczacych. Podano przyklady wygenerowanych wartoSci brzegowych, kto-
rych zaleZzno$ci opisane sa funkcjami taczacymi, nalezacymi do rodzin: Franka,
Claytona, Gaussa i t-Studenta. Ponadto przeprowadzono symulacj¢ rozktadu sumy
zmiennych losowych o rozkladach logarytmiczno-normalnych ze struktura zalez-
no$ci zadang funkcja taczaca Claytona.

2. Funkcje 13czace

Na poczatku zajmiemy si¢ modelowaniem zalezno$ci dwéch zmiennych loso-
wych X i Y. W przypadku ich niezalezno$ci dystrybuanta F(x, y) rozk}adu tacznego
jest rtéwna

F(x,y)=P(X<x, Y<y)=Fi(X)Fy(y),

gdzie Fi(x) = P(X < x) jest dystrybuanta zmienne]j losowej X, a F)(y) — zmiennej
losowej Y. Widzimy, Ze jest ona réwna iloczynowi dystrybuant brzegowych. Celem
bedzie opisanie zalezno$ci migdzy dystrybuanta taczng a brzegowymi w sytuacji
ogolnej, nie tylko w odniesieniu do niezaleznosci. W nastgpnym kroku rozwazania
beda rozszerzone na przypadek zaleznosci wigkszej liczby zmiennych losowych.

Zacznijmy od badania zaleznosci dwoch zmiennych losowych U, V o rozkta-
dzie jednostajnym na odcinku [0, 1] i wprowadzenia pojgcia funkcji taczacej (ang.
copula), stanowiacej glowny przedmiot zainteresowan.

Definicja 1 [Schweitzer, Sklar 1981]. Dwuwymiarowa funkcj¢ laczaca nazy-
wamy dwuwymiarowa dystrybuante C skupiona na [0, 1], ktérej dystrybuanty
brzegowe maja rozktad jednostajny na [0, 1].

Innymi stowy, funkcja iaczaca (dwuwymiarowa) jest dowolna funkcja C:
[0, 1)* — [0, 1] spetniajaca dla kazdego 0 < u, v < 1 oraz (uy, vy), (2, ) € [0, 1T,
takich ze u; < uy, v| < v,, warunki:
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Cl Clu, )=C(1,u) = u, Clu,0)=C0,u)=0,
C2)  C(uy, v2) = C(uy, v2) = Cua, v1) + Cluy, v1) 2 0.

Warunek pierwszy gwarantuje, Zze rozktady brzegowe sa jednostajne, a drugi — ze
funkcja jest dystrybuanta — zachodzi zalezno$¢ P(u; S U S up, vi S V< v,) 20,

Ponadto funkcja taczaca C jest jednostajnie ciagta na [0, 1]%, co wynika z nie-
réwnosci

|C(”2’V2)_C(“1’V1)|5|”2 — Y |+|V2 ! l,

ktéra zachodzi dla dowolnych (uy, vy), (uz, v2) € [0, 1%

Twierdzenie 1, nazywane twierdzeniem Sklara, umozliwia wykorzystanie
funkcji laczacych do modelowania zaleznosci zachodzacych migdzy zmiennymi
losowymi.

Twierdzenie 1 [Schweitzer, Sklar 1981].

i) Niech F bedzie dwuwymiarowa dystrybuanta z dystrybuantami brzegowymi
Fy, F,, wtedy istnieje funkcja taczaca C taka, ze dla kazdego x, y

F(x, y) = C(F\(x).F2()). 1)

Jesli dystrybuanty Fy, F; sa ciagle, funkcja C jest jedyna. W przeciwnym razie jest
ona jednoznacznie okreslona na iloczynie kartezjanskim zbioréw wartosci dystry-
buant brzegowych.

ii) Jesli C jest dwuwymiarowa funkcja laczaca i F), F, sa dystrybuantami,
funkcja F, okre§lona wzorem (1), jest dwuwymiarowa dystrybuanta, a F), F; sa jej
dystrybuantami brzegowymi.

Twierdzenie to, podstawowe w calej omawianej teorii, umozliwia wyznaczenie
dystrybuanty tacznej F dla znanych dystrybuant brzegowych F,, F, oraz funkcji
faczacej C. Funkcja C oddaje wtedy zalezno$¢ zachodzaca migdzy brzegowymi
zmiennymi losowymi. Méwi si¢ wtedy, ze funkcja taczaca tworzy strukturg zalez-
nosci.

Dystrybuanta faczna F i jej ciagle dystrybuanty brzegowe F\, F, wyznaczaja
funkcje taczaca okreslong dla kazdego u, v € [0, 1] wzorem:

Cu,v) = F(F™ @), F' ), @)

gdzie F'(u) =inf{xe R: F,(x) 2 u}, i = 1,2 jest uogblniona funkcja odwrotng dys-

trybuanty F;. Wzor ten bgdzie pozniej wykorzystany w punkcie 5 podczas omawia-
nia symulacji.

Przyklad 1.
a) Niech F(x, y) bgdzie dystrybuanta lacznego rozkiadu dyskretnych zmien-
nych losowych (X, Y) okres$lonego w ponizszej tabelce:
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XY 0 1 X
0 0.3 0.4 0,7
1 0,1 0,2 0,3
Y 04 0.6

a Fi(x) i Fo(y) beda jego dystrybuantami brzegowymi. Aby wyznaczyé¢ funkcjg
laczaca spelniajaca (1), wystarczy wyznaczy¢ jej wartosci dla iloczynu kartezjan-
skiego {0; 0,7; 1}x{0; 0,4; 1} zbioréw warto$ci dystrybuant F; i F,. Sprowadza si¢
to jedynie do obliczenia wartosci C(0,7; 0,4) = F(0,5; 0,5) = 0,3, poniewaz pozo-
stale wartosci wynikaja automatycznie z wilasnosci Cl. Przykladowo, obydwie
funkcje taczace Ci(u, v) = uv(l + 0,4(1 — u)(1 — v)) oraz Cy(u, v) = max(l - ((1 -
- )"+ (1 = v)""HYI20) spetniaja (1). Oczywiscie, nie sa one jedyne.

b) Niech F(x, y) = (1 + ™ + ¢”)"' bedzie taczna dystrybuanta rozkladu (X, Y).
Jego dystrybuanty brzegowe i ich funkcje odwrotne sa odpowiednio rowne F\(x) =
v

] oraz F{'(v)=1n[f—]. Wtedy

-V

=1+, Ko =1 +e”', F@) =1n(1L

-u
odpowiadajaca tak okreslonej strukturze zaleznosci funkcja laczaca jest réwna

-1
Clu,v) = (1+1—_u+1—_v) =2 Dystrybuanty sa ciagle, wiec funkcja ta
u v u+v-uv
jest jednoznacznie wyznaczona.
Wyrdznia sig trzy podstawowe funkcje faczace:
- I(u, v) = uv,
-  M(u, v) = min{u, v),
- W(u,v)=max(u+v-1,0).

Pierwsza z nich — Il - odpowiada niezaleznosci. Funkcja taczaca niezalezne
zmienne losowe ma taka posta¢. Ponadto w odniesieniu do ciagtych zmiennych
losowych funkcja taczaca IT wskazuje na ich niezaleznos¢.

Dwie nastgpne funkcje laczace — M i W — zwiazane sa ze §cisla zaleznoscia.
Pierwsza z nich — W - odpowiada wspo6lmonotoniczno$ci (ang. comonotonicity),
a druga — M — z przeciwmonotonicznosci (ang. countermonotonicity) [Nelsen 1999].

Definicja 2. Zmienne losowe X, Y nazywa si¢ wspoimonotonicznymi, jesli
istnieje zmienna losowa Z oraz rosnace funkcje f oraz g, takie, ze X = {Z) i Y = g(Z).
Zmienne te sa przeciwmonotoniczne, je$li funkcja f jest rosnaca, g za$ — malejaca.

Pojgcie wspolmonotonicznosci odgrywa duza role we wspolczesnej teorii
podejmowania decyzji oraz w ubezpieczeniach [Dennenberg 1994; Grabisch,
Nguyen, Walker 1995; Heilpern 2003; 2002; Wang 1999; Yaari 1987].

Funkcje taczace M i W nazywamy teZ ograniczeniami Frecheta-Hoeffdinga.
Zachodza bowiem dla kazdej funkcji faczacej C oraz u, v € [0, 1], nier6wnosci
[Schweitzer, Sklar 1981].

W(u, v) < C(u, v) £ M(u, v).
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Wartosci tych funkcji ograniczaja wigc z dotu i z gory wartosci dowolne;j
funkc;ji laczace;.

W przypadku cigglych zmiennych losowych X, Y struktura zalezno$ci zmien-
nych losowych g,(X), g.(Y), gdzie g, i g, sa rosnacymi funkcjami, opisana jest taka
samg funkcja taczaca jak dla pary zmiennych X, Y, tzn. jest ona niezmiennicza ze
wzgle¢du na rosnace transformacje zmiennych losowych.

Przekatna funkcji taczacej C nazywa sie funkcje jednej zmiennej d(u) = C(u, u).
Jest ona niemalejaca, jednostajnie ciagla funkcja, okreslong na odcinku [0, 1].
Natomiast warstwica £, funkcji laczacej jest podzbiorem [0, 1) na ktérym funkcja
C przyjmuje stala warto$¢, tzn. €, = {(u, v)€[0, 17 Cu, v) = t}. Warstwice
w duzym stopniu ulatwiaja prezentacje graficzng funkcji taczacych.

Funkcje laczace mozemy tez zastosowaé podczas badania zaleznosci zachodza-
cych miedzy funkcjami przezycia f,(x) = P(X > x), I?z(y) = P(Y > y) oraz

F(x,y) = P(X, > x, Y > y), okreslajac tg zalezno§¢ wzorem:
F(x,y) = C(F(x),F()).

Funkcj¢ C bedziemy nazywa¢é funkcja faczaca przetrwania. Spetnia ona zalez-
nos¢ [Nelsen 1999]:

Cu,v)=u+y-1+Cl-u,1-v),

gdzie C(u, v) jest funkcja taczaca dystrybuanty F, F| i F,. Mozna sprawdzi¢, ze jest
ona rowniez funkcja taczaca, tzn. spetnia warunki C1 oraz C2.

Powyzsze rozwazania bgda teraz rozszerzone na przypadek wielowymiarowy,
opisana zostanie struktura zaleznosci ciggu zmiennych losowych X, ..., X, dlan > 2.

Definicja 3. n-wymiarowa funkcja taczaca C nazywa sig dystrybuantg tacz-
nego rozkladu w przestrzeni R" o jednostajnych na [0, 1] rozkladach brzegowych
Uy, ..., Un

Jest to funkcja n-zmiennych C: [0, 11" — [0, 1], ciagta dla kazdej zmienne;j,
przyjmujaca warto$¢ 0, gdy cho¢ jeden argument jest réwny 0, oraz C (1, ..., 1, uy,
1, ..., 1) = u;. Ponadto zachodzi odpowiednik wlasnosci C2, gwarantujacy ze P(u, <
SUSvy, e, U, Sv) 20dladowolnych 0 < y; Sv; <1, gdziei=1,2, .., n.
Przyjmuje on w przypadku wielowymiarowym posta¢ [Embrechts, McNeil,
Straumann 2001]:
dla kazdych (a,, ... , a,), (b, ..., b,) € [0, 11", takich ze g; < b; zachodzi

2 ) .
2...2("1)n+.--+l,. C(xlx, s ens xm.") >0,
i

i,=1

n

gdzie x;; = g; oraz xj; = b;.
Dla n-wymiarowych funkcji taczacych zachodzi tez wersja twierdzenia Sklara
oraz speliona jest zalezno$¢
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F(.X.'l, eeey -xn) = C(Fl(xl)v eeey Fn(xn))
migdzy dystrybuanta n-wymiarowa F a jej dystrybuantami brzegowymi F;. Z dru-
giej strony otrzymujemy

Clury oo )= FE ), ..o E7' @)

Istniejg n-wymiarowe odpowiedniki dwoch podstawowych funkcji taczacych:
— I"(uy, ..., ug) = uy ... Uy,
- M'(uy, ..., u,) = min(u,, ..., u,),
ktore sa rowniez n-wymiarowymi funkcjami laczacymi. Jednakze funkcja

W (uy, ..., u,) = max(uy, ..., uy—n+1,0)

nie jest n-wymiarowa funkcjg taczaca dla kazdego n > 2, poniewaz mozna pokazaé
[Nelsen 1999], ze dla rozkiadu tacznego okreslonego na [0, 1]” funkcja W" zacho-
dzitaby rownosé

POS5<U,£1,.,05<U,£1)=1-0,5n.

Dla n > 2 otrzymanoby wtedy ujemne prawdopodobienstwo.
Dla n-wymiarowych funkcji taczacych zachodza nier6wnosci

W'(uy, ..., uy) < Cluy, ..., u) SM"(uy, ..., uy).

Nalezy jednak pamigtac, ze lewa strona nieréwnosci nie jest funkcja taczaca, ale
dla kazdych u, ... , u, € [0, 1] istnieje n-wymiarowa funkcja taczaca C, taka ze
[Nelsen 1999]:

Cuiy ..., tty) = W(uy, ..., up).

3. Rodzaje funkcji tgczacych

Przeglad najczegSciej stosowanych funkcji faczacych zaczniemy od rodziny
funkcji archimedesowych. Sa one jednoznacznie wyznaczone przez generatory
@(u), ktore sa funkcjami jednej zmiennej. Generator jest ciagla, malejaca funkcja
okreslona na odcinku {0, 1], przyjmujaca wartosci w [0, o], spelniajaca warunek
o(1) = 0. Gdy ulila(p(u) =00, wOwczas bedziemy stosowaé oznaczenie @(0) = oo,

Natomiast gdy ¢(0) = a < =, to funkcje pseudoodwrotna do generatora ¢~ [0, eo]—
— [0, 1] okresla sig¢ formula:

¢7'(w) 0<u<@(0)

-1,y — _
¢ {0 @(0)<u<oo
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Twierdzenie 2 [Nelsen 1999]. Funkcja C: [0, 17 = [0, 1] zadana wzorem:

Clu, v) = ¢ @) + p(v)) 3)

jest funkcja taczaca wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ¢ jest wypukia.

Funkcjg taczaca, okreslong wzorem (3), nazywamy archimedesowa, a funkcjg
¢ — jej generatorem. Jesli ¢(0) = oo, to archimedesowg funkcje taczaca nazywa sig
silna, a w przeciwnym razie — staba. Dla silnej zachodzi warunek ¢"''(u) = ¢'(x).
W przypadku ogélnym otrzymuje si¢ zalezno$¢:

F(x, y) = g7 @(F\(x)) + @(F2())).

Archimedesowa funkcja faczaca umozliwia addytywna separacje zmiennych
1 znacznie ufatwia modelowanie zaleznosci. Ma tez pozadane wlasnosci. Jest ona
bowiem symetryczna, tzn. C(u, v) = C(v, u), oraz taczna, tzn. C(C(u, v), w) =
= C(u, C(v, w)) dla kazdych u, v, w € [0, 1] [Nelsen 1999]. Ponadto, jesli ¢ jest
generatorem funkcji taczacej C, to a@, gdzie a > 0, jest rOwniez generatorem C.

Podstawowe funkcje taczace I1 oraz W sa w pewnym sensie baza pozostalych
funkgcji archimedesowych. Mozna mianowicie pokaza¢ [Mesiar 1992], Zze dla kazdej
silnej archimedesowej funkcji laczacej C istnieje rosnaca funkcja f: {0, 1] — [0, 1],
spetniajaca warunki {0) = 01 f{1) = 1, taka ze

Cu, v) = £ TI(Rw), fv))).

Natomiast dla stabej archimedesowej funkeji C zachodzi

Clu, v) = £~ (W(fw), fv)).

Archimedesowe funkcje faczace mozemy tez zdefiniowaé w inny, rownowazny
sposob, wykorzystujac pojecie przekatnej. Mianowicie: funkcja taczaca C jest archi-
medesowa wtedy i tylko wtedy, gdy d(u) < u dla kazdego 0 < u < 1. W przypadku
silnej funkcji laczacej C jej przekatna spelnia warunek: 8(«) > 0 dla u > 0. Dla stabych
funkcji faczacych mamy () = 0 na pewnym odcinku [0, a], gdzie 0 <a < 1 {10].

Ponadto archimedesowe funkcje taczace mozna opisa¢ za pomoca generatora
multiplikatywnego g(u) = e ** [Schweitzer, Sklar 1981]. Generator g jest wklesla
funkcja rosnaca, spetniajaca warunki g(0) = ¢ *©
zalezno$¢:

i g(1) = 1. Otrzymuje sig¢ wtedy

Clu, v) = ¢ (8(w)g()),
gdzie pseudoodwrotna funkcja g™": [0, 1] — [0, 1] okre$lona jest wzorem

=1y 0 0<u<g(0)
g (u) - -1 .
g (W) g0)=sus<l
Dla silnej archimedesowej funkcji taczacej otrzymujemy g(0) = 0 oraz g'~"!(u)

= g~'(u). Generator multiplikatywny przeksztaica dystrybuantg F(x) na inna dystry-
buante g(F(x)), podobnie zmienia dystrybuanty dwuwymiarowe. Generator g(u)
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mozna wigc traktowac jako funkcjg przeksztalcajaca zmienne losowe. Transfor-
muje on bowiem zmienng losowa o dystrybuancie F(x) na zmienna losowa Y,
ktorej rozklad zadany jest dystrybuanta g(F(x)) [Sklar 1959].

Stosujac multiplikatywny generator g, otrzymuje sig zaleznosc:

8(F(x, y)) = g(Fi(x))g(F2(y)).

Zalezno$¢ ta ma ciekawa interpretacje. Wynika z niej, ze dwuwymiarowa
zmienna losowa, bgdaca wynikiem transformacji dystrybuanty F przez generator g,
ma nieskorelowane brzegowe zmienne losowe.

W zastosowaniach wykorzystuje si¢ rodziny archimedesowych funkcji tacza-
cych zaleznych od parametru. W tym paragrafie przedstawiona bedzie jedna z naj-
czgSciej stosowanych takich rodzin — rodzina Franka oraz Yagera i Morgensterna.
Inne rodziny funkcji taczacych zaprezentowane beda w dalszej czgéci pracy.
Wigcej informacji na ten temat czytelnik moze znalez¢ w [Frees, Valdez 1998;
Nelsen 1999; Wang 1999].

Funkcja taczaca, nalezaca do rodziny Franka, okre$lona jest wzorem:

(€™ —1)(e™ —1)]

1
CFuv)y==Inl 1+
@ (1.7) a ( e“ -1

gdzie @ € (—o, 0) U (0, ). Jej generator jest rodwny @,(u) = —ln[ea _11],
e —

au

generator multiplikatywny — g(u) = ¢ _11 , a graniczne funkcje taczace sa podsta-

(4

wowymi funkcjami, tzn.
Ccfuv) =M, cfu,v) =11, Chu,v) =w.

Rodzina Franka jest malejaca ze wzgledu na parametr ¢, zachodzi bowiem
zalezno§¢ [Mesiar 1992]:
a<pB= CHu,v) > Cg(u,v)
dla kazdego u, v € [0, 1].
Rodzing funkcji taczacych Franka mozna przedstawi¢ w inny rownowazny

sposob, zmieniajac jej parametryzacje i wprowadzajac parametr f§ = % Wiedy
funkcja taczaca przybiera postac:

Cg(u,v)=$ln[1+(ﬂ_—;)p]’

gdzie B € (0, 1) U (1, =), a graniczne funkcje taczace sa rowne
Cf(u,v) =M, Cl (u,v) =TI, Chu,v) =W.
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Jej generatory sa wtedy odpowiednio rowne @(u) = —ln[[; _11] oraz g(u) =
_B-!
-1’

Funkcje Yaczace nalezace do rodziny Franka sa silnymi funkcjami taczacymi.
Przykiadem rodziny stabych jest rodzina Yagera [Mesiar 1992]. Jej elementy opi-
sane sa formuta

Y (u,v) = max(l— (1 - w)® + A= )", 0),

gdzie 1 < & < oo. Granicznymi funkcjami taczacymi sa C(u,v)=W oraz

Cru,v)y=M,a generatorami sa funkcje @(u) = (1 — u)® oraz g(u) = e ("

Witedy

1-x"* 0<x<1 0 0<x<e’

-1 {-1) —
Qo (x)= oraz g '(x)= .
{0 x>1 I-(-lnx)"* e'<x<1

Elementy rodziny funkcji laczacych Morgensterna sa definiowane za pomoca
WZOru

Mog(u, v) = uv(l + ol — u)(1 - v)),

gdzie -1 £ a < 1. Dla = 0 otrzymujemy niezalezno$é, tzn. Mo, = [1. W pozo-
statych przypadkach nie sa to archimedesowe funkcje taczace. Nie spetniaja one
bowiem warunku tacznosci [Nelsen 1999].

Przedstawiona teraz zostanie konstrukcja zlozonej funkcji faczacej opartej na
tzw. modelu stabosci (ang. frailty) [Frees, Valdez 1998; Oakes 1989; Wang 1999].
Zaklada sig, ze czas zycia T kazdej jednostki populacji, charakteryzowany funkcja
przetrwania, zalezy od jej stabosci r, a slabos¢ traktowana jest jako zmienna loso-
wa R o dystrybuancie F. Ponadto postuluje sig [Frees, Valdez 1998; Wang 1999],
ze warunkowa funkcja przezycia przy ustalonej warto$ci stabosci r wynosi

P(T>tR=r)=B(),

gdzie B(t) jest podstawowa funkcja przezycia odpowiadajaca standardowej jed-
nostce o stabosci r = 1. Bezwarunkowa funkcja przezycia jest wtedy rowna

P(T>1n= J.B(t)’a'FR(r) = Mx(In(B(¢))),
0

gdzie Mg(s) = J.e”dFR(r) jest funkcja tworzaca momenty (f.t.m) zmiennej R.
0
Przyjmuje sig teraz, Ze zmienne losowe X, Y spelniaja zalozenia modelu sta-
bosci. Wtedy ich funkcje przezycia sa rowne
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F,(x) = [ By(x)" dFy(r) = Ma(In(B,(x))
0

dla i = 1, 2. Zakladajac warunkowg niezalezno$¢ zmiennych X, Y dla ustalonej
stabosci R = r, otrzymuje si¢ nastepujaca taczna funkcje przetrwania:

F(x,y)=P(X >x,Y > y)=M (In(B,(x)B,()).
Gdy rozpatruje sie funkcje g(u) = exp(M ;' (u)), wtedy g(F,(x)) = B,(x) oraz

g(F(x,))=B,(x)B,(y) = g(F,(x)g(F,(y)) .

Z roéwnania tego wynika, ze zalezno$¢ tg mozna opisac silng archimedesows funk-
cja taczaca przetrwania z generatorem multiplikatywnym g(u) lub generatorem
addytywnym @(u) = — In(g(u)) = - M,}'(u) . Wynika z tego, ze zalezno$ci w mode-
lu stabo$ci mozna przedstawi¢ za pomoca silnych archimedesowych funkcji tacza-
cych, ktorych generatory sa wyznaczone w sposob jednoznaczny na podstawie
f.t.m. zmiennej losowej staboéci R. Tak okre$lone funkcje laczace nazywa sig
ztozonymi (ang. compound).
Przyklad 2 [Wang 1999].

a) Jesli stabo$¢ R ma rozktad gamma z f.t.m. Mg(s) = (1 - s) M dla 0 < o < oo,

to funkcja odwrotna do f.t.m. wyrazona jest wzorem M ,;'(u) =1-u"

. Generatory
indukowane;j funkcji taczacej sa odpowiednio rowne g(u) = exp(1 — u™%) oraz @(u)
=u"" - 11 otrzymuje sie funkcje taczaca o postaci:
Clu, vy=@*+ve-1y"e

Jest to element tzw. rodziny Claytona.

b) Jesli slabosé R ma rozklad stabilny z f.t.m. Mg(s) = exp(—(-5)"%) dla a > 1,
to M,;'(u) =—(~Inu)®. Otrzymuje sic wtedy generatory g(u) = exp(—(-ln u)“),
@(u) = (-In 1)* oraz funkcje faczaca

C(u, v) = exp(—((-In u)* + (<In 1)H"%),
bedaca elementem rodziny Gumbela.
In(l+e’ (B -1))
In 8
B u _l BH _1 ﬁu _1

dla 8 > 0, to M'u=lnﬂ . Wted ) = ——, ¢x) = —-In

B R =n y 8w = 1 o0 T
i otrzymuje si¢ element rodziny Franka.

Charakterystyki wybranych rodzin funkcji taczacych: Franka, Yagera, Morgen-

sterna, Claytona i Gumbera, oraz podstawowych funkcji taczacych: I, M, i W
podane sa w tab. 1.

¢) Jesli stabo$¢ R ma rozkiad logarytmiczny z fitm. M, (s)=
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Wielowymiarowe, archimedesowe funkcje faczace definiuje si¢ w nastgpujacy
naturalny sposéb [Nelsen 1999]:

C™(uy, ..o u,) =0 (@) +...+ @u,)).

Korzystajac z symetrii i taczno$ci archimedesowych funkcji laczacych, mozna
przedstawi¢ konstrukcje wielowymiarowych funkcji w sposéb iteracyjny:

C'(uy, ..., u,)=C(C" " (uy, ..., u,,), u,), 4)

gdzie C = C*. Jednakze nie zawsze tak otrzymane C" bedzie n-wymiarowa funkcja
laczaca. Funkcja @(u) = 1 — u generuje W', ale, jak wiemy, nie jest to n-wymiarowa
funkcja taczaca. Trzeba jeszcze nalozy¢ dodatkowe warunki na funkcjg ¢, aby
mozna bylo poprawnie korzysta¢ ze wzoru (4). Warunkiem tym jest zupelna
monotonicznos¢.

Definicja 4. Funkcja f{u) jest zupelnie monotoniczna na przedziale J, jesh jest
na nim ciagla i speinia warunek

e dt
D'~ f20 (5)

dlakazdegoue Jik=0, 1,2, .., przy zalozeniu, ze wszystkie pochodne istnieja.

Zachodzi wtedy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 3 [Nelsen 1999]. Niech ¢ bedzie ciagla, malejaca funkcja na
odcinku [0, 1], taka ze ¢(0) = o oraz ¢(1) = 0. Funkcja C": [0, 1]" — [0, 1] dana
wzorem (4) jest n-wymiarowa funkcja taczaca dla wszystkich n > 2 wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja odwrotna ¢~ jest zupetnie monotoniczng funkcja na [0, ).

Przyktadem n-wymiarowej archimedesowej funkcji taczacej jest uogolniona
funkcja Claytona:

C'ury oy thr) = (% +.o v, —n+1)7V%

W podobny sposob okresla si¢ n-wymiarowe slabe archimedesowe funkcje
aczace. Zaklada si¢ wtedy m-monotonicznos¢ funkceji @' tzn. wzor (5) zachodzi
dla k = 0,1, ..., m, gdzie 2 < n < m. Przykladem jest n-wymiarowa funkcja taczaca
Yagera:

Crm(uy, ..., uy) = max(n—1= (A= )® +...+ (1 —1,)*)""*,0).

Nommalne funkcje taczace sa szczegdlnym rodzajem wielowymiarowych funk-
¢ji faczacych. Definiuje si¢ je jako dystrybuanty laczne wielowymiarowych roz-

ktadéw normalnych X|, ..., X,. Jednak stosuje si¢ je rowniez w odniesieniu do do-
wolnych rozkladéw brzegowych.
Zalozmy, ze istnieje ciag standaryzowanych zmiennych losowych T, ..., T,

o rozkladzie normalnym, tzn. T; ~ N(0, 1) o macierzy korelacji [Wang 1999].
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1 pp Pin
R = p'2l 1 p.2n ’
pnl pn2 1

gdzie p; = p; = p(T,, T;) jest wspotczynnikiem korelacji miedzy T; i T;. Laczny
rozktad (T, ..., T,) ma wtedy ggsto$é

1
Fltpy ot = e
' Jen' |R|

gdzie t = (1), ..., L),
Macierz korelacji R mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu AA’, gdzie A jest
macierzg trojkatna

exp(—O,StTR_’t) ,

a, 0 0
a, a 0
21 22
A= .
anl an2 T ann

Wspétczynniki macierzy A mozna wyznaczyc¢ iteracyjnie, z géry na dot i z lewej
do prawe;j strony, korzystajac z tzw. algorytmu Cholesky’ego:

j—1
pij - 2 a;a;,

_- s=]
a,.j = ———,

I—Siajz.x

s=1

0
gdzie 1 <j<i<n, ¥ () =0, adlai>jmianownik w przedstawionym réwnaniu
s=1
jest réwny a;;. Dla n = 2 macierz A przybiera prosta postac:

1 0
Niech H bedzie dystrybuanta tacznego rozkiadu okreslonych powyzej zmien-
nych T), ..., T,. Normalna funkcje taczaca definiuje si¢ w nastgpujacy sposob:

CEuy, ..o uy) = H@ @), ... ®7(1,)),

gdzie @ jest dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego.
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Zalézmy, ze Fy, ..., F, sa dowolnymi dystrybuantami. Wtedy zmienne losowe
X, =F(®(T)
maja taczna dystrybuantg okreslona wzorem
F(x,, ..., x,)= H@® ' (F/(x)), ..., D' (F,(x,))).

W podobny sposob definiuje si¢ wielowymiarowa funkcjg taczaca ¢-Studenta.
Wektor losowy X ma n-wymiarowy rozklad ¢-Studenta z k stopniami swobody,
jesli mozna przedstawic go w postaci

JE

X=p+—=27,

Js

gdzie peRr", § ~ x,f (rozktad chi-kwadrat z k stopniami swobody) oraz wektor lo-

sowy Z ma n-wymiarowy rozklad normalny N, (0, X), gdzie X jest macierza kowa-
riancji. Ponadto W, S i Z sa niezalezne. Funkcje {aczaca indukowang rozktadem
facznym wektora X nazywamy funkcja taczaca ¢-Studenta z k stopniami swobody.
Mozna ja tez okresli¢ wzorem:

Cor(tyy ooy ) =1 (00 Q) o 151 (1))

i

dzie R jest macierza o elementach R; = —-—, ;' — dystrybuantg losowego
g J ij \/ﬁ kr — dystry g

wektora % , Y ~ N(0, R), a r, — rozktadem brzegowym ¢, x. Wszystkie rozktady

brzegowe t; p maja ten sam rozklad.

Wielowymiarowe funkcje faczace — normalna i ¢-Studenta — naleza do tzw.
eliptycznych funkcji rosnacych. W przypadku n = 2 mozna podac analityczng
posta¢ tych funkcji, jednakze sg to do§¢ skomplikowane catki podwdjne, rozwig-
zywane numerycznie [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001; Embrechts, McNeil,
Straumann 2001]:

o707 () a2 2
Cg(x, y) = .[ J. ! exP[ (s = 2pst +1 )]dsdt,

2 2m(l-pH)"? 2(1-p?)
-1 -1 —(k+2)/2
te (X) 1 (y) 2 _ 2
C,'(‘p(x,y)= I L 575 1+(S 2pst2+t ) dsdt ,
22 2n(l-pP) k(1-p?)

gdzie #;'(x) jest funkcja odwrotna dystrybuanty jednowymiarowego rozkladu
t-Studenta z k stopniami swobody.
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4. Wspolczynniki zaleznosci

Funkcje laczace modeluja zaleznosci zachodzace miedzy zmiennymi loso-
wymi. Robig to w zakresie globalnym, jako wielowymiarowe dystrybuanty. Moga
tez jednak mie¢ zwiazek z miarami zalezno$ci, oceniajacymi zalezno$¢ w sposob
punktowy, za pomoca pojedynczych wartosci liczbowych.

Na poczatku paragrafu przedstawione bgda w duzym skrocie najczgsciej stoso-
wane w praktyce miary zalezno$ci. Zaczniemy od najbardziej populamej miary —
wspotczynnika korelacji Pearsona p. Jest ona okre$lona wzorem:

Cov(X,Y)

X,Y)= ,
P 1) JVar(X)Var(Y)

gdzie kowariancja Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Wspotczynnik ten speinia warunek normujacy -1 < p < 1. Rownosé [o(X, Y)| =1
zachodzi jedynie wtedy, gdy istnieja a, beR i a # 0, takie ze Y = aX + b prawie
wszgdzie. Wspolczynnik korelacji p jest wige miarg zaleznosci liniowej. Malg war-
tos¢ bezwzgledna tego wspodlczynnika nie wyklucza nieliniowej zaleznosci. Przy-
ktadowo zmienne losowe X ~ N(0, 1) oraz ¥ = X* sq silnie zalezne, ale |o(X, Y)| =
Niezalezno$¢ 1 nieskorelowanie pokrywaja si¢ jedynie dla rozktadéw brzegowych
wielowymiarowego rozktadu normalnego. Nalezy tez zdawac sobie sprawg, Ze roz-
kiad taczny dwdch rozkladow normalnych nie musi by¢ dwuwymiarowym roz-
ktadem normalnym [Embrechts, McNeil, Straumann 2001] i wtedy nieskorelowane
zmienne losowe nie musza by¢ niezalezne.

Wspdlczynnik korelacji Pearsona ma tez inne wady [Embrechts, McNeil,
Straumann 2001]. Przede wszystkim nie jest on niezmienniczy ze wzglgdu na nieli-
niowe rosnace przeksztalcenia 7: R — R, tzn. na og6! otrzymujemy

p(T(X), T(Y)) # p(X, ).
Przyktadowo, gdy T(x) = ®(x), to

o(T(X), T(Y)) = —arcsm( pX : . ¥ )]

Jak juz wcze$niej wspomniano, funkcje taczace sa niezmiennicze ze wzgledu
na rosnace przeksztalcenia. Pary zmiennych losowych zwiazanych ta sama funkcja
laczaca mogg wigc miec rozne wspotczynniki korelacji Pearsona.

Ponadto nie mozna wyznaczy¢ wspdtczynnika korelacji, gdy zmienne losowe
maja nieskonczona wariancj¢. Odpadaja wtedy przypadki badania zaleznosci ta
metoda, gdy zmienne losowe maja tzw. ,cigzkie ogony”, wystgpujace jednak
czegsto w zagadnieniach finansowych czy ubezpieczeniowych. Nie jest wigc z tego
powodu okreslony wspdtczynnik korelacji dla sktadowych wielowymiarowego
rozktadu ¢-Studenta, gdy liczba stopni swobody k < 2.



42

Wymienionych wad nie maja dwa inne wspolczynniki zaleznosci: Kendalla 1
Spearmana. Sa to wspolczynniki oparte na porzadkach, rangach, mocno zwiazane z
funkcjami laczacymi. Dodatkowo sa one $cis$le zwiazane z pojgciem zgodnos$ci
(ang. concordance). Pary: (x;, y), (x2, ¥2) sa zgodne, jesli jednoczes$nie x; < y; i
X3 <y, lub x; >y, i x; > y,, co jest rGwnowazne (x; < y;)(x; < y;) > 0. Gdy zachodzi
(x1 < y(x; < y;) <0, otrzymujemy niezgodnos¢.

Definicja 5. Wspotczynnik zalezno$ci zmiennych losowych X i Y Kendalla 7
okre§lamy wzorem

X, Y)=P(X-X)YY-Y)>0)-P(X -XYY-Y)<0),

gdzie (X ’, Y”) jest niezalezna kopia (X”, Y”).

Wspdtczynnik Kendalla jest wigc roznica prawdopodobienstw zgodnosci i nie-
zgodnosci. Dla ciagltych zmiennych losowych zachodzi nastgpujacy wzor [Em-
brechts, McNeil, Straumann 2001]:

11
UX. ¥) =4[ [ Clu,v)dCu,v) -1, (6)
00

przedstawiajacy relacj¢ zachodzaca migdzy tym wspoélczynnikiem a funkcja tacza-
ca C opisujaca ich zaleznoéc¢. Dla archimedesowych funkcji faczacych otrzymuje-
my [Embrechts, Londskog, McNeil 2001; Nelsen 1999]:

1 = 2 1
o bew , d ] g
(X, Y)=1+4| —=du=1-4 —_ )| dx=1+4|=——="du.
( {(p'(u) g de(” (x { g

Definicja 6. Wspdtczynnik zaleznosci Spearmana ps zmiennych losowych X
i Y o dystrybuantach F, oraz F, okre$lany jest wzorem

ps(X, Y) = p(F((X), Fa(D)). (7
Wspoélczynnik ten, korzystajac z pojgcia zgodnosci, mozemy tez okresli¢ for-
mula:

WX, Y)=P((X - XYY =Y")>0) - P(X - X')Y -Y") <0),
gdzie (X', Y’), (X", Y")sa niezaleznymi kopiami (X, Y) lub w przypadku ciagtych
zmiennych losowych wzorem

11
ps(X,Y) :12”0(u,v)dudv—3.
00

Korzystajac z pojecia zgodnosci,mozna zdefiniowaé wspolczynnik zgodnosci
dwoéch funkeji taczacych C, i C, [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001]. Jest on
wtedy okreslony catka

11
0(C,,C) =4[ [ €, (u,v)dC, (u,v) 1.
00
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W przypadku ciaglych zmiennych losowych, ktorych zalezno$¢ opisuje funkcja
faczaca C, dla wspotczynnika Kendalla otrzymujemy do$c intwicyjna zalezno$é
(X, ¥) = Q(C, C). Natomiast wspoiczynnik Spearmana mierzy zgodno$¢ ich funk-
cji taczacej z niezaleznoscig, tzn. ps(X, Y) = 3Q(C, I).

Znajac posta¢ funkcji faczacej C, mozna, postugujac si¢ wzorami (6) i (7),
wyznaczy¢ wspolczynniki Kendalla i Spearmana. Korzysta si¢ wtedy z tego, ze
obydwa wspotczynniki zaleznosci sa, tak jak funkcje taczace, niezmiennicze ze
wzgledu na rosnace przeksztalcenia. Tabela 2 przedstawia wyrdznione funkcje ta-
czace i odpowiadajace im wspolczynniki zaleznosci.

Tabela 2. Miary zalezno$ci wybranych funkcji laczacych

Rodzina T Ps Ay AL
Franka 20w -n| 1-20a- ° °
a a
171’ Dy(-a))
-1<ps<t!”
Yagera -2 skomplikowana 2 _2lie 0
a -1<ps<1
-1<7<1
Morgensterna 2 a 0 0
5 3
2 2 1 1
—ESTS—Q-' ‘5 SpsS;
Claytona a skomplikowana 0 9-la
a+2 0<ps<1
0<7<1
Gumbela - 1 brak jawnej postaci 2 _ole 0
o 0< Ps< 1
0<1<1
3 0 0 0 0
M 1 1 1 1
W =1 -1 0 0
Gaussa zarcsin P —arcsin[-e] {0 p<l 0 p<l
T 2 1 p=1 p=1
-1<7<] —-1<ps<1
t,-Studenta 2 presin —arcsin( P ) . ( ‘/'(m ].. Ay
n 2 k+1 1+p
-1<7<1 —1<ps<1

: Funkcje ,.Debye™: D, (x)= LkJ. !
xdel -1

X

0

k

dt , ponadto zachodzi Dy (—x) = D, (x) +£ .

k+1

” I, jest funkcja przetrwania jednowymiarowego rozkiadu r-Studenta z  stopniami swobody.

Zrodlo: opracowanie wiasne na podstawie: [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001; Embrechts, McNeil,

Straumann 2001; Frees, Valdez 1998; Wang 1999].
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Przegladajac tab. 2, mozna fatwo zauwazy¢, ze wykorzystujac okreslone funk-
cje laczace do modelowania zaleznosci migdzy parami zmiennych losowych, na-
trafia si¢ na pewne ograniczenia. Przyktadowo rodzina funkcji Morgensterna zawe-
za zakres warto$ci wspotczynnika Kendalla do wartosci miedzy -2/9 a 2/9, a
zakres warto$ci wspotczynnika Spearmanna ogranicza jeszcze bardziej. Natomiast
rodziny Claytona i Gumbela rozpatruja jedynie nieujemne zaleznosci. W wielu
sytuacjach moze to istotnie zawgzac pole potencjalnych, praktycznych zastosowan
funkcji faczacych. Rodziny funkcji faczacych Franka, Yagera, Gaussa i ¢-Studenta
uwzgledniaja wszystkiej mozliwe wartosci wspofczynnika Kendalla i Spearmanna.

Inna niedogodnoscia archimedesowych funkcji taczacych jest znaczne uprosz-
czenie 1 dalsze zawezenie ewentualnych ich zastosowan do modelowania zalez-
nosci, wystepujace w przypadku wielowymiarowym. Z postaci wielowymiarowe;j
funkcji archimedesowej wynika, ze dla kazdej pary X;, X; zmiennych losowych
wspotczynniki zar6wno Kendalla, jak i Spearmana przyjmuja te same wartosci,
tzn. otrzymujemy:

T=T(Xia ‘Xj) =T (Xk, X[)v pS = pS (Xh Xj) = pS (ka XI)

Tych wad nie maja funkcje taczace gaussowskie i1 -Studenta. Wspdlczynniki
zalezno$ci Kendalla i Spearmana sa r6zne w odniesieniu do poszczegdlnych par;
wynoszg one odpowiednio:

X, X
T(Xh Xj) = _Z-arCSin(p(Xi? X])) ’ pS(Xi’ Xj) = EarCSin[M) ’
/4 T

a ich zbiér mozliwych wartosci obejmuje caly przedziat [-1, 1].

Oprécz badania zalezno$ci migdzy zmiennymi losowymi na calej dziedzinie
ich okre$lonosci, mozna sie skupié jedynie na wartosciach ekstremalnych zaré6wno
duzych, jak i matych. W tym celu wprowadzone begdzie poje¢cie ekstremalnej
zalezno$ci gomej oraz dolnej. Pojgcia te oparte beda na funkcjach taczacych i,
oczywiscie, bgda niezmiennicze ze wzgledu na rosnace przeksztalcenia. Zadanie
bedzie uproszczone. Rozpatrzone zostang jedynie ciagle zmienne losowe.

Definicja 7 [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001]. Niech (X, Y) bedzie acznym
rozkladem z brzegowymi zmiennymi losowymi o ciaglych dystrybuantach F; i F».
Wspodtczynnik gomej ekstremalnej zaleznosci (X, Y) (ang. upper tail dependence)
jest okreslony wzorem

Ay =lim P(Y > E'w|X >F'w),

gdy powyzsza granica istnieje. Wspoiczynnik dolnej ekstremalnej zaleznosci jest
definiowany w analogiczny sposéb:

Ay =lim P(Y > E'w)| X > F'\(w)).
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Gdy Ay = 0 (A, = 0), méwimy, ze zmienne X oraz Y sg asymptotycznie nie-
zalezne dla gomych (dolnych) warto$ci ekstremalnych. W pozostatych przypad-
kach mamy asymptotyczng zaleznosc.

Wprowadzone wspdlczynniki ekstremalnych zaleznosci mozna réwniez okresli¢
za pomoca funkcji taczacych, korzystajac z ich przekatnej. Dla ciagtych zmiennych
losowych zachodzi bowiem zalezno$é [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001]:

hy =1iml—2u+C(u, u)’
u—| 1-u
przy zaloZeniu, Ze powyzsza granica istnieje. Dla dolnej zaleznoéci wzér jest
prostszy:

A= limM.
u—0 u

Wartosci wspolczynnikow ekstremalnych zalezno$ci dla wybranych funkcji
zalezno$ci podane sa w tab. 2. Widzimy, ze w odniesieniu do gaussowskich funkcji
laczacych ekstremalna asymptotyczna zalezno$¢ istnieje jedynie dla Scistej zalez-
nosci, tzn. gdy |p| = 1. W przypadku funkeji taczacych ¢-Studenta gdérna ekstre-
malna asymptotyczna zalezno$¢ istnieje tez dla innych wartosci wspolczynnika
korelacji. Tego typu funkcje taczace bardziej nadaja si¢ do modelowania zalez-
nosci dla ekstremalnych wartosci zmiennych losowych, zwlaszcza gdy wystgpuja
tzw. grube ogony. Warto$¢ Ay rosnie wraz z p i maleje ze wzrostem liczby stopni
swobody k. W przypadku granicznym, gdy k — oo, otrzymuje si¢ asymptotyczna
niezaleznos$¢, tak jak dla gaussowskiej funkcji laczacej. Ponadto wspdiczynnik
gornej zaleznosci w odniesieniu do funkcji taczacej ¢-Studenta jest rowny wspot-
czynnikowi dolnej zalezno$ci.

5. Symulacje

W punkcie tym przedstawione bgda metody umozliwiajace symulacjg warto$ci
brzegowych zmiennych losowych X, ..., X, na podstawie wielowymiarowych
rozktadéw ze struktura zalezno$ci zadana funkcja taczaca C. Na wstepie omoOwiony
zostanie przypadek ogolny. W celu uproszczenia nalezy przyjac, ze zmienne loso-
we X; maja ciagle, rosnace dystrybuanty F;. Ogélny algorytm generowania wartosci
z rozkladu n-wymiarowego jest nastgpujacy [Romano 2002]:

1. Wygenerowa¢ niezaleznie n liczb losowych: v, ..., v,, z rozkladu jedno-
stajnego na odcinku [0, 1].

2. Podstawi¢ u; = v,.

ak—l
dy,... du,_,

ak—l

oy, ... ou,_,

Cluy,y s ug, 1,00, 1)

3. Przyjac GQuy; uy, ..., U-1) = .
Cluy, ooty 1, 00001



46

4. Wyznaczy¢ u; = G_'(vk; U, ..., Ug_y).
Punkty 3 i 4 nalezy powtorzy¢ dla k =2, ..., n.

Otrzymane liczby losowe uy, ..., u, sa wygenerowane z n-wymiarowego rozkla-
du (Uy, ..., Uy), gdzie U, jest brzegowym rozkladem jednostajnym na [0, 1] ze struk-
turg zalezno$ci zadang funkcja faczaca C. Natomiast liczby losowe xy, ..., x,, gdzie

X = F,."(u,.) , pochodzg z rozktadu (X|, ..., X,,). Ponadto funkcja G(uy; uy, ..., Ury),

bgdaca prawostronng pochodng czastkowa, wystepujaca w punkcie 3, jest rOwna
dystrybuancie warunkowe;j

PUSu | Uy =uy, .., Uy = tyy).
Symulacja oparta na zloZonej funkcji laczacej wykorzystywaé moze ponizszy
algorytm [Wang 1999]:
1%, Wygenerowaé liczbg losowa r z rozktadu R.

2%, Wygenerowa¢ niezaleznie (wzajemnie i od R) n liczb losowych: vy, ..., v,,
z rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 1].

Inv,

32, Wyznaczy¢ u, = (— j dlak=1,..,n

’

W przypadku gaussowskiej funkcji taczacej c,‘{ mozna skorzysta¢ z nastgpu-
jacego algorytmu [Romano 2002]:

1°. Wykona¢ dekompozycje Cholesky’ego AAT = R macierzy korelacji R.

26. Wygenerowac¢ niezaleznie n liczb losowych: z,, ..., z,, ze standaryzowanego
rozktadu normalnego.

36, Wyznaczyé wektor x = Az, gdzie z = (zy, ..., Zn), X = (X1, ..., Xn).

48, Wyznaczy¢ u, = ¢(xi), dlak=1, ..., n.
Liczby losowe u, ..., u, pochodza z n-wymiarowego rozkladu (U, ..., U,), nato-
miast x|, ..., X, S§ wygenerowane z n-wymiarowego rozkladu normalnego (X, ...,
X,) o macierzy korelacji R.

Dla struktury zalezno$ci zadanej funkcja taczaca #-Studenta mozna skorzysta¢
Z naste¢pujacego algorytmu [Romano 2002]:

15, 2°. Jak dla gaussowskiego.

3%, Wygenerowaé liczbg losowa s z rozktadu x? (chi-kwadrat z k stopniami
swobody), niezaleznie od z.

4%, Wyznaczy¢ wektor x = \/E Az
s

5% Wyznaczyé u; = t,(x), dlak =1, ..., n.

Algorytm dla funkcji taczacej Claytona podany przez Marshalla i Olkina
w [Marshall, Olkin 1998] przybiera posta¢:

1€. Wygenerowaé niezaleznie n liczb losowych: yy, ..., y,, z rozktadu wyktad-
niczego F(x)=1-¢™.
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2€. Wygenerowa¢ liczbe losowa z z rozktadu gamma (l, 1), niezaleznie od y.
o

Z
Przedstawione algorytmy ulegaja pewnemu uproszczeniu dla 2-wymiarowych
funkcji taczacych. W przypadku ogélnym otrzymujemy:
oC(u,, u,)
du,
W szczeg6lnym przypadku dla rodziny Franka (punkt 4) przybiera postaé
(Romano 2002]:

3C W . _ Yi K P —
. Wyznaczyé u; = | 1+ dlai=1,..,n.

3’. Przyja¢ G(us; u) = (pochodna prawostronna).

a v, +(1—v)e™™

_Lm[HM],

a dla rodziny Claytona zachodzi rowno$¢:
- - la
Uy = (1+vll/a(u2a/(a+l)_1))' ,

Natomiast dla funkcji taczacej Morgensterna mozna zastosowaé algorytm [Roma-
no 2002]:

1M, Wygenerowaé niezaleznie dwie liczby losowe: v, v,, z rozkiadu jednostaj-
nego na odcinku [0, 1].

2", Podstawié u, = v,.

3M. Obliczyé a = aRu, 1) - 1, b= (1 - aRu; -1))* + 4av,(2u, -1).

2v,

7> -2

Rowniez w przypadku gaussowskiej funkcji laczacej nastgpuje pewne
ulatwienie:

4™ Wyznaczyé u, =

36, Podstawi¢ x, = z; xp = 17y + V1-r% 2o, gdzie r jest wspotczynnikiem
korelacji migdzy zmiennymi X i Y.

Utatwienie to mozna tez wykorzysta¢ w algorytmie dotyczacym funkcji taczacej
1,-Studenta.

Przegladajac przedstawione algorytmy generowania wartosci rozktadow brze-
gowych, mozna zauwazy¢, ze proponuje si¢ rozne rozwiazania dla tych samych
funkcji taczacych. Przyktadowo dla funkcji Claytona wystepuja trzy rozne algo-
rytmy. Mozna generowac liczby losowe, korzystajac ze wzoru ogdlnego, albo tez
wykorzysta¢ w tym celu algorytm oparty na funkcji zlozonej. W przypadku funkcji
Claytona funkcja generujaca momenty Mg(s) odpowiada rozkladowi gamma,
mozna wigc z tatwoscia algorytm ten zastosowac. Podobnie jest w sytuacji algo-
rytmu podanego w [Marschall, Olkin 1988] opartego na rozktadach gamma i wy-
kiadniczym.
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Przyklad 3. Wygenerowano losowo 1072 wartosci zaleznych zmiennych loso-
wych X i Y o jednakowym rozktadzie normalnym N(0, 1) i wspdtczynniku korelacji
p = 0,7, powiazanych ré6znymi funkcjami taczacymi. Wartosci te przedstawione
beda na wykresach koleracyjnych. Beda to funkcje faczace: Franka a = 6,2 (rys. la);
Claytona o = 2 (rys. 1b); Gaussa (rys. lc) oraz #-Studenta dla k = 4 (rys. 1d).
Powyzsze funkcje laczace generuja rézne rozklady laczne, przy tych samych nor-
malnych rozkladach brzegowych i wspolczynniku korelacji. Jedynie w przypadku
gaussowskiej funkcji taczacej otrzymujemy taczny rozktad normalny.

Dla funkcji Franka i Gaussa wystepuje ekstremalna niezalezno$¢ zardwno
dolna, jak i gérna: A, = Ay = 0. Wykresy korelacyjne nie wykazuja skupiania sie
punktow wzdluz prostej y = x, sa ,,zaokraglone”, nie ma ,,0strzy”. Trochg inaczej
wyglada wykres dla funkcji ¢-Studenta o 4 stopniach swobody. Wystepuje tu $red-
nia ekstremalna zalezno$¢: A, = Ay = 0,39 zaréwno dolna, jak i gérna. Wykres jest
bardziej rozciagnigty wzdluz tej prostej, ale nie ma ,,0strzy”. Wspoélrzgdne punktow
przyjmuja tez znacznie wigksze wartosci niz na innych wykresach.

Na uwagg zastuguje przypadek funkeji faczacej Claytona. Tutaj wyraznie wi-
da¢ rdéznicg¢ migdzy zalezno$cig a niezalezno$cia ekstremalna. Wystepuje tu gorma
niezalezno$¢ ekstremalna: Ay = 0. Wykres jest w pierwszej ¢wiartce ,,zaokrag-
lony”. Natomiast jest duza dolna zalezno$¢: A, = 0,71. Punkty na wykresie korela-
cyjnym sa dla matych warto$ci skupione wokot prostej y = x, widaé wyrazne
,0strze”.

4

] Rys. la. Symulacja na podstawie funkcji faczacej Franka o = 6,2
Zrodlo: opracowanie wlasne.
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) Rys. 1b. Symulacja na podstawie funkcji taczacej Claytona o =2
Zrodto: opracowanie wlasne.

4 -

Rys. lc. Symulacja na podstawie funkcji taczacej Gaussa
Zrodto: opracowanie wiasne.
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] Rys. 1d. Symulacja na podstawie funkcji laczacej ¢-Studenta, k=4
Zrédlo: opracowanie wiasne.

400 T
350 T
300
250
200 T
150 +
100 T

50 + I

o LY, l 1l|< |IFI}IIIM'FH'H-H'PH-H#-H-H—{-H-I-H-H
(= (=4
(=} W
o <

e © (=]
o wn (=

(=}
s}
— o~ (=3}

1200
1500
1650
1800
1950

o
[aa]

1050

) Rys. 2. Histogram rozkladu Z=X + Y
Zrodlo: opracowanie wilasne.

Przestawione symulacje moga poméc w wyznaczeniu rozktadu sumy zaleznych
zmiennych losowych Z = X| + ... + X,,. Znajac funkcjg laczaca, opisujaca strukture
ich zalezno$ci, oraz poszczegolne rozktady brzegowe X;, mozna n razy wygene-



51

rowa¢ wartosci zmiennych X;, wybierajac algorytm odpowiadajacy funkcji taczacej
a nastepnie je dodac, otrzymujac n realizacji sumy Z.

Przyklad 4. Zbadano rozklad sumy Z = X + Y, gdzie rozklady brzegowe maja
rozktad logarytmiczno-normalny: X ~ LN(5; 1,1) 1 ¥ ~ LN(3; 0,7), a zalezno$¢ opi-
sana jest funkcja taczaca Claytona z parametrem & = 4. Wybierajac algorytm Mar-
shalla-Olkina, wygenerowano n = 2000 losowych warto$ci zmiennych X i Y oraz
obliczono wartosci sumy Z. Obliczono podstawowe charakterystyki zmiennej Z:
warto$¢ oczekiwang E(Z) = 299,83, odchylenie standardowe o = 424,66, mediang
Me = 169,89, modalng Mo = 134,51 oraz kwantyle Qgos = 33,11 i Qogs = 964,5.
Histogram wygenerowanych warto$ci sumy przedstawiono na rys. 2. Widaé, ze
rozktad sumy Z charakteryzuje si¢ wyrazng prawostronna asymetria.

Gdy zmienne losowe przedstawiaja ryzyko ubezpieczeniowe, np. wielkosci ba-
danej szkody, kwantyl Qpgs moze by¢ interpretowany jako prosta miara ryzyka:
VaRgys(Z) (ang. value at risk). W omawianym przykladzie wynosi on 964,5 i moze
by¢ interpretowany jako warto$¢ zagregowanej szkody Z, powyzej ktorej znajduje
sig¢ 5% najwigkszych, najbardziej ryzykownych wartosci.

6. Zakonczenie

Przedstawiony w pracy zarys teorii funkcji tgczacych nie jest oczywiscie petny.
Brakuje wielu istotnych problemdéw zwiazanych funkcjami laczacymi. Przede
wszystkim trzeba oméwi¢ niezmiemie wazne zagadnienie dotyczace wyboru odpo-
wiedniej funkcji laczacej, dopasowania jej do istniejacych danych empirycznych.
Jest to w zasadzie zagadnienie estymacji nieparametrycznej, ktore jednak mozna
podczas rozpatrywania rodzin funkcji sprowadzié do przypadku parametrycznego.
Wigcej informacji na ten temat czytelnik moze znalez¢ m.in. w [Frees, Valdez
1998; Romano 2002]. Ponadto nalezaloby znacznie szerzej omowi¢ rOwnie wazne
zagadnienie badania zalezno$ci ekstremalnych [Embrechts, Lindskog, McNeil
2001; Embrechts, McNeil, Straumann 2001], czy powiazania funkcji taczacych
z innymi sposobami badania zaleznosci [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001;
Embrechts, McNeil, Straumann 2001, Nelson 1999]. W pracy problemy te jedynie
zasygnalizowano.

Osobnym zagadnieniem sa zastosowania funkcji taczacych do rozwigzywania
praktycznych problemoéw, np. do zagadnien dotyczacych finanséw i ubezpieczen.
Zastosowania te czytelnik moze znalez¢é w pracach [Embrechts, Lindskog, McNeil
2001; Embrechts, McNeil, Straumann 2001; Frees, Valdez 1998; Jajuga, Kuziak
2001; Oakes 1989; Romano 2002; Wang 1999].
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COPULAS - BASIC NOTIONS AND PROPERTIES
Summary

The paper is devoted to the copulas, which are the important tools for studing the dependence
between random variables. The basic definitions, notions, theorems and properties connecled with
copulas are presented. The main families of copulas: Archimedean and elliptical are investigated. The
frailty model strictly connected with Archimedean copulas and relations between the copulas and the
coefficients of correlations: Kendall’s, Spearman’s, Pearson’s and tail dependence are studied. The
last section is devoted to the methods of simulation from copulas. The simulation of the distribution
of sums of random variables is presented.
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