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1. Wstep

Algorytm Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo (RIMCMC) shuizy do
generowania probek losowych z przestrzeni parametréw o zmiennej liczbie wy-
miaréw (por. [Green 1995; Highly Structured... 2003)). Sytuacja taka wystgpuje
np. woéwczas, gdy celem jest znalezienie prawdopodobiefistwa a posteriori jednego
z modeli. Typowym przyktadem takiego zagadnienia jest wybor liczby skladnikow
mieszanki ustalonej rodziny rozkiadow prawdopodobiefistwa. Inne obszary zasto-
sowan to wybor zmiennych do modelu liniowego, wybor rzedu procesu autore-
gresji i wiele innych.

W przypadku rozpatrywania modeli 0 r6znym wymiarze przestrzeni parame-
tréw algorytm RIMCMC cechuje znacznie wigksza efektywno$¢ niz np. algorytm
Gibbsa badz Metropolisa-Hastingsa.

2. Zagadnienie estymacji parametréw mieszanek rozkladow

W artykule opisana zostanie metoda estymacji parametréw mieszanki jedno-
wymiarowych rozkladow nomalnych z zalozeniem nieznajomosci liczby jej sktad-
nikow (por. [Richardson, Green 1997]). Wybdr liczby skladnikow mieszanki doko-
nany bedzie na podstawie kryterium prawdopodobienstwa a posteriori.

Zatézmy, ze dany jest ciag n-niezaleznych zmiennych losowych Y,....Y,, kt6-
rych gesto$¢ prawdopodobienstwa dana jest wzorem

k k
Y,-~ijf(y,-]€)j), i=1 ..., n, ij=l, (1)
j=l j

J=1
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gdzie f( y,.’9 j) oznacza dowolna funkcjg gestosci zalezng od wektora parametrow

0 j» parametry w; oznaczaja wagi poszczegolnych sktadnikow mieszanki (interpre-

towane jako prawdopodobienstwa a priori, ze dana obserwacja pochodzi z j-tego
sktadnika), k oznacza liczbe skladnikéw mieszanki. Parametry modelu (1) trakto-
wane beda jako zmienne losowe. W szczegdlnoSci zmienng losowa jest liczba
sktadnikow mieszanki k.

Do kazdej obserwacji y; mozna przypisa¢ nieobserwowana zmienng losowa Z;,
ktéra opisywac bedzie numer sktadnika, z ktorego pochodzi i-ta obserwacja. Ozna-
cza to, ze:

p(Z,=j)=w;, dlaj=1 ..,k i=1..n. (2)

3. Metoda Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo

Algorytm RIMCMC stanowi uogélnienie algorytmu Metropolisa-Hastingsa.
Gdy nie jest zmieniany wymiar przestrzeni parametréw modelu, odpowiada on
dokiadnie algorytmowi Metropolisa-Hastingsa (z kolei szczeg6lnym przypadkiem
algorytmu Metropolisa-Hastingsa jest algorytm Gibbsa). W sytuacji gdy wystepuje
Zmiana wymiaru przestrzeni parametrow, algorytm RJIMCMC skitada sie z nastepu-
jacych krokéw (por. [Han, Carlin 2001]):

1. Niech ( j,(-)j) oznacza aktualnie wylosowane warto$ci wektora parametréw
8, modelu o numerze j, ktérego wymiar wynosi ;.

2. Wykonanie przejscia do stanu ( j’,ej,) ze stanu ( j,ej) z prawdopodobien-
stwem h(j, j')-

3. Wylosowanie wektora u z zadanego rozktadu q(ulej s s j’).

4. Podstawienie (9,-')= 8, (Gj,u), gdzie g, . oznacza wzajemnie jedno-

znaczna, deterministyczng funkcjg. Podstawienie to ma na celu dopasowanie wy-
miaréw modelu aktualnego do modelu docelowego (k,- +dim (u) = k,— ).

5. Akceptacja zmiany modelu z prawdopodobienstwem min (1, A), gdzie:
( |9; ’j) (8 11) )h(J'J) |agj‘j’(ej’u)|_
~7(31854)p(8,1) ()R (5 )a(0le,. )| 2(6,m) |

Jezeli nie nastepuje zmiana modelu, nowe warto$ci wektora parametréw moga
by¢ generowane z wykorzystaniem algorytmu Gibbsa.

3)
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4. Zastosowanie algorytmu RJMCMC do estymacji
parametrow mieszanek

4.1. Wprowadzenie

Rozpatrzony zostanie przypadek, w ktorym skltadnikami mieszanki beda jedno-
wymiarowe rozktady normalne, co oznacza, ze:

f(y"|ef)=f(yf|“f"’j)=J%G_CXP _% : (4)

J

Przyjgte beda nastepujace nieinformacyjne rozklady a priori dla parametréw
u, oraz 0']72 (por. [Richardson, Green 1997]):

w~N(ENkT), o7 ~T(a.B)- s)

Ustalona zostanie jednakowa warto$¢ parametru £ dla kazdego skladnika mie-
szanki. Wyznaczona ona bedzie na poziomie $Srodkowej wartosci zakresu danych.

WartoS¢ parametru K ustalona zostanie na poziomie — gdzie R oznacza réznice
R

pomigdzy wartoscia maksymalna a minimalng zbioru danych. Ponadto przyjmie
sig, 1Z ¢ =2 oraz f§ ~ I“(g,h), gdzie g =0,2 i A=10 (por. [Richardson, Green

1997)).
Przyjmie sig ponadto, ze rozklad wektora wag w = (wy, ..., w;) jest rozkladem
Dirichleta: w ~D(6,6, ..., §). Brak informacji a priori o warto$ciach wag mozna

opisaé przez przyjecie wartosci parametru § =1. Liczba skladnikéw mieszanki &
bedzie miata a priori rozklad jednostajny, przy ustalonej maksymalnej liczbie
sktadnikéw mieszanki na poziomie k. =30.

Mozna pokaza¢, ze warunkowe rozklady parametrow modelu (wykorzysty-
wane w sytuacji, gdy stosowany jest algorytm Gibbsa) sg nastgpujace (por. [Ri-
chardson, Green 1997]):

Wl ~D@B +ny, ..., 8 +n), (6)
gdzie n, =card{i: z = j}.

oY, v +ug

J— -1
#'l"'~N —=  MoPn +x ) @)
! o’n, +K ( )
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. 1 1
crj2|---~F[a+§nj,ﬂ+52l(y,-—uj)z]’ (8)
ry=J
(3 -1)
: Wi VAT
p(zi = J|)oc -o-—jexp 2O-f (9)
ﬂl"'~1"(g+ka,h+zaf)’ (10)

Losowanie dla parametr6w danych wzorami (6)-(10) wykonywane begdzie z
uzyciem algorytmu Gibbsa.

Pojedyncza iteracja algorytmu RIMCMC zaadaptowanego do estymacji parame-
tréw mieszanki skiada sig z nast¢pujacych krokow (por. [Richardson, Green 1997]):

a) aktualizacja wag w;(J =1,...,k),

b) aktualizacja parametréw u;i0;(j =1, ..., k),

c) aktualizacja przypisan do klas z; (i =1, ..., n),

d) aktualizacja parametru f3,

e) podzial pojedynczego skiadnika mieszanki na dwa sktadniki lub potaczenie
dwoch skladnikéw w jeden,

f) dotaczenie lub usunigcie pustego sktadnika.

W kolejnych dwoch podpunktach opisane zostana szczegdtowo kroki e) oraz f)
algorytmu.

4.2. Podzial lub polaczenie skladnika

W kroku e) dokonywany jest losowy wybdr pomigdzy podzialem i potacze-
niem skladnikow z prawdopodobienstwami b, (dla podzialu) oraz d, =1-5, (dla

polaczenia). Prawdopodobienstwa te zaleza od parametru k. Przyjgto, ze: d, =0,
b

.. =0oraz b =d, =0,5 dlak=2,3, .., knax— 1. Polaczenie sktadnikéw polega
na losowym wyborze pary skiadnikéw o numerach j i j,, ktore sasiadujg ze soba
ze wzgledu na warto$¢ parametru u . Sktadniki te sg taczone i jest tworzony nowy
sktadnik o numerze ;" (numery istniejacych sktadnikoéw sa nastgpnie odpowiednio
przenumerowywane). Charakterystyki dla nowego sktadnika ;° wyznaczane sa
zgodnie z nastgpujacymi wzorami (por. [Richardson, Green 1997]):

Wi =W +W,,

Wishje =WjiHj + WjaH o, (11)

2 2 \_ 2 2 2 2
wj.(,u,-. + Gj*)- WiHj t 075 )+ Wip\Hj +0 ) )
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Podzial skladnika polega na losowym wyborze komponentu j*, ktory bedzie
podzielony na skiadniki j, i j,.Parametry oraz wagi skladnikow j i j, spelniaja
zalezno$ci dane réwnaniami (11). Poniewaz rOwnania te nie wyznaczaja jedno-
znacznie nowych parametréw, losowane sg trzy wartosci u,,u, i u,, zgodnie z na-
stepujacymi rozktadami (por. [Richardson, Green 1997]):

~ Be(2,2), u, ~Be(2,2), u, ~Be(Ll). (12)

Wybor rozkladéow podanych we wzorze (12) jest w zasadzie dowolny. Celem
jest uzyskanie jak najwyzszego prawdopodobienstwa akceptacji (wzor (3)), co po-
woduje, ze zmiany modelu wystgpuja stosunkowo czeséciej. Pozwala to zreduko-
wac ogblna liczbg iteracji algorytmu. Wagi oraz parametry dla nowych sktadnikow
wyznaczane sa nastepnie zgodnie z rownaniami (wynikaja one z zaleznosci (11)):

W = W,

jl

w—w(lu

K= 1! —u,0 1’
Ky = By + 1,0, =l +U,0, f (13)

O'f. —u,(l uz)O' — (l—uz)dj2 i,

1 U

Cb'f.2 =(1—u3)(1—u22)0',2.. Y, =(1—u3)(1—u§)0'12-. =
2 1

Gdy nowe skladniki nie spetniajag warunku sasiedztwa (czyli warto$¢ oczeki-
wana innego sktadnika nalezy do przedziahu ( My ,ujz)), woéwczas krok algorytmu,

polegajacy na podziale skladnika, nie jest wykonywany. Obserwacje y, nalezace

do dzielonego skiadnika przypisywane sa do nowych skladnikow, zgodnie ze
wzorem (9).

. . 2
Jakobian transformacji wektora (w ., s, 0 ju, Uy, Uy, Uy) Na wWektor (wy, f,

O'J,,wjz,/,tjz,af.z), wyznaczany na podstawie funkcji opisanych wzorem (13), ma

postac:
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w O 0 W, 0 0
0 1 - ui—lz; 0o, ll -0, ul-l 0
' ” 2 -1 '
1
—u, (1-ul)ol.
0 0 u,(l—uzz)— 3( uzZ) ! —2u2u30'}. (l—uf)cr,2 ui
1 1 1 !
1-u, O 0 -w. 0 0 = (14)
1 u,
u 1 l_“l+(l—u )2 u
0 1 27 L 0,0, ' o, ! 0
-u 20'1. 2 u, 1-u,
l-u,
1 (1-uy)(1-4} )0, 1
0 0 (1-u,)(1-u§)1_u 3(1(,,)22) ~ -2, (1-u,)0} — -(1-4})o —
1 -4 1 1
1 U
oW, (u —l)[ Z_l+ l—ul]

Prawdopodobienstwo akceptacji wyrazone wzorem (3) w odniesieniu do za-
gadnienia estymacji parametréw mieszanki, gdy liczba skladnikow mieszanki
powigkszana jest o jeden, przybiera nastgpujaca postac:

k’)

)| Y o) o) o ) ()
PPk 2)p (W O)p (e k)p(w’) (1)

xh(k’,k)x 1

w(ek) g(aot 1 7)

gdzie: k" =k +1,
= (Zli eeey Zn)y

A=

x|J

*

IJ- = (#l’ ey ,uk),
o’ =02, ..., o}
y = ()'l, ey yﬂ))

|J | — jakobian transformacii.

W dalszej czgsci pracy przedstawione zostanie wyprowadzenie wzoru na praw-
dopodobienstwo akceptacji dla podziatu skfadnika mieszanki.
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Zatozono jednostajny rozklad a priori dla liczby skladnikéw mieszanki, co
. Sktadniki p[y ;,1’,(02 ),,z’) oraz p(y |u,02,z)

opisuja funkcje wiarygodnosci dla modelu o odpowiednio k+1 i k sktadnikach.
Funkcja dla modelu o k skladnikach ma nastgpujaca postac (przyjgto uproszczone
oznaczenie L(k)):

onacza, zZe p(k+l)= p(k)=

=111 b e Al (16)

j=l ig=j O' 20
Analogiczny wzo6r mozna poda¢ dla funkcji L(k +1).
Skiadniki p(w'|k',5) oraz p(w|k ,6) wzoru (15) oznaczaja rozklady a priori

wag mieszanki o k+1 i k skladnikach. Wagi te maja a priori rozktad D(4, ..., 8),
€O 0znacza, ze

T ((k+1)8)
. r(s)-..-r(s)
p(w k.5)_ o W ewh W wp T(kE+8)  wi 'w"’I

p(wWk.8) T T(k8) . wlowiwil T(8)(kS)

(17)

“B(6.48) e

gdzie B (,) oznacza funkcjg beta.
Z kolei

’ " Cuwl . L wn I S
p(z ) Wl WjIWjZ Wk+l _ lesz
h+ly | g

p(z[w,k) B Wl""...'W. -w, - WI'+12 ’ (18)

j* e "

gdzie [, [; jest to liczba obserwacji przypisanych do skladnikéw j; i j,. Oznacza
/’ /) W§_1+I’ w6-1+lz

to, ze
p(wk’8) p(2 __ Wi Vi ' (19)
p(wlk.8) p(z|w.k) wi™""B(6,k5)

Poniewaz parametry p; oraz 0!2. sa a priori niezaleine, p(u,0'2|k)=

= p(,u|k) p(crzlk). Ze wzoru (5) otrzymujemy, zZe
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7

p(W) (k+1)'\/;\/; i ) (“"Z'é)z))_
(ulk) \/;exp(—al((# 5)2) S
=(k+1)\/§cxp( ~re{(m - :)2+(#,-z—f)z—(ﬂj-“5)2))

2Y B° _ﬂa_ a-l a-l
"((0)) C(@)L(@) (03] exe(-Boyi)x(0) exn(-Bo7:) _

¢’ B* o. _ex o.
) (o7 "exo(-807) o

i 2 2 —-a+l
i %[0—3?’2 ] exp(-B(o;l +07; - 07))

j
Do wyznaczenia prawdopodobienstwa akceptacji niezbedne jest rwniez oblicze-
nie prawdopodobienstwa uzyskania okreslonej alokacji elementéw sktadnika podle-

gajacego podzialowi na sktadniki docelowe. Prawdopodobienstwo to mozna obliczy¢
zgodnie z nastgpujacym wzorem:

it exp| - (% =1 )2

i 203,
Rzlloc = H 2 2 8
izz;=j ﬁexp _()’, _.ujl) Wia (y #12)
it 20']21 2 20-122
(22)
2
Yiexp _(}'i_.“,z)
0'12 20'12-2
<11 2 2
::z,-=121vie _(y, nu'jl) +_jZ p _()’, :ujz)
Oi o )2 205,

Uwzgledniajac ponadto, ze h(j’,j)=d,,,, h(Jj,j)=bF, wyznaczajac

k * atloc ?
funkcje q(|) na podstawie rozktadéw (12) oraz korzystajac ze wzoru (14), otrzy-
mujemy, ze prawdopodobienstwo akceptacji dla podziatu wynosi min(1,A), przy

czym
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S-1+l, 51+,
LD plead) o Wi
- —

1+, +1, X
Lk)  p(k) wi "2 B(8, k8)

‘/:ew( (e~ 802 + (1 6 (e —é)z)Jx

—a+l
ﬁa o 2, 2 -
F(a) [2—12"2] cxp( Bo;+o5; —Gj.z))x

d
x b, II;H (gZZ(ul 322 uz 811 “3 )_ X
V“l V
ul—l

alloc
gdzie: k- liczba sktadnikéw przed podziatem,
B(-,-) — funkcja beta,
L(-) - funkcja wiarygodnosci,
P,. —prawdopodobiefnstwo dokonania zadanego podziatu,

alloc

8,, — gestos¢ rozkiadu beta o parametrach pi g.

Podobnie mozna wyprowadzié prawdopodobienstwo akceptacji dla polaczenia.
Wynosi ono min(1, B), przy czym

_ Ltk=D) plk=D 1 Wi B, (k-16)
L(k) p(k) k W6 I+l,w5 1+,

\/:exp(——l((uj -£)? - - £)? (.u,z_é) ))

—a+l
F O-!l
(a)[ > ] exP( Bloy -0} - jz))

B« 0'1210'12
b, P
X ka," 822( )22(“2)811(“3)
k
ul_l)

ol _1{ __1+\/—}
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4.3. Dolgczenie lub usunigcie pustego skladnika

Krok f) algorytmu opisuje druga mozliwo$¢ modyfikacji wymiaru przestrzenie
parametrow modelu. Polega on na dolaczeniu badZz usunigciu pustego skiadnika
mieszanki, a wigc takiego, do ktérego w danym momencie nie jest przypisana
zadna obserwacja. W pierwszej kolejnosci dokonywany jest wybdr pomigdzy usu-
ni¢ciem a dotaczeniem skladnika — wykorzystywane sa do tego prawdopodobien-
stwa b, oraz d,. Gdy wybrane zostanie dotaczenie nowego skladnika, wéwczas

jego parametry losowane sg z nastgpujacych rozkladéw:
w.~B(Lk), w.~N(&x), 07 ~T(ap). (23)

Oznacza to, Ze parametry U, oraz o;f losowane sg z ich rozktadoéw a priori.
Po dolaczeniu nowego skladnika niezbgdne jest zmodyfikowanie wag dla istnie-
jacych skiadnikéw. Wykonywane jest one zgodnie ze wzorem w; =w, (l—wj,).
Usunigcie skladnika polega na losowym wybraniu pustego sktadnika oraz skory-
gowanie wag, ktore zapewni ich sumowanie do jednosci.

Ogélna posta¢ wzoru na prawdopodobienstwo akceptacji dla dolaczenia
sktadnika jest identyczna jak w przypadku opisanym w punkcie 0 (por. wzér (15)).

Iloraz funkcji wiarygodnosci p(y

p.',(cs2 ), ,Z']/p(y|p,,o'2,z) jest rowny 1 (dola-

czenie pustego skladnika nie zmienia wartosci funkcji wiarygodnosci). Iloraz roz-
ktadow wag ma posta¢ (wykorzystany zostanie warunek w;. =w, (1 -w, ) ):
(24)
T((k+1)8)
, r'(8)-...T(5) ] )
P(WIK'8) o () ()
p(w|k,5) I'(k6) wi LW -
r(5)...T(3)
k
_ [(k6+96)
 T(8)T(k8)

k’,8)

x(l—wj. )k(s-l) wo! —;x(l—w

k(8-1) 5-1
” ~B(6.k0) P

.

Z kolei

P(z'w,k )= (Wl)I Ezwp) ~.',,‘_-(Wl(+l)l =(1—Wj.)nl -...-(l—wj_)"‘ =(l—wj_)", (25)

p(z|w,k) W W

’
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zatem

p(w'k')p( ) 1 w‘s_l o n+kd-1

p(wlk) (|w) “B(5,k8) (1=) (26)
Ponadto
P(WIK) _ (k+1): 1 ST TS BT
A R UGS RGN ERTRTY

p((oz)]_ B° x(032)" exp(-Bo3?).

p() @)
Poniewaz warto$ci parametrow nowego skladnika sg losowane z rozktadu
a priori (wektor u = (,uj.,ojf, w, ))1

ol 7)1 (o )2 0 30 =8 |0 cx(-p02):

€O 0zZnacza, ze

’

p(n k')P((GZ)’] 1 I

p(ulk) p(c*) q(ujwo®ii) 8u(ws)

Transformacje wektora (w, ..., Wi, W, lje, 0' ,) na wektor (w], ..., W, w

4

*..\o% ) wyznaczane na podstawie przeksztalcenia w’ = w. (1-w..) maja naste-
K, \O; y p P f f f y

pujaca postac:

w, = wl(l—wj.

Wiy = Wi (1 - Wj*)'
W =W, @7
Wi = [,

2 2
o2f <02
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Z kolei jakobian transformacji ma postac:

(1—wj.) 0 0 -w, 0 O
0 (1-w,) - 0 -w, 0 0
. . . . ‘el
0 0 (1-w.) -w_ © of=(1-w:) (28)
0 0 0 1 00
0 0 0 0 10
0 0 0 0 01

= k+l___ otrzymujemy:

dk+l 1
X
(ko + l)bk 8k (wj,

gdzie k, oznacza liczbg pustych sktadnikow.

)(I"Wf‘) e

Analogicznie wyprowadzi¢ mozna wzér na prawdopodobienstwo akceptacji
dla usuniecia sktadnika:

p(k-1) 1 1
B= B((k-1)8,6 — e — X
p(k) ( )wf:‘ (1-w, )k
ok 1 1

dk 8ix (wj_ ) (1 ~w, )k—l .

S. Przyklady
5.1. Estymacja parametréw mieszanki dwoch rozkladéw normalnych

Zaprezentowane obliczenia wykonano za pomoca programu NMIX dostgpnego
pod adresem http://www.stats.bris.ac.uk/~peter/Nmix/ (por. réwniez [Richardson,
Green 1997]). Program ten napisany zostal w Fortranie i jest dostgpny wylacznie
dla systemu operacyjnego UNIX.

W przykladzie wykorzystano dane uzyskane za pomoca generatora liczb loso-
wych. Z rozktadu N (5, 1) wylosowano 200 obserwacji oraz 100 obserwacji z roz-


http://www.stats.bris.ac.uk/~peter/Nmix/
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ktadu N (15, 3). Oznacza to, ze caly zbiér danych pochodzi z nastepujacej mie-
szanki rozkladéw:

Y, ~§N(5, 1)+%N(15, 3) (29)

Estymacjg parametréw mieszanki wykonano na podstawie 100 000 iteracji opi-
sanego algorytmu. Rozklad a posteriori liczby skladnikow mieszanki przedsta-
wiony zostat w tab. 1.

Tabela 1. Rozklad liczby skiadnikéw mieszanki

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pk) | 0 ]0,50296 |0,3224 |0,12281 | 0,03709 | 0,01049 | 0,00263 | 0,00118 | 0,00037 | 0,00007

Zrodto: opracowanie wlasne.

Najbardziej prawdopodobna liczba skiadnikéw mieszanki jest zatem rowna 2.
Odpowiadajace tej liczbie prawdopodobienstwo wynosi 0,50296 (oznacza to, ze
sposrod 100 000 iteracji algorytmu dla 50296 z nich liczba sktadnikéw mieszanki
byla rowna 2). Stosunkowo wysokie prawdopodobienstwo uzyskano réwniez dla
liczby sktadnikéw réwnej 3. Wyniosto ono 0,3224.

Dla liczby skiadnikéw k =2 uzyskano nast¢pujace oszacowania parametrow
modelu mieszanki:

Y, ~ 0,66359N (5,06318; 1,04394)+0,33641N (15,49776; 2,99234) (30)
Uzyskane oszacowania sg zatem bardzo zblizone do prawdziwych parametrow
zapisanych we wzorze (29), na podstawie ktorych generowane byly dane. Podano

wylacznie estymatory punktowe, gdyz wykorzystywany program NMIX nie po-
zwala na wyznaczanie bayesowskich przedziatow ufnosci.
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Rys. 1. Wykres funkcji ggstosci dla mieszanki dwoch rozkiadéow normalnych
Zrodlo: opracowanie wiasne.
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5. 10. 15. ] 20.

) Rys. 2. Wykres funkcji gestosci dla mieszanki trzech rozktadéw normalnych
Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla liczby sktadnikoéw k& = 3 uzyskano nastepujace oszacowania parametrow
modelu mieszanki:

Y, ~ 0,62951N (4,86238; 1,05866)+0,2193 1N (13,18918; 2,99234)+

+0,15118N (18,11110; 1,96744) (31

Na rysunkach 1 i 2 przedstawione zostaty histogramy danych, dla ktérych esty-
mowano mieszanke¢ rozkladow oraz oszacowane na ich podstawie funkcje gestosci
odpowiednio dla dwoch oraz dla trzech sktadnikéw mieszanki.

5.2. Estymacja rozkladu poziomu zanieczyszczenia Srodowiska — przyklad 1

Dane do przykiadu pochodza ze strony internetowej Wojewddzkiego Inspektoratu
Ochrony Srodowiska we Wroclawiu (http://www.wroclaw.pios.gov.pl/). Opisuja one
poziomy zanieczyszczenia S$redniodobowego dwutlenkiem azotu zmierzone we
Wroctawiu przy ul. Wierzbowej w roku 2003. Dostepny zbidr danych liczyt 261 ob-
serwacji (nie we wszystkie dni dokonywano pomiaréw).

Estymacje parametréw mieszanki wykonano na podstawie 100 000 iteracji
opisanego algorytmu. Rozklad liczby skladnikéw mieszanki przedstawiony zostat
w tab. 2.

Najbardziej prawdopodobna liczba skiadnikéw mieszanki wynosi zatem 3,
a odpowiadajace temu wariantowi prawdopodobienstwo jest rowne 0,38113. Para-
metry mieszanki dla k = 3 sa nastepujace:

Y, ~ 0,44681N (19,71121; 6,2)+0,40855N (31,11151; 8,06241)+

(32)
+0,14464N (44,72662; 10,83801)


http://www.wroclaw.pios.gov.pl/
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Tabela 2. Rozkiad liczby skiadnikéw mieszanki

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p 10,0031 (0,32975]0,38113|0,17856/0,06743]0,02571|0,00923]0,00324|0,00121|0,00047]0,00017

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 3 przedstawiono histogram oraz funkcjg ggstosci (32).

// "\ []
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10. 20. 30. 40. 50. 60. 70.

) Rys. 3. Wykres funkcji gestosci dla trzech skladnikdéw mieszanki
Zrodlo: opracowanie wlasne.

5.3. Estymacja rozkladu poziomu zanieczyszczenia Srodowiska — przyklad 2

Dane wykorzystane w przykladzie pochodza réwniez ze strony internetowe;j
Wojewodzkiego Inspektoratu Ochrony Srodowiska we Wroctawiu. Opisuja one
poziomy zanteczyszczenia Sredniodobowego dwutlenkiem azotu, zmierzone w
Szczawnie Zdroju w roku 2003. Dostgpny zbiér danych liczyt 357 obserwaciji.

Estymacje parametrow mieszanki wykonano na podstawie 100 000 iteracji
opisanego algorytmu. Rozklad liczby skladnikéw mieszanki przedstawiony zostat
w tab. 3.

Tabela 3. Rozk!ad liczby sktadnikéw mieszanki

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 >10
p 0 0 ]0,01515(0,32265|0,32718(0,19203|0,08811{0,03428/0,01346|0,00481(0,00233

Zrodto: opracowanie wiasne.

Najbardziej prawdopodobna liczba sktadnikoéw mieszanki wynosi zatem 5, nie-
mniej jednak niemal takie samo prawdopodobienstwo wystepuje dla liczby sklad-
nikéw réwne;j 4.
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10. 20. 3o. 40. 50. 60.

) Rys. 4. Wykres funkcji gestosci dla czterech sktadnikoéw mieszanki
Zrédlo: opracowanie wiasne.

0.05 \

10. 20. 30. 40. 50. 60.

] Rys. 5. Wykres funkcji gestosci dla pigciu skiadnikéw mieszanki
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Parametry modelu dla odpowiednio k =4 i k =5 sa nastgpujace:

Y;=0,43604N (11,70417; 3,23724) + 0,47967N (20,26676; 5,41918) +
+ 0,06774N (37,51475; 3,52958) + 0,01654N (57,33292; 5,79742),

Y; ~0,37146N (10,40209; 3,14174) + 0,31938N (17,47153; 4,27294) +
+ 0,23847N (24,69120; 4,88935) + 0,05552N (38,97253; 3,30936) + (34)
+ 0,01516N (58,62972; 5,50023).

(33)
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Na rysunkach 4 i 5 przedstawiono funkcje ggstosci mieszanek odpowiednio dla
czterech i pigciu skladnikow. Jak widac, roznica pomigdzy dopasowywanymi
funkcjami gestosci jest niewielka w zwiazku z czym réwniez wzrokowa ocena nie
pozwala w prosty sposdb rozstrzygnaé, ktory z modeli lepiej opisuje dane empi-
ryczne. Sytuacje, w ktoérych kilka modeli posiada podobne prawdopodobienstwa
a posteriori oznacza, ze wykorzystane dane nie daja jednoznacznych przestanek
przesadzajacych o trafnosci jednego z modeli. W takiej sytuacji jednym z rozwia-
zan jest zwigkszenie liczebnosci zbioru danych wykorzystywanych do obliczenia
prawdopodobienstwa modelu.

6. Podsumowanie

Algorytm RIMCMC stanowi uZyteczne rozwinigcie algorytmu Metropolisa-
-Hastingsa, ktore znacznie utatwia obliczanie prawdopodobienstw a posteriori roz-
patrywanych modeli statystycznych. Zagadnienie wyznaczania parametréw mie-
szanek opisano réwniez dla rozktadéw Poissona (por. [Viallefont, Richardson,
Green 2002]) oraz dla mieszanek wielowymiarowych rozkladéw normalnych (por.
[Zhang i in. 2004]).

Pewna wadg opisywanego algorytmu jest niewatpliwie jego zlozonosc. Alter-
natywa dla opisanej metody jest praca [Stephens 2000], w ktorej problem ustalenia
sktadnikéw mieszanki rozwigzywany jest algorytmem symulacyjnym, wykorzy-
stujacym proces urodzen i §mierci.

Inna trudnoscia jest kwestia efektywnego wyznaczania rozkladéw prawdopo-
dobienstwa, z ktorych generowane sa nowe wartosci dla parametrow modelu.
Pewne propozycje w tym zakresie mozna znalez¢ w pracy [Brooks, Giudici, Ro-
berts 2003].

Mimo iz od pierwszej publikacji dotyczacej algorytmu RIMCMC ([Green
1995]) uptynelo juz prawie 10 lat, wiele zagadniefi z nim zwiazanych nie zostato
do konca rozwiazanych, o czym $wiadcza wciaz pojawiajace sig¢ publikacje,
w ktorych przedstawione sa propozycje jego udoskonalen.

Literatura

Brooks S.P., Giudici P., Roberts G.O., Efficient Construction of Reversible Jump Markov Chain
Monte Carlo Proposal Distributions, ,Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statis-
tical Methodology)” 2003, vol. 65, issue 1.

Green P., Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo Computation and Bayesian Model Deter-
mination, ,,Biometrika” 1995, 82, 711-732.

Highly Structured Stochastic Systems, red. P.J. Green, N. Hjort, S. Richardson, University Press,
Oxford 2003.

Han C., Carlin B.P., MCMC Methods for Computing Bayes Factors: a Comparative Review, J. Amer.
Statist. Assoc., 96, 1122-1132, 2001.



26

Richardson S., Green P.J., On Bayesian Analysis of Mixtures with an Unknown Number of Compo-
nents, I.R. Statist. Soc. B (1997) 59, nr 4, s. 731-792.

Stephens M., Bayesian Analysis of Mixtures with an Unknown Number of Components — an Alterna-
tive to Reversible Jump Methods, ,,Annals of Statistics” 2000 nr 28.

Viallefont V., Richardson S., Green P.J., Bayesian Analysis of Poisson Mixtures, ,Journal of Non-
parametric Statistics” 2002, vol. 14, Issue 1-2, s. 181-202.

Zhang Z., Chan K.L., Wu Y., Chen Ch., Learning a Multivariate Gaussian Mixture with the Rever-
sible Jump MCMC Algorithm, to appear in Statistics and Computing, 2004.

BAYESIAN ESTIMATION OF MIXTURES
WITH UNKNOWN NUMBER OF COMPONENTS

Summary

The paper describes in detail the Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo algorithm which is
used in the Bayesian model choice. One of the frequently met model choice problems involves
finding the number of components in a mixture of distributions. The paper describes the case in
which the mixture component is univariate normal distribution. The algorithm is illustrated with some
simulation and real-life examples. The real-life examples use the data on air pollution in the Lower
Silesia region of Poland.
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