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SPLOTY ROZKEADOW JEDNOSTAJNYCH

Niech bedzie dana dwuwymiarowa zmienna losowa X = (X}, X>) o ciaglym roz-
kiadzie o gestosci fx(x). Niech beda dane ciagle i wzajemnie jednoznaczne prze-
ksztalcenia g;(x) i g2(x) o ciaglych pochodnych czastkowych wzgledem x; i x;:

Y=g(X) iy =g2(X).
Zalézmy, ze jakobian przeksztalcenia przybiera niezerowe wartosci w dwuwymia-
rowym przedziale (a < X; <b,c < X;<d).
Oznaczmy przez h, i h, przeksztalcenia odwrotne do g, i g2. Z zalozen dla g, i
g, wynika, ze przeksztalcenia odwrotne s3 wzajemnie jednoznaczne i maja ciagle
pochodne czastkowe wzgledem y, i y,. Jaki jest rozklad dwuwymiarowej zmiennej
losowej Y = (Y, ¥3)?

Gestos¢ rozkladu Y oznaczymy przez fy(y), a dystrybuant¢ przez Fy(y). Na
podstawie znanych wzoréw mamy:

()= IO _ dBBE)RG)) dx
dy dx dy

gdzie J jest jakobianem przeksztalcenia od“;rotnego:
dn  dq| 1Oh(Y) Oh(Y)
- aa}l aB)Z - a}}l @2
dx, dx,| |0h(y) Oh(y)
& @) [ o

Niech Y = X, X +X2). Wtedy X =(X,, I, -X)). Stad

=t (m(¥), (YDIJ |,

J
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Jakobian powyzszego przeksztalcenia przybiera niezerowe wartosci dla X, € R,
gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych. Gesto$¢ rozkladu Y jest rowna

£y () =fx(x,, = x).

Dla uproszczenia zapisu opuscimy indeksy przy zmiennych X, i Y>. W celu wyzna-
czenia gestosci rozkladu zmiennej Y nalezy obliczyé gestos¢ rozktadu brzegowego
fx(x, y — x). Mamy zatem

f,(0= [fe(xy-xads.

Zalézmy dodatkowo, ze zmienne losowe X i X; sa niezalezne o brzegowych gesto-
Sciach fi(x) i f5(x). Zatem

£, () =f* 60 = [HO6(y-x)ds. (1)

Ostatnia gestos¢ jest nazywana gestoscia splotu dwu rozktadéw brzegowych: fi(x) i
fz(x).

Rownos¢ (1) definiuje splot dowolnych funkcji, nie tylko gestosci rozktadow
prawdopodobienstwa. Gdy splatamy funkcje nie bedace funkcjami gestosci, to
splot tez nie bedzie gestoscia rozktadu prawdopodobienstwa. Zauwazmy, ze war-
tos¢ funkcji splotu w punkcie y jest rowna polu powierzchni pod funkcja fi(x) wa-
zona przez wagi f(y — x). Wagi f(y — x) otrzymuje si¢ z f(x) poprzez odbicie sy-
metryczne wzgledem osi 0Y, co daje fy(—x). W kolejnym kroku przesuwamy wy-
kres f;(—x) o y. Postgpowanie to ilustruja rys. 1-5. Na rys. 5 pokazano, jak mégtby
wyglada¢ algorytm numeryczny obliczania splotéw dwu dowolnych funkcji:

1. Dane sa funkcje f\(x) i f;(x), ktére maja by¢ splatane.

2. Obliczamy dla ustalonego punktu y wartosci funkcji f5(y —x).

3. Wyznaczamy
Xin (y)=_ggm(x:fl(x)fz(y—x);tO) orazx_ (y)=_}rﬂzﬂ(‘”(Jt:fl (x)f,(»—x)=0).

4. Dziedzing (Xmin, Xmax) dzielimy na przedzialy o dtugosci dx. Zatézmy, ze
jest ich n.

5. Obliczmy sume pol



£,(5) =dx> £ (o () + = 0,5)dx)Fy (xpn (9) + (I = 0,5) d x).
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] Rys. 1. Rozklad normalny N(0,1) jako fi(x)
Zrodto: opracowanie wlasne
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) Rys. 2. Rozktad tréjkatny jako fr(x) Rys. 3. Wykres f)(1-x)
Zrodlo: opracowanie wilasne. Zrédto: opracowanie wlasne.
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-3 -2 -1 0 1 2 3

) Rys. 4. Wykres 1000f)(x) i f,(1-x)
Zrodio: opracowanie wlasne.

3 2 -1 0 1 2 3
Rys. 5. Pole zakreskowanego obszaru jest warto$cig splotu 1000fy(1)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Im drobniejszy podziat dx, tym dokladniej wyznaczona jest wartos¢ splotu fy(y).
Funkcj¢ splotu otrzymamy po obliczeniu jego wartosci dla y nalezacych do (Vmin,
Ymax), gdzie

ymin = _Eggm(xmin (y)) oraz ymux = _glg’(‘m(xmu (y))
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Postgpowanie przedstawione na rys. 1-5 bardzo

rozkiadéw jednostajnych.

fy(~x) 1

4

fi(x)

ulatwia obliczanie splotow

Rys. 6. Splot funkc;ji f;(0)*f>(0)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

A

1(y~x)

fi(x)

W

Rys. 7. Ciemniejsze szare pole jest warto$cig splotu dwu rozktadéw
jednostajnychdla0<y <1

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Niech

1 dla 0<x<],

fi(x)=1£,(x)=
() =1,(x) {0 dla x<Olubx>1.

Znajdzmy graficznie splot f,(y)*f,(y). Splot dla wszystkich y < 0 przyjmuje war-
tos¢ réwna zeru, gdyz oba wykresy funkcji s3 rozlaczne.

Dla 0 <y <1 mamy rys. 7. Warto$¢ splotu dla podanego zakresu y jest rowna
polu ciemnoszarego prostokata, tzn. y. Przesunmy teraz fo(y — x) do miejsca, dla
ktorego 1 <y <2.

! fi(x) £0-x)

I >
0 y=1 1 y 2
Rys. 8. Ciemniejsze szare pole jest warto$cia splotu dwu rozktadéw

. jednostajnychdlal <y <2
Zrédlo: opracowanie wlasne.
W tym przypadku pole wyréznionego prostokata jest rowne (1 —y +1) =2 —y.

Dla y > 2 oba wykresy sa roztaczne i splot jest rowny zeru (rys. 9).

Zatem ostatecznie

0 dlay<Oluby>2,

L) =4y dla 0<y<],
2-y dlal<y<2
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1 fi(x) £(-x)

0 1 y-1 2y

Rys. 9. Splot dla y > 2
Zrédto: opracowanie wlasne.

W wyniku otrzymujemy rozkfad trojkatny na odcinku <0, 2>.

A

L0)* £0)

T Y >
y
0 1 2

Rys. 10. Splot dwu rozktadéw jednostajnych J(0, 1)
Zrodlo: opracowanie wlasne.

Splot trzech rozkladéw jednostajnych J(0, 1) jest rGwnowazny splotowi dwu
rozktadéw jednostajnego J(0, 1) i trojkatnego na odcinku <0, 2>. Wynika to z wlas-
nosci facznosci splotu. Ten splot tez mozna tatwo wyznaczyé graficznie. Rysunki
11-14 przedstawiaja kolejne kroki.
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f1(=;
=) £00)° )

i

I I
0 1 2

Rys. 11. Splotdlay <0
Zrédto: opracowanie wlasne.

Jak widac z rysunku, warto$¢ splotu trzech rozkladéw jednostajnych J(0, 1) dla
¥ <0 jest réwna zeru. Przyjmijmy teraz, ze 0 < y < 1. Mamy wtedy

fi(y —
0= (2)* Bx)

4

[ I
y -1 0 y 1 2

Rys. 12. SplotdlaQ<y <1
Zrédto: opracowanie wlasne.

W tym przypadku pole okreslajace warto$¢ splotu jest polem tréjkata. Wynosi ono
2
y/2.
Przeniesmy y do przedzialu <1, 2). Wykres bedzie wygladat nastepujaco:
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f -
P A

N

0 y-1 1 y 2

Rys. 13. Splotdlal <y <2
Zrodto: opracowanie wlasne.
Tym razem trzeba policzy¢ pole pigciokata, ktory mozna podzieli¢ na dwa trapezy
prostokatne:

fiy - x)
fi(x)* falx)

"

T |
0 1 y-1 2 y

Rys. 14. Splotdla2 <y <3
Zrodlo: opracowanie wlasne.

1. Wysokos$¢ pierwszego trapezu jestrowna 1 —y +1 =2 -y, zas dhugos¢ pod-
staw odpowiednio y — 11 1. Stad pole tego trapezu jest rtowne y(2 — y)/2.
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2. Wysokosé drugiego trapezu jest rdwna y — 1, a dlugosci podstaw 2 — y i 1.
Pole tego trapezu jest rowne (y — 1)(3 — y)/2. Wartos¢ splotu jest wiec rowna (2y —
Y43y =y =3+ )2 = (=2)* + 6y - 3)/2.

Dla 2 < y £3 wykres przedstawiono na rys. 14. Teraz wartos¢ splotu dla zada-
nego przedziatu jest polem trojkata rownym (2 —y + 1)*/2 = (3 — y)*/2.

Dla y > 3 obie figury beda rozlaczne i splot bedzie réwny zeru. Zatem

(0 dlay<0iy>3,
2
}’7 dla0<y<l,
f3()=f(y)*f *f =427 -
M =t* )+ 50) Z2y +6y-3 dlal<y<2,
2
BG=»" dla2<y<3.
. 2
0,8
0,6
0,4 -
02 |
0 _ :
0 1 2 }

' Rys. 15. Splot f(y) rozkladéw J(0, 1)
Zrédlo: opracowanie wilasne.
Wykres splotu sklada si¢ z trzech sklejek w punktach 1 i 2 wielomianéw stopnia

drugiego.
Z przedstawionych rozwazan daje si¢ zauwazy¢ nastepujace fakty:
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1. Splot f™(y) rozkladéw jednostajnych jest funkcja sklejana w punktach cat-
kowitych 1,2, ..., k—1.

2. Sklejkami splotu () rozkladéw jednostajnych sa wielomiany & — 1 stop-
nia.

3. Z twierdzenia Lindeberga-Levy’ego standaryzowany splot k rozkladow jed-
nostajnych J(0, 1)

k

k
ZXi'E

U= i=l
k

12

gdy k — oo staje si¢ rozkladem normalnym N(O, 1). Wynika stad, ze rozkiad nor-
malny jest sklejka & wielomianéw & — 1 stopnia, gdy k zmierza do nieskonczonosci.

Z punktu widzenia numerycznego gesto$¢ rozktadu N(O, 1) lub N(%’\/%] daje

si¢ aproksymowaé za pomoca wielomianéw k — 1 stopnia sklejanych w punktach
catkowitych dla odpowiednio duzych k. Czgsto do generowania wartosci zmien-
nych losowych z rozkladu N(6, 1) stosuje si¢ sum¢ 12 niezaleznych zmiennych
losowych o rozkiadzie J(0, 1). Jako$¢ tego generatora jest zalezna od jakosci gene-
ratora J(0, 1).

Analiza rys. 6-14 pozwala na konstrukcj¢ dowolnych splotow rozkladéw jed-
nostajnych J(0, 1). Z konstrukeji juz obliczonych splotéw wynika, ze tatwo mozna
napisa¢ wzor rekurencyjny dla splotu dowolnego rz¢du k. Jak tatwo zauwazyc,
kazda sklejka splotu rz¢du k rozktadow J(0, 1) jest catka ze sklejki rzedu & - 1.
Oznaczmy sklejki splotu rzedu k& — 1 jako gi-1,1 , k-1, 2, --+» i1, 4-1. Wtedy dla splo-
tu rzgdu k mamy:

0 dlay<0 lub y>k,

y

ng-l,l (x)dx dla0<y<],

0

fok )=< J y ' .
(y .[gk—l,j(x)dx+ ng-|,j+|(x)dx dlaj <ij+l, j=1,k—2,

y-l j

k-1

ng—l,k-l(x)dx dlak-1<y<k,

L -1

gdzieg(x)=1dla0<x<1.
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Wykorzystajmy powyzszy wzér rekurencyjny do wyznaczenia splotu £'(y).
Dla f(y) mamy nastepujace sklejki:

2

gs,n()’)=y7 dla0<y<]l,
2
gJ,z()’)=M dlal<y<?2,
_ 2
ga,s()’)=% dla2<y<3.
Splot f 4(y) ma postac:
(0 dlay<0 lub y>4,
y

lj.xzdx=y— dlad<y<],
2; 6

1! 17
— J-xzdx+-£ j(—2x2 +6x—3)dx
yol i
3

y 2 2
. =——42y" -2y+— dlal<y<2,
fAy)=q " g T Ty Y

3 J(2w rx-d)es L fo-oyas

y-

- =

='_y_—4y2+10y—£ d132<ys3,
2 3
3

3
J'(3—x)2dx=—y?+2y2—8y+¥ dla3<y<a.

y-

1
2

Splot £%(y) jest rozktadem sumy k zmiennych losowych niezaleznych o rozkla-
dach J(0, 1). Rozklad ten nosi nazwe rozktadu Irwina-Halla. Rozklad X obliczony

na podstawie k& zmiennych losowych niezaleinych o rozkiadach J(0, 1) nosi nazwe
rozktadu Batesa. ZnajdZzmy jego gestosé:
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Fe(2)=P(X <z) =P(iX,. SIQJ =P(Y <kz)=F, (kz),

i=t
dF;(2) _dF, (k)
dz dz

f ()= =kf, (kz) = k™ (k).

0,7

0,6

0,5 -

0,4

0,3 1

0,2 1

0,1 1

0- —

0 1 2 3 4

Rys. 16. Wykres splotu f"(y) i odpowiadajacego mu rozkiadu normalnego N(2, 0,577)
Zrédto: opracowanie wlasne.

Parametry obu rozktadow sa tatwe do wyliczenia na podstawie wiasnosci wartosci
oczekiwanych i wariancji: dla rozkladu Irwina-Halla E(Y) = 0,5ki V(Y)=4k/12. W
rozkladzie Batesa E(X)=0,5 i V(X)= é

Rozklad Batesa dla sredniej obliczonej z czterech obserwacji z rozkiadu jedno-

stajnego J(0, 1) ma postaé
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,

0 dlaz<0 lub z>1],
3
128 dla0<z<t,
3 4
£ _ —12823+12822-322+3 dla l<zs-l—,
(2)=1 3 4 2
1282° -256z2+1602-2 dla l<zsi,
3 2 4
3
1282 +128z2-128z+% dla %<z$l.

Wydaje sig, ze taki sposob przedstawienia splotu rozkladow ulatwia zrozumie-

nie istoty splotow i przyczyni si¢ do popularyzacji tej metody tworzenia nowych
rozkladow.
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CONVOLUTION OF UNIFORM DISTRIBUTIONS
Summary
In this paper is given a recursive formula for convolution of 4 uniform distributions.

Besides its novelty, it seems that the proposed formula is very intuitive. It could be useful
for the popularization of the convolution method for creating new distributions.
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