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1. Wstep

Glownym celem tego artykulu, o charakterze bardziej dydaktycznym niz na-
ukowym, jest szczegétowa analiza warunkow istnienia réwnowagi na rynkach
ubezpieczeniowych. Rozpatrzmy rynek, na ktorym znajduje si¢ jedno dobro kon-
sumpcyjne i w chwili wejscia na rynek kazdy z klientow ma taki sam majatek,
wynoszacy w jednostek, i w takim samym stopniu jest narazony na zajcie zdarze-
nia losowego powodujacego utrate tego majatku w calosci lub czesci (por. [1; 5)).
Zalézmy, ze wielkos¢ straty jest rowna d i prawdopodobienstwo zajécia tego zda-
rzenia jest rowne p. Tak wigc wielko$¢ majatku klienta jest zmienna losowa przy-
bierajaca dwie wartosci: w,, gdy zdarzenie nie zajdzie (stan 1), i w,, gdy zdarze-
nie zajdzie (stan 2). Z kazda wielkoécia majatku zwiazana jest satysfakcja z jego
posiadania, okreslana jako uzytecznos¢. W pracy przyjmuje si¢, Ze uzyteczno$c
takiej samej wielkosci majatku dla wszystkich osob jest taka sama. W rozpatrywa-
nym przypadku majatek jest losowy, wiec satysfakcja bgdzie ,,mierzona” za pomo-
ca wartosci oczekiwanej funkcji uzytecznosci tego majatku. Przyjmuje si¢, ze
klient ma awersj¢ do ryzyka (por. [3]), stad funkcja uzytecznoéci jego majatku
spetnia warunek U" < 0.

W pracy zaklada sig, ze wielko$¢é majatku (w,, w;) moze by¢ zmieniona po-
przez zakup polisy ubezpieczeniowej. Kazda polisa ubezpieczeniowa jest charakte-
ryzowana za pomoca sumy ubezpieczenia a;, i wielkosci skladki ubezpieczeniowej
a), ktéra przy tej sumie nalezy zaptaci¢. W pracy rozpatrywana bedzie suma ubez-
pieczenia netto, czyli wielko$¢ ubezpieczenia pomniejszona o wielkos¢ skiadki
ubezpieczeniowej. Tak wiec polisa ubezpieczeniowa jest dwuwymiarowym wekto-
rem a=(q,,a,). Jezeli klient wykupi polis¢, to jego majatek bedzie nastgpujacy:
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(w,—a,,w, —d+a,). W zaleznosci od wielkosci «; i a, zmienia si¢ majatek
klienta, a wigc rowniez uzyteczno$¢ tego majatku. W odniesieniu do kazdej wiel-
kosci majatku (w, —a,,w, —d —a, + @,) mozna okresli¢ wartos¢ oczekiwang funk-
cji uzytecznosci. Polisy, dla ktorych oczekiwane uzytecznosci sa takie same, sa dla
klienta tak samo korzystne.

2. Rynek ubezpieczeniowy

Polisg ubezpieczeniowg mozna kupi¢ na rynku ubezpieczeniowym, ktérego
uczestnikami sa zaklady ubezpieczeniowe i klienci. Rynek ubezpieczeniowy jest
tworzony za pomoca funkcji popytu i funkcji podazy. Mozna przyjaé, ze funkcja
oczekiwanej uzytecznosci majatku okresla preferencje klienta co do zakupu polisy
ubezpieczeniowej, czyli okresla popyt na ubezpieczenia. W pracy przyjmuje sig, ze
jest ona postaci:

Vi(p,wi,m) =(1- p)U(w)+ pU(w,), (M

gdzie w, oznacza majatek klienta w stanie 1, w, oznacza majatek w stanie 2, U —
funkcj¢ uzytecznosci, p — prawdopodobienstwo stanu 2. Po wykupieniu polisy
o =(a,,a,) majatek klienta si¢ zmieni i oczekiwana uzytecznos¢ wyniesie

Vip,a)=V'(p,w—a,w-d+a,)=(1-p)U(w-a))+ pUw—d+a,). (2)

Wykupienie polisy ubezpieczeniowej ma sens tylko wtedy, gdy nie zmniejsza ono
oczekiwanej uzytecznosci klienta, tzn. gdy spelniony jest warunek

V(ip,a)2V(p,0).

Przyjmuje sie, ze polise ubezpieczeniowa wykupuja tylko ci klienci, ktorzy maja
awersj¢ do ryzyka. W takim przypadku druga pochodna funkcji uzytecznosci jest
ujemna to znaczyU" <0, a funkcje oczekiwanej uzytecznosci majatku klienta sa
wypukte. Warstwice tej funkcji sa nazywane krzywymi obojgtnosci. Przyktadowe
funkcje oczekiwanej uzytecznosci przedstawiono na rys. 1.

Oczywiscie sposrdd wszystkich mozliwych kontraktéw klient wybierze ten, dla
ktorego wartos¢ oczekiwana funkcji uzytecznosci losowego majatku jest najwigk-
sza. Jesli interpretuje si¢ to graficznie, oznacza to, ze wybiera polisg, ktdra lezy na
,»Najwyzej potozonej” krzywej obojetnosci.
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’ Rys. 1. Przykladowe funkcje uzytecznosci
Zrodlo: opracowanie wiasne.

Towarzystwa ubezpieczeniowe ksztaltuja na rynku ubezpieczeniowym podaz.
Sa one neutralne wobec ryzyka (funkcja uzytecznosci majatku jest liniowa), a ce-
lem ich jest sprzedawanie takich polis, ktore zapewniaja mozliwie najwigkszy
zysk. Wielkos¢ zysku jest zmienna losowa, a zalezy od prawdopodobienstwa zaj-
$cia stanu 2 oraz od sprzedanej polisy. Oczekiwany zysk towarzystwa ubezpiecze-
niowego ze sprzedazy polisy a = (&,,«, ) wyraza si¢ nastepujaco:

#(p,a)=(1- p)a, - pa,. 3)
Na rynku konkurencyjnym zakiady ubezpieczeniowe moga oczekiwac jedynie, ze
sprzedadza taka polise, dla ktorej z(p,a)=0. Gdyby towarzystwo ubezpiecze-
niowe wprowadzilo na rynek polise B, dla ktorej z(p,B) >0 (tzn. zysk jest dodat-
ni), wéwczas ,.konkurencja” odpowiedziataby wprowadzeniem na rynek polisy 1,
ktéra przynosi zysk mniejszy niz B, ale zapewnia klientowi wigksza konsumpcje 1
jest chetniej przez niego kupowana. Gdyby zysk byt w dalszym ciagu dodatni,
mozna by wprowadzié¢ na rynek inng polis¢ — p, dajaca jeszcze mniejszy zysk.
Wprowadzanie nowych polis trwaloby do czasu ustalenia si¢ zysku na poziomie
zera. Polisy, ktore przynosza stratg, tzn. dla ktérych z(p,a)<0,nie moga byc
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przez zaklad ubezpieczen sprzedawane. Na rys. 2 przedstawiono przykladowa
funkcje podazy na konkurencyjnym rynku ubezpieczeniowym.
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Rys. 2. Funkcja podazy na rynku ubezpieczeniowym
Zrédto: opracowanie wilasne.

Zbiér punktéow pierwszej ¢wiartki ukladu wspoétrzednych przedstawia zbior
wszystkich mozliwych polis oferowanych przez zaklady ubezpieczen, a narysowa-
na linia prosta obrazuje prosta ,,zerowego zysku”, czyli polisy, ktore nie przynosza
zysku ani straty. Powyzej prostej podazy znajdujq si¢ polisy przynoszace strate,
ponizej polisy, dla ktérych zysk jest dodatni. Wspélczynnik kierunkowy proste)

zerowego zysku jest rowny ——.

3. Réwnowaga na jednorodnym rynku ubezpieczeniowym

Rozpatrzmy rynek ubezpieczeniowy, na ktérym znajduja si¢ identyczni klienci,
tzn. tacy, dla ktérych prawdopodobienstwa zajscia stanu 2 s takie same, a row-
niez takie same s funkcje uzytecznosci ich majatku. W oméwionej sytuacji mozna
rozpatrywaé tylko jednego przedstawiciela tej grupy. Zastandwmy sig, czy na ta-
kim rynku istnieje rownowaga. Intuicyjnie rownowaga oznacza taki stan na rynku,
ktérego ani klienci ani sprzedawcy nie chca zmienié. Jest wiele definicji rownowa-
gi rynkowej. W pracy tej przyjmiemy definicj¢ rownowagi typu Cournota-Nasha
(por. [1; 3]), zgodnie z ktéra rynek jest w rownowadze, jezeli istnieje zbidr polis
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(lub polisa), dla ktdrych maksymalizowana jest oczekiwana uzyteczno$¢ klienta i
ponadto spetnione sa dwa warunki:

a) W zbiorze rGwnowagi nie ma polis, ktoére zaktadowi ubezpieczen przyno-
Sza strate.

b) Poza zbiorem réwnowagi nie ma polis, ktore generuja nieujemny zysk.
Na rys. 3 przedstawiono krzywe oczekiwanej uzytecznosci klienta i funkcj¢ zero-
wego zysku zakladu ubezpieczen.
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) Rys. 3. Funkcja popytu i podazy na rynku ubezpieczeniowym
Zroédlo: opracowanie wilasne.

<

Prosta w, =w, tworzy zbidr polis, dla ktérych uzytecznos¢ majatku klienta w
stanie 1 1 stanie 2 jest taka sama. Oznacza to, ze polisa taka gwarantuje klientowi
pelne pokrycie strat w razie zajscia stanu 2. Takie ubezpieczenie nazywa si¢ ubez-
pieczeniem pelnym. Poniewaz klient ma awersj¢ do ryzyka, wykupi wlasnie taka
polisg. Pogrubiona linia prosta na rys. 3 przedstawia prosta zerowego zysku w
uktadzie wspotrzednych (w,,w,). Wspélczynnik kierunkowy prostej w tym ukila-
dzie wspoélrzednych jest ujemny, gdyz przy ustalonym zerowym zysku wielkosé
majatku w stanie 2 ro$nie w miarg¢ wzrostu skfadki , , czyli w miar¢ zmniejszania
si¢ wielkosci majatku w stanie 1. Wspotczynnik kierunkowy k-tej prostej wynosi:
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Na rys. 3 punkt E odpowiada sytuacji a =(0,0),co oznacza, ze klient nie wy-
kupit ubezpieczenia. Jak widac, polisa ta lezy na krzywej oboj¢tnosci zapewniaja-
cej najmniejsza konsumpcje, czyli jest to sytuacja dla klienta najmniej korzystna.
Wykupienie polisy @ =(¢,,a,) przesuwa klienta na wyzsza, a wigc bardziej ko-

rzystng krzywa obojetnosci C,.

Polisy zapewniajace klientowi najwieksza konsumpcje leza na krzywej Cs.
Wprawdzie polisy na krzywej C, sa jeszcze bardziej korzystne dla klienta, ale nie
spetiaja ograniczenia okreslonego wzorem (3), a wigc nie sa sprzedawane przez
zaklad ubezpieczen. Wiadomo, ze polisa maksymalizujaca oczekiwang uzytecz-
nos¢ 1 spelniajaca warunek zerowego zysku (por. [4; 2]) lezy w punkcie stycznosci
krzywej obojetnosci z prosta zerowego zysku.

Sprawdzmy, czy polisa a” = (e, ,,) spehia ten warunek. W tym celu poli-
czymy wspolczynnik kierunkowy stycznej do krzywej C, w punkcie a . Wspol-
czynnik kierunkowy stycznej do funkcji w pewnym punkcie « jest réwny wartosci
pierwszej pochodnej tej funkcji w tym punkcie. Pochodna funkcji oczekiwanej
uzytecznosci okreslonej wzorem (1) okreslona jest nastgpujaco:

da, _U'w)l-p)_ 1-p U'(w)

da,  U'w)p p Um)

Polisa a” =(a;,a;) lezy na prostej w, =w,, tak wigc U'(w;) =U'(w,), stad:

day __1-p
da, | . p

Z roéwnosci tej wynika, ze wspotczynniki kierunkowe prostej (3) i stycznej do
krzywej C; sa takie same, a ponadto obie proste przechodza przez punkta’,co
oznacza, ze si¢ pokrywaja. Tak wigc polisaa’ maksymalizuje oczekiwana uzytecz-
nos¢ klienta. Ponadto polisa ta generuje nieujemny zysk, poniewaz lezy na prostej
zerowego zysku. Oznacza to, ze spelniony jest warunek (a) definicji rOwnowagi
typu Cournota-Nasha. Warunek (b) jest rowniez spelniony, poniewaz kazda polisa
zapewniajaca klientowi wigksza konsumpcj¢ przynosi zaktadowi ubezpieczen strate.
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4. Problem réwnowagi w przypadku niejednorodnego rynku
ubezpieczeniowego

Przyjmujmy teraz, ze wiadomo, iz na rynku ubezpieczeniowym znajduja si¢
klienci dwoch typow: klienci o niskim prawdopodobienstwie zajscia stanu 2 (praw-
dopodobienstwo to oznaczymy p,, ) i klienci, dla ktérych prawdopodobienistwo to
jest duze (oznaczmy je p, ). Zaklad ubezpieczen nie moze jednak rozdzieli¢ klien-
tow na grupy wedlug prawdopodobienstwa stanu 2, nie wiadomo bowiem, ktory z
klientow nalezy do ktorej grupy. Wiadomo tylko, ze frakcja klientéw o prawdopo-
dobiefistwie p,, jest rowna A. Srednie prawdopodobieristwo stanu 2 dla wszystkich
klientow wynosi: p=A p, +(1-A)p,. Rozpatrzmy, czy w przypadku takiego
rynku ubezpieczeniowego istnieja polisy lub polisa, ktore tworza zbior rownowagi.
W tym przypadku moggq istnie¢ tylko dwa rodzaje zbioréw rownowagi; sa one
nastepujace (por. [3]):

— jednoelementowy zbior rownowagi, utworzony przez polise, ktéra kupowaé

beda klienci zar6wno o duzym jak i o malym prawdopodobienstwie stanu 2;

— dwuelementowy zbiér punktéw réwnowagi, utworzony przez dwie polisy a” i

a", sprzedawane odpowiednio klientom o prawdopodobienstwach p, i p, .

Mozna pokazaé, ze w rozwazanej sytuacji na rynku konkurencyjnym zaden z
wymienionych zbioréw nie jest zbiorem punktéw réwnowagi.

5. Whnioski

Z prezentowanej pracy wynika, ze na konkurencyjnym rynku ubezpieczenio-
wym nie zawsze istnieje rOwnowaga. Jezeli rynek jest jednorodny, to — jak pokaza-
no w punkcie 2 — rownowaga istnieje i zbior rownowagi jest jednoelementowy. Na
rynku niejednorodnym réwnowaga moze nie istniec. W sytuacji takiej dla istnienia
rownowagi niezbedny jest podziat klientow rynku na grupy jednorodne pod wzgle-
dem ryzyka.
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THE ESSENCE OF EQUILIBRIUM ON INSURANCE MARKETS
Summary

The main goal of this paper is to analyze the conditions for the existence of equilibrium
on the competitive insurance markets. These conditions are analyzed for two elementary
markets. One of them consist of agents facing the same risk and having the same utility
functions. The second kind of analyzed markets consists of two groups of individuals called
low-risks and high-risks.
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