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Zadanie rozpoznawania obiektu polega na przyporzadkowaniu temu
obiektowi, na podstawie pomiarow pewnych wybranych jego fizycznych
cech, nazwy lub numeru klasy!oblektéw, do ktdérej on nalezy. Takie
jednolite ujecie zagadniet rozpoznawania pozwala rozwiazywaé je w
oparciu o te same metody, ktérych opracowanie jest wzasdnie zadaniem
teorii rozpoznawania oblektéﬁ; Rozpoznawanie obiektdéw jako dyscypli-
na naukowa zajuuje sie wi@c'épxagowywaniem teorii i zasad budowy
urzadzen technicznych, ktére@bykyby w stanie, w sposdéb mozliwie naj-—
doskonalszy, rozwiazywaé te %agadnieniau ' '

Zauwazny, 2e przyporzadkdwanie obiektowi numeru klasy nie mnusi
by¢ jednoznaczne, np. w zadaﬂiu klasyfikacji tekstéw pisanych ko -
nieczne jest uwzglednienie féktu, 2e dane litere rézne osoby Dpiszs

réznie, 2 tego tez wzgledu wydage sie, ze najlepszym modelem klasy -
fikacji jest przyjecie schematu probabilistycznego, w ktorym para -
vmetry Qpisujéce obiekt jak i‘numery klas traktowane ss jako regli -

zacje zmiennych losowych:. | . .

W wielu praktycznych sytuécjach zwigzanych z klasyfikacje rdznych
zjawisk zdarza sie, Ze poszcgegéine klasy, do ktdérych naleza pojawia-
jace si¢ losowo bbiekty, sg od siebie zalezne. Sytuécja taka jest
szczegolnie typowa dla zadaﬁ;rozpoznawénié tekstéw literowych oraz
dla wigkszodeci zadan zwigzanych z rozpoznawaniem stanow charaktery -
stycznych proceséw'teohnologioznych;

Rozpoznawanie sytuacji tgchnologicznej, poiegajace na przetworze-—
niu duzej iloSci informacji Strzymanych w wyniku pomiarodw charaktery-
stycznych parémetréw danego procesu technologicznego, jest jednym 2 .
‘elementéw W kompleksowe j autématyzacji procesoéw przemysiowych i zwia?
zane jest na o0goéx z zadéniemjsterowania danym procesem. W przypadku‘
gdy stan charakterystyczny w%pewnej fazie procesu technologicznego.

| , .
zalezy od stanu, jaki wystapil w fazie poprzednie]j, dany proces mo2— -
o :



I
na traktowad jako wieloetapowﬁ, a odpowiednie rozpoznawanie stanéw
charakterystycznyeh oraz ewen%ualne wykorzystanie wynikéw rozpoznawna-—
nia do sterowania tym procegem wymaga uwzglednienia zaleznosci po =
niedzy poszczegdlnymi etapamlgbadanego procesu.
|
Za najprostszy probabilistyczny model takiej zaleznosci uwazacd
mozna sytuacje, w ktorej ciag ‘klas (stanéw charakterystycznych), do
ktérych naleuq pojawiajace s1e obiekty (pomiary) tworZJ prosty Zah -
cuch Markowa. Przykzadem moze tu by¢ reakeja syntezy chemlczneg. kt6—
rej produkt zalezy od proporcjl substratéw oraz warunkdw syntezy. Gdy
wymagane proporcje sa realizaéjami zniennych losowych i zaleza od wy-—
nikow poprzednich faz (etapéw) procesu syntezy, otrzymujemy Zaticuch
arkowa, w ktérym wynik kolegneﬁo etapu reak031 chemicznej zalezy od

poprzedniego, a jednoczesnie uzaleénia od siebie wynik etapu nastep -

Temat niniejszej pracy suéerujé, ze przedﬁiotem rozwazan beds al-
gorytmy rozpoznawania z uczeniem dla przypadku, gdy cigsg klas powig -
zany jest w prosty zaicuch Markowa oraz ich analiza pordwnawcza.

Omawiana w pracy problema%yka zar éwno w literatufze polskiej jak
1w dostepnej literaturze éwiétowej jest stosunkowo uboga. Niewielu
autoréw sie nisg zajmowazo i zajmuje. Pierwszg pozycjs, W sensie chro-
nologicznyn, ktéia na ten temat sie ukazaza, to [9], W ktéfej na
przykzadzie rozpoznawania tekftéw literowych przedstawiono wyniki eks-
veryuentalnego badania algorxtmu uwzgledniajacego “"kontekst", to jest
zaleznogci pomiegdzy klasyfikdwanymi literami. Wyniki te okazaxy sie
bﬁaecujace, a wiec odpowiedélpa postawione w tytule pytanie byza
twierdzsgea. . .

Podstawows pracg w zakresie interesujacego nas problemu jest po =—
zycja {29], W ktérej'po raz ﬁierwszy zostaz sformutowany matematyczny -
model zadania oraz uzyskany éostak na drodze analitycznej optymalny A
(w sensie minimum ryzyka) aléorytm fozpoznawania przy przyjeciu mode—

lu bayesowskiego dla laﬁcuchéw Markowa. Przedstawiono tam zxdwniez
' |



jego warianty i odmiany!oraz dokonano eksperymentalnego ich ba-—
dania. Jakkolwiek autor snoarzak na gzagadnienie w sposdéb bardzo 0g0l-
ny. o jednak pominsgz zupelnym milczeniem sytuacje niepeinej informa-—
cji o klasyfikowanych sytuacgach dlatego pewnym uzupeinieniem tej
pracy jest pozycja [3], w Kté;eg nie tylko uzyskano bardzo zgrabns,

rekurencyjna postac¢ algorytmu |rozpoznawania przy peinej informacji

el

|
probabilistycznej, ale sformuiowano w niej rdwniez kilka rdézanych al -
gorytmdéw rozpoznawania z uczeﬁiem, ktére powstaxy przez uogodlnienie

na przypadek tadcuchodw Markowé rezultatéw opracowanych uprzednio dla
niezaleznego ciegu obrazdw. |

kolel w pracy [131 konstruuge sie pewne modyfikacje znan ych al-
gorytméw rozpoznawania typu "ﬁajbliészy sgsiad", ®najblizsza sredniag
"o najblizszych sasiadow" dla?przypadku, gdy ciag klas rozpoznawanych
obiektdw tworzy prosty zancuch Markowa oraz dokonuje sie ich ek snery—
mentalnego badania. Wynienic réwniez nalezy opracowanie [6], w ktd -
rym uzyskano goérne oszacowanie prawdopodobiefistwa bZednej klasyfika -
cji bayesowskiego algorytmu ropoZﬂawania prostych ancuchodw Markowa.
Oszacowanie to dotyczy najprostszego przypadku (dychotomia, obrazy
jednowymiarowe), dlatego wyniki jakie autor zaprézentowak, stanowigce
niewstpliwie cenne osiagniece;,maja raczej charakter fragmentaryczny .
i ogélnopoznawczy, a w mniejs%ym stopniu znaczenie praktyczne.

Na tym tle wyniki zaprezentowane w niniejsze]j pracy przedstawiajs
sie nastepujsaco.

W rozdziale drugim przedstawiony zostaz model matematyczny zada -
nia.oraz algorytn rozpoznawania prostych Zancuchdw Markowa przy ped -
nej informacji probabilistyczﬁej §%ormukowany w [3,291. Zawarto po -
nadto w nim kilka spostrzeieﬁ?autora dotyczacych pewnych wZasnosci
Opisanego algorytmu. '

W oparciu o nieparaﬁetrycﬁne estymatory gestosci prawdopodobien -
stwa [18,20,22,27,311, Z ktérych niektére wykorzystano juz do sformu-
towania regux decyzyjnych dlﬁ‘przypadku niezaleznie pojawiajecych sig

i
|
»
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obicktow {12], w rozdziale trzecim skonstruowane zostaiy algorytmy.
rozpoznawania z uczenien dla ciggu obiektdéw, ktorych klasy tworzg pros:
; s :
raticuch Markowa. Przedstawione algorytmy (patrz tez [14,15]) Sg a=
nalitycznymi algorytmami rozpoznawania z uczeniem i powstazy przez za-
|

stepienie w algorytmie wyko?zystujaoym veinsg informacje probabilistycsz
na o klasyfikowanych sytuacjach {3], nieznanych rozkiadéw ich esty -
matorami. Nie sa to wige in%uicyjne algorytmy rozpoznaﬂania takie, jak
na przyktad "najblizszy sesiad" czy “"najblizsza 4rednia®,

Zagadnieniem istotnym z punktu widzenia praktyki jest pordwnanie

dznych sposobdw uczenia rozpoznawania polegajecego na wykorzystaniu

H

przy wyznaczeniu nieznanychlrozk&adéw prawdopodobiedstw, informacji
'statystycznej zawarte] w tak zwanym ciggu uczacym utworzonym 2z pewnej
liczby‘pomiaréw i ich poprawnych klasyfikacji.
Taka wzas$nie analiza pordwnawcza roéznych algorytmow rozpoznawania
| ;
2z uczeniem dla prostych zahcuchdéw Markowa byza zgsadniczym celem pra=—
oy, '8 -Jaj opis 3 rezultaéy zawarte zostazy w dwodch nastepanych roz -
dziazach. Rozdziax czwarty 6 charakterze opisowym zawlera informacje
dotyczgsce podstaw i metodyki analizy pordéwnawczej. Wyniki natomiast
zaprezentowane zostaxy w rozdziale pistym. W pierwsze]j jego czesci
przedstawiono rezultaty uzyskane na drodze analitycznej, ktdre zawar—
to w trieoh twiexdzeniach d@tyczacych wxasnofci asymptotycznych bada-—
: [
nych algorytméw. W drugiej natomiast jego czesci przedstawione zosta-—
|
2y wyniki eksperymentalnego badania niektdérych algorytméw rozpoznawa-—
nia z uczeniem dla prostyoh:kaﬁcuchéw liarkowa.
Cele badan eksperymentalnyc@ byxzy nastgpujeace:

1. sprawdzenie celowoéci?uwzglednienia w algorytmach markowskiej
zaleznodci pomiedzy kiasami Qbiektéw (zauwazyd bowiem nalezy,
zZe algorytuy rozpozna%ania uwzgledniajace zaleznoéé¢ typu Mar-—
kowa s& na ogdéx znacznie bardziej skomplikowane niz odpowied-

|
- nie algorytmy nie uwzéledniajace takiej zaleznosci),
2. dokonanie pordwnania gadanyoh algorytmoéw,

!
|
i
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3. zbadanie wpiywu niektér%ch warunkow rozpoznawania

na jego jakosé. f
1 :
Na cazosé przedstawionych!w pracy eksperymentalnych rezultatow
skxadaja sie rdwniez pewne wyﬁiki prezentowane juz w {13,14].
Za podstawe eksperymentalnego |pordwnania algorytudw przyjeto czas kla-
‘
syfikacji pojedynczego obrazu oraz czestogd bzednych rozpoznan, ktdra
- przy zerojedynkowe}] funkcji5strat - stanowi przyblizong ocene praw -—
dopodobiedstwa biednej klasyfikacji. |
<
Na koniec, w rozdziale szdstym, przedstawiono pewien pogladowy
i ilustracyjny przykzad praktjczn@go zastosowania algorytmdéw rozpozne-
wania prostych zadcuchdy Mark&wa oraz w rozdziale siddmym zawarte zo-
staty wynioski i uwagi koﬁcowé.
Programy realizujrce zaprezentowane algorytmy rozpoznawania dla

m.c. ODRA 1204 oraz kilka pomocniczych procedur wraz z ich opisami

przedstawiono w dodatku..
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2, SFOMMUZOWANIE PROBLEMU I ALGORYTM ROZPOZNAWANIA PRZY PEZNEJ
INFORMACJI PROBABILISTYCZNEJ

W czgsel te] zostanle rozwazony przypadek peinej informacji probabi-
listyczne] pozwalajscy pOSZugJC sie przy okresleniu reguxy decyzyjne;j

'(f!

klasycznymi metodami statystyki matematycznej, Wpxyw zakXocen stochas-
tycznych uniemozliwia podjecie caxkowicie poprawnej i jednoznacznej de-
cyzji, w konsekwencji poszukiwane sg zatem algorytmy optymalne, gwaran-
tujace ekstremalizacje przyjetego kryterium jakbéci rozpoznawania,
Niech M oznacza liczbe klas, do ktdrych nalezg pojawiajgce si¢ loso- |
- wo obiekty. Klasyfikacji obiektdédw dokonuje si¢ na podstawie wynikdéw po-
miaréw wyrdznionych ich parametréw tworzscych wektory w k-wymiarowe] |
przestrzeni euklidesowej.
Wektor X, oznacza pomiar n-tego rozpoznawanego obiektu; xngﬂfk:/k-wy-
miarowa przestrzed wektorowa/, a jn wynik Jego popravme] klasyfikacji
/J =132;00091/6 :
Clqg wektordw X —(x1 xg,...,x }, f c.3£ /k=n-wymiarowa przestrzet we-
ktorowa/ oraz cigg —(31,32,0..3 ) oznaczaga zatem odpowiednio cigg
pomiardw kolegno pojawiajgcych sie obiektdw i 01qg numerdw klas, do
ktérych te obiekty nalezs, |

Obecnie bgdziemy rozpatrywad przypadek, gdy cigg j£=(j1,j2,ooo,jr)
> . . £ * .
- Jest realizacjg prostego Zaicucha Markowa )zadanego wekitoren prawdopo-
dobiendstw poczgtkowych / :
| T
P =(PqsPproeesPy) ' (2.1)
oraz ciggiem macierzy przejscis
B [pn,ij] y Lyd=ts2y e ensll, e 0 0 (2.2)
‘gdzie . | .

Py = P(Jq=1) , 1=1,25000,M,
' | : (2.3)
pn7ij = P(jn+1=i/jn=j> ? i’j=1923000,3’1 ®

*)Méwimy,Ze cigg zmiennych losowych {Jn; n=1,2,...3 powigzany jest w
prosty ericuch Markowa /Zaricuch Markowe pierwszego rzedu/, jesli
zachodzi [1] P(Jn=jn/Jn;1=jnF1>=P(Jnéjn/an1=3n_1:o--:J1=J1)-

i
|
|



[0
Zeltiadamy ponadto, ze istnieje gestoscl prawdopodobiernstwa f(x/i) w
cgélng h Klasach obiektéw /i=1,2,...,M/, a tym samym istnieje Zg-

czna warunkowa ge stosé prawdopodOuleﬁstwa £ (l A ) oraz ze cisg po-

—

niarow X ( XpoXpyeeosX, ) Jest "warunkowo niezalezny" [29] s To: znaczy

zachodzis . = |
@&/ =] | e/ | (2:4)
s=1 5 '

Ustalenie algorytmu rozpoznawania polega na ustaleniu zaleznosdeci

| A
Ly N{ (x1,?c2,...,xn) & /\yn(xn) ’

l 1 2,...,“ 9 n=1,2,ooo -9

(2.5)

ktdra pomiar x, zalicza do klasy in o

Przy peinej informacji probabilistycznej, to jest przy znajomosci
wektora prawdopodobierdstw poczgtkowych p, macierzy prawdopodobiedstw
przejécia P i wszystkich warunkowych ggstodci prawdopodobierstwa £ (x/i)
/model bayesowski/, dla wybrenej funkcji L(i,Jj) oceniajace] strate jaks
ponosimy z powodu zaklasyfikowania pomiaru z klasy j do klasy i, wyzna-
czyé mozna analitycznie [3,29] cigg optymalnych algorytméw rozpoznawa-
nia /cigg optymalnych regux decyzyjnych Bayess/

ln_=Af;Kxn) (2.6)

minimizujgc $rednie ryzyka na!kolejnych etapach klasyfikacji /n=1,2,¢¢/

AL ] ‘J.“ )
s [ GE)] £ § Henrda)] =

n
o o (2,7
5 éi_d L[dfn(xh)=in’jn] 'sz)'fﬁ(ih/jn)din
o ;
Xn
gdzie
« M
oS s E
‘5(J,xn) = pjn .fn(xn/an) fj(x /Jn) B G P(; 1)1 L
SeRmERcl
n-1\ n-1 n—1) (2.8)

Sz S pp2lxyl) o |
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celu wystarczy minimizowaé ryzyka warunkowe na poszczegdlnych
etapach kKlasyfikacji /n:1 2,... 7
M | :
//‘U b = £ F ] 2 5 - \

TiiathS ‘3 Tl

3 —1

M

§ (%) ==:§Z: dGhEl (2.10)
o

Na podstawie (2.9) 1 pomijajac 6(35) s kKtOra nie WPIywa na wynik kla-
syfikacji, otrzymujemy zatem nastepujacy optymelny élgorytm r0Zpozna~

joh]
3y
.
(¢

wania na n-tym etapie klasyfikacji A= 2 e o

% el
q{n (xn) =i , Jesli

(2o
rn(in,xn> < I'h(l,xn) 9 =1 9 2, 00 e ’in—1 ’ln+1 9000 ’NI °
W szczegbélnosci dla zerojedynkowej funkeji strat
O | dla i=j
L(3,3) = | @
_ 1 hidla 33

algorytm rozpoznawania minimizujacy $rednie ryzyko /érednie prawdopodo-

biedstwo bi¢dnej klasyfikacji/ przybiera postad [3] :

*
WZn (=) =i, » Jesli

| | (2519)
S(in’in) 76(1,fn) . l=1’2"""in—1’in+1""’M S on=1, 2
Na podstawie (2.8) otrzymujemy'
I | : : : ;
e - & : S ;
(3(1,xn) = f(xn/l)igz phr1,ij 6(3,xn_1) o (2.14)
. B |
Stgd wektor !
= e 2 di
51’1_ = (6(1:Xn): 6(2,Xn) 9oeey B(M,Xn)> (2‘15)
speinia rekurencyjng zaleZnoéé[?]
6n 7 D(xn)'Pn—1'§n—1 v (2.16)
6, =D(x).p ‘

gdzie D(xn) jest macierzs diasonalns
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|
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:
£(x_/2) o { (2.17)
Hode o ol o i
‘ = f(xn/T‘I)j '

cn/1)

i~fQ
de St
D iy i -
L

Ll

V dalszym ciagu rozwazaé¢ bgdziemy wykgcznie stacjonarne, jednorodne
i nieprzywiedlne proste Zaﬁcgchy Markowa, ograniczymy si¢ zatem do tej
klasy zaleznos$ci, w ktdrej: |
=i/jn§j) dla kezdego n /jednorodnodéd/,

1 1y =0

2. Pij?>0 /nieprzywiedlnodd/s, (2.18)

3 p=7Pp - p jest wektorem wiasnym maclerzy P odpowiadajg-
cym warto$ci wiasnej 1 /stacjonarnos$é/ .

Zauwazmy,ze w pewnych sytuacjach moze sig zdarzyd

1im | § =0 . ‘ (2419)

n-+%

Przypadek taki bgdzie miaZ miejsce, gdy dla pewnej normy ”.H [3}
é} Io@y-2 <t (2.20)

W szczegdlnosci, jesli wprowadzi¢ normg
M
I6,0=> " 8w (2,21
d=1

speznienie warunku

; ; M
N\ omex 2w) > L | . leg
i i =1 |

zapewnia zbieznosé [(611“ do zera [3,4,19] .
WV takim przypadku pordwnanie poszczegdlnych skiadowych weltora 5&1,
a wiec w konsekwencji podjecie decyzji, moze byé trudne dla duzych n.
Przykadowo, dle obrazdéw jednowymiarowych /k=1/, przyjmuijsc we Wszys—
tkich klasach rozkZady normalnerf(x/i)iN(mi,gi) [i=1v2, e 0/ warunek
(2.22) przyjmuje postaé: |
M

. 1 : z
- : X
éi> V—é_'z—r—\ :pij 9 i—1,2,ooo,M (2023)

3=1

lub szacujgc prawdopodobiedstwa przejscia By s



M
>

Dlia przypadku dychotomii spe’nlenle zatem warunku

51’ 62 > 0.8

zapewnia zbieznosé “‘SnJ\ do zere.

i=192,oooM o (2°24>

Wykonujge podobne obliczenia dla innych rozkzadéW‘Zatwo si¢ przeko-
naé, ze warunek (2.22) jest bardzo kagodny.i dla"typowych" postaci rd-
znych konkretnych rozk¥addw jest on spexniony /przeprowadzono réwniez
badania eksperymentalne majgce na celu okreélenie predkogci zbieznodeci
procedury rekurencyjnej (2.f6) o PrzykZadowo dla danych k=1, M=2,
£(%/1)=N(3,16), £(x/2)=N(12,18), py,=0.2, P,,=0.6 po oko¥o 620 itera-
¢ jach wspdzrzgdne wektora <5n réwne byZy zeru maszynowelm, & Wiec pra-—
ktycznie nierozrdznialne/.

Istotna przeto 2z prahtycznego punktu widzenia jest taka konstrukeja
algorytmu (2.13) , ktéra pozwoliZaby unikngé niepozgdane] zbieznosci
wektora funkeji decyzyjnych](2.15). W tym celu zaproﬁonujemy pewns,
prosts /i zupeinie naturalng - patrz wzory (2.9%(2010)/modyfikacj@ al-
gorytmu (2}13) polegajgcg na normowaniu na jeden poszczegdlnych funk-
cji decyzyjnych (2.14) ne kolejnych etapach klasyfikacji |
. o 1

S1,%) = 5 f<35/i)'zgj ;5 0(31%,_4) (2.25)

2 S e

i=T,2,ooo,M 9 n:T,?,o;o

i teraz :
M ;
6, 1= ; 5(3’%1) =1 - | (2.26)

Oczywi$cie modyfikacja ta nie ma wpiywu na wynik kKlagyfikacji i z te-
go tez wzgledu podstawg do dglszych rozwazanl teoretycznych bgdzie algo-
rytm (2.13) z funkejs decyzyjna (2.14) a nie (2.25). Pamigtad jedymie
bgdziemy, ze modyfikacja ta ﬁa istotne znaczenie w momencie technicz-
nej realizacji algorytmu (2 13) jak i dalszych algorytmow T0ZpozZnawa=-

nia Zz uczeniem dla prostych lancuchéw Markowa,

Zauwazmy ponadto [3], ze W poszczegdlnych momentach klasyfikacji'
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kgztatt hiperpowierzehni rozdzielajgcych okreslony przez funkeje f(x/i)

nie ulega zmianie. Np., jes$li dla M=2 réwnanie hiperpowierzchni rozdzie-

lajgce] Jjest i : ) /
Ygﬂ | 2
P NLCEIRELVREINIE T e
czyli :

& +F(x) =0 |, | (2.28)
gdzie: 2 i
% c{’ e p-l‘j}' 6(3 ’:Xn-"l) :

n J=1 p23‘ (S (J,kn_,])- : (2°29)
£ (x/1)

to w poszczegdlnych momentach klasyfikacji ulega zmianie Ccn niezale-
zna od x, co powoduje jedynie pewne przesuniecie hiperpowierzchni 702~
dzielajgce] z zachowaniem jej kgztaztu,

Na koniec rozwazmy jeszcze péwien interesujacy przypadek, w ktdrym me-
cierz przejs$cia jest nastgpujgce, szczegdlne ] postacis

oy Aot &,

| i
P - dz, 0(275 LT ) 1“2 5 E d,i = 1 9 (2.30)
| | £ J
i=1

-

e o e o ‘o o o o o
et

co ma miejsce, gdy ciag klas jest niezalezny [TO];

M ' -

Dla %aricucha stacjonarnego :
py =y y d=1,2,000,0 . (2.37)

Révmanie hiperpowierzchni ro?dzielaj@cej klase i-tg od j-te] ma pos-

tads '

M | M

f(xn/i) Z Piy 6(k’in-1) = f(xn/j> Z pjk. 6(1{’5511-1) " (2'32) |
k=1 | | k=1 '

1507152000, , 1% 3.

Z (2.30) 1 (2.31) o
3 (289 otrzymugemy
i | i

Sm /i), ; 8 (9%, ) = 2(5/3)%, ; 8,3, ),

|
|

(2.33)



T
/i) m = /00y (2.34)
e )= 132:?~°‘:M§ gy liF J .
Dogbalismy zatem funkeje rozdzielajscs bayesowskiego klasyfikatora dla
przypadku niezaleznie pojawiajacych sie obrazdéw, Takiego wyniku oczywi-

dcie nalezaXo sie spodziewad.



AR |

s

£(x/1)py = £(x/3)-p5 » (2.34)
L e i |
Dogtalismy zatem funkeje :C‘ozdiz:'LeZLa.jacc:ac bayesowskiego klagyfiketora dla
przypadku niezaleznie pojawialjetcych sie¢ obrazéw, Takiego wyniku oczywi-
$cie nalezaXo sie spodziev«aé.§

|
|
|
|
‘|
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5, ALGORYTMY ROZPOZNAWANIA Z UCZENIEM DLA PROSTYCH EANCUCHOW
MARKOWA ‘ /

W praktycznych zadaniach rozpoznawania najczgs$ciej prawdopodobiern-—
stwa p, P oraz ggstoscl f(x/i) nie s3 znane, a jedyna doste¢pna infor-

A

nacja zawarta Jest w ciggu uczqcym

& ! ' z 1)

{S}N —(X1r31) (x 2’32)”'°’(XN’3N) > . D)

gdzie ji oznacza wynik poprawneg klasyfikacji obiektu reprezentowane-
o pomiarem X,. Z uwagl na ograniczenie naszych rozwazan do prazypad-—

3
kku stacjonarnych i Jednorodnych zadicuchdw Markowa, wystarczy rozpat-—

R

rywaé jeden, dostatecznie diugi, cigg uczacy, to znaczy jedns tylko
realizacj¢ dyskretnego proceéu stochastycznego {Xn,Jn}.

Zagadnienie klasyfikacji obrazdéw polega w tym przypadku na okres—
leniu poprzez zgromadzenie informacji statystyczne]j o rozkiadach w po-
szczegbdlnych klasach i odpowiednich prawdopodobiedstwach uzyskanej w
oparciu o cigg uczacy (3.1) /jest to tak zwany procés uczenia/, a nas-

t¢pnie na realiza¢ji reguty decyzyjne]
1=V {{slix) (3.2)

Rézne sposoby wykorzystania ciggu uczgcego prowadzg do réznych sposo-
bow uczenia, a w konsekwencji do rdznych algorytméw rozpoznawanisa (3.2)
Wykorzystujac skonstruowane na podstawie ciggu uczgcego rozmaite

nieparametryczne estymatory ggstoéci fN(x/i) w miejsce rozkXaddw rze-
czywistych f(x/i) s & W miejsce nieznanych prawdopodobienstw P, 1 pij
nastgpujgce ich oiiacowania: ‘

o _i » [
=1 B
|

B g (3.3)

(=0 .

gdzie N oznacza dZugosé ciggu uczacego, Ni —- liczbg pomiardw w ciggu

uczqcym z Klasy 1, a N, L liézb@ sytuacjil, w ktdrych pomiar z klasy
i-tej wyst@puge w ciggu uczqcym bezposrednio po pomiarze z Klasy j-tej,

uzyskuje sig, dla réznych sposobéw estymacji ggstosci, réine analitycz-

)Dokladniea Py T Jest oszgcowanlem prawdopodobierdstwa calkow1tego

Zardcucha Markowa - c. ;0 ale ze wzgledu na zatozong stacjonarnosé mamy

Tk

| I

|
!
P =;ci 9. el o te Sl
t
|



1

ne algorytmy rozpoznawahia z luczeniem uwzgle dnisjgce zaleznosé typu
Markowa pomi¢dzy poszezegdlnymi klasami obiektéw. PrzykZadem tek uzy—
skanego algorytmu jest zmodyfikowany algorytm "najmnie jszy przedziaz"
sformuZowany w [3]0
Rozwazania nasze ograniczymy do przypadku zerojedynkowe] funkcji strat,
dla ktdérego po zastgpieniu rozkraddw rzeczywistych ich empirycznymi o-
gzacowaniami, zaleznosé (2.1{) przybiera postat:

‘

M|
Oy @,%,) = %\T(Xn/i)'z 25y Oy (@%, 4) e
=1

zas algorytm rozpoznawania jest nastepujacy:
) oty é , = . - z .
q{({S}N’Xn)"q{NQn(xh) =1 , Jesli (3.5}

5N(in,§n)>6N(r,§n) » T=12eeesly ol eeslly D=1,25000

N

- W dalszym ciggu sformudujemy rdézne: konkretne postacie tego algorytmus
a nastgpnie krdtko przypomnimy znene juz algorytmy rozpoznawanis [5,13}

prostych Zadcuchéw Markowa skonstruowane réwniez wediug powyzszego

schematu,

3.1e ZmodvPfikowany algorytm "h{N)=ty naiblizszy sesiad® { M-h(N) M),

W przypadicu, gdy klasy obiektdéw sg stochastycznie niezalezne, algorytm
"h{N)ty najblizszy sgsiad" zalicza pomiar x do tej Klasy, w ktére] je-
go odlegXos$é od h(N) -tego najblizszego obrazu uczscego jest najmniej-
sza [11}. W pracy [12] dla nieZaleZnego-ci@gﬁ obiektéw w oparciu o es-
tymator ggstosci prawdopodobienstwa podany przez Loftsgaardena i Que=
senberry‘ego uzyskano uogdlnienie algorytmu h{(N)NN na przypadek dowol-
nej liezby klas i dowolnej postaci funkecji strat oraz wykazano, ze uzy-
skana regura decyzyjna jest zbiezna do reguy Bayesa /wedZug prawdopo-
dobieristwa i éredniej z kwadratem, a ryzyko}do ryzyka Bayesa.

Estymator ggstosci sformuZowany przez Loftsgaardena i Quesenberry' -

ego ma postaé [20]
. sl

fN(x/i) = ’ (3.6)

oo, {almn@)]}E

gdzie
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d[x;h(Nin - odlegZos$é euklidesowa pomigdzy klasyfikowanym
pomiarem X a h(Ni)—tym najbliiszym pomiarem w ciggu uczgcym
z kKlasy i .

Eetymator ten jest zbiezny wédzug prawdopodobiedstwa do £(x/1i)w pun-

ktach jej cisgosci, jesli |
(¥, )
h(Ni)> 0, lim h(Ni) S0 Lim — =0 . (3.7)
N, >

Nz=0 4

o

Varunki (3.7) spexnia przykZadowo ciag h(Ni)='[ﬁz
Stosujgc oszacowanie (3.6) do oceny nieznanej g@étoéci prawdopodo-
biedstwa dla przypadku, gdy klasy obiektéw tworzg prosty zercuch lar-
~ kowa sformudujemy zmodyfikowany algoryim “h(N)—ty najblizszy sssiad'.

Vgtawiajae povyzszy estymator do (3.4) otrzymijemy

h(x,) -1 1 4

0. (1,8 ) = —= — o[ (3.8
N( -n> C-Ni {d[xn;h(l\?i)]}k ; 131\. (3 n1> ( )

Oznaczajgc 2z koleil

i
il

i N,/ [h(Ni) -1] z Pig SN(j',z’cn_1) ' (3.9)

stk

j=1

i pomijajgc C, ktére nie wpkywa ne wynilk klasyfikacji, otrzymijeny z
(3}8) nastepujacs funkejg decyzvjn%: ;
G, = s U oy Halxsn@)}* . (3.10)
Algorytm rozpoznawania (3.5) ma zatem postéé:

_ '\{/N’n(xn) =1} jedid

Ay o (almamr)I} <2, {alen@l} (3.11)

1 oyn
n
dla I=1,2,‘...’1 1,1 1,..0’Inl 9 n=1,2,... y ®

WespdXezynniki wagowe gﬁi , dle klasy i-tej w kolejnych krokach klasy-
. P ’
ddiae il o/ et o lo o/ wyznaczyé mozne rekurencyjnie
- I

|



P ———

i
Sy
g 1t i
R |
{ : | — A
E/;(f«/éj«éfil‘lerﬁ i s
| : ; : n
| |
* |
Zria/h’é i (n;) - Lego I
ﬁajél/'z'szeqo sgs/aa/a ~ L] = ——J
pomary X,
/ “ i
TRy, g |
d (e h W) - ¥, —0 |
. Wy[/'cz [ zopomzéefa/'
t+d—+ 1L — | 24;”+’]-’
i
!
|
\
|
Rys. 3.1. Sieé¢ dziaZeh dla algorytmu M-h(N)NN ,
|
| M | - -4 |
o e o E' f 1 :
il,n I [h(Nj) 1,[ pij,N % {d[ .h(N )]}k s <3o12)
; Jj=1 ! i,n-1 xn_-‘ 9 3 ' : .

i hZNi)-1 i
Uwzgle dnienie zaleznodci Mai-kovva pomig¢dzy poszczegdlnymi klasami o-

biektéw uwidacznia si¢ w podanym algorytmie poprzez wspdZezynniki we-

|



oo
l

gowe, ktore zmieniajg si¢ dla Lazded kKlasywraz z n, a w1@c sg, rdzne
réznych etapach hlagytlkacglo
W dalszym ciggu algorytm (3 11) b@d21emy nazywaé krétko M-h(N)NN, a
jego wersje niezmodyfikowang /dla obrazéw pojawiajacych sie niezalez-
nie/ [12]-n(w)ny. 7

Uproszczong gsie¢ dziaxan aléorytmu M-h(N)NN przedstawia rysunek 3,1,
& odpowiedni program realizuj%cy ten algorytm zamieszczono w dodatku

/ procedura MINNN /,

%.2. Algorytm rozpoznawanis wykorzystujscy nieparsmetryczny esty—

mator gestodci Parzena,

W pracy [271 dowodzi sig, zé ciag
N

LA ho| e s !
ey IZ Aol (5.13)

gdzie x yeee Xy o jest ciggiem niezaleznych pomiardéw uczgcych
L1 ) | :

1,1 2 st
z klasy i, jest zbiezny wedZug prawdopodobiedstwa do funkecji fo/i) W
punktach jej ciag¥osci, jeéli
s%p”K(x)“(OO, sup | x-K(x)|[<e0 SK(:{)dX:‘] , SKz(x)dx<°° ;
X | X x
oraz jesli ; : (3.14)

1im h{ = | 14 -h(W)) =
Ngimwh\Ni) o ‘Ni_:l;lélo N,- () =00 ‘

Wykorzystujgc eétymator g@sto§ci'prawdopodobieﬁstwa (3.13) celem sfor-
nufowania funkeji decyzyjnej 63.4) otrzymujemy

: N, ‘ it
6 T i:i = ! o [ﬁlJ s 5 ',‘:2 =
x ,n) W[l )]" e n(x,) Z Pug,u Sy %as)

=1 B i j=1
o | (2:15)
e § - Xn_xl,i I
300 h(N.) ”}
l |
=7 g
gdzie : j
1‘«‘1’ % ] bs
A ' ' :
& : o k
o E , Pigy Oy @i%, ) /7 wful)] (3.16)
3=1 |

- Jest wspdZezynnikiem wagowy@ dla i-tej Klasy wynikajacym z uWZélﬁ—
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dnitnia zaleznoscl typu Markowa pomiedzy poszczegdlnymi klasami obie-
|
kt6We l

\lgorytm rozpoznawania (3.5) przybiera, dla przyjctego sposobu estyma~

i~

¢l

o
(3 (&4

estosci, nastgpujgcs postaé:

/ G ) =5y fepid

|
|
|

S - N
ol K | Er " T
~ . - n [ : T -
1=1 n I 1=1 :

G

dla r = 1,2,ooo,in.1’in+1,:lo;09,

Wspdtezynniki wagowe, podobnie jak poprzednio, wyznacza si¢ rekuren-

cy jnie
11 N, f

?\‘1. = Z R S . Xl" & 1

1,0 {le’N XJ:n"1 Z > [—-3-—;—(%-)3-1} / Ni:[h(Ni)]k > (3.18)

j=1 1;1 i

T : ;

7 k \

N-[h(Ni)] |

W tym przypadku wspdZczynniki wagowe sg réwniez niestacjonarne i wy-
magajg wyliczenia w kazdym krbku odzielnie,

Dla réznych funkeji K(x) i|réznych ciggdw h(Ni) otrzymije sie rdéz-
ne konkretne postacie algorytmu (3.17). W szezegblnodci dla k=1 /przy-
padek obrazdédw jednowymiarowych/ przy

X [X'ﬁ,iJ_ 1 ( . )2
Iteas il N (2

|
|

otrzymujemy algorytm, dla ktéfego w trakcie klasyfikacji nie zachodzi
‘koniecznoéé pamig¢tania ciggu uczgcego (3 1)
Przeksztatcajge funkeje (3 19) i rozwijajac jg w szereg Taylora otrzy-'

mu jemy [31]

N, e

e i __;___33__ 1 et e
Z K[ h(Ni)J Z\[}? ® 2[n(r,)]° p 2 [(v)]?

1=1
Rl - "i,i 5
+

: 1z[h(Ni)]2 . 2![h(Ni)i]4




’ i
=) == ooxp |- —— e
fj (2w QLh(Nl)F 2[h(Ni)]2 e [n(r)] *8
| c-O; Ni‘
= —= exp o 2 Z = Z : i
o L 2 )]? | T L oetaln)]?® R

ot o0
exp { L. 1 exp [- '—“jéi‘““ ;E: ¢l »
i 2 :
b P Tow | T ebe)]? | A ot

przy cazym

cs,‘iz [h T 125 ZK.L,:L 2[}1(1\ )] J (&2?)

Funkeja decyzyjna (3.15) przybiera wéweczas postal

¢ iy )- [ —a. E c ux (3.21)
N L Z[h(N )12 Helotn g a
gdzie . :
M X2 o
T E {p W e E ¢ :x2  r/N.-n.) , (3.22)
i,n difg N = ] gnel oS 2 8, ] n=1 i i
g ) z[h(Nj.)} L=

a reguta decyzyjna (3.17) zalicza pomiar %, do tej klasy in’ dla kt6-
rej wyrazenie (3.21) jest najwicksze. N

! przypadku tego algorytmu zamiast ciggu uczgcego (3.1) wystarczy pa-
mietad wspékczynniki cs,i (3.20) wyznaczone na podstawie tego ciggu w
procesie uczenia, Liczbe tych wspdzczynnikdéw .dla kazdej klasy obiek—
téw/ 1=1,2, 400,/ wybieramy arbitralnie w zaleZnoéci od zaXozonej do-
}kladnoéci rozwiniecia;

VW dalszym ciggu algorytm (3.17) bgdziemy nazywaé krdtko M-PAR, a
Jego wersje miezmodyfikowans, /dla obrazéw pojawiajgcych si¢ niezale-
znie/ [12] - PAR. | :
_Uproszczon@ sieé¢ dziaxed algorytmu wykorzystujscego estymator ggstoseci
Parzena przedstawia rysunek 3.2. Przyjeto w nim
-@6

/

n(wy) = (1) 7,
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{ | v
Wezylamie da- | o
/?yc/; [C! c*me | =
é, |
i ‘;
=i
V4
ey ‘
(M} z*h&/M/
i
11— K; ‘
Y H (r ] — ¢
/] —8
l' 4_;, zc.
§ (s) (<) ’
e oxpliil)
N X eX/D vZ h (K) K ¥

5 . SR e )
wyhcz ¢ zapamiglay

3 P
L, +7

s+l -5

Nt -t

SRy v T

/4v%pnww9d5 {m/7
g,
(o)

i+ d -t

Rys., 3.2 ©Sieé dziatai algorytmu M-PAR.

i
1
|



| 24
: ‘!
| o
k ( )k : k )-Xl(s)
K ‘ “ﬂt'l N\ = e exp 2 9 L ’ :
sl [2x | 12" n(w) e

o odpowiedni program zamieszczono w dodatku /procedura MPAR /.

(3529

~ B

Jie s Algoryim rozno7r\awanla 2 nieparametrycznym estymatorem ge sto-

$ci Murthyv' ego.

Obecnie do sformutowania algorytmu rozpoznawania wykorzystamy nas-

tepujacy estymator g,\‘g stosci prawdopodob:.ens‘owa [22]

£, (/1) = Y—‘ X (B N()LL e (3.24)

Jest on gzbiezny wedZug prawdopodobieﬁ*s‘twa do funkcji f(x/i) w punktach
jej ciagtodei, jesli ‘

) 0, K(x) =K(=x), lin xERE)iEa0, SK(:c)dx =
| 2|0 v

pS
oraz jesli ! B (3.25)
e o A
N}}E%BN“)O ,N:—L‘vlg N-O.

Dla estyinatora (3.24) funkecja decyzyjna (3.4) me. postac
u |

B w M ‘
Erats E e -
SN ol Ny Z K(BN s ) z P1j,m Oy (3% q) =
N =1 J=1 (3.26)
- |
3{1,1’1 BNZ S -‘Xn)) 2
1=1 \ :

gdzie
i i _ ~ -
1 E : S
' 140 =ﬁ— éN(J’xn—‘l) 9 (3'27)
=1 -

. & algorytm roapoznawama gest w Tym przypadku nastegp\ztjaccy

r\yN,n(xn = :’Ln gt jesii

4 y ]5 \ o .Y—l-r . ,_ \ :
g‘in:n BN i K'(BN (Jﬁ.,i -? Xn)) > d{.‘c,;n By LK(BN(}j_,r" *nl) (3.28)
i _
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(‘l:k r = 1923.00,:.1. I“'I °

A
gy (s, SV e

U

WepdXczyrniki wagowe wylicza sig,tak jak w przypadkach poprzednich,re-

kurencyjnie
N,
M __Jl
f\:;l = L : J. .
g= | 1=1
NP g :L
R T

i wyliczenie to nalezy powtarzaé na wszystkich etapach klasyfikacji, =
uwagl na niestacjonarny charakter wspélczynnikéw g{i/n .
7
Wybierajgce rdzne funkcje K(x) i rbizne ciggi BN otrzymuje sie rdzne
odmiany algorytmu (3.28). Przykkadowo kzadac [18]

1 31n B (s> (s) - X (S)\)

(e, ) - [Ty (-3
I ;
2% H B\T(S) i4
s=1 '

gdzie*xfs)_ (S),.o.,xlé‘s)i Jest 01aglem s—-tych skXadowych /5=1,2,¢0064k/
P i,

niezaleznych obrazdw uczgcych z klasy i A= 2 sl & ) s-tg skza-

dowg, klasyfikowanego pomiaru, a cigg wektordw

U) (2\ - (®) (&)
ol el e )

speinia warunki 3

iid
1 (s)
lim min tB (s)} = 00 lim = H BRbE g 3431
N—-roo S N | ; N—ro2 N L N . ( )
dostajemy nast@puggca funkcg@ decyZan%
M
5 sin B (SJ ’L_L(S) (S))
(1x)—-——j‘ Ak § 6(3 G
(s) e L o
1=1 s=1 n -

k ©) (S) ®\ :
=X H S (X“ S ) » (z.32)
i,n (s) 9 -

1=1 s=1 ,1' n
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/1A‘ r:192900071 ,...,I\'Io

S
n-17"n+1
WepdZczynnikl wagowe wylicza si¢,tak jak w przypadkach poprzednich,re-

kurencyjnie

N,
M J
Np 2 j..... . 'B.e ‘.B N K(B \\ (3 29
n W, Pi4,8 %4,n-1""N N(ﬁ,j =y +29)
T 5=1 | 1=1 .
/‘\') ik __l_
A e

i wyliczenie to nalezy powtarzaé na wszystkich etapach klasyfikacji, z
uwagl na niestacjonarny charakter wspdéczynnikéw ?{i/n .
7
Wybierajgc rdizne funkcje K(x) i rbézne ciggi BN otrzymuje si¢ rdzne

odmiany algorytmu (3.28). Przykzadowo kzadgce [18]

— sin B @)( (S) ~x ) )

:
b )[R CE T . b
x |
By =H = |
s=1

gdzie f éS),.o.,xﬁ )i jesf ciagiem s—-tych skXadowych /s5=1,2,¢00¢5k/
?

niezaleznych obrazdéw uczgcych z klasy i /i=1,2,¢..,0/, x G s-tg ska-

dowg, klasyfikowanego pomiaru, a cigg wektordw

(1) (2) - ®) )
V (B ”“’?N ’...,BN )

speinia warunki {

; Iz
i S
lim min {3 &} = 00 ’ lim 3 B( ) - o (3.57)
N | N N )
N—'“’ S 1 Newte
| s=1
dostajemy nast@pug@cq funkCJ@ decyzyan%
M
o B (s) Xl(s) ,,())
K (i;‘c)———— = 6(3 1)z
d TN (s) ® 13,8 SmEs
— :
T 1=1 s=1 n =

i sin B(s) (x_,(s). - (S)>
e»

3 (3.32)
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zag algorytm rozpoznawania (3.28) ma posted:

Vm,n(xn) =‘inf , jesli (3.34)
1 \
(sy/. (S) :? 5 G
ZH quv \’im n X, H }i,r ‘n )
1 ,n (s) o X ) > ,n (S) X(s)
n

=1 e=l
dla I'= 1,2,ooo,in—1,in+1’...’I\'I Y

VspbZezynniki wagowe wyliczaisi@ wedXug nastepujgce] procedury reku-

rencyjnej: |
M ¥y e @)( @ @))
9{ £ jo) "b{ : i N XlQ-j N1 / N
i,n ij,N “*j,n-1 ;; {_] SO e ) 1 (5
=1 1=1 =1 10 o
i |
SR

W dalszym ciggu algorytm (3.28) bedziemy nazywaé krdtko M-MURTH ,
a jego wersje niezmodyfikowans /dla obrazdéw pojawlajgcych sie niezale-
znie/ - MURTH . |
Uproszczong sieé dziaZan glgorjtmu (3 34) wykorzystugacego estyma-
tor ggstosel Murthy' ego przegstaw1a rysunek 3.3 . Przyjeto w nim
5@ ...;’_B(k)_ %1:\{‘1? :
N N % N
Program realizujgcy powstzy?algorytm zamieszCzono w dodatiu /procedu~

ra MMURTH /., |

Obecnie przedstawimy algorytmy rozpoznawania z uczeniem dla pros—
tych zadcuchdéw Markowa sformuowane w [3,13], ktére powstazy przez uo-

~ golnienie na przypadek Zaﬁcuphéw Markowa rezultatdéw opracowanych u-
przednio dla niezaleznego ciﬁgu obrazdw [5,7,11,24].
' |
f

|
|

|
{
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3e40 Zmodyfikowany algoryitm "naimnieijszy przedziax" /NM-LI/ [3].
e (53 (°) (®) S ! :
Nieech 11 : 2 l,}c\T ) oznacza rosngco uporzgdkowany cigg s-tych

o Ve | Q] : S

gktadowych nlevaleznycn pomiardw uczgeych z klasy i, x(‘)- s-1tg skZado-
we klasyfikowanego pomiaru x; W pracy {31 przyjmuje sig¢ - przy zaZoze-
niu, ze poszczegdlne sktadowe wektora x sg nlezaleznf - nastg¢pujace em-

piryczne oszacowanie ggstosci prawdopodobienstwa /z uzupeinieniem pra-

wo stronnym/ s
e f k
: W B @ ﬂ }
£ (x/1) = ﬂ e Bl o (s)( &) (3.36)
s=1 : l N
gdzie
®) (& | (s) ® ®)
o Sy |8 I L KX S
Ai,N(x )= f1=1,2,...,11i+1 : (3.37)
W przeciwnym razie, .
' przy czym
&) = ©)
v, +11 : XN ,1 XN -1,1
Oznaczajqc z kolei
> . ;
A ) 7. (s
I e = H Ai’;N\x( ) | (3.38)
- e=1 9

otrzymujemy z (3.4) nast@pujéca funkc j¢ decyzyjng:
M|

. 1 , G
6N(1’Xn)= k 1 Z 1JN5 <J’n1)— v oie i

Ry i, N( ) 3=1 ' i,N 1,N ¥y
gdzie f
o X S : |
danis N
' Py, N O C”’fn-ﬁ
3=1 |
& algorytm rozpoznawania (305) przybiera postaé
Vi) = 3 e | ’ (3.41)

’oo,I\I °

%ein,n'\/in,N(xh) < - o \/ N< n) , r=1 2,...,:1_]3___1'9:111+1
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Rys.3.4 ©Sieé dziaXah dla algorytmu M-LI

WepdXczynmmiki wagowe g{i = obliczane sg zgodnie z regusg:

.‘1‘ :
e Ns f s i (3.42)

A 2 |
EE: piij /-Q%j,n71.\/j:N(xn'1)
Q= \1
i
Je$li pomiax xn;eZy na zewngtrz zestawu obrazdéw uczgcych, to zna-
| 4

czy gdy: |
|
1
|
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o 50
i i
vi N(x ) =(>O dla i=1 29.0.,1"."1‘: (s
wowezas algorytm M-LI nie po@egmuae decyzji i nalezy go zastepié inng
tg, Prawdopodobiedstwo taklea sytuacji maleje do zera, gdy wzrasta

dfugos 56 ClOc"U. UCZZCeg0o

Uproszczong sieé¢ dziazadl algorytmu M-LI przedstawia rysunek 3.4, a od-

powiedni program zamieszczonq w dodatku /procedura MLI/.

3.5 Zmodyfikowane al@orv%my "naiblizsza Srednia" /M-N/, "naijbliz-
szv sasiad" /M-NN/ i " 'ol naiblizszych sssizaddw" /M- NN/,
istota zaproponowanych w [13] algorytméw rozpoznawania z uczeniem,
ttére uwzgledniajsg zaleZnoéé‘typu Markowa, polega na tym, ze:
ils 1/ d(" XCQ) - ocdwrotno$é odlegXosci pomiaru x od Sredniej

arytmetycznej x() pomiardw w ciggu uczgcym sklasyfikowanych

w klagle I 'y :
2o A d(x, ()) = min a(x,xi .) - odwrotnosé odlegZosci po-

141EN
mi¢dzy pomiarem X a nejblizszym pomiarem ucz%cym z klasy i,
S i(x) - liczbe sgsiaddéw pomiaru x z i-tej klasy wsréd <&
najblizszych

traktuje sie jako rdzne oszacowania wartosci pi-f(x/i). W rezultacie
otrzymano trzy rdézne algorytmy stanowigce pewne modyfikacje algoryt-
méw NM, NN i NN , |

PrzeksztaXémy (3.4) do postaéi
M

S Py g Iy (%) Z i
(1 = ) pn_’l\'f e lJ,-N 6N (3’ ) * (3‘43)
3¢5¢1e Z m 6 dyfikowiany, &1l gozryUngdin e gl
Z 8 2z a Srednia 7
Z (3.43) otrzymujemy :
Siti=y- 1 g | (3.44)
N 3 2 ~ (d
. d (X,;X (1))'}61,11
gdzie f
A P, I
"}ei,,n = 1,8 . (3.45)

> Pig Oy (0% 1)
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Il
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n n

czynniki wagowe wyllcza

31

rzybiera zatem postac:

|, Jesli -
| (3.46

() -
!(X_ \{}\’:Lr)), =1 2,0091

)
n-17 n+1’°’“'

s1€ relurency jnie

O
i}‘i SR i,l\T g(/. =1 (5‘47‘)
19n :‘I‘L N | 131 /z
PN
i o)
§=1 'X’j,,n-‘l & (%, _q9% )
|
309020 Zmodyfikowany al goxybim tn e e
1

S

JoR A Eta Rl Z v
Uzyskuje sig go analogiczni

szacowanie wielkodci Py’ T (=/4

QKN n(xn> =i
R -d D(ln))
i s
n
r = 1,2,oco,in_19'l 1,000
Wgpbtezynniki wagowe . ,n W

=1
Z (3 5) wynika nastepujgea po

g g's3ad

L4

?Ido poprzedniego zastepujgc jedynie o-

L)

3o Jesia

% x, (3.48)

,Iu e

Znacza sie wediug (3 47) zamt,pugno odle-

gosé d(X XO)) odleglosc:La d(x D(J))

Febed3s Zmo dyfikowmany algorytm ol -—tpic @
bl iz gz yv-e 'h Brg g g dio- Wl
Z (3.43) mamy |
Sp@®,) = my ) %, (3.49)
gdzie: ‘ :
' M | ’ |
,a{ = 1 Z . s SF i

staé algorytmu

,\XN”n(Xn = in 3 JeSll (3051)
}ein,n.nin<xn) > ger’r; nr Xn) 9 1:1,2,...,in~1,in+1,coo,l‘-z.
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Ryse 3.5 Sieé dziazen dla algorytmu M-NI

WspbZezynniki wagowe wylicza sig¢ rdéwmiez rekurencyjnie

M : / : ;
g{ =~ 1{ - :‘ - 3 — A 5
i4n pi,N ; 1 pij,N Xs,n_'] nj (Xn__1) ” dﬁi, 4 1 (3 52)
J= | |

Jedli uzaleznié liczbe najblizszych pomiaréw &K od N i wybraé jg

tak aby speXnione byxy warunki

Und(@) =0 , [in¥ @) =0 (3.53)

|
|
i
|
|
|
|
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Ryse 3.6 Sieé dziazad dla algorytmu NM-NN

wowezag dla przypadku dycho?omii /N=2/ wyrazenie
@
Ni ;
Jest zgodnym estymatorem wa;mnkowej ge stosci f(x/i) [5.2’10

Uproszczone schematy blokowe algorytméw M-NM, M-NN, -l NN przed-
stawiono na rysunkach 3.5, 3.6, 3.7, & odpowiednie programy zamiesz-
czono w dodatku /procedury MNM, MWN, MALFANN s
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Ryse3.7 Sieé dziaZer dla algorytmu Ii- O, NN

Jak wynika 2z przedstawionych.algorytméw; uwzglednienie zsleznosci
Markowa prowadzi do skomplikowanych na 0g0% regux decyzyjnych. We wszy=-
stkich podanych algorytmach wjréZnié mozna pevne wspdzczynniki wagowe
zZwigzene 2z charakterem zaleznodcli pomigdzy poszezegdlnymi klaseami obie-
ktéw, Postaé tych wspélczynnlkow, jek i sam algorytm rozpoznawanie za-
lezg w istotny sposdéb od przyigten metoay estymacji nieznane j g@st0301
prawdopodobiedstwa, we wszystkich jednak przypadkach wspdZczynniki te
najs, charaktér niestacjonarny, a w zwigzku z tym niestacjonarny jest
réwnies algorytm rozpoznawania. ‘ |
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4. PODSTAVY I METODYKA ANATIZY POROWNAWCZEJ

1
Zegadnieniem istotnym z punktu widzenia prakiyki jest pordwnanie
I

réznych algorytmdw rozpoznawgnia Zz uczeniem w przypadku niepeine] in-—
formacji aprioxrycznej o Iozpoznawanych obiektach. Jako podstawe po -
réwnania wiasnosci- xdéznych al gorytméw rozpoznawania z uczeniem, a tym
samym réznych sposobow uczenia, uwazadé wozna ryzyko $rednie, bedzce

\

2 oy s : A : 2
w przypadku zerojedynkowej funkcji strat, usrednieniem prawdopodo -

bienstwa bzednej klasyfikacji po wszystkich mozliwych cisgach wuczs -

cych. Jednakze, jak do tej pory, anelityczne rozwiezanie zagadnienia
oceny jakofci algorytmu rozpoznawania ‘dla prostych arncuchdw Markowa
w oparciu o dany sposob uczenia, a wigc wyznaczenie Sredrniego ryzyka
na drodzé analitycznej, napotyka na ogromne trudnosei i z tego tez
powodu wydaje sie, 2ze zasadn?cza mozliwoécia jest tutaj bad<Z ekspery-—
nentalne pordwnanie danych aigorytméw rozpoznawania, badZ tez dokona-
nie oszacowania‘ryzyka éredniego i przyjecie go jako liczbowego
wskainika jakos$ci algorytmu [6].

Ryzyko $rednie moze byé ;dwnieé vpodstaws do sformuzowania i bada-
nia wasnosci asymptotycznyc£ algorytmdéw rozpoznawania z uczeniem dla

w

prostych ancuchéw Markowa zgodnie z nastepujescymi definicjami [3.5}:
|
Algorytm rozpoznawanla’Yﬁ (Xn) jest zbiezny, jesli dla kazdego natu-

DEFINICJA 1

|
ralnego n zbiezny jest ciag Rn[ N, (Xn)] to znaczy gdy istnieje

I
granica |

lim R f?& (x )]; R, -

n N-co

EFINICJA 2

~Algorytm rozpoZnawam_a/YN n(xn) jest asymptotycznie optywmalny, gdy

dla pewnych rozkzaddéw (p.P, I(X/l))
. | ot
/z} B RnWN.n(xYx)-I'i' N

gdzie Rgé Rnkﬂg (xn)] oZnacz% $rednie ryzyko na n-tym etapie klasy -

3

fikacji prazy zastOsowaniu‘optymalnej reguiy bayesowskiej.

|

|



DEFINICJA 3 |
e Sl SR e (i = | :
Algorytm rozpoznawanla‘ll,n*"n’ jest bezwzglednie asymptotycznie
optymalny, jesli jest on gsy@ptotycznie optymalny dla dowolnych roz -—
kxaddéw prawdopodobienstwa. T
W nastepnym rozdziale prLedstawioho pewne analityczne rezultaty
dotyczace agymptotycznych w”asno ci algorytmdw rozpoznawania z ucze -
niem dla prostych zarcuchdw Markowa uzysLane W oparciu o powyzsze de-—
finicje,‘a ktdre 1o rezultaty zostaiy zawarte w trzech twierdzeniach.
W pierwszym z nich, podobniegjak to zrobiono dla niezaleznych klas
obiektow {30]. okre$lono pewne wystarczajace warunki asyuptotyczne]
optymalnosci algorytmdw rdzp;znawania prostych zadcuchdw Markowa.
W nastepnym twierdzeniu wykaéano, ze algorytmy rozpoznawania (.5
w ktdrych przy formuowaniu ?egul decyzy jnych wykorzystuje sie esty -
metory nieznanych gestosci z?ieéne wedtug prawdopodobienstwa, sa-dla
dowolnej, skotczone} funkcji%straf - asymptotycznie optymalne.
Na koniec, w ostatnim twiard?eniu dowodzi sie zbieznos$ci zmodyfikowa-
nego algorytmu typu "najbiiz;za Srednia".
W dalszej czesci opisaneﬁzostaly wyniki eksperymentdéw, jakie
przeprowadzonod celem spraWdzénia przydatno$ci przedstawionych w roz -
dziale 3. algorytmdw rozpoznawanla z uczeniem dla klasyfikacji pros -
tych Zarncuchow Markowa oraz celem zbadania ich pewnych w>asnoccl.
Ogdélne, eksperymentalne badanle algorytmu rozpoznawania u*atwia -
Jece jego ocene W przypadku,égdy analityczne obliczenie ryzyka jest
 skomplikowane lub wrecsz niembéliwe, polega na tym, 2Ze przy jego ﬁomo—,
‘cy dokonuje sie klasyfikacji?pewnego cisgu obiektdéw z okreslonymi,
- lecz nieznanymi rozkkadamijlga wyliczeniu nastepnie czestosSci bxed -
nej klasyfikacji w zaleznoécl od liczebnosci cisgu uczscego, przy
Czym klasyfikowane obiekty moga mieé dwojaki charakter:
L. mogas to by¢é pewne obrazy rzeczywiste (A, llteryUTb—wtedy do za=-

dania klasyfikacji dochodzi Deszc"e bardzo istotna w praktycznych
zastosowaniach problematyka dotyczaca sposobu wyboru i, przygotovanla

bomiardw, ich wstepnej obrébki wprowadzenia na maszyne cyfrows itp.,



2if

2. mogs Lo byc. liczby losowe O odpowiednich rozkzxadach losowane 2z
okreslonymi prawdopodobieﬁs@wami z populacji generalnych odpowiadaja-
|
cych poszeczegddlnym klasoum. ﬂiczby te traktowaé mozna jako gotowe po —
miary odpowiadajmsce blizej ﬂie okreslonym obiektom. '
Qozywiéoie W obu przypadkach prawdziwa przynaleznodé tych obie -
ktow do klas musi by¢ znana.|
W badaniach eKSperymentainych, jekie przeprowadzono celem okreg-—
lenia w*asnos$ci niektdérych pfzedstawionych W pracy algorytméw rozpo-—
znawania z uczeniem dla prostych zancuchdéw Markowa, przyjeto drugi
sposéb, co pozwoliXo nie tylko uproscié zagadnienie, ale rdéwniez wye—
liminowaé¢ wpiyw etapu obrdbki danych na jakosé klaéyfikacji.

Podstawe oceny poszczegllnych algorytméw jest w pracy czestosé

bzednych klasyfikacji

gdzie
L - liczba klasyfikowanych pomiardw,
1l - liczba bzednie sklasyfikowanych pomiardw w sekwencji o dzu-
gosci L, |
oraz czas trwania klasyfikacji pojedynczego obrazu.

Odpowiednie wyniki liczbowe charakteryzujace jakosé rozpoznawa —
nia beds zalezaiy oczywiécie od warunkéw klasyfikacji oraz od para -—-
metréw rozkradu prawdopodobieristwa sk¥adajacych sie na zestaw infor;
nacji apriorycznej. Dlatego te2 badania przeprowadzono w rdznych wa=—
runkach i dla rdznych wartosci tych parametrdw. '/

Zauwazmy ponadto, ze algérytmy uwzglednia jace zalezno$é typu
Markowé pomiedzy poszczegdlnymi klasami obiektow s& na ogdx znacznie
bardziej skomplikowane niz oépowiednie algorytmy nie uwzgledniajsace
takiej zaleznosci. Istotne z{punktu widzenia praktyki jest przeto
Sprawdzenie o ile uwzglednianie zaleznodci i stosowanie w konsekwen-—
Cji bardziej skomplikowanych;algorytméw zunie jsza czestosé bzednych
‘klasyfikacji oraz o ile wydlﬁza czas klasyfikacji. W tym celu

|
|
|
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zeprowadzono rowniez eksperymentalme pordwnanie algorytméw rozpo —
! .
awania z uczenlem dla prostych zaricuchdéw Markowa z niezmodyfikowa -

ﬁ
=i
[

‘nymi wersjami tych algorytmow. PozwoliXo to zbadaé nie tylko wzasnos-—
ci przedstawlonych modyfikacji badanych algorytmodw, ale rdéwniez

sprawdzié w jakich przypadka¢h modyfikacja taka - przy wybranych

w eksperymentach dkugoéciach?ciagéw uczgcych - daje pozytywny wynik.

: Dok¥adnie zakres i cele'ekspérymentalnych badan algorytmdéw rozpozna -
wania prostych zancuchdw Markowa przedstawiono schenatycznie w tabe -
fach L i 2. Jak z nich quiké, W przeprowadzonych badaniach ekspery -

mentalnych algorytmow rozpozﬁawania dla prostych zancuchow Markowa

wyrdznia sie dwie czeéci.

i OKRESLANG WPEYW . POROWNYWANO Z:
A g ST TR e R TP
NG | e 1 SIS0 | ST es | Te [ list i
Y Stz e rim S FOan L Eeal Sl S e
= ES s | 8l =il sy ixy 2y =g

g}q %) S > il:t 53 >
Pl o B S X GF X AS TR S B
I R o S g T N R e e
PRZEDMIOT S ¥ | isdEslE sl s E ] is i g ml Ay e
‘ 3 ~ 2 L‘ﬁslﬂg <o > > > > e 5 }i
SADAN SR [-B sE=SER | S S| &) S| &t
(corvmy) \| 3| SIS (SIS ¢33 813|588
P= b din| X XX L G Gl e
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| piexwszej czescl polagaj&c?j na okresleniu czaséw klasyfikacji ba -
danych algorytméw zatozono rpzkady normalne we wszystkich klasach

wma e A o

prawdzono kolejno jak sie ksztaituje czas rozpoznawania pojedyh —

-
w

] |
0 obrazu w zaleznosci od:
e

L. dXugosci cisgu uczecego (N),

; i
P iloscd klag (N). | )
|

3. ilos$ci wymiardéw przestrzeni obrazéw (k),
i

4. parametrdéw Zaﬁcucha}Markowa,

v

5. parametrdéw rozkaddw normalnych.
Aby oddzielnie okredlid Wply& poszczegdlnych rodzajéw paramnetrow na
czas klasyfikacji w trakcie eksperymentdw zmieniano kolejno jeden:

' ; |
z nich ustalajac wszystkie pozostaze.

Ofvx‘;i‘if ﬁ,” & POROWNYWANG Z:
E"g 3 _::13 SL < >
LR % 3 18 s3 § S g
Nl sl L& sl ot = =nl n
~ S ’3'2 }f‘ > t, s 1 | )
$ (218 S il s sl e s
| <,

pPrzEDMIOT  \¥ -o |EalE S = X § Sl
’ Y |y S|e S | > > =l a
BADAN S IZ QS SRR s e R
SIS S=S G 9ol ule ae
(ALGORYTM) J|SEITXf 2| | 2| R| | &
m-nurrn | XXX X XXX X
M- L KX XXX X | XX
M = NN XAXIX XXX [ XX
M = NM XXX XX XX X

M - & NN XKIX XXX XXX

Pab,: 2 Cele i zakres badan

| eksperymentalnych algorymtow
rozpoznawania pod wégledem czestosci bzednych

klagyfikacji



| 40
! ‘
Realizacja tego eksperymentu przeprowadzona catkowicie na m.c.

A
PR )

AT

1204 polegaza na generapji roznych ciasgow losowych skZadajecych
gie z loo + looo pomiarow % tworzgcych prosty Z%arcuch Markowa wraz
7z ich poprawnymi klasyfikaojémi korzystajsc z opracowanych w biblio -
tece procedur ALBOLV 1204 [35] generatordéw liczb losowych o rozkza -
|

dzie roéwnomiernym (procedura "unif") z przedziaiu [o,l ) oraz:: liczb
losowych o rozkadzie normalﬁym N(0,l) (procedura "gehnormﬂ, a na -
stepnie dokonywano klasyfikabji jednego z obrazdéw losowych (pozostae
tworzyty cimg uczacy) wedug badanych algorytumdw mierzgc czasy roz -
poznawania przy uzyciu procedury "timing" [37].

Druga czesé badan eksperymentalnych polegaza na okresleniu cze —
sto$ci bZednych klasyfikacjifbadanych algorytmdéw rozpoznawania. Préy-
jeto tutaj k = 1 (obrazy jednowymiarowe) oraz zazozono dwie klasy

obiektdéw (M = 2), w ktérych warunkowe rozkady prawdopodobietistwa sg

o

normalne !
_f(X/l) = Ny, 6,), ;‘I(X/2) = F(My,6,) »
a klasy obiektéw tworzg prosty, stacjonarny i jednorodny Zatcuch Mar-—

kowa o macierzy przejsScia:

Pinat P
1 Po1 Pop |
ak prawdopodobieﬁstwach-poczafkoﬁych Py i pz..Badanie wxasnosSci algo-
rytmdéw rozpoznawania pod wzgl@dem czestosci bednych klasyfikacji
przeprowadzono w ten sposéb, ze dla rdznych dxugosfci cisgu uozaéego:
1. ustalono probabilistyczhe charakterystyki zarncucha Markowa
(to znaczy macilerg P;oraz Py i-pz) zmieniajac kole jno para -
metry rozkaddw waruﬁkowych Blx/l) aeCye)e
2. ustalono parametry rozkaddw warunkowych £(x/1) i £(x/2)
zmienia jge natomiastfkblejno parametry Zaicucha Markowa, czy=—
1li jego pradepodobiaﬂstwa przejécia i prawdopodobierstwa po-—

czatkowe. |
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W plerwszym etapie na m.c. ODRA loo3 wygenerowano 12 rdéznych

cisgow losowych, 2z ktdrych kazdy skadaX sie z looo pomiardw x

powiszanych w prosty Zaidcuch Markowa wraz ze znajomodcis ich

3

opraw —
nvch klasyfikacji. Etap ten zrealizowano korzystaijec z generatora
J o - ! : J J

liczb losowych o rozkzadzie jednostajnym z przedziazu [p,ll

N

III generator podprogramu bibliotecznego 93 m.c. ODRA l003)
charakteryzujacego sie mazym skorelowaniem generowanych liczb.oraz
tablic dystrybuanty rozkaadu‘normalnego N(O,l).

W nastepnyn etapie na mtc. ODRA lo03 i ODRA 1204 dokonyweno kla-
syfikacji 500 pomiasrdw x wedxug kazdego z badanych algorytméw roz—
poznawania przy rdéznej liczBie obrazdw uczecych (rdznych dzugosdciach
N ciagu uczscego).

Pordwnujac dla kolejnyphipomiaréw X ugyskane rezultaty ich klasyfi-
kacji 2z klasyfikacja poprawne, wyznaczono liczbe bZednych decyzji

a nastepnie czestosé ¢ bkednych klasyfikacji dla badanych algoryt -
mow . |

Poniewaz w przeprowadzonych eksperymentach czestosé biednych kla-
syfikaeji przy ustalonym N; wyznaczana byza tylko dla jednego ciagu
uczacego, dlatego nie moéna‘jej nadawa¢ interpretacji Sredniego ryzy-—

ka, co wymagaxoby bowiem usrednienia wartosci c¢ dla wszystkich moz-

liwych ciggdw uézeoych; ﬂ
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l
5. ANALIZA POROVINAWCZA ALGORYTMOW ROZPOZNAWANIA Z UCZENIEM DLA

PROSTYCH ZANCUCHOW MARKOWA

5¢1s Pewne rezultaty analityczne..

ZoXdzmy, ze na n-tym etapie klasyfikacji istnieje optymalna bayeso-

wska reguta decyzyjna

iy * :

/\/n (Xn) = (X / _13 (501)
minimizujgca ryzyko warunkowe :
M
N £ P e s (=
(‘J G Thia s L<l\{n<xn)’3n) pjr; fn(xn/nn) =
3 =1 ' | (5.2)

—

n
i % | ~ )
e gﬁﬁ rn<q{n(xn),xn .

Sted dla dowolnej funkcji decyzyjne] q#;(xn)

AL A Y [4 dese
e ]2 | (), 4 5[V 6] 5.3
Xn ;
gd21e12 [ ] oznacza ryzyko $rednie na n-tym etapie klas J”l&acgl.
L NJ
Niech qurn(xn = Cx ,x 17 { }W oznacza algorytm_rozpoznawanla Z
uczenien na n-tym etapie klasyfikacji skonstruowany w/oparciu o cigg

uczacy'{S}N o Ryzyko Srednie dla te] reguxy wynosi:

4 C ('\y \az ' )
RnWN,n<xn)] D e\ R S ACREEN (5.4)
Ty
gdzie E oZnacza uérednienie jele wszystkich mozliwych ciggach uczgcych,

Oczywiscie |
By WI: (xn> ] é B [,YN Fhal (xn)] 5 ‘ (5.5)

Nea to, aby algorytm rozpoznawania 1£N:n¢§n> byx asymptotycznie opty-
| ?

o L . *)
lim S\Er(/\LVN (= )-% Jax . = g (/\i/ (x,) +%, JaZ, (5.6)

N—+o0
Z tw1erd4en1a Lebesgue' a [33] wynlka, ze na to , aby zachodzizo (5 6)

malny potrzeba i wystarcza z definicji 2, aby

>W dalszym ciggu dla unroszczenla zapisu kwantyfikator /\\

l opuscinmy, |



"cza, aby

s (Vo ()% ) = T (/\J.Vﬂ(’c) X ) r. wezedzie na X (507)
E - o\ o sl e o\ Tl vy SR n

oraz A | o
4"; \\ 4 &/\’/N n(x 3"‘{ )\< H(Xn) b (5.8)
: N | .
gdzie
o A |
SH(SEn) ax Lt (5.9)
Fiech T(i,3) 3 O bgpdzie funkcjé strat, taks ze
oo > (i)t nx I;(i,ijn§ S Eaist 2,0 (5.10)
Ktadgc _ i
| = - ‘
B(Z ) = Z L] es x/gn) B, 7 0 S Betl
e L :
= §
otrzymu jemy : ‘
| M :
H(}?n) = :Iélix Z L(l ,J ( n)-pjn = ?ix rn(in”zn) - _ (5.12)
Ja=1
A wige

/N\ rn(/\[N’n(xn) ,En) <nEy . (5.1

Sted oraz z twierdzenia o wartoscli sSrednie] [21] wynika <508)0

'z (5 10) o’trzynmjémy na‘tomiasﬂ

" .
XH\x)dx = S\ ZL(Jﬂ)f(k/:j)p ax =

in rn J 5 !
. o

5 L) g £ (£/3,)8%, L 0 (5.14)
I o |
4 |
lavwazmy ponadto, ze |

| =
H(fn) L o0 p:;L‘.‘ wsze dzie: na Xn S (5.15)

Sted aby zachodziZo (5.7) Wystércza (5.10) oraz aby [23’301,




i le L } ( X’ ) o CY!? (Xn) % fn)‘ <

(515

\amge?
1l
-

U 11

prawie wszgdzie na Xn A
i

| llynika wige, Ze (5.1 6) oraz (5 .10) wystarczs aby /Y/N - (xn> byXo asym—
: | ¥ ;
! ptotycznie optymalne.

fatxbézny dalej, Ze mozna znalezé cigg funkeji

5 (1,7,) - rn({s}l‘q,i;l,in) ; (5.17)
teki ze dla kazdego i=1,2,...i,M
\T}:o% {{ o(EE ) - rn(i,in)] £ E} = 1; pr. Wsze ma X (5.18)
0raz ]
rN,n</YN,n<Xn) rfn> 5 m%n rN,n(i,.Sc'n) - (5.19)

Z (5 2) ’ (5 18) i (5 19) wnibskujemy, ze

/\ \//\ ;{r‘ W n( ),x) W G )om )[<£}>,1_5

1650 T WX
prawie wsz¢dzie na Xn - (5.20)
I pdzraddytywnosci miary manmy
1-P(AnBncC) = P(AvBLT) L PE) + 2(B) + 2(C) = 1 - 2(8) +
+1-2() +1-2(C)=3-[Pa) + 2@+ 2(0)],

ia stgd |
P(AnBAC) }P(A) + P(B) # Pe) =2 . (5.21)

'z (5. g) - (B.o0h 1 (B, 21) wy'n:.ka wice, ze

BV A PiJrnm,naxnmnwrnw:@nwnn<m=

0 0] L
s eyl e h(“f1:<xn>,fn>1!<3?e}>/“ |

2[5 5o 0 BN <Ex 5, VR
50 SASAEMEAREAETACNSESRA RS

|
|
|
|




T : I o
4

'4

\’51_6/\”_ —,_5).;.(1 _5)..2 1T 259 PTe WEZe naip. (5.22)

7\ 1

U dowo dni llvrwy zatem naste puga ce

m

TN T 7 TN |
P Lihn DZENTIE 1, \

.

} 2
Niech max L (i, j) {00 , 1,j=1,25eee,M oraz dla kazdego naturalnego n:
a5 7| ‘:

\1 X ) bc;dz1e cig giem funkeji, takich ze

Lim P{i Sy rr;(i,fn)l< z} -

Gla i=1,2,¢03M loTaz pre Wez, nag X .
|
Ze /\f (]& ) bedzie algorytmem rozpoznav«anla, takim ze

N,n(/\{/N n(“c ,x ) m:Ln N,n<lﬁxn) . (5.23)

114 | ) S ol
Wtedy /YN,'n(xn> jest asymptotycznle: optymalny.

Powyzsze twierdzenie okresla pewne wystarczajgce warunki na to, aby

deny algorytm rozpoznawania z uczeniem dla prostych zarcuchdw Markowa
by asymptotycznie optymalny. Jest to wigc pevne kryterium asymptoty-
cznej optymelnosci,
Oczywiscie, jesli dla reguiy deCszrJneJ Z uczeniem /\fv? (xn) speznione
s, zaXozenia twierdzenia 1 bez zadnych ograniczen naXozonych na odpo-
wiednie rozkzady i prawdopodobienstwa, to jest ona bezvzégl@dnie asym—
ptotycznie optymalna,

Zbadamy obecnie pewne asymptotyczne wxasnosci algorytméw /dla N=oo/
Tozpoznawania prds‘bych Xaricuchdéw Markowa, w ktdérych przy formuXowaniu
reguz decyzyjnych wykorzystuje si¢ estymatory nieznanych rozkzaddw i
Prawdopodobienstw zbiezne wediug prawdopodobienstwa, Dla niezaleznie
pojawiajqéych sig¢ klas obiektéw wasriosci tekie zbadano w pracy [‘12]0

Korzystajac z twierdzenia 1 udowodnimy, ze jés’li estymator fN (x/:.)
nieznanej gg stosci f(x/l) oraz oszacowania pi.,N’ pijs.NpraWdopodobieﬂ_

stW poczgtkowych i przejscia jednorodnego Zahcucha Markowa ss zbiezne
;wedlug prawdopodobiengstwa, wéwczas odpowiednie ryzyko jest zbiezne do
| ryzyka Bayesa, a wiec 8J.gory"tm rozpoznawanla (3 5) jest asymptotycz—-

nie optymalnyo

|
|
|
|
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TWIERDZENIE 2,

Nilech pin oraz piij b@@% oszacowaniami prawdopodobiernstw poczz-—
pcoviyeh py 1 prawdopodobieﬁgtw przejscia Pij jednorodnego, prostego
raficucha Markows, takimi Ze |

L

/\ i,y = 8y wedtug prawdopodobieristwa, (5.24)
i ‘
A
1,3

Niech ﬁNQx/i) bedzie estymatorem nieznanej warunkowej ggstosci £ (x/i)

13 N._g,pij wedZug prawdopodobieristwa . (5.25>
9 |

takim Ze
/\ ﬁNQx/i)-—— f(z/i) 'wedlug prawdopodobiedstwa i (5.26)
> prawie wszedzie na X,
Wtedy dla dowolnej, skoriczone] i nieujemnej funkcji strat algorytm
rozpoznawania z uczeniem dla prostych zaricuchdw Markowa okresSlony w

sposob nastepujacy:

’\.’/N,n(xn) =i , jedli

(5 o7
M ' M el
E e o 0 R ) E Ig(r,jnyé ey
jl’l=1 e 'jl’l:-1

Ir = 1,2,...,1\{ 9 r#in ,;M152,ooo

gdzie <5N(~) wyraza sig jak:w (3.4), jest asympltotycznie optymalny.'

Dowdd,
Pozé zmy
M 4
TN’n(i,,:‘cn) £ Z L(i,jn)LéN(jn,.:Tn) » 1=1525000 o (5.28)
3= | :
n

Metods indukcji udowodnimy obecnie, ze dla kazdego naturalnego n

/\ lim P{ ]rN,n<i,§€n) - rn<i,5c'n)l £ f,} =1 pr. wsz. na }_an (5.29)

¥ N—& 00

- Pokazemy prawdziwosé (5.29) dla n=1. Z.(5.24), (5.26) oraz ze zne~

nych wiasnosci zbieznosci zmiennych losowych wediug prawdopodobien-

Stwa [33] wynika, Ze dla kazdego i

. i coar g
6/>\o \ﬁ’/ N/>\ﬁ P'{erﬂ(l’;}?H)-r1(l’x1)l<tj=

|



1
(2"\“?"1 X
=P41 ) L@s3) ey H(3) - ) B@d)-poed))| < 5} 710
523::)‘ | j=1
(5.30)

prawie wszgdzie na X

Jakradamy teraz, Ze dla dowolnefro 1 /o i=1y 2y one M/ zachodgs

b 8
lin Pl |7y, (5.31)

1N
Ly

n(:.,xn) - rn(lrxn”(g}: 1 pr. wsz. na Xn s

czyli ‘
T\T ‘; ]\II

A & { i
;'/\\ Z L (1,3) -0y (3:%,) — Z R 0=y (5+32)
i j=1 | 5= :

wedzug prawdopodobienstwa i prawie wsze dzie na —X-n ° :

Poniewaz (5.32) zachodzi dla dowolnej /byle skoriczonej/ funkcji strat,

wynika wigc ze |
/\ 5N (j ,in)——» 6(3‘,211) wediug pre i pr. wsz. na :Zn . (5033)
J

Zbadamy obecnie prawdziwosé (5.29) dla n+le 2 (5.25), (5.26) il (5.,33)

wnioskujemy, ze dla kazdego i

\ | b i S =
6/>\o E/ N/>\ITI P{I ™, +1( =) D n+‘l)"<£}_
P P{{Z L(1,J) 61\1(3”‘ )3 Z L(l,a) 6 (s n+1){<€}
j=1 =1 -
i
Juit

ez M :
>/ P{ it Z 5l\T (j,San) —-Z 8(j’72n+1)
= =
Z N(Xn+1/3> Z Jk N k,x ) = Z n+1/3>

= P{N
=1

M |
<g}>,1-_5 , (5.34)

5 Z pjk" 6(1{,5611)

k=1
Prawlie wszgdzie na X idla praw::.e wszystkich X

1\ i ! M

‘ L0 @ wie c prawie
Wszedzie na X i

“ykaza.llsmy zatem (5 29), co konczy indukey jny dowod/,

S, wigc speXnione zeXozenia twierdzenia 1. - cebed. 0%
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7 twierdzenia Bernoulliego T26] wynika, ze dla Zexdcuchdéw nieprzy-
wiedlnych oszacowania (3 9) sg zbiezne wediXug prawdopodobiernstwea do
%Od}gﬂwvuﬁlCh prawdopodobieristw poczgtkowych i przejscia prostego Zerl-
I cucha Markowa. Stgd oraz z- powyzszeﬂo twierdzenia vmiogkujemy, ze w
w przypadku, gdy estymator £ (X/l) nieznanej gestosci f(x/i) jest zbie~
:zny prawie wsz dzie wediug prawdopodoblens*wa, to ryzyko zdgza do ry-

) dee a, a wigc algorytmy rozpoznawania z uczeniem dla prostych,

5

padku warunkowych ggstosci ciggiych prawie wszgdzie - asymptotycznie
. optymalnes, |
Zbedamy obecnie asymptotyczne wxasnosci algorytmu '"najblizsza Sre-
dnia" (3.46).
TWIERDZENIE 3.
| Niech pi,N s pij,N bedg oszacowaniami prawdopodobiernstw poczgtkowych
py oraz prawdopodobieristw przejscia pij jednorodnego, prostego Zadcu-

cha Markowa, takimi ze:

e d A ‘n i e x | ‘ 5\

A\ pi,N —» p;  Wedug praydopodoblenstwa, 65.33/

{AE pij,N —-»pij wedzug p?awdopodoblenstwa. _ <5.36)
D)

% Niech poszczegdlne skzadowe wektora pomiardw x = (x:ﬁ),ow.,z(kg) ma~"
| jg jednakowe w dane] klasie 1 rozkiady prawdopodobiedstwa o skoriczo-
nych wartosciach srednich mép> am1,2 e vwyll gl 25 S AL
Vtedy dla zerojedynkowej funkcji strat zmodyfikowanﬁ algorytm "najé

: blizsza érednia"(3.46) Jjest zbieznys
|
|
I

Dowd d,
Oznaczmy'
b R, ? ‘
| e ; ,
| 2E) E (s) i
| | L= o = o0 o el
| - = |

- Srednia arytmetyczna ?—tych sk¥adowych pomiardw w cisggu
uczgeym o dxugosei N z klasy i.
Z twierdzenia Chinczyna [TO]%mamy

. |
’\}:1\7(,3. S, m() wedug prey i=1,25000,M 5, 5=lyee0,k o (5.38)




e

Yiech a (- ) bgdzie odlegZoscis euklidesowg w k—wymiarowe] przestrze-

k a :
d(:::,i »X,) = ;F;w (X1(S)—.x2(s)) . (5.39)

7 nieréwnogci trd jkata
‘ :
; a }’_1 9:,;2\} =d (X,] "‘}%) l AS 1 d(X1 ,J%) + d (XZrXB) - d (K,] 7%) I =
L (5.4)

az (5.40) wynika, ze

o3
o~
Ut
e
N
(€8]
~
O
H

s, < >- e
$>0 N1,N2_>I.\T' {l = }CDT1,1) — d\x,x_N ’1) E}/‘l ,( )

gdzie

= ~ ~(1) ' ~(kj)
.1 S\ Tmoasenebamg G

Mamy pokazaé, ze dla algo rytmu M-NM

/\ lim R f’\/ (Xn>] =R (5.42)

Gt N=to 15 N
Z twierdzenia Leoesgue & / l z tego, ze Tunkcja strat jest zeroje-

dynkowa/ wynika, ze aby zachodz:.?"o (5 42) wystarcza aby
b | L s oy a— o -‘_,: ; ‘A’f
/\ lim E :cn< N,n(xn) ,,Xn) =z Xn) Pre WszZe na X . (5 .3)

oo
e

Skorzystamy z kryterium Cauchy’ego [33] zbieznosci wedug sSrednie]

(X ),x ) ( N2 P(n),;in) 2<E (5.44-)

i pokazemy ', ze

i A

1’N >T pr.}wozona X 5
Z nierévmosci Szwarza otrzymujemy:
2
I’n(/\{/N,l ,n(xn) ’Xn) B I‘n(l\{}/l\T' i _(Xn) "xn> =
M 2

[</\qu e "])"I‘(/\!-/N A "3>] 6(3’3“)1 \‘('

I . e ;
$ E{v ‘L ( n)’j> & I"'(/Yszn Xn)"j)! ‘ 5@4’5511)} 24



e bl

[ <=
PN
;Z__J = ’\YN e ,J) -L< N2,;n<xn J), 0 (3,%) « e iEads]
U J=1 :
! Dla zerojedynkowej funkcji strat
ena : 1 .
m; ( qu-n,\xn)’a) I‘( N, n(x )3 1 ' ("N ,n +/\fN27n(' >}.
Zatem

% 2
rn (m/N , Pl (Xn> rxn) </Y ﬂ ( ) e >ii \
3 | : | ' :
W - P xYI,,,n(Xn) % /\{I\Tzwn@{n) } 3 (5.4’6)
Metods indukcji udowodnimy, Ze dla kazdego i i dowolnego n zachodzi

B s ak) SCTICER <tlyr-s G

>0 N N1,N2>N

prawie wszedzle na Xn.

Dla n=1 z (5. 41) mamy dla kazdego i

/\ \/ /\ { 1 - i ,ld}”’é (5.48)

550 § w N >F d(x"’i\r1,i) &<X’%’N2,1>
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5.2, Uyniki eksperymentalnego badarnia algorytméw rozpoznawania.

@

|

! pierwszej czedci eksperyuentu okreslono czasy klasyfikacji po =
jedyiczego obrazu dla badanyoh algorytméw. Na podstawie wynikow prze-—
onadzonych obliczed numerycznyc¢h na m.c. ODRA 1204 sporzedzone zo-
staky wykresy czasu klasyfikacji w funkecji dZugodci cisgu uczacego,
ilofeci klas 1 i1loéci wymiardw przestrzeni obrazéw. (Rysunki 5.1, 5025
5.3, 5.4, 545, 5.6, 5.7) Wynika z nich, 2ze wyzej wymienione parametry
najs istotny wptyw (z wyjstkiem, co jest zrozumiake, czaséw klasyfi -
kacji algorytmu typu "najblizsza $rednia" w funkcji dugoéeci cisgu
UCZRCEZO) na czasy klasyfikacji badanych algorytmow.

Wida¢ ponadto, 2e zdecydowanie najszybszym algorytmem rozpoznawa-—
nia prostych zancuchow Markowa jest M-NM. W drugiej kolejnoéci wymie-
nié¢ nalezy algorytm M-LI, natomiast w przyﬁaaku pozostazych czasy

klasyfikacji se mniej Wl@ceatego samego rzedu i wahaje sie¢ w grani -
cach od killku do 30 sekund, a 'wigc ss stosunkowo dZugie.

Na szczegdlna uwage zasiuguje minimalna rdéznica miedzy czasami
klasyfikacji ‘przy pomocy algofytméw uwzgledniajrcych zaleznosé typu
Markowa a ich wersjami niezwmodyfikowanymi i ro$nie ona jedynie w przy-
padku wzrostu liczby klas. Wynika to stsed, Ze czas modyfikacji algo -
rytmu (obliczenie. odpowiednich wspdZczynnikéw wagowych i wymnozenie
brzez nie funkcji decyzyjnych) jest znikomo mazy w eréwnaniu Z cza'~
sem "rzeczywistej" klasyfikacji, a wzrasta on wraz ze wzrostem ilosci
klas. Wyjetkiem jest tutaj algorytm typu "najblizsza Srednia® (xys.
5.6), w ktéiym czas modyfikacji jest nie tylko tego samego rzedu, coO
czas "rzeczywiste j" klasyfikaéji, a nawet w pewnych warunkach go prze-
wWyzsza, | |

Podkres$lié¢ nalezy, 2e podane czasy dotycza tylko klasyfikacji

: ‘ s
a nie uwzgledniaja czasu jednaraéowego procesu uczenia (obliczanie
obrazéw $rednich w préypadku dlgorytmu M~-NM, odpowiednie uszeregowa-—

tie pomiaréw uczscych.dla algorytmu M-LI' itp) poprzedzajacego rozpo-
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Rys. 5.1. Czasy klasyfikacji algorytméw M-MURTH i MURTH w zalezno-
|
$ci od dugosci ciggu uczacego (a), ilosci klas (b), ilo-

$ci wymiaréw obrazdw ©)
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Rys'. 5.2, Czasy klasyfikaoii algorytméw M-PAR i PAR w zaleznosSci
od diugosci ciagﬁ uczgcego (a), ilosci klas (b),

ilo$ci wymiardw obrazdw (c)
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mawanie, a ktdre to czasy sg rdézne dla rdznych algorytméw.

Badano rowniez, jaki wpzyw na czasy klasyfikacji algorytméw maje
mrametry %ancucha Markowa oraz parametry rozkiaddw warunkowych w po-—
grozegolnych klasach, ktdre zadano normalne. Na podstawie szeregu
przeprowadzonych eksperymentow stwierdzono, ze para@etry te nie wpzy-—-
yaje na czasy klasyfikacji badanych algorytméw ani tez na rdznice
piedzy nimi é czasami klasyfikaoji wersji niezmodyfikowanych tych
algorytmow. . |

W drugiej czeéci badath eképerymentalnych okreslono wpZyw parame -—
tréw warunkowych rozkzaddw prawdopodobienstwa na zachowanie sie cz@é—
toéci bzednych klasyfikacji badanych algorytuow.
Sprewdzano przy tym kolejno: | » | /
1. wpXyw rdéznicy wartosci Srednich rozkkédéw przj ustalonych

ich dyspersjach na czesto$é biednyoch decyzji.,

2. wpiyw wielkosci dyspers ji przy stazych wartoéciach $rednich

rozkxadodw.

¥ punktach 1 - 2 przyjeto jednakowe charakterystyki probabilistyczne

tadcucha Markowa:
0'02 Oc4‘

B= 0:30: D= 0BT, BRI

Rozpoznawano przy tym ciag 500 obrazéw przy rdéznych dzugosciach
ciggu uczacego (N= 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500) i réznych pa -
ranetrach warunkowych rozkka@éw prawdopodobierlistwa. Uzyskane rezui -
taty przedstawione s& na rysﬁnkach B8 &t 51T
lfifkresy 5.8 = 5,12 ilustruja zachowanie sie czesto$ci ¢ biednych
decyz ji dla- badanych algorytﬁéw w przypadku, gdy przy ustalonych
dyspersjach rozkiaddéw prawdopodobietstwa émienia sie réznica wartos—

¢l Srednich tych rozkaddw.

Tmika z nich, 2e przy ustalonych dyspersjach, czestosSci bzednych

tozpoznand wediug wszystkich badanych algorytméw maleja ze wzrostem

t0Znicy wartobci érednich. anadto uzyskane wyniki eksperymentalne



61

g
el

0sz
. ooz

005 osb Qop ose “

s I\ K

e S

/
HLHNW -y ,

S s oy s, avasn

e e

+or

.-Qmo

105

102

[%]

i o i

‘Rys',

=3

=52

1-m21 i 61

!
|
|

i M-MURTH przy réznych |m



A

T OF

T 02

62

105

|my —m,| 1 = §,=3

|

Rys. 5.9% Czesto$ecl bednych klasyfikacji wediug algorytmow LI
Shal M-;-I:I, przy réZnych



MY
O

Q

N 00S osk ook oF oog osz ; ooz

,&Qt »&Q lllllllllllllllllllf

‘N‘“\Nt%\ TNN\\ ll' """""""" 5\\(]\)\ B
NN
b=l ="y et
/
] NN -H
T e itk R e e s e
; _ NN
uifill"! \\\\\M‘\l
oy ——— NN
T
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| ==

g 3
|

e Q“

102

S Qm

.QW

(%]

Ryse 5.10. Cz stodei bigdnych klasyfikacji wedXug algorytméw NN i

M-NN przy réZn&ch }m1 -mzl ke 51= 5é=3

|
|
|

|




S

Qog o5k olo) 2 oG Ccog 052 ooz
£y NN -4
“ H\NE.”NMIN\“ """"""""""""""""""""""""""" }\2
b =[ %=y LN -1
el e 0 - o
WNET
g~ %
0=/ / WN~2y
e e e e e I -
DiefTaa s S o M i
G e e WN

4

10z

T 0¢

| QV:

F 0%

+ 09

[%]

Q

Rys. 5.1l Czestosci bZednjoh klasyfikacji wedzug algorytméw NI

5é;3

i M-NM przy réznych (mT = S -

I




132

o0%

el74

oot

Do

Qoe

)
-5

Yor

10z

- 0¢

- Of

- 0G

e QW

(%]

‘Rys. 5L12. Czestobci bxednych klasyfikacji wediug algorytméw 5

s M—SNN pray réj:‘znych lm1 - mzl, i 51_—_

i

1
!




;
/ , O
M«. ek oo Qor oge oog 05z ooz i
i ) “ - - f > A
: |
o] Q]
RO
1 -
o &
t—
0
-+ O qm a
(o]
(0]
B ey
(QV]
A S
(oY 4 %
k Y
e
D o
: a
Vo) T 0¢ PR et
O L | mv
. N
o 0
o s SRRt - e e el ‘mdr ....
e R
&d b
aialioy
3 .u m
1o e
7 2 5
S =
z d
o
.O
08 : ..z.w
ze
[
", U 2]




N

<t

oS

ook

o5z

To*

——

[#%]
2

21 m1=71 m

4 I przy rézaych 6y » o



N

-
-}

+8
s}

oS5t O.QV osg oot 0sz2 ooz

1oy

toz

1og

1 07

{109

[21]

Rys. 5.15. Czestodci bednych klasyfikacji wedXug algorytmow M-NN

6-1 9 52 al m1=7 ) m2=3

i NN przy réinych

{

|
|
\




=
=
; B
£ | 5
: 5 g Lf t M )
A
2 [
© =|
[el0] &
T or St
B
=
ol 7]
ol
A
@ o
o
mhﬁb \mJﬂVW mT_ &
HN-~m iRt
muDJ Tl 5k el ..m fhxu
%u b !G\.UD
S S WN-~W d
= = S O
= g
= LGS0 bR e PR .t L R OOSE T R
::::::::::::::::: Fop Bl
o WHN MW.- >y
N
R
MM.W!«WHMW.HHUb!Lén..ﬁh.hhH.HHunnﬂil:kﬂsar.rlilll.ﬂhuu.........u..l...h.h.HH.H.I..UHI!HHHu 109 2 B
: LN = M.
N
O A
| =
o9 Sy
X
: {9
v [%] =
9 >
fosl -




oop

ose

oog

/4

R4

\’;
l

9

P

1

Rys.‘5.17n Czestoéoi»blednyph_klasyfikacji wedtug algorytm

ow 5NN

=)

6, 1 Gé,i m, =T, B,

i M~5NN przy rodznych

k
l

|
|

|
|



r Lo

Wskazuj s na celowosdé modyfikaéji algorytméw NN, NM, ® NN i MURTH do
:meGci M-NN, M-NM, M- NN 1 E—MURTH W przypadka klasyfikacji proste-
g taricucha Markowa. Modyfikacje te korzystnie wpiywajs na jako$é
kumyfikaoji zmniejszajac w widoczny sposéb czestobci bxednych rozpo—
mad. W efekcie jakosSciowego pordwnania badanych algorytmdéw okazazo
sie, 2ze modyfikacja taka jest‘najkOrzystniejsza W przypadku algorytmu
Q@M zmnie jsza bowiem czestosé blednych‘decyzji w granicach lo = 15 %
0raz algorytmukﬂni(poprawa w granicach 5 % + lo %). Dla algorytﬁéw
[-5N¥ 1 M-MURTH poprawa ta jest mniejsza i wynosi okoZo 3 % + 5 .

I przypadku natomiast algorytéu M-LI wynika, ze dla mazych rdznic
partosci Srednich modyfikacjaitaka jest‘niecelowa, gdyz wyraZnie po=-
garsza jako$é klasyfikacji. !

Ksztéktowanie sie cz@stoéqi ¢ dla badanych algorytméw ze wzros—
tem dyspersji przy zachowaniu;staZych‘wartoéci $rednich rozkxaddw
przedstawia ja rysunki 5.135 <= 5.18. Uzyskane rezultaty wskazuje, ée
przy ustalonych wartoéoiach Srednich, cz@stoéci bZzednych rozpoznan
fleddug wszystkich badanych algorytmdéw rosng zé wzrostem dyspersji
rozktaddw warunkowych. Réwniez jak poprzednio tak i tutaj wyniki eks-—
perymentalne wskazuja, ze mdd&fikacja badanych algorytmdw korzystnie
iptywa na jakoéé}klasyfikacji; a ilo$ciowe zmniejszenie sie czestosci
ltgdnych rozpoznan k3ztaltuje]sie bardzo podobnie. O0d tej reguzy od -
tiega jedynie algorytm M-LI, dla ktorego rdwniez w tym przypadku mo -
lyfikacja okazuje sie nieceloQa. :

Na podstawie przeprowadzoﬁych eksperymentdéw stwierdzono, 2e w
lzypadku rozkzadu normabnegoj parametry tego rogkzzadu nie wpiywaje
" istotny sposdéb na wyﬁik jgkééciowego pordéwnania badanych algorytumdw
Zich wersjami niezmodyfikowaﬁymi.

Mezauﬁaza sie natomiast WPZ;wu dkugoéoi ciggu uczacego na wartosé
¢, w séczegélnoéci nie uwidaézniaja sie asyumptotyczme wzasnosci al-
80ty tmdw M-MURTH i MURTH. Swi%dczy t0 o zbyt matej jeszcze drugosdeci

“erzystywanychiciagéw uczacjch.
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Rys. 5.18. Czestodei biednych klasyfikacji wediug algorytméw przy

peinej informacji probabilistycznej /

Wﬁioski dotyczace zachowania si¢ czg¢stosci bednych klasyfikacji ze
Wzrostem dyspersji przy zachowaniu staZych wartosci Srednich oraz w
funkeji réznicy wartoéci gérednich rozkadéw przy zachowaniu staxych
ich dyspersji znajdujs swoje wyraine potwierdzenie na wykresie 5,18
ItZedstawiajgcym czgsto$é ¢ dla algoryitméw przy peinej informacji pro-

'Pﬂﬂlistycznej w funkcji parametrédw rozkzaddw warunkowych,
| |

{
[

E ' ; i
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trzecie] czesci badaﬁ;eksperymentalnych okreslono wpyw para‘~
metrow *aricucha Markowa na zachowanie sig czestoéci bxednych klasy -
fikacji badanych algorytmdéw ﬁrzy zachowaniu stazych rozkzadodéw warun-—
kowych. Przyjeto tutaj jako‘oharakterystyki probabilistyczne dwusté-
nowego Zancucha Markowa nastepujgce parametry [281:
l;Yesplz + Doy — Dparametr okr élaj&cy stopieﬁ/zale?noéci
g !
pomigdzy stanami %arcucha Markowa (¥= 1 oznacza stany (klasy)
niezalezne, a im bliiszy jest on zeru ludb dwdjki tym zalez —
no$¢ pomiedzy stanami jest silniejsza),
2.0 = Py - prawdopodobietistwo poczstkowe klasy pierwszej
i badano kolejno: ‘
l. wpZyw zaleino$ci pomiedzy klasami obiektdéw przy ustalonych
prawdopodobienstwach ﬁoczatkowych *adicucha Markowa na czestoséd
brednych decyzji, '

2. wpXyw prawdopodobietistw poczetkowych przy stazym { .

We wszystkich eksperymentach zadano jednakowe parametry rozkaddw:

£(x/1) = N(lo,11) L P(x/2) = N(14,16)
i1 podobnie jak poprzednio r&zpoznawano cigg 500 pomiardw przy ré6z -
nych dzugos$ciach ciagu uczaéego (N = 200, 250, 300, 550, 400, 4568
500). Uzyskane rezultaty przedstawione zostaxy na rysunkach 5.19 =
+ 5.28. Wykresy 5.19 = 5.23 lobrazuje zachowanie sie czestodci o
bzednych decyzji dla badapych algorytmdéw w przypadku, gdy przy usta-—
lonych prawdopodobieﬁstwach;poczatkowych zmienia sie éuma § prawdo -
podobieristw przejécia laﬁcuéha Markowa. Wynika z nich, Ze stopieil
zaleznosci pomiedzy klasami?ma~istotny wpzyw na wynik jakosciowego

pordwnania badanych algorytméw z ich wersjami niezmodyfikowanymi.

Okazuje sie mianowicie, Ze nie zawsze uwzglednienie zalezno$ci typu

llarkowa i stosowanie w kons#kwencji bardziej skomplikowanych algo -
tytméw polepsza jakosd klasjfikacji. Wynika, ze w badanych sytuac =

Jach, to jest przy wybranej |liczbie obrazdéw uczscych i klasyfikowa-

{

ych, poprawa taka ma miejsce, to znaczy modyfikacja korzysinie

il

|
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Rysi., 5.20. Ozesto$ci bkednych klasyfikacji wediug algorytuméw LI

i M-LI przy réin
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Rys. 5.21. Czesto$ci biednych klasyfikacji wediug algorytméw NN

i M-NN przy réznych wartoéciach parametrul i przy
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M-LI przy réiznych wartosSciach T i przy &= 1.4
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yptywa ha jako$é klasyfikacji zmniejszajac w widoczny sposdéb czestosé

1

piednych rozpoznan, jedynie przy pewnym okredlonym stopniu zaleznos -

7 poszczegllnymi klasami obiektéw i zachodzi tym wyraZniej,

(®]

}_J

m

:
ey

3
A

ol P

(podobne go rezultatu spodziewal sig nalezy dla X z przedziazu 0 +1).
fak wige dla badanych dlugoééi ciggdw uczacych uwzglednienie w algb -
yytmach 2z uczeniem zaleznosci Markowa zmnie jsza czesto$¢ bZednych roz;
poznafi jedynie wtedy, gdy zaleznos¢.ta wystepuje w sposoédb wyragny.

ﬁ przeciwne] sytuacji modyfikacja doprowadzié moze do pogorszenia
jakoSci klasyfikacji w pordwnaniu z algorytuwami niezmodyfikowanymi.
Trumaczyzoby to wigkszsa liczﬁe bxednych decyzji wediug algorytmu M-LI
g pordwnaniu z jego wersjs niezmodyfikowane w poprzednich eksperymen—
tach. |

W wyniku jakoSciowego pordwnania badanych algorytméw stwierdzono
przyktadowo, ze dla ¥= 1.6 modyfikacja jest najkorzysitniejsza w przy-
padku algorytmu M — NM zmniejsza bowiem czestos¢ bxednych decyzji w
granicach 15 % oraz algorytméw M-MURTH i M-NN (poprawa w granicach
lo %). .

Oczywiscie parametr ¥ nie wa wptywu na czesto$é c wediug algo-
rytudw niezmodyfikowanych, sted tylko 1 wykres dla rdznych jego war-—
toSedi's . '

Ksztattowanie sie czesbtoéci ¢ biednych rozpoznaih. dla badanych .
ﬂgorytméﬁ dla rdznych prawdbpodobieﬁstw poczatkowych przy zachowa -—
niu stazej sumy prawdopodobieﬁstw przejécia przedstawiajs zrysunki
5.24 < 5:,28. Uzyskane rezultaty wskazuja, 2ze czestoSci bednych roz-
Poznanl wedzug wszystkich badénych algorytmdéw maleja ze wzrostem rodz-
m£j pomicdzy prawd0podobieﬁétwami pgczatkowymi; Na podstawié prze -
Prowadzonych eksperymentdéw stwiexrdzono ponadto, ze frawdopodobieﬁ <
Stwa poczatkowe nie wpkywaja‘w istotny'sposéb na wynik jako$ciowego

Joréwnania badanych algorytméw z ich wers jami niezmodyfikowanymi.

1}

|
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Wszystkie powyzsze wnioski znalazy swoje wyrafne potwierdzenie

g rysunku 5.29. przedstawiajecym zachowanie sie czestoéci ¢ wedzug

hlgorytmoéw z peina informacjé probabilistyczne dla réZnych wartosci

ti¥ s _ 1
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Wozysthkie powyzsze wnioski znalazly swoje wyraine potwlerdzenie

mafyzunku 529, przedstawiajecym zachowanie sie czestodci ¢ wedZug

ilgorytmdén z peina informaojd probabilistyczne dla réZnych wartoSci
f ;
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6, PRZYKZAD ZASTOSOWANIA fRAKTYCZNEGO-

Czesto podezas kontroli ﬁrnebiegéw procesow przemysiowych oraz
gy kompleksowej ich automatyzacgi zachodzi koniecznosé rozpoznania sy-—
tnacji technologicznej (oceny stanu procesu w jakim sie on znalazZ),
nmﬁ"ﬂJFCOJ na przeuworzeniu duzej ilosci informacji otrzymanych w wy-
pilu pomiaru oharakterystycvnych parametrdéw tego procesu. lMoze sie
ma pojawié jako zadanie samoaz1elne (diagnostyka) albo tez moze wy —
stepié w pewnych zadaniach s%erowania procesem {2 341

Z reguzy stan charakteryotyozny w pewnej fazie procesu technolo -
gicznego zalezy od stanu, Jagl wystepiz w poprzedniej fazie tego pro-
cosu. W tym przypadku badanyiproces mozna traktowaé jeko proces wie =
lostapowy & odpowiednie rozppznawanie standéw charakterystycznych oraz
gwentualne wykorzystanis Wynikéw rozpoznawania do sterowania tym pro-—
cesen, wymaga uwzglednienia zaleznoéc1 pouniedzy poszczegldlnymi etapa-
ni badanego procesu.

Przedstawiny obecnie pewien prosty przykaad sterowania programo -
' flego z rozpoznawaniem sytuacji technologicznej, w ktorym wynikom po —
niar ow parametréw_procesu (s?fuacjom technologicznyn) przyporzadﬁowu-
je sie¢ jedns ze skonczone] iioéci mozliwych nastaw sterujacych tal,
aby jego stan charakterystyczny osiggne pewien stan pozedany lub aby
zminimizowad pewne kryterium okreslajmce siraly spowodowane nie uzys—
kaniem takiego stanu. Ogranfozymy sie¢ tutaj jedynie do wyznaczenia
algorytmu rozpoznawania pomijajac zagadnienie okreslenia algorytmu
Mmrowania (wyboru nastawy Qterujacej W zaleznosci od rozpoznanego
:Stanu) oraz bardzo istoing W praktycznych zastosowaniach problematy-—
ke dotyczeca sposobu przygofoWania pomiardw, ich wstepnej obrdbki,
Wprowadzenia na maszyne oyfrow& rozpoznajece sytuacje itp.

Rozwazmy pewien reaktor chemlczny. w ktérym zachodzacy proces
uoze przyjuowad Jeden z M mozliwych standw charakterystycznych po-—

_Wigzanych w prosty Zatcuch Markowa._pznacza to, 2e stan jaki wysts -
MY w pewnej fazie reakcji chemicznej zalezy od tego, jaki '

Wystapix w fazie poprzedniej; uzalezniajgc jednoczesnie od siebie
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sten chavakterystyczny w momencie nastepnym. Probabilistyczne powis —
] [y T

gnia pomiedzy stanemi tego procesu mozna przedstawié schematycznie

Loy ponocy nastepujscego grarfu:

I ktdrym wezzy oznaczajs wyrdznione stany'charakterystyczne, a gaze-
zie odpowiednie prawdopodobiéﬁstwa przejécia (nie koniecznie stacjo-
narne ).

i procesie (grafie) wyrdznia sie dwa stany:

l. stan X (pochlaniajacy dla kaidéj mozliwej macierzy P)
majacy sens stanu koicowego procesu;

2, stan A (rdéwniez pochzanisjecy dla kazdej mozliwej macierzy
P) - stan alarmowy -jjego osiggniecie oznacza, e reékcja
zaczyna podaza¢ w niekontrolowanym i niebezpiecznym (groze -
cym wybuchem, zniszczeniem reaktora itp.) kierunku.

two zauwazyé, ze wystﬁpienie standéw pocheniajecych (Zarcuch Mar —
kowa nie jest wiec Zaﬁcuchemjnieprzywiedlnym) powoduje, Ze proces

e jest w pekni sterowalny. : i
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Jeakcja chemiczna zachodzi w ten sposéb, ze w chwili jej uwruchomienia

| jroces przy rjmuje jeden z Wyr§2nionych standéw z odpowiednim prawdopo-
dobieristwem poczgtkowym i daiej przeblega na zasadzie bXedzenia przy-—
jadkowego z dwoma stanemi pochkaniajgcymi /stan kodcowy i alermowy/

i ulega zekonczeniu z cbwilq?osiqgni@cia jednego z nich,

ZaXbimy, Ze mozliwosé ingérenéji zewns trznej /sterowanis/ w zacho-
dzace, reakcje Jest niewielka i ogranicza si¢ do zmiany w pewnych gra-—
nicach prawdopodobienstw przej$cia

= P(u)
gizie' u oznacza wektor sterujscy
oraz mozliwe ponadto jJest zaﬁrZymanie reakcji,
axbzny dalej, Ze znajom%éé zbioru paremetrow (x,a), gdzie x i a
oznaczajs odpowiednio k - oraz p- wymiarowe wektory liczbowe mierzo-—
1nych parame trow Pizycznych / temperatura, cisnienie, natezenie prsdu
itp,/ oraz nie mierzonych lub niemierzalnych oarametrow, okresla jJe-

inomacznie sten charakteryszczny

¢ (x’a>

lek¥ada¢ réwniez bgdziemy, Ze istniejg rozkZady prawdopodoblen tw"
x/l) /o del 2 NG :
Na podstawie zgromadzonych danych statystyéznych o) procesie.okreé-

lono dla potrzeb sterowania nim model matematyczny reakcji skZadajg-

ey s1@ Z3 ;

s wektora prawdopodoblenstw poczgtkowych,

2. zestawu, zaleznych od zewngirznych nastaw, macierzy przejscia,

5. wektordw pomiardw éredni?h‘ %% wyrdéznionych standw charektery-

stycznych / 1 = 1,2,000,1 /

Dla tek okres$lonej syfuacji zaprojektowac néleZy ukxad sterowania, to

jest wyznaczyé algorytm rozpoznawania sytuacjl technologicznej oraz

dlgorytm sterowania / wybdr 6dp6wiedniej macierzy przejscia, a dla

standw koncowego 5 alarmowego - przerwanie procesu / w zaleznodci

! .

|
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0d rozpoznanego stanu,

i rachubg wechodzl tylko sterowanie w ukadzie zamknig tym
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Stan informacji aprioryczmnej okreéla jednoznacznie algorytm roz-poz-—
newania, jaki nalezy zastosov&aé w urzgdzeniu rozpoznajgcym. Bedzle to
modyfikowany algorytm "najblizsza $Srednia® (3.46).

Jatomiast odpowiedniego ‘wyboru/w sensie okreélonego kry'terium/ macie- -
rzy przejécia w zaleznodci od rozpoznanego stanu dokonaé mozna w opar-
¢iu 0 teorie¢ sterowanych zaricuchéw Markowa [8,25].
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7. WNIOSKI I UWAGI KONCOWE
|

pracy sformuzowane zosfaly w oparciu o nieparametryczng esty —
acje ¢ gestofci prawdopodobiedstwa pewne analityczne agorytmy rYozpo =
mawania z uczeniem dla przypadku, gdy ciag klas powiszany jest W
prosty, stacjonarny, nieprzywiedlny i jednorodny Zarcuch Markowa.
jszystkie wykorzystane estymatoxy se zgodne (zbiezne wedZug prawdo -
podobieristwa), a zatem, na mécy udowodnionych twierdzen, uzyskane w
oparciu o0 nie algorytumy rozpbznawania sg§ asymptotycznie optymalne, to
Znaczy fyzyko dla tych algorytméw dgzy do ryzyka Bayesa.
)

Przedstawione algorytmy rozpoznawania z uczeniem dla prostych zan-
cuchdéw Markowa stanowla pewnsg ilustracje ogdlne] metody konstruowania
fakich algorytmow. Algorytmyftego typu maje ogdélnie dosé skomplikowa-—
ng postaé i ponadto niestacjonarny chérakter. Pomimo tego stosowanie
ich przy. rozpoznawaniu prostych zadcuchdéw Markowa wydaje sie byc¢ ce -
lowe z uwagi na asymptotyczné wkasnos$ci tych algorytméw (ich zbiez —
n0s¢ Ao reguzy Bayesa) oraz é uwagi na fakt, ze algorytm przy peinej
informac ji probablllstyoznea uwzgledniajacej zaleznosé typu Markowa
gvarantuje lepsze jakosé rozpoznawania w porownaniu z algorytmem nie
wzgledniajacym takiej zalezhoéci. (2ys. 5418, 5.299

W pracy zostazy przedstayione takze wynikli eksperymentalnego ba-—
dania algorytmdéw roZpoznawaﬂia prostych zandcuchdow Markowa, a najwaz—
niejsze wnioski i spostrzszéhia jakie z nich wynikajs s& nastepujsece:

L. uwnzglednienie markowsﬁiej zaleznoéci w badanych algorytumach
'w minimalnym stopniu dekuéa czas klasyfikacji w pordwnaniu
z wersjami niezmodyfiﬁowanymi tych algorytmow;

2. parametry warunkowych?rozkkadéw oraz prawdopodobiedstwa poczat—
kowe zancucha Markowajmajs istotny wpiyw na kszitaztowanie sie
czestodci bxednych kl%syfikacji algorytméw, nie wpkywajs nato-
miast w widoczny sposéb na wynik jakoéoiowego poréwnania bada-
nych algorytméw z ich}wersjami nieémodyfikowanymi; |

3. modyfikacja algorytmé@ MURTH, LI, NN, NM i NN do postaci



N i

L-IURTH, M~LI, M-NN, M-NM i M-OoYN w‘przypadku klasyfikacji pro-
stego Zalcucha Markowa okazuje sig tym bardziej celowa, im 2za-—
leznos¢ miedzy poszczégélnymi klasami obiektdw jest silniejsza,
W przypadku natomiast kla yfikacji niezaleznego ciegu obrazdw

modyfikacja taka prowad21 do pogorszenia jakosci klasyfikacji.

W konkluzji do sformu&owanych wnioskdow nale2y zaznaczyé, 2e nie
posiadajs one charakteru ostatecznego jako dziaajscego prawa, lecz
stanowis pewne stwierdzenia natury hipotetycznej.

W wielu wypadkach na podstawie obtrzymanych wynikéw nie mozZna
jeszcze ocenid asympuotyuznych wtasnosci badanych algoryimdéw. Swiad -
ozy $0 o zbyt mazej diugosci my;orzy unanych cisgow uczscychl
§l przeprowadzonych eksperymentach czestosé Ekednej klasyfikacji przy
ustalonym N wyznaczana byza tylko -dla jednego ciegu uczecego. Nie
mofna jej zatem nadawaé interpretacji Sredniego ryzyka, co vaaga}o-
by uSrednienia wartodei c¢ dla wséystkich moéliwycw cisgodw uczacych.

Formuxujge stosunek do przeprowadzonych.badaﬁ eksperyuentalnych
nalezy podkreslié, ze z uwagi na trudnosci natury numerycznej ogra -
niczono sie tylko do ngabrostszych przypadkéw, stad tez uzyskane zre-—
mutaty posiadajs charakter fracmentaryczqy. Zachodz1 wisc dalsza po—-

trzeba przeprowadzenia dodatkowych .badand, by ich rezultaty mogly mied

maczenie w pelnl praktyczne.

\
|
|
\

Poczuwam sie¢ do mizego obbwiezku serdecznego podzigkowania Promo—

forowi Panu prof. dr hab. inz. Zdzisawowi Bubnickiemu za zapropono -

fenie atrakeyjnego tematu oraz za liczne cenne rady i wskazdwki, kté-
'8 uzatwizy mi rozwisgzanie ni%jednego problemu w ninie jszej pracy.
Rowniez wszystkim moim 2y£zliwym Kolegom z ZakXadu Systemdw Ste—
Iowania, a w szczegdlnosci Ko&edze wgr inz. Zygmuntowl Hasiewlczowi,
Hérzy nie szczédzili mi w to&u pisania pracy swojej pomocy., wyrazam

S2czer g wdzigecznosc. b a
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0BLICZANIE ;;J‘u'DOPODOBIEﬁFSTW POCZATKOWYCH I PRZEJSCIA ZA.I\'TCUCHA
MARKOWA

1, Nazwa procedury:

procedure PRA\"DODODOBIENSTWO (1,N,4,2,Q)

, Funkec ja procedury i opis metody.:
Procedura PRAWD OPODOBIENSiWO oblicza M wymiarowy wektor prawdopodo-
bienstw poczgtkowych P i mc:x.erz MM prawdopodobienstw przejscia Q
weddug wzoru (3.3) °

7, Schemat blokowy.

= STARE > ;
/ucu Lama a’an/f/; ‘ ! 7"‘",/'
Z DJN/ /Vf : |

4 ; Zﬂd/qzl liczbe Sjl—:—/OC/l
4 f kiorych poraiar zklas /- z‘c]
T ‘ po/orzsza bezposrednio /no—-
=) bz puar = klosy i(-tef
Oblicz [tczacz N; Veidda ¥

miarow uczanch z k¢

N /N —~ Py

v

N/N —~ p;

~ s 7=

vy

] / Wy prowe o< /
4 p/ p

4 Dane i parametry.
I [1 :N] - jednowskaznikowa ‘itablica typu integer prawidXowych Klagy-

fikacji obrazdw uczacych, i

| . i
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N - dXugosé ciggu uczqcegq - zmienna typu integer,

Il - ilo8¢ klas — zmienna typu integer.

Wyniki. j .

Po wyjsciu z procedury jeénowskaénikowa tablica typu xreal - P [1:M]
bg dzie zawleraé prawdopodobiedstwa poczgtkowe, a dwuwskainikowa ta-

ica typu real Q [1:M,1:M1 - prawdopodobiedstwa przejscia /P[i]:p.

& i)
Q 'Ll?;]l:pij /0‘ : 1
Tabulogram

procedure PRAWDOPODOBI ENSTHO (I) dlugosc ciagu uczacego: (N)
ilosc klas: (M) prawdopodobienstwe poczatkowe: (P)
prawdopodobienstwo przejscia: (Q);

value N,M; |

integer N,M;

integer array I;

array P,Q;

begin comment procedura oblicza na podstawie ciagu uczacego

M prawdopodobienstw poczatkowych oraz M*M praw
dopedobienstw przejscia lancucha Markowa;
integer i,k -
array S[1:M],L{1:M,1:M];
for i:=1 step 1 until M de
begin ?
Siili=000; >
for j:=1 step 1 until N de
if I[jl=1i then S[i]:=S[i]+1.0;
P[i]:=s[i]/N; |

end ;

for i:=1 step 1 until M de
fer-j:=1 step 1 until ‘i de
begin ‘

L{i,3]:=0.0;
for k:=2 step 1 until N do
if I{k-1]=j and I[k]=i then L[i,j]:=L[i,j]+1.0;
Qli, Jle=Lld, dd7/skil s
end;
end PRAWDOPODOBIENSTWO;
?
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ZODYFIKOVANY ALGORYTM WYKORZYSTUJACY ESTYMATOR GESTOSCI PARZENA

va 1 typ procedury.
integer procedure I.II’AR(I U,W¥,p,M,P,Q,X,N)

Furke ja yrocpdury 1 opis metody.

Procedura MPAR zalicza dany p wymiarowy obraz X do jednej z M klas

przy uzyciu algorytmu(3,17) wykorzysbtujgcego nieparametryczny esty—

nator gestosci Parzena z funkcjg jgdra (3.23) .

Schemat blokowy.

Rysunek 35,2

Dene i parametry. ,

T {1:N] - jednowskaﬁnikowé tablica typu integer prawidiowych klasy-—

fikacji obrazdw uczacych,

v[1:¥,1:p] - awuwskatnikowa teblicy typu resl pomierdw uczscych,

W[1:M] - jednowskaZznikowa tablica typu reel wspdZczynnikow wagowych,

P = wymiar przestrzeni obrazéw - zmienna typu integer, :

M - ilo$é klas - zmienna typu integer,

P[1:M] -~ jednowskaZnikowa tablica typu real prawdopodobieristw po-.

¢ zg tkowych, : ‘

Q[1:M,1:M] - dwuwskaznikowa tablica typu real prawdopodobienstw

przegsc1a, /
J p] - Jednowskaanlkowa tablica typu resl pomiardw sktualnie kla-

syfikowanego obrazu,

N - dxugosé ciggu ucz@cego - zmienna typu integer.

Wyniki,

Po wyj$ciu z procedury pod jej nazwg pbdstawiony zostanie numer

klasy, a tablica W[1:M] zawieraé bgdzie nowe wspdczynniki wagowe.

Wykorzystywane podprogramy

. Przed pierwszym wyw01an1em procedury MPAR nalezy obliczyé prawdopo-

dobiedstwa poczgtkowe i prze3501a przy uzyciu procedury PRAWVDOPODO-
BIENSTWO. '

Uwagi,

Przed pierwszym wywoZaniem procedury MPAR nalezy dokonaé podstawie-
nia '

w[ile=(elbm) dp/d/m , L (a=1,2.00)
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Tabulogream,

-4
Co

integer procedure MPAR(I) pomiary uczace:(U) wspolczynniki wage

we: (W) wymiar ebrazow:(p) ilesc klas: (M) praw -
dopodoolenotwa poczatkowe: (P) prawdopodobien
stwa przejscia:(Q) klasyfikowany obiekt:(X)
dlugesc ciagu uczacego: (N);
. ¥Yalue p,M,N;- \’
integer p,M,N; |
integer array I;
ay U,W,P,Q,X; ‘
begin comment procedura MPAR zalicza dany p wymiarowy pomiar X
do jednej z M klas przy uzyciu algorytmu wykerzys
tujacego nieparametryczny estymator gestosci

Parzena;
integer i ik
real 4,B,C;
array D[1:M]; -
fer i:=1'step 1 until M de
begin
Dfi]:=0.0;
B: =P[1]*N;
feor j:=1 step luntil N de
if 1[j]=i then |
begin , _ |
Ai=1.0; |
for k:=1 step 1.until p de
Ar=exp(-(X[k]-U[],k]) t2xB/2)*A;
D[i]:=A4+D[i];
£nd; ,
DLil:=D[il*W[il; | - ‘/ _

for i;=1 step 1 until ‘M de
Qs =C D[lj, ' j
for i:=1 step 1 until M de
D[i]:=D[1i]/C;
A:=D[1];
MPAR:=1;

for ii=2 step e unti i M do

af:Dlil=A"then



end MPAR; ‘

?

101

begin
A:=D[i];
MPAR: =1 3

H
O

r i:=1 step 1 until M de
begin |
: ; 4
|

for j:=1 step 1 until M do

A:=A+Q[1,j]*D[J];

Wli):=A/(sqrt(B)tp*B) ;
endq |
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ZHODYPIKOWANY ALGORYTM h(N)- TY NAJBLIZSZY ‘SASIAD'

Bs

4o

D

To

8,

Nazwa 1 ‘by'o procedury, |

integer procedure MHNFW(I u,%,p,M,P,Q,X, N)

Funkc ja procedury i opls;metody.

onceau_u MHNNN zalicza &any p wymiarowy obraz X do jednej z M
klas przy uzyciu algorytﬁu (3 11) wykorzystujgcego nieparametry-
czny es uymator gestoscl Loftsgaardena i Quesenbery’ ego. Przyje to
w nim h(N N,)= VW . ‘!

Schemat blokowy.

Rysunek 3.1, {
Dane i parametry. |

Patrz procedura MPAR,

Wyniki,

Po wyjsciu z procedury pod jej nazwe podstawiony zostanie numer
klasy, a tablica W{ﬁ'M] bgd21e zawieraé nowe wspdczynniki wagowe.
Wykorzystywane podprogramy.

Przed pierwszym wywokanlem procedury MHNNN nalezy obliczyé prawdo-—

podobiedstwa poczgtkowe 1{prawdopodob1enstwa przejscia Zaicucha

Markowa przy uzyciu procedury PRAWDOPODOBIENSTWO,

Uwagi,.
Przed plerwszym wywolanlem procedury MHNNN nalezy dokonaé podsta-
wienia : | :

w[1]:= N/(entier (sart(RlilM)=1) | i=1,2,...,1
i w trakecie klasyfikacji kolejnych pomiarow, elementdéw tablicy W
nie zmieniad. | ‘

Tabulogram,

integer procedure MHNNN(I) pemiary uczace:(U) wspolczynniki
wagowe: (W) wymiar obrazow:(p) ileosc klas: (M)

prawdoﬁodobienstwa poczatkowe: (P) prawdopodo:
bienstwa przejscia:(Q) klasyfikowany pemiar:
(5] dldgosc ciagu uczacego(N) ;
value p,M,N; i
integer p,M,N;
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ger array

[

begin comment procedura MHNNN zaliczs dany p wymiarewy pemiar X

do Jednej z M klas przy uzyciu zmodyfikowanego &l
gorytmu h(N)-ty najblizszy sasiad;

integer i3 k,m;

real Aj;

array D[T:N],ADL1:M]£

integer array H[T:M]{JLI:N];'

for j:=1 step 1 until N do

1

begin

D[{jl:=0.0;

Ji gl =Tl |

for k:=1 step i until p do
D[J):=D[j1+(U[J,k]l-X[k]) t2;

D[ jli=sqrt(D[Jjl); | , e

end ;

begin comment meteda Shella porzadkowania tablicy;
ms==N; ‘
for m:=m+2 while m<0 do

for j:=1 step lountil N+m do
begin
for k:=j step m until 1 do
if D[k]<D[k-m] then go to END
else begin = |
exch(1,D[k],D[k-m]) ;
exch(1,J[k],J[k-m]) ;
- Ao

LND: end;
end SOKT;
for i:=1 step 1 until M do
H[i]:=entier(sqrt(P[i]*N));

b
or j:=1 step 1 until N do
if J(jl=i then, |
begin f

2 =k+1; f

if x=H[i] then

L
|
I

begin
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AD[1]:=D[k]1p*w[i];
£0 to LOOP;

end;
end;
LOCP: end ;
A::C.O;

A;=A+AD[i]; |

for is=1 atep i until ¥ do
AD[i]:=AD[i]/A; |
A:=AD[1];

MHNNN: =1

for i:=1 step 1 until M do

|

for i:i=2 gtep 1 until W do
if AD[i]}<A then
begin

A:=AD[i];

MENNN: =1 ;
end ; |
for i:=1 step 1 until M do
begin E

A:=0.0; j
for j:=1 step 1 until M do

A:=A+Q[i,j1/aDLd];
w[i];=(1>[i]*1q)/((liii}—1 J¥A);

|

!

end RENNN; !
: 1

‘.
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ZMODYIIKO WAL ALGORYTM'WYKOQZYSTUJACY ESTYMATOR GESTOSCI MURTHY' EGO

1s

5o

B

Ts

Nazwa 1 typ procedury. f
integer procedure MMURTH(I,U,W,p,M,P,Q,X,N)

Tunkcja procedury i opis metody,.

Procedura MMURTH zalicza dany p'wymiarowy obraz X do jednej z M
klas przy uzyclu algorytmu (3 34) wykorzystujacego nieparametry-
czny estymator ggstosci Murthy €g0e

Schemat blokowy. =
Rysunek 3+3. i
Dane i parametry. |
Patrz procedura MPAR,
Wyniki.

Po wyjsciu z procedury pod jej nazwg zostanie podstawiony numer
klasy, a tablica W[1°M1 bgdzie zawleral nowe wsp0104ynn1k1 wWagovie.
Viykorzystywane podprogramy. |
Przed pierwszym wywoXaniem procedury MMURTH nalezy obliczyc pravdo-i
podobiedstwa poczatkowe i przejscia zaricucha Markowa przy uzyciu
procedury PRAWDOPODOBIENSTWO,

Uwagie :
Przed pierwszym wywoZanieﬁ procedury MMURTH nalezy dokonaé¢ podsta-
wienia : ; »
W[i]z:j/N, et ol

i w trakeie klasyfikacji kolejnych pomiaréw, elementéw tablicy W
nie zmieniad, |

Tabulogram,

integer procedure MMURTH(I) pomiary uczace:(U) wspolczynniki wa

gowe: (W) wymiar obrazew:(p) ilesc klas: (M)
prawdopodobienstwa poczatkowe:(P) prawdopedo -
bienstwa przejscia:(Q) klasyfikowany obiekt:
(X) dlugosc ciagu uczacego: (N) ;

value p,M,N; | A

integer p,M,N;

integer array I;

array U,W,P,Q,X;
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{
|
|
|
|

begin comment procedura | MMURTH zalicza dany p wymiarowy pomiar

el S Ve

X do Jjednej z M klas przy uzyciu algorytmu wykeo
rzystujacego nieparasmetryczny estymator gestoscl
Murthy ’ego ;

eger i g,k f
real A,B,C; |
array D{1:M]; ,
for ‘i:=1:gtep 1untiliedl do
begin
DLlJ =0.0;
—(PLlj*m)t(1/(p*2>>,
for j:=1 step 1 until N de
if I[gjl=a then
begin
A:=1.0;
for ki=l stepile unbilipice
Ar=A*sin(B*(U[ j,k]-%[k]))/(ULJ,k]-X[k]));
D{ils=A+D[3i]; |
end; '
DLiJ:=D[i]*w[i];

1 step 1 until M do

MMURTH: =1 | o I
for i:=2 step | until M de :

if D[il>A then

begin |
A:=D[i]; . |
MMURTH:=1; 1

Ly . |

for i:=1 step 1 until M do

begin : }
A:=0.0; |

feor ji=1 step | untll M do
-=A+QL1,JJ*D[JJa‘
Wlil:=A/(BL1]*N); |
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ZNMODYFIKOWANY ALGORYTMHNAJMNIEJSZY PRZEDZIAL

1. Nezwa 1 typ procedury. |

integer procedure MLI(U,H,M,p,W,X,Q)

2, Funkeja procedury i opis%metodyo
Procedura MLI zalicza daﬁy p wymiarowy obraz X do jednej z M klas
przy uzyciu zmodyfikowanégo algorytmu "najmniejszy przeaziaZ“ (3.41)

3« Schemat blokowy. | '

Rysunek 3.4,

4, Dane i parametry. }
U[?:N,1:p] - dwuwskaZnikowe tablica typu real uporzgdkowanych po-
niardw uczacych, | '

H[O:M] - Jednowskaznikowa tablica typu integer‘wykazu par granicz—
nych, ‘ .
pozostaze parametry jak w algorytmie MPAR,

5, Wynilki, i 4 |
Po wyjéciu z procedury MiI pod'jej nazwe podstawiony zostanie nu-
mer klasy, a tablica W[1;M] bgdzie zawieraé nowe wspbzczynniki wa -
gowe.,

6« Vykorzystywane podprogremy.

Przed pierwszym wywoXaniem procedury MLI nalezy obliczyé prawdopo=-
dobiedstwa przejécié przj uzyciu procedury PRAWDOPODOBIENSTWO oraz
uporzgdkowaé tablice pomiaréw uczgceych przy uzyciu procedury SCRT,

7. Uwagie. | : '
Przed pierwszym wywoXaniem procedury MLI nalezy dokonaé podstawie-.
nia | '

Wlil=te05 ) fd=as0 0 i
Jezeli klagyfikowany pomi?r X lezy poza zestawem obrazdw ucz&cy&h
to pod nazwe MLI podstawione zostanie 0; a tablica nowych wspdz-
czynnikéw wagowych bedzie nieokreslona. :

8+ Tabulogram,

integer procedure MLI(U)Epary graniczne: (H) ilosc klas: (M) ilosc
: wymiarow obrazow:(p) wspolczynniki wagowe: (W)
klasyfikowany pomiar:(X) prawdopodobienstwa

przejscia: (Q);
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begin comment procedura MLI zalicza dany p wymiarowy poemiar X

do jednej z M klas przy uzyciu zmodyfikowanego
algorytmu najmniejszy przedzial;
integeriijijsk,ts :

egl s ;
DEL[1:M];

)

integer array L[1:M];|
G

for t:=1 step 1 until! M do
L{t]:=0;

ts=l; :
for i:=1 step 1 until M do

begin
for k:=1 step 1 until p-de
Aif X[k]J<U[H[i-1]+1,k] or X[k]=2*U[H[i],k]-U[H[i-1],k]

then begin /
Lit]:=1;
textals
£0 to END;
-end ; |
END:end ; |
if t=M+1 then
begin
MLI:=0;
go to STOP;
end ; :

for i:=1 step 1 until M do
egin : :
DEL[i]:=5&150; _
for j:=1 step 1 -until M do
Af L[j]=i then go to LOOP;
DEL[i}:=1.0;
for k:=1 step 1 until p do
for j:=H[i-1]+1 step 1 until H{i] de
if X[k]<U[J,k] then DEL[i]:=DEL[i]*abs(U[],k]-U[j-1,k]);
DEL[i]:=DEL[i]*w[ill;
LOOP: end ; e
A:=DELI1]; L

F




end MLI;
e

o
i !
|

MLI:=1;

for i:=2 step 1 until|M deo

if DEL[i]<A then j

begin 5
A:=DEL[i]; |
MLI:=1; !'

end ; }

for i:=1 step 1 until M do
begin ‘
A:=0.0; ‘
for j:=1 step 1 uniil M do
A:=A+Q[i, j]1/DEL[ j];
Wwlil:=(H[i]-H[i-1])1p/4;
end;
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PORZADKOWANIE CIAGU UCZACEGO DLA POTRZEB ALGORYTMU MLI

R R N

1. Nazwa procedury. |
procedure SORT(I,U,p,M,N,4,H)

2. Funkcja procedury i ooisjmetody.
Procedura SORT porzquuge rosngco wspdXrzedne pomiardw uczecych Z
poszczegdlnych klas wedkug metody Shella E57]

-

%. Schemat blokowye.

wezy '/Zanu daryct: e
[SjN M @“/-ﬁ‘f—o/

g A’. o

t+1 — [

SORTOWANIE TABLICY

| A[HI 1 H[] k]
b 4 : ‘/'\-"‘7""’&'&—"
AHII k] = U [jk]|
- > i-r'/«v-[.
st ko= k=p
Ui e
| WY PROWADZENIE
Hiil+ 4 => H[‘] Al
|

P -

o i sTor: )
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anie 1 parametry.

|
It
|
1
il
|
|
|
[
|

L?i;ﬂ} - JednowskaZnikowa, tablica typu integer prawidXowych klasy-

-

ot i
tacji obrazdw uczgcych,

P - i . ¢
Ul1:N i:pj - dwuwgkaZnikowa tablica typu real pomiardw uczagcych,

p - wymiar przestrzeni‘obFazéW - zmienna typu integer,

I - ilo$¢é klas - zmienna %ypu integer,

N - d&ugoéé ciggu uczacegB - zmienna typu integer.

Wyniki, |

Po wyjsciu z procedury SOET dwuwskaznikowa teblica typu xeel
f st

A{1:N91:p] bedzie zawieral obrazy uczgce uporzgdkowane w nastepujg-

cy sposdbs ;

1wl mk] L ahed 1]

‘ | ! pierwsze: wspdXrzedne
drugie wspdirze dne:

<
o
<

! i
I ; I
| | !
! | !
I l

p-te wspdirzedne

obrazy uczgce z drugiej klasy
uszeregowane Irosngco

a jednowskainikowa tablica typu integer H[O:M] zawiera numery ko-
lumn rozdzielajgcych obrazy uczsce na M XKlas.

Tabulogram,

‘procedure SORT(I) pomiary uczace:(U) wymiar obrazow:(p) ilesc

klas: (M) dlugosc ciagu uczacego:(N) uporzadkewane
obrazy uczace:(A) wykaz par granicznych: (H);
Vialue p,M,N;
integer p,M,N;
integer array I,H;
array U,4A;
begin cemment procedura SORT porzadkuje rosnace wedlug metody

Shella pomiary uczace dla potrzeb algorytmu MLI;

integer i kilimit;
!

H[0]:=0; |

for i:=1 step 1 until!M do

begin ;
H{i):=H[i-1]+1; | .

for j;=1 step 1 until N do
i

!




e

if 2lgl=i then |
begin
2 for k:=1 step 1 until p do
AH[i],k]: =0 3,k];
H{i]:=H[i]+1; |

end , |

3 . |
end; =

:=1 step 1 until M do

)
O
=
[

for k:=1 step 1 until p de.

m:==-1; ,

for m:=m+2 while 1<0 do

for j:=1 step 1 until t+m do
begin !

for 1:=J step miuntil 1°de
if A[1+H[i-1],k]<A[1l-m+H[i-1],k] then go to END

else exch(1,A[1+H[i-1],k],A[l-n+H[i-1],k];

ioF

END:end;

|

end;
end SORT;
s
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bo 1

To

8.

‘value M,p;
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)

ZNODYFIKOWANY ALGORYTM “NAJBLIZSZA SREDNIA"

Nazwa 1 typ procedury. |

integer procedure ﬁNM(S,W,p,M,P,Q,X)
Tunkeja procedury i opis metody. :
Frocedura MNM zalicza dany p wymiarowy pomiar X do Jednej z U klas
przy uzyciu zmodyilkowanego algorytmu "najblizsza érednia"(3.46).
Schemat blokowy,
Rysunek 3.5, .
Dane i parametry. é
SXﬁ:M91zp] - dwuwskaénikoﬁa tablica typu resl obrazdw srednich,
pozostaze parametry Jjak wialgorytmie MPAR,

Wyniki. |

Po wyjsciu z procedury poé jej nazwe zostanle podstawiony numer

klasy, a tablica W[1:M] bﬁdzie zawieraé nowe wspdzczynniki wagowe.
Wykorzystywane podprogramj.

Przed pierwszym Wywo’anlem procedury MNM nalezy obllczyc prawdopo-
dobienstwa poczgtkowe i prawdopodoblenstwa przejscia Zadcucha Mar-

koWa przy uzyeiu procedurj PRAWDOPCDOBIENSTWC oraz na podstawie

ciggu uczgcego wyznaczyé bbrazy $rednie wywoZujac procedure SREDNIA.
Uwagio f
Przed pilerwszym wywolaniem procedury MNM nalezy dékonaé podstavie-
nia | ' '
Wlali=te0 0 00,2 000N
i nastepnie elementdéw tablicy W nie zmieniad.
Tabulogram, |
J

integer procedure MNM(S) wspolczynniki wagowe: (W) wymiar obrazew:

(p) 11000 klas: (M) prawdopodobienstwa poczatko
we: (P) pr awdopodobienstwa przejscia: (Q) klasyfl
kowany lobiekt: (X) ;

f’
integer M,p; 4
array S,W,P,Q,X; |
begin comment procedura MNM zalicza dany p wymiarowy pomiar X de

jednej z M klas przy uzyciu zmodyfikowanego algo

rytmu najblizsza srednia;

|
|
|
1

\



HF5)

integer i,J,k;

real A,B; |
real array DEL[1:M];

for i:=1 step 1 until M de

e

)

for 1';=1 step 1 until p de

DEL{i]:=(S[i,k]-X[k]) t2+DEL[1i];
DEL[{i]: —sqrt(DLL[lJ)* plil

end ;

A:=0.0,

for i:=1 step 1 until K de
=A+DEL[1];

for i:=1 step | until M do
DEL[i]:=DEL[il/A;
A:;=DEL[1];

MNM:=1;

|

for i:=2 atep l Rkl
if DEL{i]<A then

15

begin

A:=DEL[i];
MNM:=1;

for i:=1 step 1 until M do

A

for ji=1 step | until M de
:=B+Q[1,J]/DEL[J];
wlil:=P[i]/B; |

o

end ;
end MNM;
7
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OBLICZANIE OBRAZOW $nED \II CH i

, Nazwa procedury. | /'
procedure SRLDLTIA(I U,N,p,M,5)
2, Munkecja procedury i opis metodye.
Procedura SREDNIA obllcza dla potrzeb algorytmu MM M obrazéw Sre-

dnich p wymiarowych

Ni A
D = ! , U :
191{. ﬁ.‘- J,k 9 k=1’2’000,p0
| 1 d=1

j.v‘ B ""j‘

= kel=k

/,,z

<

i
4, Dane i parametry.
l
1[1 N] - Jednowskaznlkowa tablica typu integer praw1dkowych kKlasy-

. o




[ . ' 1y

|
-y * - ' . j
fikacji obrazdw uczacych,
i E i b ’ . : . v ok
U {1:N,1:p] -dwuwskasnikowa tablica typu xeal pomiardw uczgcych,
- dXugos¢ ciagu uczgcego - zmienna typu integer,

p - wymiar przestrzeni obrazéw - zmienna typu integer,

11 - ilodé Klas — zmienna typu integer.
He VWyniki, j :
Po wyjdciu z procedury dwuwskaZnikowa tablica typu real S D:H,1:p]
bedzie zawieraé wspdzrz¢dne obrazdédw Srednich:
s[i,k] - k-ta wspéIrzedna $redniego obrazu z i-tej klasy.

6. Tabulogramn,

procedure SREDNIA(I) pomiary uczace:(U) dlugosc ciagu uczacego: (N
wymiar obrazow:(p) ilosc klas: (M) pomiary srednie: (S);

value p,M,N; |

integer .p,M,N;

integer array I;

T

Rrray. U, S;

begin comment procedura oblicza na podstawie ciagu uczacego M

obrazow srednich p wymiarowych ;
integer—i, jiyk,L; : :
for i:=1 step 1 until M g4e
for ki=1 step 1 until'p do.
S{i,k]:=0.0; |
for d:=1 step 1 untili M de
begin |

IR o B
for k:=1 step 1 until p de - /
S[i ;k] :=S[i ,k]+U[j)k] ’

end ;

for k:=1 step 1 until p do
Sl =ik /0

end ; '
end SR&DNIA;

-
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e
|
|
ZMODYFIKOWANY ALGORYTM "NAJBLIZSZY SASIAD"

Nazwa 1 typ procedury.
integer procedure MNN(I,U,W,p,M,P,Q,X,N)

unke ja procedury i opls metody.

Procedura MNN zalicza danygﬁ wymiarowy obraz X do jednej z M klas
przy uzyciu zmodyfikowanego algorytmu "najblizszy sgsiad" (3948).
Schemat blokowy;

Rysunek 3,.6.

Dane i parametry, ;

Patrz procedura MPAR,

T
\i
3}

yniki,
Po wyjsciu z procedury pod‘jej nazwe zostanie podstawiony numer kla-
syg a tablica W[1:M] bedzie zawieraé nowe wspdzczynniki wagowe.
Wykorzystywane podprogramy.
Przed pierwszym wywoZaniem:procedury MNN nalezy obliczyé prawdopodo-
bieristwa poczgtkowe i przejscia Zadcucha Markowa wykorzystujge pro-
cedure PRAWDOPODOBIENSTVO. '
Uwagi. :
Przed pierwszym wywoXaniem procedury MNN nalezy dokonal podstawie-
nia

Wlile=1.0, 1 i=1,2,0.c41
i w trakeie klasyfikacji kolejnych pomiardéw, elementéw tablicy W
nie zmieniad, . '

Tabulogram,

integer procedure MNN(I) pomisry uczace:(U) wspolczynniki wago

we: (W) wymiar obrazow:(p) ilosc klas: (M) praw
dopodobienstwa poczatkowe: (P) prawdopedobien
stwa przejscia:(q) klasyfikowany obiekt: (X
dligosc lciagu uczacego: (N);

value p,M,N; |

integer p,M,N;

nteger array I;

array U,W,P,Q,X;

begin comment procedura MNN zalicza dany p wymiarewy obiekt X

.LJ-

de Jjedney z M klas przy uzyciu zmoﬁyfikowanego




119

algorytmu najblizszy sasiad;
inveger 3 saulk i
Laal 1:,,13; }
real array DEL[1:M];

:=1 step 1 until M do

o
H
l..}

]

begin ;

DEL[i]:=5&150;

for j:=1 steép 1 until N de
if I[jl=i then '

begin

B:=0.0;

for k:=1 step 1funtil p do
B:=(U[j,k]-X[k])t2+B;
B:=sqrt(B) ;

if DEL[i]>B then DEL[i]:=B;

end;
DEL[i]:=DEL[i]*w[i];
end ;
A:=0.0;
Fer dii=l slep until M do
i

A:=A+DEL[i];
for i:=t step 1 until M de
DEL[i]:=DEL[i]/A;
A:=DEL[1];
MNN:=1; |
for 1:=2 step 1 until M do
if DEL[i]<A then
begin

A:=DEL{d];

MNN:=1;
end;
Papiic=1 .step 1 until i dg
begin
B:=0.0;
. for j:=1 step 1 until M do

 B:=B+Q[i,Jjl/DEL[J];
wli]:=P[i]/B; f
end; |
end MNK;

.

|
|
|
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ZVODYFIKOVANY ALGORYTM "ALFA NAJBLIZSZYCH S4SIADGW"

Nazwa i typ procedury.

integer procedure WALFxNV\I U W,p,M B0 s N,QLFA)

o ! -

mke ja procedury 1 opis matodj.

-

Procedura MALFANN zalicza| dany p wymiarowy pomiar X do jednej z M
klas przy uzyciu zmodyxlkowaneoo algorytmu "alfa najbliZszych sgsie~

14 |
A Aot f o “

-\ Vi I )

Lo \3 ) 5 ° E
Schemat blokowy. |
Rysunek 3,7,
Dane i parametry.

ATPA - ilosé nanllzszych sgsiaddéw - zmienna typu integex,

‘pozostate parametry jek w;algoryumle MPAR., z

Wyniki, |

Po wyjsciu z procedury pod Jjej nazwe podstawiony zostanie numer kla-
sy, a tablica W[j:M] zawieraé bedzie nowe wepdXczynniki wagowe.
Wykorzystywane podprogramy. |

Przed pierwszym wywoXaniem procedury MALFANN obliczyé nalezy pra-—
wdopodobiedstwa poczatkowg i przejécia Zadcucha Markowa wykorzystu—
jgc procedure PRAWDOPODOBfENSTWO.

Uwagi. | ‘
Przed pierwszym wywoXaniem procedury MALFANN nalezy dokonaé podstaf
wienia ’ | |
Wii]:=1e0 , L 121,20, 0..,0

b wvtrakcie klasyfikacji %olejnych pomiéréw? elementéw tablicy W
nie zmieriad, '

Tabulogram.

o

integer procedure MALFANN(I) pomiary uczace:(U) wspolczynniki

wagowe:KW) wymiar ebrazow:(p) ilosc klas;: (i)
prawdopodobienstwa poczatkowe: (P) prawdopode
bienstwa przejscia:(Q) klasyfikowany pomiar:
(X) dlugosc ciagu uczacego:(N) ilosc najbliz
szych sasiadow:(ALFA); :

value p,M,N,ALF4; : S

integer p,M,N,ALFA;

—_—— T

integer array I;




v 1T W P D W i
¥ LP"J")“\?)“\“) |

comment procedura EALFANN zalicza dany p wymiarowy pomiar
X do jednej z M klas przy uzyciu zmodyfikowanego
algorytmu ALFA najblizszych sasiadow;

s 1,3,k,1;

intege ray L[1: ALFA],
2rTray Dri ALFA] AD M],
for 1:=1 step 1 until (ALFA do

fo: j:=1 o until N do
begin ;
A:=0.0; ,
for k:=1 step 1 until p do
Ar=(X[k]=-U[J k])?2+n,
A:=sqrt(4); ‘
C:=falsé; | v
- for 1:=1 step 1 until ALFA de C:=C or A<D[1];
if C then |
begin
B:=D[1]; |
ki=1; ‘1
for 1:=2 step 1 until ALFA do
<D[1] then
begln w
B:=D[1]; |
k:=1; |
end ; !
D[k]:=4; ;J
Likle=ofils |
end; ‘5
end ; ;
for i:=1 step 1 until M de
begin )
¥:=0; |

for 1:=1 step 1 until ALFA do

if L[1]=i then k: -k+1,

AD[i]:=k*W[i];
end ;

P

i
|
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j"L:""OoD‘

’ i
for i:=] stepii untile W @6

AADI ¢
for i:=1 step 1| until M do
AD[i]:=AD[i]/A; E
A:=AD[1]; |
MALFANN:=1; 5
ferii:=2 stepii untll M do
if AD[i}=A then |
begin i

ﬁ
end ;

for

A:=AD[i];
MALFANN: =i ;

\
|
\
\
\
i

i:=1 step 1 unL11 M do

begin 1

A:=0.0; |

for j:=1 step 1 until M do

end ;
end MA

it

4:=Q[1,3]*AD[ 3] +4;
Wial:=h/BEs s

LFANN;

f
’ |
\
\
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