
lOZZOSL-^
Na prawach rękopisu

INSTYTUT MATEMATYKI
POLITECHNIKI WROCŁAWSKIEJ

Komunikat Nr 063

MIARY GAUSSOWSKIE I ZASADA NIE- 
ZMIENNICZOSCI W PRZESTRZENIACH 

LINIOWYCH

/praca doktorska/

Inglot Tadeusz

Słowa kluczowe: miara gaussowska,mierzalna przestrzeń liniowa,
prawo zerojedynkowe, przestrzeń lokalnie 
pseudowypukła, zasada niezmienniczości

Wrocław 1976

0GO503OC5



Mgr Tadeusz Inglot
Instytut Matematyki
Politechniki Wrocławskiej
50-370 Wroc ławtpl• Grunwaldzki ?a 
tel* 25-26

Komunikat wpłynął we wrześniu 1976



Klasyczny rachunek prawdopodobieństwa bada rorkłn^y na 
prostej i w przestrzeniach skończenie wymiarowych* nattn^lnsna 
uogólnieniem jest przojćcio do nieskończenie wymiarowych 
przestrzeni liniowych* Dla ośrodkowych przestrzeni Hilbr^nt 
a mwot dla Ośrodkowych przestrzeni Banacha^ zasadniczy tmm 
teorii prawdopodobieństw jest już zbudowany* Szczególnie 
dużą rolę w tej toorii grają rozkłady gaussowskie. Tracą 
niniejsza jest próbą uogólnienia niektórych ważnych włm 'A 
rozkładów gaussowsldch na przypadek mierzalnych pr^otrr- ni 
liniowych• Stało cię to możliwo dsięki elgebralarnoj deTh^J* 
miary gaussowskioj podanej przez X* Fomiguc/a [io]*

Praca składa się z dwóch części. W pierwszej* v‘ i
koncentrują się wokół dwóch własności miar gausso^AMii j - r 
woro-jedynkowych /parograf i caikomlnoćoi fnnk?jc ^»7 5 * 
Bubnddytywyoh względem miar gaucsowoldch /paragraf J/e 
Wyniki te nio wyczerpują bogactwa mgadnicń dotyczn/ych r ‘”r 
gauocwakichi locz dają nowe spojrzenie na teorię < rch m"' r 
i pozwalają na rezygnację w aparatu dmlno^cit pow....  
wy korzy atywanogo w dotychczasowej teorii* Dlatego n^r’ *;6 ’ 
wyniki nie oą sformułowano w najogólniejozoj ncrrji, jn-: 
możnaby oczekiwać*

W częóci drugiej, jako przykład zastosowania wyników 
częóoi pieramojt dowodzi się zasadę nieEmienniczoóci w prnn* 
strzoniaeh lokalnie pseudowypukłych| nie posiadających na -^ł 
niezorowyoh ciągłych funkcjonałów liniowych* Uogólnia to 
wcześniejszy rezultat J* Kuolbsa [22] dla przestrzeni Benrcha*



Tocria prawdopodobneóntwa w przestrzenieoh liniach 
rozwinęła eię głównio dla klany przestrzeni T'n n.nr* f »n, । $'" * q 

aparat analityczny Jo$t dostatecznie bogaty ♦ Cd kilku 
wiły ©ię Jednak próby rozważenia ogólnieJerych prrosktr * ♦ 
Okazało eięt de wiolo ważnych twierdzoh Jent prmlrdryeh 
w znacznie ezoracoj klacie przestrzeni niż przcotrr^Po 
Banacha /np. [3], [4] ,[a], [10], [11] ,[16] ,[33] ,[34] ,[55]/. ”...'■ 
częńcioj próbuje się rosważaó i wyodrębnień te iO<r
probabiliotyasmycht któro rają charakter algebraic^no ’ 
a nie topologiow* ©W2©^ólnoóoit wlacnoóci miar - 

। 
©kich nie eą na o^ół. a właenoóoiomi Goonotrycr- ; 1
przeatrreni moraomiych* bo badania takich wierno'al v 
nie Joat udywaó pojęcia piornnlnoj preentoseni liniowoJ /[7]9 
[10]• [111 /• Opierając aio na tym pojęciu ©definiuj y r ‘ 
gauoeowską i pokadony kilka JoJ włamwAoi#

W całym obecnym rozdaialo B będzie orn^oroć rz" , 
etą przootrzeń liniowy a ó *eiało jej jndcb5zn?vr«

Joóli dodut^onio Joet mierzalne /Jako odT;zoxcr?n‘w 
w Kt gdzie w E*2S bierzory f*aiało produktom© óx£/ o.r?n 
mnożenie przez okular Jonb mierzalne /Jako otooro^cnin x n 
w Ef gdzie na psrOEtoJ tiorscRy <f<-cialo ©biorów m 
w conaio LobooguoWf to para (Ef£) nazywa cię miorunlną 
przestrzenią liniową /^[B/ /n»U»Dudlcy» lUKonter [71/•



Łatwo zauważyć* że metryczne ośrodkowe przestrzenie 
liniowo eą MVSt Jeśli za £ ważnie się 6 -ciało zbiorów bora- 
lowskich. Dokładniej mówiąc* wystarczy* aby E była przuatrze- 
nią liniowo-topologiczną i miała własność ŁindelOfa* przy tym 
sasym 8 • »

Iiu^* ważny przykład stanowi przestrzeń D[O*l] funkcji 
rzeczywistych na odcinku [0*1] prawostronnie ciągłych i bas 
nieciągłości drugiego rodzaju. Przestrzeń ta s topologią 
Gkorochoda jest przestrzenią polską* ale nie jest liniowo- 
topologiczną / P.Billingsloy [2] str.^23* problem J /^ Jest ona 
jednak UVS za zbiorami borelowskimi jako £ Cynika to z nastę­
pujących faktów / ich dowody i dalsze szczegóły dotyczące 
przestrzeni D[o*l] są zawarto np. w książce [2]/. Rzuty 
jodnowymiarowo* to znaczy odwzorowania TT^t D[O*lJ —-> R takie* 
żo Tr$(xJ«x(t) * są funkcjami borelowa!dcit choć na ogół 
nieciągłymi. Ponadto rodzina generuje 6-ciało
zbiorów borelowskich w D[o*l] /por. [2] Th. 14.5/. nierealność 
dodawania wynika z powyższych faktów oraz a przemienno.5cit 
dla każdego te[Ofl] t następującego diagramu!

D*D ----—~ D
I I 

^t’ 
r x n —4—♦ n •

I 
nietrudno saważyć, śo mnożenie przez akalar jeat ciągłe> 
a więc mierzalne. Podobni© modna pokazać* że prseetrzeń D[0*oo) 
a odpowiednio rozszerzoną topologią Ap. T.Lindyall [24] / 
jest też HVS. Przykłady poi^yższe są ważne dlatego* że prza- 
Łtrzania te aą naturalnymi przestrzeniami realizacji dużej 
kla^y procesów stochastycznych.
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W następujących poniżaj definicjach sa element losowy 
uważa się miarsalne odasoroaanio s petmoj prsoatrzeni próba- 
bilitlycanaj (£1,5$ w miorsalną prsostraań liniową (B,f) •

,(yi) Beflnioia ZX.Femiauo [10] A
Element losowy X na (Et£) nazywa się symetrycznym 

elementem gaussowskim* Jeśli dla dowolnego ••obrotu* 
Ti B*E-*B*1* T(x*y)«(m>ty*te^^* gdzie ora# dla
dowolnych Łuy2» niezależnych elementów losowych o tym sasym 
rozkładzie co X* JoóH (Y^Y^)* to Y^ i Y^ są
niezależno i mają ton e-au rozkład co X# Inaczej mówiąc* dla 
każdego "obrotu” T rozkład /i elementu losowego X spełnia 
równość

gdzie //xa oanaesa produkt miary A eiebie*
Hact^poa definicja na aems takSe w praypadku, ^dy B 

Jeat gi-upą.
KA

Lleuont lososy X na (E»f) naaywa elf eynatrycanyM 
elementem gauoaowakim9 Jeśli dla dowolnych niezule&B
nyah elementów losowych o tym msaym rozkładzie co Xt elementy 
losowo Y^»X^*X2 i Y£»Xy»x2 niezależne i mają tan aum 
rouklnd*

Il.SlWinigM /H.H.Dudley, M.Eantw f?]/.
Element losowy X na te>£) nabywa aię ©ymatryoznym 

eleuentem guuuno^okim^ Jaóli ma rozkład śoióla stabilny 
z wykładnikiem 2t to znaczy dla dowolnych A> O i B>0 oraz 

nie^ależąych elementów losowych o tym sac^un rozkładzie 
co X* element losotey



AX-+BX?

na ten sam rozkład co X.
Hioch P będzie pewną rodziną funkcjonałów liniov^ch 

na B 1 nijch 6(P) oznacza 6-ciało podzbiorów B generowała 

przez rodzino 1% to Jest najmiajozo 6-ciało* przy którym 
wszystkie funkojunały s f są aiorzalno. W [?J Bostało poku.- 
zuna* do każda para (E, 6(V)) JOBt MWJ*

niech P będsio pewną prsoetrsenią wektorową fimkojuiiH** 
Idu? liniowych na przestrzeni liniowej B« Eleuont X
na (bb 6(D) na^m nią cyKietrycsnym ele&entsa gaussowskim* 
joóli dla każdego f£l% tM •. jeat anienną losową gaust^iską 
o órodniej taro*

ŁatM sauuażyć* ta definicja fUl) jest mocniejąca 
aag&mo od definicji (1*2) jak tefc (*!•?) • Paniżaao Twiendamia 
jest? snmet jednaki© podajmy jego dowódf gĄyS jest? niostopllw 

a autor nio sna opublikowanoj pracy sawierajQcej $o«

Je&li Jest MVS tak$t Se • gdzie P jasb
P$mh przestrzenią wektorową funkcjonałów liniowych na B* to 
definicje 6l/l)~6U4) róraowaSnee 

n i»v,- ó d ®
Bóanozażnoóó (1.3) i (1.4) została pokazana przez Pudlemu 

i Kantora w [7] • Pozoztają więc do udowodnienia dm faktys 
(i) Jeśli X Jest olementOM gaussowskim w sensie definicji (1.2) 
to Jest także w sonaio definicji (1.4)• 
(ii) Jeśli X Joat elenimitcn gaussowskim w sensie defini­
cji (1.4)* to Jest także w sensie definicji (1.1).



ad (i) • Niech będą niezależnymi elementami los>» 
uyni mającymi ten sam rozkład co X. Wówczae, s założenia.

oraz ^^*^2Vz2 eą niezależnymi elementami losowyui o tya
rozkładzie. Wobec tego, dla dowolnego ££ Pt XfXJi £(^ J 

są nienależnymi zmimmymi losowymi o tym rozkładała aa 
f(x) oraz zmienne loncie £(x^x^»£(x^t(x^) i

(M^) sQ niezależno. Stąd i me znanej charaktuiy^auji
rtz.ld idów gaussowskich na prostej /W.Poller [9] 
tjaika, że £ (X^) i f(X2) są gaussowskimi zmiennymi losowy ui. 
Mają cne óradnią zero, bo ich suma i różnica mają ton nam 
rozkład*

ad (ii) • Miech dla każdego ££ Pt f (X) ma rozkład 
guussowsld aymetryczayt niech X^tXg będą niezależnymi elemen** 
tam! losGtwi o tym samym rozkładzie co X i Y^wsYptY^ • 
Y^sstY^sY^ • gdzie s^t^al, stt ustalone. Wówczas dla dcwol* 
nogo zmienne loecwa ^(X^) i ^(^3) ten zau 
rozkład co t(x) /na podstawie charakteryzacji rozkładów 
gaussowskich na prostej [9] i faktu, że i 
niezależna i o tym sarym rozkładzie/# Stąd i a włamońci 
wiolo^miarowych funltcji charcdctorystyczrorch wynika już 
równoóć rozkładów wektorów losowych ^(Yą) ^(Y^) 

i ........ dla ^oWoh n>1 i
3 definicji 6(>) daj© to rómoóć rozkładów Y^ i Yg#

Pozoslaje do wytezania niezależność Y^ i Y^# W tym calu 
wystarczy pokazać, że wektory 
i niezależne dla dowolnych n>i oraz

Ponieważ Y^gYg są niezależna, to
(f • • • y • • * • i

są niezależnymi wektorami Gaussowskimi. Gaussowski jest zat.a



wektw

Ilicah Ql irn—* K*^1 będzie oterowiea okzeólm^u 
nuLt^ujądoi

(l^p...^,^^,...,^,^^,...,*^^

w /««ffgn^ • • •• • • • • • •tetowRłtt) •

Wtedy
(q (s* * * •

a • »cj^ J) •

Paiic Q Joat odwzorowaniem liniowym, to obraz wektora 
g&waao^nldego jOGt takSo aktorem gausaowakifiu t^btarcz^ 
.......a ^prwdaló t £a oą nieskoralowaao dla • 
u^nUdch To mtouiast tunika a miŁt^puj^^J
z^no^oii

Łi £ £ (Y4) Sj (Y2) «E fcĄ ^) -tf(tSj (X2 łfigj (Xg)) « 

«6ti (et£

s
^<«el!tewau
'i^iordnenlo (l»5)nia obejnuja wszyatkioh Di?«yiA3Lć.ja 

w Lfcói-y&h taożna wymigać i-ó^nasatoofid definicji (1.1) i (i»2). 
'£» Eyaskoacki /[J] 1 M/ pokasał, że pmdędsy eleacattiui 
locc^ui w Łu(®iĄm)ł 0^p<1, gdzie (T,Ąn) Jaeb pvz8łU^„- 
iiitl miarową » niurą tmatoaMą taką, śo ŁpĆT^ia) 
o^udkowa, i prcaocmai L!lev2alx^ai na T iaUdojo odpo^iow
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dnioóó wzajemnie jednoznaczna takat że elementowi gaussoy- 
tikiem w sensie definicji (i#l) lub ft#2) odpowiada proces 
gaussowski o realizacjach w 1^(5) ores procesowi gauam&Udem 
odpowiada element gaussowski w ©ancie definicji (l#l) •
To da ja już rÓMeważnoóó definicji fl»i) i (1#2) •

W przypadku liniowych przestrzeni metrycznych może 
uĄyta jeszcze inna definicja elementu gaussowskiego#

r.( 1 e 7) f? n * 0 ja »
Eiach K będzie oórodkową metryczną przestrzenią linio* 

wą# a £ 6-ciałem zbiorów borelowskich# Element losowy X 
na (l\£) nazywa się isymtrycznym elementem gaussowskimt jeśli 
ma następującą reprezentację«

X (c*>) ® a •

gdzie &n€ K dla 9 a a(^)} toą jest ciągiem

niezależnych zmiennych loeorjych o rozkładzie B (0tl) > przy 
czym ©zareg jest zbieżny « prawdopodobieństwem 1 i w matiyce 
przestrzeni E*

&iaay jest fakt» że dla oórodkorsych przestrzeni Banacha 
każdy symetryczny element gaussowski ma powyższą reprezentację 
szeregową# Interesująco zatem byłoby zbadanie związku pomiędzy 
tą dofinicjąn a pozostałymi dla szerszej klasy przoatrauni#

Dotychczasowa definicja dotyczyły symetrycznych oletwntfj 
gaussowskich# Bożna rosrażai niesymetryczne elementy gauaau^* 
akie jako przesunięcia o wektor stały elementów symetrycznych# 
Bardziej naturalna jest jednak definicja następująca 1

H#8) Definicja#
Element losowy X na fe98) nazywa sio elementem gaussoun* 

skim* jedli dla niezależnych elementów losowych X-pX2 o tym
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ccuąya rozkładzie co X, - Tz Jest aymotryoanya almstcu 
gauaaowskia*

Jeśli 6fp)a gdzie B Jest przestrzenią wkŁorcuą 
funkcjonałów liniowych na B, to kańdy element gaussowski Jent 
przesunięciem o wektor stały synotrycznego elementu fiauseew* 
•’d^” ra<M. j.» . pr^aku i^,
0 « p < 1 /Uwaga (1.6) /.

w dalszych rozdziałach rozwiane będą tylko syaotcyosao 
Oleaanty /wiary/ gaussowskie* przy czyn słowo symetryczne 
będzie często opuszczano* J«syk elementów losowych i miar 
będzie używany saaiennlo za względu na Jasność sformułowań 
lub tygodg w zapisie*

niech /z będzie miarą probabilistyczną na MVS (k, £). 
Mówimy* Za dla miary /i zaohodai prawo 0-1* Jeśli dla kaśdaj 
podosupy Od mierzalnej w uzupełnieniu £ względcu /t» Jsct 
a(0)»0 lub Xo)»-ł.

włBznońci
Badania taj w dwóch kierunkach* twierdzenia dla 

miar gauuaowakich i stabilnych w ródnych klasach przestrzeni 
/przestrzenie Banacha* lokalnie zypukłe przestrzenie 
Prschate*a f‘l] * M * h9] * f2l] * f25] , [27] oraz loiorzalne 
preontreania liniowe [7], [ii]/ orua twierdzenia dla miar 
nia£au£Booałieh [20] * [5!>] • kdrugiej grupie twierdzeń istotne 
dla otrzymania prawa 0-1 Jest skorzystanie * prawa 0-1 Kbluw- 
gorum, co nakłada oGrmdczonia zarówno na przestrzeń Jak 
i na miarę /ap, w przestrzeni H°° miaiy produktowe/* Watomiask 
w pwx>adku miar gaussowskich czy stabilnych własność tą
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otrzymuje się niezależnie cd pm 0*1 Kołmogorcrae le n 
tym twierdzenia 0*1 dla miar gaussowskich rozlewają 
natychmiast na każdą miarę probabilistyczną absolutnie ciągną 
względem pewnej miary gaussowskiej* Pomimo bogatej lifnra’;?^ 
xy wydaj© się* żo zagadnienie praw 0*1 nie zostało w polni 
rozwiązano* Poniżej podajesy twierdzenia 0*1 dla ninr 
gaussowskich na MVS* Metoda dowodu twierdzenia (2«2) j'vl; 
podobna do metody użytej przez X4?cmique*a w (511 • I^nrioj 
szczegółowa analiza ssanych praw 0*1 jest zawarta w prrcy 
autora [17] •

Twierdzenie poprzedzimy prostym lematom* 
(2*11 Lemat*
Kiech /i będzie miarą gaussowską na UVS £)♦ 

dla każdego AcExK i każdego "obrotu* T Jest
(>ax^fA)« oras <Axa)*(A) ■ , g1 ! '

t V* oznaczają odpowiednio miarę wewnętrzną i scr^'*
utworzoną dla miary v •

Dowód dla miary wewnętrznej wnika a następują :yeh 
równoócit

Cux/x)+(®*)» ow bcta, BeE*e} «

“ cup « OCA, cef^} »
« cup i Cc At C e£*€} r M) •

Analogiczne równości można mpicaó dla miary sewnęfe:;-:rej» 
B

Miech jjl będzio miarą gaussowską na MVS i niash 
U będzie wymierną podprzostrzenią liniową /tzn* podgn*rą
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SEuJmistą na mnoftenio przes Hosby wymierne/. Wówcaaa
1 lub A^f13)" O* gdaia /i* i osnuozają 

odpowiednie aeumstmui i wewnętrzną miar® utworzoną dla a •

niech K c B, H / M, bęteio ustalona isytaiarną podpx„.- 
atrzonią liniową* Będsieny roswodad zbiór n°x ucjjxrt gdsi i 
U®« B^M, i Jego obcasy praea "obroty" T • ®a $• “•* '"‘~
na i dodatnio*

1°. u t(h® X h) C M® X U°,
I

laluUia, gdyby (x»y)6Atf i x e IS, to iatniałyby w^eu®
i MU takie, te Wsaa^tSg, ekąd e^a 3 x ♦ ~ s^eH, bo 
u Jest wymierną podpraoatsseuią lindową, a to jeob niono-

-~.. tli&o* Bodobnio Bo&a&ujo eio, fio yek°.
jsI Przokrojo pionowe zbioru są poatael
^£j u[ył(x»y)e A^n $ x ♦ U, gĄy sen® i Aj » 0t gĄy aeH*

jcSH xetl® i yedg, to letadoją a^eu® i a2ej.l tal i , 
że i y»ta^*«2* Stąd y • »*
«^li A^cl x ♦ M. Ha otatót* ieóli y ■ | x ♦ a, gdaie 
sel!, to Bzj ■ >2 x ♦ t3€U°, »2 • caeM i T(8pt52)»(xbx) , 
czyli (xty)C A^.

3°. doili są doona różnymi "obrotami", to
a 0*

tyfctaMzy sprawdzić, Aa A^ AA« • 0 dla x€U®* PruypuAóiiy, 
1 2

Aa tak nie Joat* Wtedy dla parnego xeu® istnieją a,ueu
takie,' &a

x 4 a • & x ♦ w e Am aa5 *
-1 “2 t2
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Pc;dwaA • oznacza to* źo x£Ut wbrew wałotolu*
wi u2

£a x€Ua#
4°t niech {^bę&do ciulem nioskoAo«onym rć^cli 

^Uu-Gtóu" /taki cią^ 3®s$ nioakońcamia wielo"•n 
trójkątów pit^^^^kich pierwotnych* W»6ierp&e&i [$1] /• 
Ićeeeaa zbiory AT oą parami rozłączna na pototode >% 

n
Kori ^tająo s lematu (2*1) modna napinać

i > (ux J (u Am ) > 5Z (a*>u)+(at) .
* n»1 n nal 

oo
• ZZ 

na4!

Gt^d m)» 0 i w konBokwencji /P.Halmoa fili] t
etr. 1150,(9)/

O - (a *a)+ fe® x m) « A* W ■

■ (irn

teiofdaaala jast wie® udowodnione.
fi

w dauodsie istotnie t^yKor^etuje ei» fakt, źo u jett 
Eailui^Ła na mofionie pnaos wsyatlda liceby «Qfaiexna» 
Roauaoaonie pcwnySase nie dajo eię więo BaetocoKań dla 
dowolnych podgrup. Aby otrsyHaó praco 0-1 dla podgrup 
polażaay Jo najpierw dla etruktiur bardsieJ speoJalnycU 
©sorując rig na poidle Kallianpura fel] •

Kodulea nad ijodpicrdcicnlca Qp / QpcQ/ olała liczb
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tyuiextych» gdzie Qp oznacza zbiór licab tyalasaych ° tiire- 
nctaiksch wactydaia piorwctych a licabą pierwacą p» as^u;. 'j
podgrupa gamkni©tą ca' mnożenie przea Ilasty ■ Q .

Jedli 0 jest dowolną podgrupą przestrzani liniauaj L* 
to G. • 2 G, gdnia I_ jest zbioren liczb mtnu&lnych

* neip “ . p
cuęlędnio piejrastych a liczbą plorwazą p, Jeets nodułen łjA
Q . Psnadto G ■ AA G , gdzie przekrój joot traty po p f
lich liczbach piersfctych p>2 /dewoty tych faktćj można 
miloźó w psoty KalHsapuca [21]/.

Hajpiaiu eaten udawatoity prano 0-1 dla modułów nad
Q 4 dla dcwolncao p. Isietdsanie poprsadaity kilkom X.t. ■ *• ( ■ A

Iliach p. bodnio miarą gaussomaką na MV8 (Bt0 * a K 
uadułea nad Q t KC E. ®t©ty albo K)« 1, albo

lliech T omesa "clwćti" o parametrach 
t; o e

c

I&totaio, gtyty dla peaueso (x,y)€T (ka(^)°) tyło 
to ietniatyty i^eJi »2^ takiee że

X ® -B4 — “is9a 
p^l ’ p”+1 2

ntąd
a w J*E- B - x e 2 I
“ PŁ-1 1 p^-l p

es jest niemożliwe. Podobnie, gtyty y* K. bo rdsnożó
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। y M 4. g
pł'+‘1 Ił‘*+1 *

<3^.. ’j

„ . E2 ’ ! •« - 2.’“dl . e 1 r
25^ a v ** *M va **•w ^-X' ^“4? • Jr

co cóimioa jaab niorwiliwo. 2 udogodnionej inkluaji t^ailu 
nic vMoM

alba % albo u*(K) ♦ /z*(k)$1 i ta
1 .. .. j douói#

o
(2

Mieah jll mlan$ gauaMwoką na MV6 (e>£) t u K
£ *• mio^alaym nadałem nad 
baka li&aba nab^ n • 

msa*
Iteloal dla kaide^a

da
Q ♦ Jeóli yU(K)>Ot to iLLilujj

4« XKy« 1a
1/

n * sbiór *3-. k jest twdułca.
P

albo

nad (La wlW m wtetwia lerMu (2& prsy wtalcwB su 
p

« 1> albo P-(*^yl 3 > JoMl : K)<1
x P

dla wWBtk&ali n < ta IU

3 tousiaj atrcxxyt ublei^ Ar & t^orsą ciąg wstępują
P ■

A* K Jodu podpi^efitrsanią Ihdui^M
P

Italio tego j k) —> /i(K) 9 gdy n-^°° • Ala s Miotania

। °° i 
i u « M 

n«1

u (U) ju(&)> On vdc>o na x>odatodo twieMBania (2»2) Jest 

zu(u)m 1* 1*0 dajo epraeamioćć*

I
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niech fi bądsio miarą eaunaowską na MVS (B,E) * a M 
E - mierzalną i^uiorną podprscotrsenią liniową taftą, Aa

i I—'—1A(h)« 1. JuAli t e [0,1 J niewymierne, a s • VI • t 
^yalaine, to A(”r't-')a 1,

niech T ■ ®8 $ , gdzie t niewymierne, a a wymierna 
i niech A,, ■ T(M* U). Postępują? taft samo jak w dowodsie 
punktu 2° twierdzania 2.2 otrzymujemy

a* - {y e ej (x^r)€ at} c =Kt!! .

Ponieważ 1, to U^Aj)» 1, Z twierdzenia
Pubiniego

1 • a[x€M» /l(MrtA*)« 

śu{x€Hl U)» i}.

Btąd #(u aJm)-1. Ponioraż t2 jest wymierne, to
U « Vj(ha| H i to kończy dowód*

8 

t
Niech b^dsio miarą ca^fiowtftą na MVS (Se£)* J&M1 

K Jocti f * mierzalnym modułem nad Q$ /Q^ Jest ubiorem 
liejb wymiernych o nlanorraikach względnie pierwszych z liaz- 
tą jjierwaą p/a to a(K)o o lub i* Jedli /£(&)» i i i>> 
to iolniaja wymierna podprzectMeń liniowa M0C K taka# 
do u(Mo)« %



Fx'ayjLiiJc(y csnafisoaias v ■ tna H • KA vK a K « - K i
. .oo I?

* * K * M » k^z BL .
!? teł *

- 18 - i • ,

Dowód .

dla p>3 liczby naturalna a>b>0 takie* 
la atb « p» niech T będzie "obrotom* o paramotr&ah 
s « ^p t t «* dla p^5 i a « <g * t » dla perij*

Zułó^* £e ^(K)> 0. Foniemd M Joat wymierną 
linieją, to na podstawie twierdzenia (2*2) 

Joet yUUD® 1. Stąd i a legatu (2.5) ^(U^tM)* /i(*nvn)«1« 
2Łiór H Jaeb modułem nad O orna P 

.00 - oo
» <y *“--(ic^vk)« vy bl •

n»1 P n»1 °

25 Icmtu (2.4) iatniejo więo taki© n naturalne* ta

rckal^* la stąd Jul wynika

®(Ha x • DXa x 6 nn

« {y« M) € Bj}- | x ♦ -] -1 x ♦

luUUie, Sońli t to istniej b^. ®2eHn Wde, £a 
* ł? *ł *1x k sa^ta^ i y « stąd y • g x ♦ ~ ®26U x * u na*

Ha otoót, ^eóli y n g x ♦ a t gdeia « ena a ta 
pr^yjaująa x ♦ ~ « » b2 « a a deat a^, a^e «u
i 0!ó#ie82)»(xay).

Oanacany prsez {^./KeA abiói? reproaentantóji war&to 
1^ W3gl$ae« wtedy • L/(zrt ♦ H^^). niotrjhi^o 
Eauaaiyfi, £a dla Jeat B»* « - x^ ♦
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Fakt ten mo&na napisać następująco

B.J. a (!^x l^)a \J (X^ * (* *<♦ n^).
<xt 71

Ponieważ (/i*a) (Ha* H^)) ■ 1 11»» twierdzenia 
lubiniogo wynika iataienio <*ogA takiego, że A*«r ♦

• * * % * “ 4 S< 1 Vl *
Dalsza csęid do»du przebiega nieco inaczej dlu p> 3

i p w 2.
Przypadek p^3. Z sycotrii miary ayuika, da

^(-a: ♦ H^)- 1. G<W I!^, to warsW (- H^)

i ^-^by rćino i o mierze 1, a to jest
niwiajżliwa, Więc musi być x
lostępująp dalej indukcyjnie oteyuujoqy aWJ yuUOa i
oras Mpn H)» 1 dla n>% BL » / i pa H jest vymisj> 

r . x n>0 n x
ną iwdi^^ostraenią liniowy i A(MO)» lia A^P Rmodto n-><»

ncKt To koAcs^ dmvM dla P>J#
Przypadek p • 2. PrzypuSćay, Se Puni^ai

x< e nucKn • nobliwe aą dwa przypadki* lub

Kn-1* Gdj/b;7 xoc $ • to warstwa \ liy^W
róiaa od oraz s inkluzji ac^' ♦ ^4^ 
ty łuty u(x^ ♦ Kn-'pSi » co jest niemożliwe z ścielenia 
u(K)>0. A męo k € Wobao tego n definicji H - 

xoc Kn-1 • z Ctrony yj - x e «
boOvarstH]| wyznaczano przez z 1 $ x &n jedna!^u.u.

_ 1 o o
LL<1 75 • to smacry e /j1 a co da ja
ntóU A więc Xy i 1 * I5o»t$pująa datuj
indukcyjnie otrrymujcAZ 1* TwieiHla&nie jest 
fcięo doeiedsiono#

0
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niech yi będzie miarą gaumwaką na MVS (»»£)• Jsili 
G jest t * mierzalną podgrupą E * to /iCG)w O lub

(G)» 4« 

iBff

Opierają© się nn konstrukcji Eallianpura [2i]t wepom* 
ulanej *&£*£» G modne przedstawić w postaci G * G^ t 
C izi o TT jest zbiorem liczb pieiwsycht a G są Jr 
8 ** mierzalnymi modułami md Q Teza wynika więc Ł ozpu*’
ćjxdnio a twierdzenia (2.6).

PoApółgrupy prostej rzeczywistej mogą mieć miar© 
gausmoską dodatnią rćiną od i * Ha ogół więc dla miar 
gaussowskich prawo (M dla podpół^up nie sacho&si* 
Jadnukia podiiół^rui^ nia nonQ &io6 dowolnej miary* 8inn 
[351 pokajał* će miara podpół^rupy nio modo przybierać warto- 
doi % praoilziału f ° podgrup nachodzi prawo
saro«>jedynkowe*

/J#2inn [35]A
Meoh /z będzie borclcwtóą miarą probabilistyczną na 

grupie topologicznej Xt spełniającą warunki / 23(X) owac^j 
G ^ciało zbiorów boralo^ekich /t
(1) jul jest ąymotryczm, tzxu V A £ M(x) /z(A)e ^u(^^)h 
(2) jedli G jest podgrupą mierzalną w uzupełnieniu M(x) 

względom ja • to yifGJw O lub yz(G)m • 
biedy dla dowolnej podpólgrupy BCX e mierzalnej w uzupeł* 
nieniu B(X) względem t Joat juL(B)m i lub /z(8) < •

Dla pewnej klasy podpółgrup tezę aoAna wzmocnić*
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FodpÓłgrupa 8 grury /algebraicznej/ G Jest muk^- 
malna, Jeśli Jest właioiwa i kaMa podpółgrupa istotni o zuti 
rająca 8 całą grupą G» tj. dla dowolnego x€S 
półgrupa generowana przez zifl Jost całą'grapą G .

f 2 • Q) Ti' * r *‘ nn •
Kioch U będzio heglowską marą probabilistyczną na 

grupie topologicznej X spełniającą warunki (I) i (2) 
z twierdzenia (2.8). Wtady dla dowolnej podpółgrupy tm^aliu j 
8 9 nak^nalnoj w pcunoj podgrupie GCX , oiorzalnaj 
w wupełnioniu 33(X) taględen /i • jest yU(S)» 0( u(G)» 3 
lub ju(s)s» 1.

jy -M* /

Jeśli 8 Jest grupą, to teza oczywista z założenia (2) • 
Mech wi^o 8 & S*\ VJystarczy pokąsać, ia Ga 6vs*\ 
ttcĄy toniou yz(G) zz(S)« 2 /ifs) , akąd ute)> *5 u(ę)
Pckt ton łącznie z twierdzeniam (2<8) dajo Jui toec«

Ponieważ S*^ u c zawiera 6 istotnie i 8 cuk* y- 
mina, to wystarczy pokazać, So S*^vs Jost pólgrupą# 
Hiech wiec xBy 6 sT^u S» Jeśli x,y g S lub x^y € śT\ to 
oczywiście 2cy e S « ricch xg 8, a ye 8» Przypuść- 
qy, do Z jednaj strony xy^sT^ czyli

więc z lemtu (2.1) z pracy [12] ietnieje nA>1 
nA । .takie, ie (xy) w€ 8. Z drugaej stroik zyę 8, więo 

G n> O, ©es} « 2aten istnieją n^1 i ©GS
takie, da (^y)na « y • Stąd (^)n « ye*^6 sT1 \ 8 .
Ostatecznie

n(n -1)(xy) 1 ° € ST1

Arna
«n n * (xy) ° € S~^
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1.

Pcanożenio tych elemcntóm doje (sy)”ne cr1, co jest 
eprzeczne s faktem, to (sy)s • Przypadok x € a*1'8 
i y e S dowodzi się tak sono.

B
MSW
W traiordzenioeh (2.8) i (2.9) nie korzysta cię s cią- 

Eloloi dsialcń grupowych, lecz a ich miorzalnońci. Modna 
wije zamiast grujy topologicznej roscaSaó grupę nierzaJną 
tZf?) , to znaczy taką, do dsiałania grupowe eą aiorzalno 
względem ś^ciała •

•Ł4wK.^fcJMaełO4M«

Jeśli /i Jest miarą gaussowską na WS (E,£) i S jaw 
E- ciurzalną podpćdgrupą E » Ejakayualną w psunoj fioasr^io 
GCE , to /z(B)» 08 ^(8)0 lub ^u(s)« 1 «

Daleso twiorćlsenia tego paragrafu nie dotyczą baspjśra- 
dtiio praw 0-1 • Korrycta się w nich Jednak a praw 0-1 oras 
dcuoilzi cię ich podotnio.

U ośrodkowej przestrzeni Eanacha B katdej miorzo 
eauccowskiej cdpowiada# jednoznacznie wyznaczona, 
podprzoctrsoA H„ c B, nająca strukturę przestrzeni Hilborta Z*
tek, do norna hilbortowska jest nocniojeza niż noma 
przestrzeni B • Ponadto y. jest 6”- addytywym rozczarss- 
nicn kanonicznej /cylindrycznej/ miary gaussowskiej na Hw 
/ap. L.Gross [13], H.Gato [29]/. Przestrzeń HA jott 
wyznaczona przez operator kowariancji miary u jako tzs. 
reprodukujące jądro hilbortowskie. Wiadomo również, żo 
Hu«fx€Bł *<5’x~,u J , gdzie jest miarą probabilio- 
tyczną skupioną w punkcie x i */^w oznacza r&mtmżnoóó 
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niar/I>. Grosa [M], I.E.Sesal [jo]/ oraz, Aa /u*('Hu)» o, 
jcóli B jest nioakoóczenio wymiarowa /H. Lo Faga [25]/» 
Ostatnio J. Zinn [35] pokazał, że jest przekrojem 
wszystkich podsrup mierzalnych o /z •mierze dodatniej.

niektóre a wlacnoici przestrzeni Hu przenoszą aig 
także na przypadek siar Gąssowskich na MVS.

fg.ig) tenat.
Jaóli v Jest miarą probabilistyczną na WS (b,£)

i Hv a Et V ~v} , to H^y • Hy * Hy .
Dowód.

Inkluzja Tlyxy c Hv x nv jest oczywista. Jeśli bowiem 
(x^)€HyXy i Ae£ , to

0 e vWo fy xy) (A x 3) Ś=> (pxy) [a xB *(x,y)) »

•(y*y) ([A ♦ x) x e)« ?(& ♦ x)« o •

a to oznacza, do x e Hv • Fcdobnia pokazuje się, Aa y e H p • 
Dla dowodu inkluzji przeciwno! niech Be£x£

i (2co.yo)€Hy X Hy . Wtedy

(1) [n ♦(xołyo)]x - {y (x^e v

" “o * wa>«o •

Z twierdzenia Fubinieso wynika, Aa

(2) (v X y) (e ♦ (xo O O «=> V {xt v([®+ o] O U

oraz, Aa

(3) (vxy) (^)a o 4=> y{xt y(nx)> o}»
« y {(z-a ) t y (w )> o}» 0 •
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Korzystając s (1) .1 s faktu, że 0 <=> v(wx *yo)» 0
dla każdego seE otrzynujcwy

Połączenie wzorów (2) ,(3), (4) wraz a założeniom xQe Hp 
dajo («0ły0)€ i to kończy dowód*

0
^p «
Ja 511 ,u Jest miarą gauzscwaką na MVS (e,£) , to 

zbiór HA««£xeE8 jj. Jest podprzeotrzanią liniową E
F" ł%
Wycharczy pokazać, że H., Jest zeunknięta na mnożenia 

przoz okular, gdyż dla dcmolnej miary V # Hv Jest grupa*
Hioch xeHA i * Dla każdego "obrotu" T

sachodza aoityski

= W ♦ T(xaO)« W ♦(ax,tx) *

Z definicji niary gaussowskiej i lematu (2*12) cynika* ża

ęux/u)(ar'1(v))« ęu*u)(w)« o »

Oznacsa to, że Jedli zen., s2+t2»1 , to (ax,tx)e H. x,. a 
■ Hux H# * A więc, gdy zelT , to eace^ dla każdego 
b e [0,1] • To kończy dowód*

I
X2jdfifel2SS2£3iS-
niech /i będzie marę gaussowską aa TOB (itE)

i niech zbiór n.. bodzie zdefiniowany Jak w twierdzeniu
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(2*15) • deóli M Jest tynicmą podprzostrzonią liniową
i ą+(J!)> O / p.* n&aza. wewnętrzna utworzona dla /i/ * 
to 1PH„. r

^mtA^
1’rzypufićEył Se istniej© zch., takie* te *

Ponieważ I ((U ♦ z) x u) c i * m) e to dla różnych "cbro- 
tów" I zbiory 3 ((II ■» z) * is) są parani rozląozno /dowód

punkcio 3 felor^osiu (2<2)/ * Mosąa cir^ vĄxL 
r5&vch t|obrotó^w taldch^ Se ®n®$n>0 i 
otx^auj0^y

' 1 > Tn ((K ♦ X) x li)} >

OO . V °°

> (>XM Fn ♦ »)x “> •

Ponieważ z założenia zz^(ll)>0 i xeHa,to /i+(U ♦ z)>0» 
co dajo oprzcczno&ć•

I

doili /i oraz nA są taicie Jak w twierdzeniu (2.14)
i K jost E- nioraalnyn zodułon nad Q_e p>3 » takim, Jr
że /z(K)>0 , to KaE^ •

Joot to natychmiastowa konookwonoja twierdzenia (2.6)
i twierdzenia (2.14) •
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5a
miar

Całkomlno&ó funkcji osp (allxll^) • gdzie IIII oznacza 
nor^ę mierzalną* względom miar gaussowskich przy odpowiednio 
dobranym a > 0 jest bardzo wainą i często wykorzystują 
własnoóci^ tych miar /np* centralna twiordzonio graniczna 
[34] * zasada niozmicnniczoćoi [22] * chai’aktoryzacJa miar 
gaussousldch [33] i [34]/* Dowód tej własności w przypadku 
miar gaussowskich m przestrzeniach Banacha został przepro­
wadzony niezalo&na przez trzech autorów i to ródnyni meto* 
dani* X*rorniaua [10]* H^Lan&au i Ł*A.Shepp [23] * 
A*V.Ckorohod [32]* Dowód rarniąuo*a Jest elementarzy i krót­
ki* UĄywająo tej sansj techniki udowodnimy pewne wzmocnienia 
tego twierdzenia* obejmujące chyba wszystkie znane wyniki 
z togo zakrosu*

Mech (E*f) będzio WS* Przez X oznaczać będziemy 
klasę fuikcjonałćw nioujamnych* mierzalnych na (E9£) 
epslniających warunki z
( i) V xfy € 1S f (z ♦ y) X(«)♦ f(y) * 
(ii) 3^2 f(lx)<0£(x).

v2

JeSli warunoi: (ii) Jest spełniony dla pomego e > O, 
to s warunku (i) łatce wynika» &e O > — • Ogranicsaaie 
z 56x3 do ośl nie Jest istotno* B&3&» Jak sig około 
peniżoj* sacsse eoina prayjt^ c » 1 « a s uwagi na twior* 
drenie (J.2) nnlcĄy wybierać najsniojsse aołliwe wartości o.



I
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Joóli /i aiarą gausEonską na WS (B»6) i f eV* 
to letniego £a £g>Q takie* ńo

4
„ / , vlcj^2Ć\^exp (c(f (s)) 2 ) /J.(Ox) <°° •

E

Powód*
KygoinioJ Jest przeprowadzić dowód v Języku elementów 

loeowych. Kloch § będzie gaussowskim elementem losowym 
na (Q *6 * p) o wartościach w 2 i o rozkładzie /i • Jedli

Jest ograniczony smienną losooą, to tosa Jest ocs^wiota* 
ZałóMr wiec* że dla każdego ee R >{^)> e}> O. Ha 
podstawia definicji Joóli s§g
nienależnymi elementami loco^mi o rozkładało t to 

i
^4*^2 * ^4"^ \

są niezależnymi olencntoni losowymi o rozkładzie yz • 
tykoraystująo fakt* że dla zmiennych losowych X*T o tym 
aa^ya roakładalo

P (y^fA)^ ^(B)) « P ■

M P (r^fAn B)) B P [^(A) A



Dalsza csęóć dowodu Jest w zacadzie powtórzeniem rozumowania 
X* romiguo*a 8 Cio]>

Niech ©>O będzie taką liczbąa do*
p{f(§)^o * f(-§)<oj> • Przyjmijqy oznaczenia! t^a,

° * 2c$n n> O > oram 

'^> *n) ' •

“ P(£(§)^a , £(-§)śb}

2 udogodnionej uy&oj niorómońci otrzymuje aię mt^chnlant

Ponieważ 

to ostatnią nienó^oóć modna przopisaó w poataci

>{r(§)> •} h w^ln Tnfc>37^

Bdsie h ■ e £(-^)^ey • Stąd dla donolncso u>a

Teza jest zatca ępołoicaa dla s e^ałniająparch nlerćsnoM



Z twierdzenia powyższego jako wnioski wynikają wszystkie 
znano twierdzenia*

j[2jt21nd2^ /X.Feraiauo [10]/.
Jaóli f jest psoudanoraą mierzalną aa W3 (b*E) i /z 

jast eiiarą gaussowską sa f , to istnieje takie £ > o . to 
(e^(x))2y ^(ćs) <» •

A/.I.teioladzotA.Weron [55] Th .2/.
niech E a 1,„ >9 0<p„<1 dla n>1, i niech (

będsia niarą gaussowską na E • Wtody dla Ładdogo M>0

JM" u. (dx)<co • 
E '

Wniosek sutszy uogólnia ccze&aiejsse rosultaty 
ZJf.Yakhanii [J^J dla przestrzeni o wasyctkich ci^sóa 
rzecsywiatych.

fS.S)wnioaea ZJJ.Tnslotta .taran [10]/.
Jaóli t jest l'-ps3udonorm3 mierzalną na HV3 (e,E) 

i jl Joct miarą ganezorską na £ t to istnieją ^o<1 
oran £ > 0 takie* de

J yU(dx) .

Warunek (i) jest cpcłnion; w sposób oczywisty. Gdyby 
f nie spełniała warunku (ii) dla Sądnego c6^*^] • to 
niech będzie B-pseiŁianormą zdefiniowaną wzorca 
f^ajw sdp^f(ax)e |a|^l] • wtedy f(n)śf1(x) dla wszyst­
kich x • obie F-psaudonorsy są rćmowadne /genorują tą 
samą topologię w E / oran spełnia warunek (ii) s cni*
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EUp-jf |a|$tf« 
7 J

w cup^f (cx)» |al^y« cup£t(ax)łlaklju 

83 * ■ (*•) •

Z twierdzenia (5.2) wynika, £o bosa naszego wniosku zachodzi 
dla przy c®1 • A więc tyn bardziej nachodzi dla uaioj** 
czego funlscjcnału £ •

D
X1«£)M2£&*
Jedli £ jest niorzalnya funkojonałon liniowyn na MV3 

(e,£) i /x jest niarą gaussowską na £ , to istnieje s> 0 
tokio* do

Jescp (s(£(x)}^ /x(dx) < “> • 
E

WnioEok ten iesi ocayuiety* edyż 4®°k niacą
gauBooroką na prontoj. Cynika on także s twierdzenia (5.2), 
ponionaż funkcjonał l£|eJ( przy ozya a ■ .V2

iMllr in£±>
Miech yz b^dzio marą gaussowską na MV3 (E, 8) • 

Miech £ bsdzie funkcjonałem eubaddytywnyn, niorzalnya na 
(E»£) i tekia, żo dla /z-pra®io wszystkich x £(ex) 
jako funkcja argunantu rzaszywistego a jest borelowaka. 
Ctady istnieją £ > O tckio» że

j ern (kf (x))/z.62x)<°° •
E
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niech będzio funkcjonałem określonym naotępuj^cał 

cup^fćsx)8 O«a$l} •

2 sałoźenia o f łatco tunika, ćc f-(x)<°° dla /i-prania 
wszystkich x • Ponadto > f (x) oras prsy
cni /spraHdsenio tc^o jest analogiczna jak w dowodsic 
imiosku (5.5)/. Bobas tego teza naszego uniooku zachcdsi 
dla a więc tja bardsicj dla i •

0
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Centralne twierdzenie graniczne Lindeborga - lavy*ego  
zachodzi*  dale wiadomo*  dla klapy rozkładów o skończonym 
drugim momencie*  W teakcio badań nad twiordzeniaiai granicz*  
r<yui związanymi a sumami niezależnych zmiennych losowych 
o Jednakowym rozkładzie okazało się*  że otrzymywana rozkłady 
graniczne 04 jednakowe dla klasy rozkładów o skończonym 
drugim momcncio*  Wy starczy więc obliczyć rozkład graniczny 
dla najprostszego rozkładu z toj klaąy Zup*  dla rozkładu 
dwupunktouogo/*  Metodę otr^ysymania tą drogą rozkładów 
i twierdzeń granicznych nazwano zasadą nieznienniczońci*  
Zasadzie toj można nadać postać tzw*  funkcyjnego centralnego 
twierdzenia granicznego/ A*n*Kolmogorow*  J*W*Prohorow/*  
Dzięki takiemu afomułomniu ryjaćnia oię wspomniana stałość 
rozkładów granicznych przes bezpośrednie związanie z twior*  
dzeniom Lindeborga * Le^y^ego. Przytoczymy to twierdzenie 
w klasycznej postaci /dc^ód i przykłady zastosowań modna 
znaleźć w książce P#Billingsley*a  [2]/*

(*) Jv3'(sCnt](w)* •

Niech [§n}xlg,-| będzie ciągiem zmiennych losowych*  

sn •§» *§2  ♦ — +§n » a3t n • So-° • 1 ałech 
bedzie ciąsien oleaoatós loscnajch w pesostrzeni ofo.l] 
określonym następuj^oos
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gdzie 5 > o • Realizacje tak określonych elementów losowych 
, . f* si^ \są łamanymi o wierzchołkach ~ ] f is1t2*...*n .

z , ' ^Tn'
(4tl)Twierdzę^jo /[2] .Th. 10.1/.

Niach {gn} “n będzie ciągiem niezależnych zmiennych 
losowych o Jednakowym rozkładzie takich* że E « O 
i E^^m^2<oo a Wówczas ciąg elementów losowych 
danych wzorem (*) Jest zbieżny według rozkładu w C[o*l] 
do elementu losowego Wienera W to znaczy takiego* że W(t)
ma rozkład dla każdego t€ [0*1] oraz proces
stochastyczny W(t*co) ma niezależne przyrosty#

Ponieważ realizacjo Xn są łamanymi* to funkcjonały 
od są zmiennymi losowymi zależnymi tylko od sum Sn • 
Przez nakładanie funkcjonałów ciągłych możemy więc otrzymać 
z twierdzenia (4.1) różne twierdzenia graniczne dotyczące 
sum Sn * w których rozkład graniczny Jest stały dla klasy 
rozkładów u skończonej wariancji.

Twierdzenie powyższo było uogólniane w różnych kierun* I f
kach. Jednym z nich Jest rozważani© ciągu elementów losowych 
w metrycznej przestrzeni liniowej E zamiast ciągu zmiennych 
losowych. J.Kuelbs [22] brał Jako przestrzeń E ośrodkową 
przestrzeń Banacha. Wówczas łamano były elementami 
losowymi w przestrzeni CB[O*fl tj. przestrzeni funkcji 
ciągłych na [0*1] o wartościach w E z normą

||x||m sup ||x(t)lls : • Odpowiednik twierdzenia (4.1)
brzmi wtedy następująco:

Jeśli ciągiem niezależnych elementów
losowych o Jednakowym rozkładzie i średniej zero w ośrodko­
wej przestrzeni Banacha E spełniającym centralne twierdze­
nie graniczne /tzn. ciąg (§^ ... ♦§n)/Vn’ Jest zbieżny
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według rozkładu do pewnego gaussowskiego elementu losowego 
y / , to ciąg ó»ny wzorca

(*.*) sCuty“)*^ ^ntt [nt] *5^ •

te [0.1] , weO, jest zbieżny według rozkładu w 0B[0,1J 
do olemsntu losowego tóenera generowanego przez 
/tan. takiego, do Wz(t) es talii sam rozkład jak /Fj- /.

Pokaźesy, te rezultat Kuelbca modna rozszerzyć na 
pasma przestrzenie nicbimchowzkie, dokładniej na przeatrzo- 
nio lokalnie peoudotypukło. Swiordzenio, która poniżej 
udowodniły, jest wspólnym wynikiem autora i A, Werona [ia]» 
Wajx>ierM podamy niezbędne definicje i fakty dotyczące 
wapoamlanych przestrzeni*

Wiech E będsio liniową przestrzenią metryczną. 
Zbiór AC b jest Gwiaździsty, joóli tAcA dla wszystkich 
0 t c 1 • Modułom wypukłości ubioru gwiaździstego A nazy­
wany liczbę cfA)o inf(s>0 » A ♦ Ac sAj. Przestrzeń B 
nazywa się lokalnie pzcudouypukła, jedli w E istnieje 
baza otoczeń zora złożona so zbiorów pseudowypukłych 
to znaczy mających skończono moduły wypukłości.

Erzostrzenio lokalnie pseudowypukłe mają określoną 
strukturę geometryczną. Kary bowiem następujące twiordzenioł

(4.a)gwierdgenie ZTa&l .ThilIX.1.3/.
Wiech E będzio przestrzenią lokalnie pseudocypukłą. 

Wówczas istni®jo ciąg {11'HiJkal P^-jodnorodrych 
E-psoudcnorm, ,/tzn. litsiljj Bltl^ llxll^ / generują­
cych topologię B .

Inaczej mówiąc, w przestrzeni lokalnie pseudcnypukloj
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nożna zawsze wprowadzić, r^mowafiną igrjócioeej matryco, 
F-norttj

(***) imi- 4

gdzie {ll-11^} ciąg F-psoudonorm z twierdzenia (4.2).
Uezyetkio przoatraonie loginie ograniczona eą lokalnie 

pcau&Mypukło /przestrzeń jest lokalnie ograniczona, jedli 
ma osranicacna otaczania zoraj zbiór jcct ograniozcay, jsóli 
dla dowolnego otoczenia sera TT istnieje stela a taka,że 
zaciera cig on w zbiorzo aU /• Przoatrzanio lokalnie 
cgrnniozono aą matryactiane praca norng p-jcdnorodną, 
0<pd, na przykład przestrzenie Z^.lp dla 0<p<1 . 
Przootraanle lokalnie wypukło są lokalnie psoudotypukło. 
Przykładami przestrzeni nio będących lokalnie pseudosyi>ukly- 
ui oą przeatrzonio T>o funkcji mierzalnych na peunoj prza- 
ctrzoni miarowej z siarą bezatomową oraz przestrzenie 1, .po p| UjJ
ciągóo rzeczywictych takich, £o Z_ |s> | * <oo ' • przy

■bs^ *
czyn 0<pj$1 oraz lin p-=O /S.kolewicz [23]/. ♦ L-^ao A

niech E bidzie przestrzenią lokalnie pseudocypuklą 
i niech Cs [0,1] oznacza przestrzeń funkcji ciągłych na 
[0,l] o wartoćciuch w E z netryką

sup{||x(t)-y(t)(lB t 0<hśl}t
gdzie II- llB dana jest wzorca (***) . Joóli y jest 
gauesousldiB elementem losowym n B . to mówimy. do element 
lososy tienora w CB[0.1] jest ceneroeany przez )- , 
jedli dla każdego t e[0,1] Wj.ft) aa taki sam rozkład 
jak ora3 procos ^(t>) m niezależne przyrosty.
Iliach {§n}na>1 będzie cięgien elementów losowych « 1 4



-.56 -

Mówiwy» &o cios losowych w CEfo,l] danych
szosom (* *) epshiia nasadę niosaiennicaoici* Jedli 
{^nJnal jest zbieżny według roskladu w CaRMJ Co 
elcuantu losowego WiaMaa Wr gonorowanego pi-zez pawica 
elcciat gauoEcccid y na B i

f4»ji)Tgler<!lgenie«
niech E tjdsie cdsodkoną* lokalnie pBoudoeypukl$» 

Supełuą, muti^rczną preostosonię liniową. Jedli ciąg {§a}r°L| 
niezależnych elenontuo loscr.ych w B o jednałobym raziło 
dzio spełnia centralne teiordzenie granicane /to enaczy

jest obłożny wodSug rozkładu do gaussowskie...9 
elensntu losowego w E/, to epełnia sosslę
nicsulosnicscdci dla elementu losowego Eienora ®j. 
geiLorawanogo przos y •

najpierw udowodaingr prosty lomt.
r4.4)X8Bat.
Joóli sq niozaleWal eleaentaai loaoyyiii

w F-praostrscni (n# II ll) toklait źe

gdalo O < 1» to

p(ese ||S4||> 2t} 5 p{j|Sj|>t} ,

gdzie •
Dowód.
OsnacsEy Ak » {^1 < 2t,.... llS^H < 2t» llS^II > 2t}

1 (Hs^-8j| $t} i Wćwczao Aj. i są niezależno
dla ka1,2w...tn cras porami rozłączne i takie* £e
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,,, uAn a /oas 2tij • Zauważmy, Aa
AkA®k c fllS^I > «} dla Wobec tego mas^r

PpSjPt} V®k) « £ P(AknIV"
W® I *£31 I

- P(Ak)«

b ćfp/nąx |/S^U> 2t}»

co koAccy dowód lenatu*
I

Motety EałoSyó* £0 ca bryka w E dana Jest prsos 
normę (*•**) t praccioym spadku metryka ta 
i ^Jóoiowa aą rówomfine oraa » talordsenia V» Kleo 
/[23j .Thol<^«3/ sjupołnoM w natryce ^yjdciowei implikuje 
tiupołnofić norry C* * *j •

Douód opeery na sucayn kryterium słabej abie&aoćci
w prsestesoaiaah Łlianewiciet cios elementów
lo serach Ject zbieżny ^edłus rozkładu do ©lemantu 
losowo X • Jeóli Ekończcnie ^miarOT© rozkłady
abiotna według roskładu do odpowiednich akoAczonie tsymiaro- 
wycm?oskładdw X onaa Joat cpo^ic^y wammck

(i) V £^> o 3 o <$<i 3no>i Vn>n0

g&de II II oznacza norn? fx-X*) w E. Dowód tego krytoriun 
noina snaleAĆ w pracy Ekolbsa f22]» a także w książce 
K» Parthaoanathy*ego /[25] 6tr»49 /•
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1°. Zbiofinoić rozkładów jodnot^siarowch jest oczywlcta 
a aałod&nia i faktu, do JM! —. a . niech O •

I’ck&doĘy, &a <3°®$ st*i8żaff ®eółus rozkładu
dO (w/^).^)). Eorsjstajłio a twierdzenia 4.1 u [2] 
wystawco pokazać zbioflnoM cin^u

[nt^] fct J
( £ ^ł)

do toj ramj gwiic^t 

Z * X -

Poniewafi scj uleżałotoe, to cmtr^^ 
graficzna dla ciąpu {^1} ^3°

[nt^] [n^]
fA « (^-r-n -^1) «)»
'® 551 A i/S i«» [aĘj] *1 *' ‘" 1 ’ o u‘

gdaia >2 aiesalotoyoi oleBLontani o tya
eaqyn rozkładała co R a —osaacza zbiodnoić 
«eAkus rozkładu. Biae^o ciosło ©dozorowanie hiE2—> E2 
takie, io hCx,y)«(s:es:-y) dostajcsy

[ntJ [atpj ~
(i S5**® O1)

Z włamofiai rozkładów gaussowskich i definicji tunika, 
że >2) * C“r^* ^^2^) eaj<l tan caa
rozkład. I’odotnio pokasuje cig sbiatnoM rozkładów .. 
t<ielo®yaiaroaych.

2°. Postepuj^o dokładnie jak w dowodzie twierdzenia O.J 
v [2] dowód warunku (1) sprewadsamy do dowodu naatępujtise^o 
uoroakui
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o(2) 3o<^<1 3n0>1 Vn>n0 Vo^t<1

? » L E3« “V*’- V’i«}« 7 •
K. Q W V M l

Gtąd 1 s ncnotonicznofici norcy (* * *) doatajeniy

P<miMU §1 cą niosaletoa i o tyn swm cosktodsie, to, 
isobeo yosgrftsseso, wunmok (2) coCm zastąpić naatgpuiącyia

(3) 3c<^<^ Vn>no Vo^t<nVf;^> O

NiesóuaoM [nt]-[nB] s pospala prsepiaad ten warunek
w proatazoj poetaci

(4) Vf,y> O 3o<^<‘1 1 Vn^no
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Ma kolejnego przekształcania 'pasunka W saatOEujary 
lemat (4.4) • Sprasidzi^y najpiesn warunek wyatępująoy w gale- 
żeniu legatu. lototaio dobierając dostatecznie ciała <5~ , 
a no tak, aly n0<T>1 nariy dla n>no

cas pfll ~ § * |l>f} «

too 1 “
\

Bdyft ciąg? (^♦•••♦§ j.)/^ jest a założenia cianny.
Zatem a lemtu (4.4) warunek (4) będzie apelniuiy, 

JeAU
(5) ye.n* O 3o<^<<! V»^»o

? pP“, IZ •0 L /u i-i J

y Ł (/CmM &1 * J

IJanlauaa (^♦•<»*§s)/i/S' -$♦&• » »lęo pomijając ccaaj-
tyżaj przelicaalntj ilcfió liczb £ > O doatajepy a cląsłoiai 
lior^z

lin ~^~s; §4^f} • p/lli^Ty/Z^el- •
n->“ *• SI * l J

Kcibea toso wystaresy spsasdsić ^msnok

(6) Vf^>0 9o<<<1 3 p{||^u

Korjjyetająo a postaci norcy nożna napisać
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E

Edala ■ flos, <.» ] ❖ 2 * Z nierówności Czohyszewa V <<• C
i widosliu (3.?) t®nika» do 

ko p,..
y Ppl/JYII^E} ” E II fl^)^ ej£p(« Y

Cdzia oć^ O są EtcJyci rjjctspującyai w tesia wniosku 
(3.5). GĄy 5”—>0 « to pcam strona oetatnioj nierósaaoioi 
aalassa do sera. Eo kcAcsy do^ód oarunku (6) * a casasan 
taiordzanla (4.3)•

(4 **5)
Ostatnio $• I^c^Wc3:i [5] u&moto51 zasadę tdeznien* 

niczo^ci dla olcnantói7 loso^ch o wartościach w grunio 
polchlej* Udowotoił cn takśa0 śo spełnienie zasady 
niezmienniczości w ośrodkowej przestrzeni Frecheto*a jest 
róimowaino spełnieniu warunku (6) występującego w dawo^io 
ostatniego teierdzenia*
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Analiza dokumentacyjna In the paper wo investigate some 1 
<Dproporti$s.of Gausśian measures on measurable li-' 

near spaces.Eirst weobtain zero-one law for śuch 
moasures /this means.that Gaussian measure of evexy 
measurable subgroup is zero or one/. Next wo prove 
that for measurable subadditive function £ on measu- 
rable linear spece B which is^Borel measurable with 
raspect to scalar multiplication the function > 

ekp$ £(“Q)on E is intograbię with reSpect to Gaussian 1 
heasuro for sufficiently smali £>O.These results wers 
carlier known for Gaussion measureS on Banach'spacesJ 
Our ąpproach basihg on papors of Z.BerniguejR.M.Dudlcy 
and M.hr.nter shows. that thośe propepties do not depend • 
on geometrio strućturę of t^e space.
Praca poświęcona jest badaniu niektórych własności 
miaięgaussowskich na mierzalnych przestrzeniach linio 
wy ciułaj pierw otrzymuje się prawo zerojedynkowe dla 
tych miar /tzn^że miaraTgaussowska mierzalnej podgru­
py jest zero lub jeden/.Nastęónie dowodzi się^że dla ! 
mierzalnego subaddytywnego funkcjonału f na mierzalne’ ; 
przestrzeni liniowej E,który jest borelowski ze wzglę 
du na mnożenie przez skalar9funkcja ezp £fx))na E 
jest całkowalna względem miary .gaussowskiej dla do-. ’ 
Imię i Nazwisko autora analiz^matecznie małego 0® wyniki 
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jące się na artykułach 
Z^Eemigue'a ,R .M.Dudleya i 
M.Kontera pokazujące te 
własności nie zależą od- 
geometrycznej .struktury" 
rozważanych przestrzeni.
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