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L. WSTRP

1,1, Wprowadzenie

Dazenie do racjonalnego wykorzystania materialdéw kon-
strukcy jnych oraz koniecznosé dokladnej oceny bezpieczelistwa
konstrukeji inzynierskich wymaga stosowania coraz scidlej~-
szych metod analitycznych, uwzgle¢dniajgcych wszystkie cha-
rakterystyczne cechy pracy prze¢sel mostowych. Konstrukcje
mostowe sg w rzeczywistosci tworami tréjwymiarowymi, ale tak
écista ich analiza napotyka na znaczne trudnosci rachunkowe.
.W'praktyce tréojwymiarowe elementy konstrukeji zastepowane sg
wyidealizowanymi schematami statycznymi, pretowymi lub powierz-
chniowymi, w zaleznoséci od proporcji pomiedzy poszczegdlnymi
wymiarami elementu., Rzeczywista geometria elementu charaktery-
zowana jest w sposdb przyblizony przez odpowiednie parametry,
a w trakcie obliczel operuje sie z reguly integralnymi wiel-~
kedciami statycznymi, ‘

Rozwiazania oparte na uproszczonych modelach obliczenio-
wych nie pozwalajag na ogoét na analize efektow lokalnych w
postaci np. koncentracji naprezen w otoczeniu punktdéw przyto-
zenia obeciaZen skupionych, w miejscéch polaczen elementdw itp.
Uzyskanie pelniejszego obrazu tych zjawisk, oprécz waznych wa-
lordéw poznaweczych, mozé mieé¢ istotne znaczenie praktyczne ,
szczegdlnie w Swietle obserwowanej tendencji do zwiekszania
obecigZen uzytkowych o charakterze skupionym /nacisk kot pojaz-
dow/, przy Jjednoczesnym dgzeniu do minimalizacji zuzycia ma-
terialow. Znaczne zaburzenia lokalne powstaja takze w pobli-
zu miejsc podparcia konstrukcji, zakotwien cig¢gien sprezajn-
cych itp, ' ’

Przedmiotem niniejszej pracy jest metoda dyskretnej troj-
wymiarowej analizy pryzmatyeznych prz¢sel mostowych, umozli-
wiajgca uwzgle¢dnianie efektdow lokalnych przy mozliwie wiernym
odwzorowaniu geometrii konstrukcji. Przez okreslenie "prze¢sto
pryzmatyczne" rozumie sig¢ konstrukcj¢ o przekroju poprzecznym
niezmiennym na dlugosdci.

Zastosowany sposob dyskretyzacji zagadnienia oraz szero-
kie wykorzystanie maszyn cyfrowych pozwalajg na opracowanie
sposobu obliczenn przydatnego nie tylko do celow poznawczych.

ale i do praktyki projektowej.



1.2, Cel _pracy

Celem pracy jest uscislenie metody oceny stanu przemiesz-
czen, ddksztalceﬁ i naprezen w konstrukecjach pryzmatycznych
ze szczegdlnym uwzgle¢dnieniem dzwigarow typu mostowego.

Postawiony cel postanowiono osiggna¢ formuitujac metode
oparta na koncepcji elementéw skonczonych, a umozliwiajaca
dyskretnq trojwymiarowg analiz¢ konstrukcecji.

Podstawows teze pracy mozna ujqé nastepujaco: analiza
trojwymiarowa pozwala na bardziej wnikliwag ocene pracy prze-
sel mostowych w pordownaniu z innymi stosowanymi obecnie me-
todami, a przedstawione w pracy rozwigzanie teoretyczne ovaz
opracowane na jego podstawie programy na IEMC stanowin efek-
tywne narze¢dzie analizy szerokiej klasy dzwigardéw typu mosto-
wego, '

1.3. Zakres pracy

W zakres pracy wchodza nastepnjace zagadnienia:

1/ przeprowadzenie syntetycznej oceny istniejgcego stanu za-
stosowall metody elementdw skoﬁczonych do analizy statycz-
nej przesel mostowych;

2/ opracowanie efektywnego algorytmu pozwalajacego na trodj-
wymiarowg analize konstrukeji,

3/ przygotowanie i uruchomienie programow do obhliczen nume-

rycznych;
4/ wykonanie obliczen wybranych typdw konstruke ji;

5/ przeprowadzenie badaf modelowych wybranych typdéw przesek
przy réznych rodzajach i schematych obeciagzenia;

6/ weryfikacja zastosowanego sposobu obliczell przez pordwna-
nie z rozwigzaniomi uzyskanymi innymi metodami oraz przoz

poréwnanie 7z wynikami badan doswiadezalnych;

7/ przedstawienie ogdlnych wnioskow o charakterze poznawezym

i praktycznym,



Zakres zastosowan przedstawionego w pracy sposobu obli-

czen obejmuje konstrukeje:

- 0 dowolnej geometrii praekroju poprzecznego,

prostokatne i zakrzywione w planie,

Jednoprzestowe swobodnie podparte na obu koncach oraz po-

siadajace dodatkowe podpory podrednie,

jednorodne lub zespolone z rdéznych materiaidw,



2, ZASTOSOWANIE ELEMENTOW SKONCZONYCH DO ANAL1ZY
STATYCZNEJ PRZESEL MOSTOWYCH

2,1, Uwagi ogdlne

Metoda elementéw skoriczonych uwazana jest obecnie za
najbardziej ogdlna i uniwé;salnq metode analizy przesel mos- -
towych, Wtadciwy dobdér typu elementu i sposobu dyskretyzacji
pozwala na przyjecie modelu obliczeniowego doktadnie odpo—
wiadajacepo 1rzeczywistej konstrukeji., Skomplikowane warunki
nrzegowe czy 7zt ozona geometria nie stanowia tu istostnego
utrudnienia,

Do dyskretyzacji przesel mostowych uzywane sa obecnie
najecz¢éclej elementy jedno- i dwuwymiarowe, Najpetniejsay
opis konstrukeji otrzymuje sie¢ przy zastosowaniu elementow
trojwymiarowych o stosunkowo duzej liczhie stopni swobody.
Nalezy przypuszezaC , ze stosowanie elementéw tego typu bedzie
sie upowszechniaé wraz z rozwojem techniki obliczeniowe] [46] s
[71] . Ze wzgledu na znaczny koszt obliczen w przypadku uwzgle-
dniania wielu stopni swobody,szczegdlnie uzasadnione wydaje
sie poszukiwanie sposobdéw pozwalajacych na zmniejszenie pracy
rachunkowej przy zachowaniu dokladnosci wynikow,

Nalezy pamig¢taé takze o innych metodach obliczen, nie
doréwnujacych ogdlnosciag metodzie elementow skoliczonych, ale
posiadajacych swoje zalety, Metody te mogg okazac sié w pelnl
konkurency jne, szczegdlnie w przypadku prostszych konstrukeji,
Zastosowanie ich jest jednak przewaznie ograniczone do okreslo-
nej klasy praz¢setl,

Orientacy jne zakrésy zastosowan wybranych metod analizy

statyczne]j przesel mostowych podano w tab, 2.1,



Tabela 2.1.

Zakres zastosowan wybranych metod analizy statycznej

Schemat Ruszt Piyta Tarczow- Klasyczne Pasga Pryzmatycz-
| bliczeniowy pretowy ortotro- nica elegenty skoniczone | ne elegen-
Bpeean Theee A S s I | Be_
Przekrd6j poprzeczny:

- piytowy : -+ + + + -
- plytowo - belkowy + + + * +
- skrzynkowy * * + + o+ +
{—- dowolny + +
‘Warunki podparcia:
- swobodnie podparte na

obu koncach o+ + + + + +
= swobodnie podparte

+ podpory posrednie + + + + ' + +
|- dowolne
Uksztaltowanie w planie:
- prostoKatne + + + + +
- ukosne + +
- zakrzywione + + + + +
- dowolne + +

* - ograniczone mozliwoéci zastosowan



2.2, Stosowane sposohy dyskretyzaciji przesel

W metodzie e]emeutéw skonczonych analizowana Xonstrul-
cje¢ dziell sie na mate elementy, okreSla warunki rdwnohugi
kazdego elementu, a nastepnie taczy si¢ je w jedng catosc.
Poszczegdlne elementy polgczone sa ze soba w skoliczonej licz-
bie punktow zwanych wezltami, Proces laczenia prowadzi do du-
Zych.uk}udéw"réwnaﬂ liniowych, w ktorych niewiadomymi sa wiel-
kodci parametréw w wezlach, Analiza oparta jest najczescie]
na metodzie przemieszczen i wtedy jako parametry prazyjmuje
sie skladowe przemieszczen w¢zléw, Szczeedtowy opis metody
oraz analize mozliwosSci jej zastosowal zawieraja m, in. prace
[48] , [71] , [79] , [to0] , [107] , [118] , [149] .

W zagadnieniach teorii sprezystosci omawiana metoda in-
terpretowana jest zazwyczaj jako proces poszukiwania mini-
mum calkowitej energii potencjalnej przy zalozonej siatce
przemieszczen [102] . [106] . Postepowanie takie Jjest analo-
giczne do metody Rayleigha - Ritza [111] , &4 roznica polega
na sposobie okreslania przemieszczen. W metodzie Ritza fun-
kcje oplquQee przemieszczenia muszag spelniaé¢ warunki brzego-
we calego problemu, co praktycznie ogranicza jej zastosowa-
nie do obszardw o prostych ksztattach geometrydznych.

W metodzie elementéw skoczonych przy dobhorze runkeji
hdznwyuh /Jrunke i ksztalttu/ nle jest potrzebna znajomosdc ge-—
ometrii catego ukltadan ani jepgo wnrﬁnkdw brzegowych, pdys Kaz-
dy parametr wplywa tylko na elementy polaczone w danym wezle,
a wiec ograniczenia geometryczne dotycza jedynie ksztaltu
elementow. Istotna réznicq z punktu widzenia zastosowania ma-
szyn cyfrowych jest takze fakt, Ze w metodzie elementow skon-
czonych macierz wspdlezynnikow ogolnego uktadu rdownan jest
pasmowa, natomiast w metodzie Ritza macierz wspotczynnikiw
Jest z reguly peilna,

Nieco odmienny sposéb sformultowania istoty metody ele-
mentéw skoticzonych przedstawiono w pracach [73] . [149] , Wy~
chodzac z réwnan rézniczkowych opisujacych analizowane zagad-
nienia. Powigzania metody elementow skoﬁczonych z metoda
réznic skoriczonych, zaprezentowano w [64] , [144] .

Omawiana metoda prowadzi do rozwiazan przybhlizonych,
gdy# stan wytezenia elementu okreslany jest na podstawie skoti-

czonej liczby parametrow, podczas gdy w rzeczywistosci jest



ieh nieskonezenfe wiete, Doktadnosd rozwinzontia zalezy przede

wszystkim od dwoch czynnikdw:

- zastosowanego typu elementow,

- gposobu podzialu na elementy,

Typ elementu charakteryzowany jest przez Jjego ksztalt geome-
~tryczny oraz przyjete funkcje ksztaltu,_ktére okreélajq stan

przemieszczen wewnatrz elementu na podstawie wartosci para-

metrdw weztowych, Przy doborze ftunkcji ksztaltu nalezy speilnic

nastepujagce warunki [8] ’ [71] ; h49] : '

1/ liniowa niezaleznosé ftunkeji ksztaltu,
¢ ! /
2/ zpodnosC na granicy elementow,

3/ zupetnosé, tj., wymaganie, aby istnialta mozliwosé opisu za-
réwno ruchu ciata jako bryly sztywnej, jak i statych od-

ksztalcenl,

4/ rézniczkowalnosé,

Zagadnienia zwiazane ze zbieznoscia 1 dokladnoScig meto-
dy analizowane byly szeroko w pracach [50] ’ [55] ’ [83] )
[102] , [1L2] , [136] . Istotny wplyw na dokladnosé ma przyje-
ta slatka podziatuw na elementy,

Ogdlnie mozna powiedzieé, ze doktadnos$é wzrasta z zage-
szczeniem siatki, ale duze zZnaczenie ma jednoczesnie sposdb
pOdZ181“1[15] - [23] . [155] .

Szerokie zastosowanie metody elementdéw skoriczonych do
obliczania konstrukeji mostowych zapoczatkowaly prace Zien-
kiewicza 1 Cheunga [31] s [150] ' [151] , dotyczace przesel
piytowych, Przesta tego typu idealizowane sy zazwycza) za no-
moca ptaskich elementdéw, ktérych wezly leza na powierzchni
srodkowej plyty. W obliczeniach stosowano 2z powodzeniem wie-

le réznych typdw elementdéw zginanych:

elementy tréjkatne [12 ], [31] , [69] ,[113] , [117]

prostokatne [16] , [69] , [71] , [9es] , [113] , [117], [150],

czworoboczne [34] ’ [53] - [72] >

- o0 zarysie krzywoliniowym [48] . [92] , [93] - [94] ,[115] .
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W elementach typu piytowepgo Katdemu weziowil praypisuje
sle¢ zazwycza) 3 stopnie swbbody, odpowiadajace pilionowemu
przemiesszczaniu oraz katom obrotu w 2 kierunkach, Upracowa-
no takze elementy o wiekszej liczbhie stopni swobody w we¢ile,
gwarantujace ci@gloéé wyzsgzych pochodnych funkeji ugiecia.
Praktyczne zastosowanie znalazly elementy prostokatne o 4
stopniach swobody [124] oraz trdjkatne o 6 i 7 parametrach
w wezle [7] . [13] .

Duza uniwersalnoscia wyrdzniajag sie tzw, elementy izo-
parametryczne [48] . [93] , [94] ) [99] , w ktérych geome-
trie i stan odksztalcenia elementu okresla sie¢ za pomoca tych
samych funkcji ksztaltu oraz w oparciu o te same wezty, lle-
menty izoparametryczne sa preferowane, gdyz mozna dla nich
tatwie]J spelnidé kryterium zwiazane z ruchem cialta jako bryly
sztywnej oraz kryterium staiych odksztatcend niz dla elemen-
tow subparametrycznych czy supérparametrycznych [8] . [149] c
W pracy [48] wykazano réwniez, Ze'elementy,1zoparametry01ne
zapewniaja wieksza doktadnosé rozwiazania w pordwnaniu z po-
dziatem na elementy np, trdéjkatne, przy tej samej ogdlnej
liczblie stopni swobody.

Upisany sposéb idealizacji przesel pltytowych prdbowano
rozszerzy¢ takze na konstrukcje ptytowo-belkowe, W pracach
pi] s [150] zaproponowano potgczenie ptaskich tréjkatnych i
prostokatnych elementéw piytowych z elementami belkowymi ,
Ktorych wezty leza w ptaszczyznie srodkowej plyty. Umozliwia
to uwzglednianie wplywu Zeber symetrycznych wzgledem powierz-
chnl érodkowej. Rozwiazania dla przypadku niewielkiego mimo-
Srodu mi¢dzy osia clezkosci belkl a plaszczyzng srodkowg pty-
ty przedstawiono w [41] . [125] , okreslajac odksztalcenia
belki na podstawie przemieszczen plyty. Przy takim podejsciu
w elementach plytowych musza. byé ﬁwzglqdniane takze efekty
tarczowe wywolane sitami dziatajacymi w ptaszczyZnie elementu,
W kazdym weZle nalezy przyjaé¢ minimum 5 parametrdw: 3 skta-
dowe przemieszczenn i 2 katy obrotu,

Przesta o przekroju skrzynkowym idealizuje sie przewaz-
nie w sposdéb przyblizony za pomocsy elementéw dwuwymiarowych
uwzgledniajacych efekty zgieciowe i tarczowe., W kazdym wezle
wystepuje najczesciej 5 lub 6 parametréw /3 skladowe przemiesz-
czen liniowych 1 2 lub 3 przemieszczenia katowe/. ldealiza-

mia taka pozwala na zmnieiszenie ogdédlnej liczby stopni swobody,



it 2 el anative Leni-

a wiec 1 czasu obliczen, w porownond
wymiarowas. Szeroki przeglad réznych typow elementow stoso-
wanych o unpllzy przeselt skrzynkowych pros}okqtnych; uka:
nych oraz zakrzywionych w planie zawleraja prace {Jnj ,[w?],
[114], [118] , [120] , {121] , [122] . |

Oméwione sposoby dyskretyzacji przesel sprowadzaja rze-
czywiste zadanie trdjwymiarowe do zastepczego zagadnienia dwu-
wymiarowezo. Przyblizenie takie zapewnia przewaznie rozwigza-
nie dostatecznie dokladne z technicznego punktu widzenia, a
jednoczesdnie rachunkowo ekonomiczne, W wielu wypadkach wymd—
pana jest jednak bardziej wnikliwa ocena pracy konstrukeji i
wtedy konleczne staje sle zastosowanie elementéw_tréjwymiuru~
wych,

Najprostszym typem takiego elementu jest czworoscian pos-
siadajgcy 4 wezly w wierzchotkach, zaproponowany przez Mar-
tina [80] , Gallaghera [58] oraz Melosha [96]'. Przyjmujac do-
datkowe wezly posSrednie na krawedziach moZzna utworzyc¢ calty ro-
dzine zlozonych elementéw czworosciennych: [71] - [!'“1 W
pracach Argyrisa [3] s [&] . [6] . [10] orar Raah ? .

[110] podano przykltady praktycznych zastosowan elementow tego

¢
2
o

2

2Y%i0q1g

typu,
Innym stosowanym rozwigzaniem jest podzial przestrzeni

na prostopadtodciany lub graniastoslupy o podstawie tréjkat-
nej. "unkcje ksztaltu moga byé w tym wypadku okreslane za po-
moca wielomiandw lLagrange’a [5] ) [47] lub w oparciu o fun-
kcje nalezace do rodziny "serendipowskiej" [77] . [99]',[149],
[153] . W pracy [50] wykazano, ze elementy prostopadloécienne |
vapewniajag wieksza doktadnog¢ wynikow w poréwnaniu.z CZWOro-
scianami, przy tej éamej ogélnej liczhie stopni swobody,

Jednym z podstawowych problemdéw w zagadnieniach trojwy-
miarowych jest dobdér odpowiedniego elementu zapewniajacego
najwieksza doktadnosé w przeliczeniu na Jjednostke czasu ob-
ticzed [2] , [32] , [s2] , [108] , [123] , [t40] . Ovecnie
za najbardziej efektywne i uniwersalne uwaza sie krzywolinio-
we elementy izoparametryczne [49] - [52] ’ [7?] . [88] ,[99],
[tos] , [142] , [153] .

Nalezy podkreslié¢, Ze w literaturze nie spotyka sie
przykladéw zastosowan wymienionych wyzej typdw elementdw
tréjwymiarowych do analizy konstrukcji mostowych. Gidwna



prayczyng jest znaczne zwiekswzenie rozwloru zadania w porow-
naniu 2z elementami jedno- 1 dwnwymiavowsml,

Przejscie od zagadnien dwuwymiarowych do przestccony ol
powodu je skokowy wzrost liczby zmiennych 1 rownai, o w zuigz-

ku z tym szczegdlnego znaczenia nabieraja dwa zagadnienia:

1/ poprawny opis rzeczywistej konstrukcji wymaga przewaznle
zastosowania znacznej liczby elementdéw, a wiec i przygo-

towania duzej liczby danych wejsciowych,

2/ w trakele rozwiazywania duzych ukladdéw rdéwnan liniowych
powstaja czesto prohlemy numeryczne zwiazane z ograniczo-
ng pamieecia maszyny cyfrowej oraz dokladnosciag rozwigzo-

nia,

Pierwszy problem rozwigzywany jest w pewnym stopnin
przez stosowanie specjalnych podprograméw dokonujacych auto-
matycznego podzialu na elementy [15] s [35] . [54] - []SS] s
pozwala to na znaczne ograniczenie liczby danych przygotowy-
wanych przez uzytkownika,

Rozwigzywanie ddZyeh ukladéw réwnan, szczegdlnie w prazy-
padku analizy tréjwymiarowej, wymaga stosowania specjalnych
metod,gwarantujqcth racjonalne wykorzystanie pamieci opera-
cyjnej oraz mozliwie krétki czas obliczen. W metodzie elemen-
téw skoriczonych macierz sztywnosci konstrukeji jest zazwycza)
pasmowa, symetryczna, dodatnio okreslona 1 charakteryzuje sie
duzymi rozmiarami oraz znaczng liczha elementdéw zerowych [59].
Uwzgledniajge te charakterystyczne cechy opracowano wiele
sposohdéw rozwiazywania duzych ukladdéw rdéwnan [22] . [44] ,
[57] , [76] : [78] , [os] , [105] , [137] , [143] )

Wsrdd stosowanych rozwiazan mozna wyrdéznié dwie grupy:
metody iteracyjne i metody bezposrednie., Rozwigzania iteracyj-
ne uzywane sa rzadziej, gdyz kazde nowe obciazenie wymaga pow-
térzenia calego procesu iteracji, podczas gdy w rozwiagzanioch
bezposrednich nalezy wykonac tylko.dodatkowe podstawienia,

Wsréd publikacji dotyczacych zastosowunié elementow
skoriczonych do analizy przesel mostowych prace autordéw pol-
skich stanowiag stosunkowo niewielka grupe. Nalezy wymienid



tu prace zespoiu K, Wysiatyckiego [17] . [18] 5 [21] ,[135],
[146] , [147] dotyczace sposobu analizy ustrojéw skiadaja-
cych sie z tarczy pracujacej w ptaskim stanie napiccia oraz
ortogonalnego ukltadu dowolnie rozmieszczonych Zeher przeno-
szacych zginanie.

Sposéb okreslania macierzy sztywnosci elementu tarczowo-
zebrowego podano w [21] . [146] , natomiast macierze sztyw-
nosci zeber budowane sg w oparciu o wzory metody deformacji
uktadow pretowych z uwzglednieniem odksztatcen postaciowych
DB] ; Przedstawionag metode zastosowano z powodzeniem do ana-
lizy statycznej lekkich jezdni w mostach kratowych, w ktdérych
petnig one zarowno role pomostu jak i pasa dolnego dZzwigara
kratowego [17] . Rozwiazanie moze by¢ takze stosowane do obli-
czania pelnosciennych przesel belkowych /stalowych i betono-
wych/, stropéw pitytowo-zebrowych i innych podobnie uksztalto-
wanych konstrukeji.

Zesp6t J, Szmeltera opracowal zestaw programow pozwalaja-
cych na analize¢ uktaddéw pretowych [38] , [40] ,[129] , ptas-
kiego stanu naprQZeﬁ[B1].konstrukcji ptytowych [139] . We
wszystkich programach wykorzystywane sa specjalnie opracowa-
ne standardowe podprogramy [44] > [128] . Wymienione prace
znajduja szerokie zastosowanie w analizie konstrukcji mosto-
wych [39] .

Zegstaw programéw, opracowany specjalnie do analizy kon-
strukcji typu mostowego, przedstawil zespdél J. Weselego [138],
PSQ] . Przypgotowany system obliczen numerycznych posiada bo-
gatag baze elementdéw typu pretowego, tarczowego, plytowego i
plytowo-tarczowego, co pozwala na analize szerokiej klasy kon-
strukeji dla réznych warunkéw brzegowych i1 schematoéw obhciazen,

2.3, Rozwiazania pdétanalityczne

Metoda elementdéw skorczonych w ujeciu standardowym poz-
wala na jedno-, dwu- i trdjwymiarowa analize dowolnych typdw
przesel mostowych. W przypadku bardziej skomplikowanych za-
gadnien, wymagajacych zastosowania duzej liczby elementdw,

‘koszt obliczen jest znaczny lub nawet zadania przekraczaja
mozliwoseci istniejacych maszyn cyfrowych.



fstotnag redukecje zakresu oblilezen nosna uzyskac stosu-
Jac sposoby pdlanalityczne, polegajace na potagczenin zZnanych
metod analityeuznych 2z dyskretyvacina honstrukcjl za ponmoci ele-
mentoéw skoneczonyeh,

Rozwigzania tego typu sa stosowane Z powodzeniem w ana-
lizie powlok 1 innych konstrukecji osiowo-symetrycznych [1] -
[63] , [116] , [141] , pryt [26] , [27] , [61] , dswigaréw
serynkowych [20] A [24] s [37] 5

Do obliczania przesel mostowych najhardziej przydatne wy-
daja sie¢ rozwigzania oparte na pasmowych [26] s [62] lub pryz-
matycznych [149] . [157] elementach skoriczonych, Uba sposo-
by znajdujn zastosowanie do analizy konstrukeji posiadajacych
niezmienna geometrie i wlasciwosci materialtu w pewnym kierun-
kn, Istota rozwigzania polega na na polaczeniu dyskretyzacji
przy zastosowaniu elementdw skoriczonych z odpowiednio dobra-
nymi tunkcjami przemieszczel w wyréznionym kierunku, Prazyje-
cie tych funkeji w postaci szeregdw trygonometrycznych oraz
wykorzystanie ich ortogonalnosci pozwala na zredukowanie za-
padnienia dwuwymiarowego do jednowymiarowego w przypadku ele-
mentdéw pasmowych i trdéjwymiarowego do dwuwymiarowego przy zas-—
tosowaniu elementdw pryzmatyecznych, Ostateczne rozwigzanie
tworzy si¢ na podstawie szeregu uproszczo: -ozwligzan skta-
dowych, Uzyskane w ten sposdéb znaczne z:: -1.. nte liczby pa-
rametréow wezlowych powoduje wydatng redukcje¢ rozmiardéw ukla-
du réwnai oraz ograniczenie liczby danych wejdciowych.

Metoda pasm skonczonych byla w ciagu ostatnich lat z
powodzeniem stosowana do obliczania przesel rdznych typow,
Analizowane przesto dzieli sie wzdluZ na ptaskie eiementy
pasmowe o0 jednakowych wlasciwo$ciach na calej powiechhni ele-
mentu, Poszczegdlne pasma polaczone sa ze soba wzdiuz linii
wezlowych, Uwzglednia sie przewaznie dwa rvdzaje efektdw:: |
tarczowe i zgieciowe. Odksztalcenia w stanie tarczowym okres-
lone sa jednoznacznie przez dwie skladowe przemieszczen w |
ptaszczyZnie elementu, aw stanie zgi¢ciowym przez skladowa
przemieszczenia prostopadig do pasma oraz kat obrotu. Udpo-
wiednie sztywnoécivelementu wyznaczane sq Jjak dla tarczy i
ptyty cienkiej. Funkecje ksztalttu przyjmuje sie w postaci ilo-
czynu szeregdéw trygonometrycznych w kierunku podtuznym i
wielomiandéw odpowiedniego stopnia w kierunku poprzecznymn.



Dla stanu tarczowego stosuje sie zazwycuzaj wielomiény stop~-
nia pierwszego [24] lub drugiego [81] , a dla stanu zgiecio-
wego wielomiany trzeciego stopnia [24] ; [26] , [27] , [29] .

Metode pasm skoliczonych zastosowano poczgtkowo do anali-
zy przesel piytowych [26] s [27] ,[81] ,,[82] y [91] . [132],
ptytowo-belkowych [25] ,‘[30] i skrzynkowych [28] . [37] ,

[82] . [127] podpartych swobodnie na obu korcach.

Nastepnie rozwigzanie rozszerzono na konstrukcje posia-
dajace podpory posrednie [61] s [82] . [127] , a takze na
przesta zakrzywione w planie [24] - [29] . [118] i ukosgne [19]
[20] , [118] .

W Polsce zastosowaniem sposobu pasm skoriczonych do anali-
zy przesel mostowych zajmuje si¢ Manko [85] ., [86] . [87] .

Sposéb pasm skonczonych, wykorzystujac geometryczna regu-
larnosé konstrukecji, pozwala na zmniejszenie czasu obliczen
0 60 % + 80 % w stosunku do konwencjonalnych elementdéw skor-
ézonych. Zaleta ta spowodowala szerokie zastosowanie pasm skon-

czonych mimo pewnych uproszczen, jak:

- przyblizony opis rzeczywistej geometrii przekroju poprzecz-
nego przesta /stata grubos$¢ pasma/,

- zatozenie 7z géry sposobu rozkladu naprezen na gruboéci e!

mentu,
- pominiecie niektérych sktadowych odksztatcen i naprezen.

Uproszeczenia te maja stosunkowo maly wplyw na wyniki obliczen
przesel stalowych, gdzie grubosci elementdéw sa niewielkie. W
przestach betonowych natomiast,wymiary elementéw sa czesto ta-
kie, ze wtasciwg ocene¢ pracy konstrukcji mozna uzyskac¢ jedynie
przy zastosowaniu pelnej analizy trdéjwymiarowej.

Szczegdlnie przydatna do tego celu wydaje sie¢ koncepcja
pryzmatycznych elementéw skoriczonych zaproponowana w pracach
[185] . [149] . [157] . Elementy pryzmatyczne pozwalaja na pel-
ng analize przestrzenna przy znacznie mniejszym koszcie obli-
czen w pordwnaniu z tradycyjnymi elementami trdéjwymiarowymi.

Pryzmatyczne elementy skonczone stanowig podstawe rozwiag-
zania przyjetego w ninlejsze]j pracy 1 zostatry doktadniej opi-

sane w rozdziale 3.



B, PUYZMATYCZNY WUMMENTY SKONCZOND

3.1, Uwagi ogdlne

Aktualne tendencje ksztalitowania przesel mostowych cha-
rakteryzuja sie daZeniem do stosowania prostych rozwigzan,
utatwiajacych uprzemystowienie wykonawstwa /prefabrykacja,des-
kowania przesuwne itp./. Uproszczenia polegaja najcze¢sciej na
rezygnacjl z poprzecznic przestowych przy pozostawieniu ste-
zen poprzecznych nad podporami, Uksztaltowane w ten sposdb
konstruke je posiadaja niezmienna, na diugosgci przesta, ceome-
trie 1 wtasciwodci materialu. Zmiennos$¢ obciazen i - ivia
Jednak uproszczenie zagadnienia trdjwymiarowégo przei zastoso-
wanie dwuwymiarowego stanu odksztalcenia, Mozna natomiast przed-
stawié funkcje przemieszczen i obcigzen w wyréznionym kierunku
za pomoca np., szeregdédw Fouriera 1 wykorzystujac ortogonalnodé
tych funkeji dla kazdej harmonicznej rozpatrywaé¢ zastepcze za-
gadnienie dwuwymiarowe. Pelne rozwigzanie otrzymuje siy na pod-
stawie rozwigzan uzyskanych dla poszczegdlnych harmonicznych,

' Opisany wyzej sposéb postepowania stanowi podstawe kon-
cepcji pryzmatycznych elementéw skonczonych /finite prism ele-
ments/ przedstawionej w pracach [149] , [157] . Analizowana
konstrukcja dzielona jest wzdiuz na tréjwymiarowe elementy o
przekroju poprzecznym niezmiennym na diugosci. Diugosé kazde-
go elementu jest roéwna dlugoéci catej konstrukecji. Funkcja
ksztaltu w ptaszezyZnie przekroju poprzecznego przyjmowan
Jest w identycznej postaci jak dla Zagadnieﬁ dwuwymiarowyc!:,
odpowiednio do przyjetego typu elementu, natomiast na diugos-
ci elementu funkcja ksztaltu przedstawiona jest w postacl sze-
regu trygonometrycznego,

W pracach [135] A [157] zastosowano pryzmatyczne elemen-
ty skonczone do analizy swobodnie podpartego przesta o prze-
kroju skrzynkowym, Uzyskane wyniki potwierdzily przydatnosé
elementdéw pryzmatycznych do obliczania tego typu konstrukeji.

W niniejsze]j pracy przedstawiono szerzej metode analizy
statyczne]j przeset mostowych przy zastosowaniu pryzmatycznych
elementdw skoﬁcionych w odniesieniu do przeset o dowolnym
przekroju poprzecznym. Analiza objeto konstrukcje prostokatne



1 zakrzywione w planie, jedno- oraz wieloprzestowe. Przedsta-
wiony algorytm umozliwia obliczanie konstrukeji jednorodnych
i zespolonych z réznych typdéw materiatu, a takze pozwala na
uwzglednianie réznych typdw obeigzen charakterystycznych dla

dZzwigaréw mostowych.

3.2, Oznaczenia

Podstawowe oznaczenia stosowane w pracy:

a - dlugosé elementu,

wspotrzednie "z" poczatku i korica obcigzenia pomierz-

chniowego,

A - pole przekroju poprzecznego elementu "e"
b ~ wspéirzedna "z" punktu przylozenia sity skupionej,
b, ,b,~ wspélrzedne "z" poczatku i kolca obcigzenia liniowego,

[B] - maclerz w zwigzku przemieszczenia - odksztalcenia,
c - liczba linii wezXowych w jednym elemencie,

[D] - maclerz sprezystoSei,

B - modul sprezystosci,

wektor przemieszczen,

——
e ]
D
I

wektor sit weziowych,

—_—
=3
[N

i

h - liczba harmonicznych uwzgledniona w rozwigzaniu,
_[k] - macierz sztywnosci elementu,

[K] - macierz sztywnosci konstrukeji,

M - liczha elementdw
N - liczba punktéw catkowania numerycznego,
N - funkcja ksztalttu zwigzana z linia wezlowg "1i"
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wektor skitadowych obciqﬁ@ni&_pmwierzchnibwego,
wektor skiadowych obci@ZQnia,liniowego,H
wektor skladowych ohciagzenia skupionegd,
wektor reakecji podpér posrednich,

po@ieriéhnié elementu "e", na ktdéra dziala obciazenie

roztozone {q] ,
liczba podrednich punktdéw podparcia,
objetosé elementu "e",

'liczba linii weziowych w dyskretnym modelu konstrukeji,

- sktadowe przemieszczania linii wezlowej "i",

- wspéirzedne prostokatne,
- wspélrzedne walcowe,
- .znormalizowane wspolrzedne krzywoliniowe,

- kat wewnetrzny okredélajacy dlugo$é elementu we wspdl-

rzednych walcowych,

- wspéirzedne "¢ " poczatku i korica obcigzenia powierz-
chniowego, . :

- wspétrzedna " P " punktu,przyloZénia.sily skupionej,

- wspbétrzedne " P " poczatku i konca obecigzenia linio-

wego,

- wektor parametrdéw wezlowych,

-~ wektor odksztalcen,
- wektor naprezen,.

- wspétezynnik Poissona .



3,8, Sposdb dyskretyzacji konstrukeji.

3,3.1, Podstawowe zalozenia

Analizowane prz¢sio mostowe dyskretyzowane jest przez
podzial na trﬁjwymiarowe elementy pryzmatyczne, polaczone ze
sobg wzdtuz 1linii wezlowych, Przykltadowy sposéb podziatu prze-
sla prostokgtnego pokazano na rys, 3,1, a zakrzywionego w pla-
nie na rys, 3,2, ’

Dyskretny model konstrukeji oparty jest na naste¢epujgeych
podstawowych zatozenlach:

1/ geometria przekroju poprzecznego i wlasciwodel materiatu
konstrukcji pozostaja niezmienne w kierunku wspéirzedne]
"z" w przypadku przesel prostokatnych /rys. 3,1,/ lub wspél-
rzednej " ) " w przypadku przesel zakrzywionych w planie
/rys, 3.2./%

2/ kazdy element podparty jest na obu koricach w sposéb unie-
mozliwiajgcy przemieszczenia przekroju podporowego w ptasz-
czyZnie prostopadlej do osi elementu;

3/ elementy zakrzywione w planie podparte sa na konicach wzdluz
promienia krzywizny}

4/ rozwaza sie¢ infinitezymalny stan odksztalcenia;

5/ zwiazek miedzy naprezeniami a odksztalceniami jest zgodny
z prawem Hooke'a;

6/ material jest jednorodny w calej objetosci elementu;

7/ charakterystyki materialowe poszczegolnych elementdéw moga
byé rézne,

W pracy wyraznie wydzielono fragmenty dotyczace elemen-~
téw o osli prostej 1 elementdédw zakrzywionych w planie, co poz-
wolilo na zastosowanie wielu jednakowych oznaczen dla obu ty-
péw elementéw, Ugdélny schemat rozwiazania jest dla pierwszego,
jak i drugiego typu elementdw taki sam, a rdéznice wystepuja
w jawnych postaciach niektérych macierzy. Réznice te podano



! Rys.31.  Sposob dyskretyzacji przesla prostokgtnego

'‘Rys.3.2, Sposob dyskretyzacji przesla zakrzywionego
~w planie

|




przy omawianiu charakterystyk elementow,

Elementy o osi prostej i elementy zakrzywione w planie
beda w dalsze)j czesci pracy nazywane odpowiednio elementami
prostymi lub zakrzywionymi,

3.3.2, Funkcja przemieszczerl dla elementu prostego

Przedstawiony w pracy sposdéb obliczen oparty jest na
metodzie przemieszczen, Jako niewiadome przyje¢to trzy skla-
dowe /u, v, w/ przemieszczen linii wezlowych, Parametry wezlo-
we odpowladajgce poszczegélnym skladowym przemieszczell tworza
wektor

T

(8} -1(81, .. 8"

- /3.1/
gdzie

n
{8 } - [u?», v? , w?,..., ug , vg , wg] _ /3.2/

0gélng postaé funkeji ksztaltu N(xyz) dla elementu

pryzmatycznego mozna zapisaé Jako
h c

j j n
N(xiy,z’ =Z N’i(x)y.) L T(z) ] /303/

n= i =
gdzie Ni(ﬁx)_ okre§IL zmieLnoéé funkeji ksztaltu w ptasz-
czyZnie przekroju poprzecznego elementu, a n% opisuje
zmiennodé na dlugosci, Jako funkcje q%, wygodnie jest
przyjmowaé szeregi trygonometryczne Fouriera dobrane w taki
sposdéb, aby dla kazdej harmonicznej speinialy warunki brze-
gowe na kolicach elementu, Ogdélna postaé funkeji ﬁg, jest

nastepujaca
L .. nma nJiz nJvz
Mz) = A , sin + B, cos —— + C,sh +
_ a a a
+ D ¢h ﬂl%5 . /3,4/

State A,B,C,D wyznacza si¢ na podstawie warunkdéw brzegowych,



Przyjeta w niniejszej pracy funkcje¢ opisujgca prze-

mieszczenia dowolnego punktu elementu pryzmatycznego moz-

na zapisaé w postaci

n=1 i=1
gdzie
[T"]: diag [sin ﬂglﬁ' sin n;Tz’ cos Eél&]
. ’

[Ni]z diag [Ni’ Ni' N1] .

Funkcje okredlajace skladowe przemieszczenia moz-

na tez przedstawié jako

sin

=
L1
=
e
(=]
w[~]
1~ 4
e
=
= =]
‘:
Dy
N

sin

<
i
M=
[M]e
Hz
b-'-<:
=
Ei=
N

=
i}
o
e
fi
[y

cos

2
I
M=
Mo
H_Z
S
5
RS
N

=
i}
ot
e
L]
(Y

Przyjeta funkcja przemieszczen spelnia w przekro-
jJach podporowych /z = 0 i 2z = a/ dla kazdej harmonicz-~

nej) warunki brzegowe

u=vs=20 i -%% = 0 R

odpowiadajace swobodnemu podparciu na obu koXcach.

W przypadku elementdéw spelniajacych warunki /3,9/
mozna wykorzystacé ortogdnalnoéé zastosowanych szeregoéw
trygonometrycznych i rozpatrywaé zagadnienie osobno dla

kazde) harmonicznej., Szersze uzasadnienie takiego poste-

/3.5/

/3,6/

/3.7/

/3.8/

/3,9/

powania podano w p. 3.6, Uproszczenia powyzszego nie udaje



sie niestety zastosowac¢ w przypadku warunkow brzagowych
innych niz /3,9/,

Do dyskretyzacji konstrukcji w plasgczyinle Xy mogg byc
uzywane wszystkie typy elementow stosowane w zagadnieniach dwu-
wymiarowych, Odpowiednio do typu elementu dobiera si¢ postac
funkeji ksztaltu Ni'

W niniejszej pracy zastosowano elementy izoparametryczne
nalezace do tzw, rodziny serendipowskie]j [48] g [149] . Umozli-
wiajag one dokladne odwzorowanie przekroju o zarysie krzywoli-

niowym i zapewniajg zwiekszenie doktadnosci w porownaniu z ele-
mentami prostsaymi, przy tej somef liczbie stopni swobody, W
celu uproszczenia obliczen, dla kazdego elementu wprowadza sie
w plaszezyznie xy lokalny uktad wspdtrzednych Lkrzywoliniowych
E ,q . Transformacje wspolrzednych mozna ustalié w prosty
sposob, wykorzystujge funkcje ksztaltu Ni( E ,q ). Wtedy

%
I
Me

Ny (B %y s

——
i
(s

/3.10/
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I
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gdzie X, 0 Y4 oznaczaja wspoitrzedne wezta "i" w ukladzie global-
nym x, y, z. Zaleznoéé /3,10/ powinna okresla¢ w sposdb wzajem-
nie jednoznaczny transformacje pomiedzy wspoirzednymi lokalnymi

E ,q a globalnymi x, y. Oznacza to, ze kazdy punkt w jednym

ukltadzie moze posiadac¢ tylko jeden odpowiadajacy mu punkt w dru-
gim uktadzie wspolrzednych,

Przedstawione podejscie, zaproponowane w pracach [48] )
[74] y [138] , pozwala na transformacj¢ skomplikowane]) geometrii
elementdw w uktadzie globalnym do postaci kwadratu we wspotrze-
dnych lokalnych, co znacznie upraszcza obliczenia,

W tab, 3.1 pokazano trzy typy elementdéw o 4, 8 1 12
weztach rozmieszczonych na brzegach elementu, Funkcje ksztaltu
wyrazone sg za pomoca wielomiandw w lokalnym ukladzie wspdlrze-
dnych, Tak przyjete funkecje ksztalttu spetniajg, jak wykazano
w pracach [48] , [149] , kryteria zbieznodSci obowigzujace w me-
todzie elementdéw skonczonych [50] - [71] ; [102] A

Osobne zagadnienie stanowi problem czy Kkry-



teria te spelnione sg takze w ukladzie globalnym w stosun-
ku do pfzeksztalconych elementdw krzywoliniowych, Odpowiedz
na to pytanie utatwiaja praktyczne wskazowki zawarte w pra-
cach [71] , [153]

1/ jezeli dwa sasiadujace elementy zakrzywione utworzone
sg 2 elemeﬁtéw macierzystych /w ukladzie g,q 7,
ktérych funkcje ksztaltu zapewniaja ciagtodé przemiesz-
czel na granicy miedzy elementami, to warunek ten spel-
niony jest takze dla elementdéw zakrzywionych;

2/ jezeli funkcje ksztaltu w lokalnym ukladzie wspdélrze-
dnych zapewniajg ciagloé¢ przemieszczen wewngtrz elemen-
tu, to ciggtos¢ ta zostanie zachowana w elemencie prze-

ksztatconym;

3/ warunek "stalej pochodnej" spelniony w 1izoparametrycz-
nym elembncie macierzystym, speiniony jest t%g automa-
tycznie w elemencie zakrzywionym, jezell z::Ni =1,

i=1

Na podstawie powyzszych warunkdéw mozna stwierdzic¢, ze ele-

menty przedstawione w tab, 3,1 spelniaja wszystkie niezb¢-

dne kryteria zbieznosci,
Okreslenie warunkdéw rdéwnowagi elementu wymaga obli-

czenia calek typu

ON, ON
1 1) dx dy . /3.11/

F bi,fjx, 3y

Ae

Poniewaz funkcje ksztaltu N, okreflone sy we wspdlrze-

dnych lokalnych §, /tab., 38,1/ nalezy w tym ukladzie

ON; . Ni oraz ax dy. 4godnie z regulami
0 x oy
rozniczkowania czastkowego

wyrazié takze

ONi(E) _ _oNyfen) OBx  OM(EN) oy
23 0x " 0% Dy " 0g

ONy(sn) _ _ONfgn) Ox  ON(gn) , Oy
on ox ' on 0y il




Lp Globainy uklad Lokalny uklac R
- wspoirzednych X,y wspolrzednych &.n UEREIE HSLTQUTY
1 14 i 91 - Nig.n) =174 (145, (14 dia i=1234
x -
: . qn
1 J) gdzie:
i R T £
3
=) cnn
y L" 3 No="i
8k,
Nitg.n) =14 e ) (1400) (5,+00-1) dla i=1.2.34
- i = Nitg.n)=12 0-82) (1eng) da =68
Nils.n) =12 (e s )(1-02) dia i=57
S o oo |
Nifg.n) 21732 1+, el 952 +n2)-10] da i=1234
12 ’7q _
a3 > Ni(z.n) =9/3201+5,)01-12)(1+97,) dia i=569.10
" 8 |
: B Ni(E."ﬁ=9/32(7~§2)(1+q0)(1+9§0) dia i=7.811.12
A 0| 9 3 .




Wyrazenia ‘jlx ill : %%ﬁ ! %%% mozna wyznaczy¢ na pod-

stawle rownan 3. 10/ Wtedy

ONi(g,r]) 1 [ONi(g,"]) W
‘ g § - [1] o ‘ 3.13 |
oN, (8:1) i ONi(E*r}) ) /8.13/
: Oq Qy ‘
pdzie [J] jest macierza gacobi%go o postaci
r 1
y o OME) i, ymoM(ED
=1 Og 1=t OF§ :
[a]s o o : /3,14/
2. 0Ni(x.n) ) oy (8.) |
1=t on Xiv i=1 o Yi
Ustatecznie pochodne globalne ot;zymuje sl¢ z zaleznosci
\
oN;(g.n) | ON(g.n)
Ox C)g
J Sl = P /3.15/
oN, (g .Nn) oNy (B.N)
oy L 0N
Podobnie mozna wykazaé, ze
dx dy = det [J] dg dq /3.16/
i calka /3.11/ upraszcza si¢ do postacil
101 |
I I F(gn) 45  dan , /8,177
=1t

gdzie F(g,q) oznacza transformowana do ukladu lokalnego
tunkej¢ F (x,y)

Jawna postaé funkeji F‘(g,rz) Jest zwykle skomplikowana,
co powoduje koniecznoéé catkowania numerycznego,



3,3.3, Funkeja przemieszczed dla elementu zakirzywionego

Podane w punkcie 3,3,2 rozwazania dotyczag elementow

o osi prostej, Wprowadzajgc wspotrzedne cylindryczne X,r,,
/rys., 3.2/ zamiast ukladu prostokgtnego Xx,y,z mozna podane
zaleznosci uogdlnié na przypadek elementdéw zakrzywionych
w plaszczyZnie yz. |

Ogélna postaé funkcji przemieszczen pryzmatycznege
elementu zékrzywionego jest okreslona, jak dla elementu
prostego, wzorem /3.5/, Zmianie ulega jedynie postaé¢ ma-
cierzy[Tn] :

[T"] = diag [sin E%PQ , 8in E%%Q , cos Bé?ﬂ] . /3.18/

Analogicznie jak w elementach prostych, wprowadza si¢ w
plaszczyinie xr lokalny uktad wspéirzednych‘g,q JUmoz-
liwia to stosowanie funkeji Nl(gﬂ])podanych w tab, 3.1
takze do elqmentéw zakrzywionych, Kierunki skladowych
przemieszczen u,v,w w elemencie zakrzywionym odpowiadaja
kierunkom wspoéirzednych cylindrycznych X, T ,¥. Skladowe
te mozna zapisaé¢ podobnie do /3,.,8/ w postaci

h c
u = z: N1 u? sin Egyl )
n=1  i=1
h c
v o= 2., 2, N V! ein 0I9 ) /3.,19/

=
i
Y
e
i
o

£
f
M=
Me
-
H‘i

=
i
o
e
i
i



/

3,4, Maclierz sztywnosci elementu prostego

Wektor odksztalcen elementu ma postuaé

ex ) S
Ey —9¥
cs B
le)={ty | = {32 -+~ Bt - /3.20/
Gk I e
T | = -~8~‘;—J

RdZniczkujqé réwnania /3,8/ wzgledem x, y 1 z oraz uwzgle-
dniajgec zaleznosci /3.1/ 1 /3.2/ otrzymujemy

L}

e} (o] . (3] - L 0o . (g%

—

1

L

in [ei] {85} - - /3.21/

n=1 i=1

Macierz odksztatcen [B?] dla "i" - tej 1inii wezlowej i
"n" - tej harmonicznej mozna zapisacé jako

[ﬁ?] ain 2z |
("] = , /3.22/

[f"] cos 072



gdzie

rONi b
Bx ¢ e
0 o, 0 N, DL o 24
-n y = i a l m
[8}] O ’[B;l]= : . /8.23/
- N
n ‘ n T I oNi
g N 0 N Oy
oNy Ny .
| OV ox i

Podstawiajac zaleznoéci /3.2/ i /3,22/ do réwnania
/3.21/ mozna zapisaé elementy wektora odksztalcerl w pos-
tacli szeregdw

rg (oNi n nil z
X Dx ¢ Y ¢ sin a
oN :
€y 75% . Vy . 8in n7La
€. - 530Ny v . stn BRI
Sl o
N :
[ = i n i n T
* Txy n=1 1=J(?T§ Ui * 0x Vi) sin 250 ’ - /3.24/
ON
A i Tr
Txs Ty ul s T wp) cos B2
N
i i m
kj&z' (—g— N, v? * 5y w?) cos = azJ
gdzie ;
) ‘ oN, (g,1)
ony(E, - 0
R S 20 Rl LT O
aNl(E’rIL
L 0N . | /3.25/
ONy (& ,n) a ONi(g,l’])
;?’ L o) lo] -t {— ¢ .
o, ()




Wektor naprezen dla elementu pryzmatycznego okredla si¢ na-

stepujagco

[5}- [Gx’ 6y' Oy '[xy, T ’[yz ] e [u]{a} . . /3.26/

W pracy rozpatrzono pelny trdjwymiarowy stan napqueﬁ, a
przyjete oznaczenia skladowych naprezenia podano na rys,3.,3,

Rys. 3.3. Oznaczenia skladowych naprezenia

Wprowadzajac zwlagzek /3;21/ do rdwnania /3,26/ otrazymujemy

{6} = [u]{a} =[] [8]{6} - s

£ n=1 i=1

(0] [s}){S]) | /3,217

Postadé macierzy sprezystosci [DJ zalezy od_charakterystyk
sprezystych materialtu, ' ’



bla materiatu ftzotropowego

8 2}1*%; A A 0 0 0
2MEN | A 0 0 0
2F+A g 9 v [Dil]l [D12]
[p] = = v /3,28/
gl ol o [D21], [05,]
Symetria M 0
. M
gdzie A i./J oznaczaja state Lamégo
E V 1 o
e (1+v) . (1-2V) ’ M = 3T1+v .. /3.29/

Warunek jaki musi spelniaé macierz [D] aby nastapito
rozprezenie szeregdéw Fouriera mozna zapisaé w postacl

[D,] = [vy] = [o] . | /3.30/

W prgypadku materiatdéw anizotropowych, charakteryzowanych
przez 21 statych sprezystosci, warunek ten nie Jest spel-
niony, Spelniajg go juz natomiast materiaty posiadajace
jedna plaszczyzne symetrii sprezystej, prostopadlq do osl
"z" /13 statych sprezystosci/.

W niniejsze]j pracy przedstawiono ogdélny tok rozwig-
zania na przyktadzie materialu izotropowego, a uwzglednie—
nie kazdego innego typu materialu spelniajgcego warunek
/3.30/ polega na przyjeciu odpowiedniej postaci macierzy[D].

Elementy wektora naprezen mozna przedstawié w posta-
cl szeregéw, podobnie jak uczyniono to dla odksztalceii,
Wtedy : '



(ox ) |lmweima(ay - BTN ) e 2

6)’ [%liyi-vlilx+’\(‘a‘g—lf ulii - 35 N1 lel)] sin -'-'—-ﬂé!.

6 ’SEE Zci ['W!;I'E'Ni‘ W? +7\(-a-§§ u;l + gg—% vljl)] sin nﬂ‘;z b /3.31/

n=1 i=1 :

Ty| Mol ) e nge

ST R

Tz, k/"('ﬁaﬂ Ny Vi *ON; “"11) cos BTE |

gdzie

T= 2p+A = (i'},u(\;i) '('1\93\,) ' /3.82/

Ocene¢ stanu napr¢zenia,okreslonego wzorem /3.27/,_
moina rozszerzyé,uwzgledniajac odksztatcenia poczatkowe [64
oraz naprezenia poczatkowe {54

[6} = [o] ({e}-{e] )+{5o} : . /3.33/

Rozpatrujac warunki roéwnowagi elementu pryzmatycznego ,
przez {F} oznaczono wektor silt weztowych, statycznie rdéwno-
waznych napig¢ciom na granicach elementu wyci¢tego z konstruk-
¢ji, Sity te mozna wyznaczyé wymuszajgc wirtualne przemiesz-
czenia wezldéw d hﬂ} i poréwnujac prac¢ sil zewne¢trznych
i wewnetrznych,

Praca wykonana przez sily{ F} réwna sie sumie iloczynéw
skladoquh sit przez odpowiednie przemieszczenia '



=
|
[y
=
It
[e
e
]
[

=
[
i
[71=
1=
[
S
L)
—
]
=
—t
=9
P,
(@
-
St
g
s
~
=5
B
e
o,
L)
=)
[ ———
=¥
]
I

-

h h c i a P
Yooy ) (a{6 ;‘]) J[T“] [) dz{_FT} . /8.34/
n=1 m= i=1"
0 ,
Prace wykonang przez naprezenia, silty masowe 1 powiérz-
chniowe, uwzgle¢dniajae réwnania /3.5/, /3.21/ 1 /3.27/,
mozna zapisaé w postaci '

t‘
)
W
———
—
=9
——
™
e
S
w3
——
(@)
T
o
<
®
1
—
——
o
———
-—h
g
—”
=]
~—
o
St
(<Y
<
®
>

i=1

x [n] [u" {(5'3‘} ave® - Zo: ’”([T“][Ni] d{d;‘})T[T'"] ("} av®

)T

£ Lt g

[2"] {¢"} ds"] :  /8.35/

Obliczone prace wintualne musza spelniaé warunek

/3.36/

dla dowolnych dozwolonych przemieszczen wirtualnych.
Stad

n=1 m=1 1i=1

2L N et ()]



n=1 m=1

S8

(8,1 % (2" (2] {q"} as®]

{
=== t=——————
Py
-4
[,
—J
-
r~—
=3
=
| S
=
~—
=3
=]
—_
Py
o=
=
——
=1
<
@
.

Pierwsazy skladnik'sumy po prawej stronie réwnania

/3.37/ okreéla typowa podmaclerz [k?
Uwzgledniajac zaleznosci /3.22/ i /3.28/

elementu [k ].
otrzymujemy

Biorac pod uwage, Ze

a
mirz _

J sin - sin 2

0

=
a
N

a
nJlz =

J oS8 5 co8 5

0

A
—

£8,3%1/

?] macierzy sztywnosci

—_—

v e iy ©

.sin :

cos

=
B o

gdy

- gdy

gdy
gdy

dla

mil z dVe o
a
mIll z e
3 av- ,
= 1) lcl
=. 1’ ’h.
n A2 m
n = m
n # m
n = m

/3,38/

/3.39/



otrzymujemy

a P 4 .
J [T"] [Tn] dz = l diag[sin2 nf;z’ sin2 gl%g,cosa 21%5 ] dz =

= dlag [ a2, a/2, a/2] ., | - /8,40/
Stad
P o _ ;
[T]= 3 ”([ﬁ';] [0, 1[52] + [B2] [ 0,,)[T3]) an® /3.41
..'\e

1’J=1’2’.l.,00

Oznacza to, Ze macierz sztywnosci jest blokowo diagonalna-

[klll' 0
fx] = [kzz] : o /3.,42/

i 0 [kth

Jawna postaé typowej podmacierzy' k™" pokazano ponize
1J _

-

[7- ¢ + M. G A Mtn e Gt
+/u.tﬁ.cg +M L Gy “A. b, . Cg
[knn]_._. N C3 b T' c4 +,J.(:1+ /J’ t‘n * CSf *
1J : 2 : i ) /3.43/
+/u.(32 +~/J. t, « Cg |-N. t, . Cy ‘
/J. t, « Cg + /J T T C7 +| % tﬁ“. C9 +
-A-t, - Cq B R N N Oy

gdzie /



¢ = 3 A (gn) et [I] ag dn 1 =1,..2, /3,

natomiast

AL THx Tox ’ A =7Fx "Iy
ON, 0N, oN, 9N
e L0 R S
Ag = oYy 0 X : Ay 0 0y ’
0N, N .
e . = SR |
g = 0x * NJ ’ Ag Ny» 0x .
oNy N
Ay =3y + Ny : Ag =Ny 5% ,
: nIJr
Ag = Nl' NJ ’ tn S ' :

Ni’ Nj ~ funkcje ksztaltu w lokalnym ukladzie
wspSirzednych /tab, 3,1/ .

Obliczenlie calek /3,.,44/ wymaga przewaznie calkowania nume-

rycznego ze wzgledu na skomplikowanq jawna posta¢ funkcji

podcatkowych,

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze macierz sztywnosci
tradycy jnego elementu skoficzonego jest osobliwa, natomiast
macierz sztywnosci elementu pryzmatycznego okreflona wzo-
rami /3,42/, /3,43/ nie jest osobliwa, gdyz z géry zostaly
spelnione warunki brzegowe.

Uwzgledniajac zaleznosci /3.39/ moina na podstawie
rownania /3.37/ ustalié¢ warunki réwnowagi wezla "i" dla
"n"-tej harmonicznej w postaci



JY -

b

[u;‘g]{ag} (e} -{r) . /3. 45

£ q

{F"} - wektor skladowych sily w weZle "i" statycznie
réwnowaznej napig¢ciom na granicach elementow,

o .
E::pﬂ"ﬂ{dﬁ} - wektor skladowych sity w weZle "i" wy-
j=1 wotanej przemieszczeniami wezlow ele-

mentu,

{F"} -~ wektor sktadowych sity w wezle "i" wywolane]
& roztozonym ohbhcigzeniem masowym,

{Fn} - wektor skladowych sily w weZle "i" wywolanej
4 roztozonym obcigzeniem powierzchniowym,

3.5, Macierz sztywnosci elementu zakrzywionego

Wektor odksztalcen elementu zakrzywionego, zapisany we

wspétrzednych walcowyech /rys,.3.2/, ma nastepujacag postacd

: 3 - Qu ]
€x Ox
ov
Er Or
10w y

8.,9 r_f)np r { . ‘
{8}:( 'X' ! { dDu Dy ‘/3.46/

Xr *6—!.- + TJE
: 1 Ou Ow
7&@ r 0¢ Y TOx

1 0v Ow w

.m | | *Pp * Or ~ r]

Rézniczkujae réwnania /3.19/ wzgledem x,r i Y otrzymujemy

' h c ‘h n _
(e)= [81{8} - SOy [Bi] {94} /3.47/
i=1 ‘ |

n=1



L
N
0 J%y% sin Eggl 0
0 _If_i_ gin R - H_i_ n v in AT
r x r ok S T
n _
[ 8}
aNi nJryY aNi naJr
e 0
3 r sin = o in —Bfa
i ni ny oNy nJry
X o8 0 5x ¢°8 "X
N ON' N '
_inmw oonmy i _ i), T
0 T & °°8 =% (F——-r = )cos 7

Wektor naprezen mozna okreflié¢ nastepujaco

Gx' )

ro |

{d

n
1

b

Oznaczenia sktadowych naprezen sg zgodne z podanymi na

rys, 3.3 z tym, Ze indeksy x, y, z przechodza odpowiednio
WX, Iy . Macierz sprezystosci [D] ma identyczna postaé

Jak dla elementdw prostych /3.28/. Sktadowe naprezenia.
mozna przedstawié¢ w postaci

/3.,48/

/3.49/



N J N N )
[ 6x | A TN W YR L2
N J N N
Oy [96—}2 u;l-A-f('zr% = 4,7\—-—117) vfil_ Aot ,—c W ) ] aiu“&ﬂz
N N » N
| 6‘? h e [9 i ui)\+(1\9 i ﬂ'?f i)v?— .tn-% wril ]sinp—g—fe'
9 ¥=ZZW . »5/3.50/

N N :
Torl et 145w St 7] sin 222

or Y o«
N
~ 0 !
lx‘? [ tﬁ—-:: ui/u+/u 6—-1* w?] cos -'—l-ébg
. N N. N
T}¢ } i V?P+r(%yé - w%) w?] cos-ﬁgyz J
gdzie r '
ONi(qu)
: 0
oN; (&, ~1 g
1(§n)=[1,0] [J] Sl
/ aNi(g)"l) '
(‘ brl : : /3.,51/
aN -1 ,
‘@(lg.’q) =[0,1] [ 4] s
CoNyle )
{ On
t‘n = %%L *

Stosujac analogiczny tok postepowania jak w przypadku
elementu prostego /p. 3.4/ dochodzi sie do sformulowania
macierzy sztywnosci elementu zakrzywionego

[5n] = & He[rs;‘]"'[u] (] ane . fo.52

. nn '
Ugélng postaé podmacierazy [kij]przedstawiono ponizej



nn

[kij ]

~

fﬁ,cl +}J.C4 -
2
»»}J.LH.CQ

-~

A.Uz + A,Cs +

+IU.C3

NeCqg + 7\.06+

+ /U.C2

'Z{-(Cd_ﬁcg) + 7\(C7+08)

+(e,+ t2.cq)

M- t,(Cg-Cy) +

- A b, Com Yt

/3.53/
n'CQ’

Y : 2 ,
Mty Ly b ety (eg-Cg) + Fotg.cqrple,+
| -nt . Cy =Nt Cg=YuCq | +C,=Ca=CgiCy)
gdzie
_ 11 (1 :
d .
=% 1 8,(8,n Jaet [a]ag an , 1 =1,...,0
natomiast
ON;, ON ON ON
A, = ---—}- A = i J .
1 Ox X 2 0x Or
N N, N ON
A = g"“i‘ """“‘l A & O 1 J ’
3 Or O0Ox 4 Or Or
N N N N .
A, = o0 L Ky im e 0N
5 0 x r 6 r 0x '
aN1 N Ni oN,
Ay = el —% 4 =~ TBr
N N.
= i = N
s r r th [} ’
Ni' NJ - funkecje ksztaltu w lokalnym ukltadzie

wspéitrzednych /tab, 3.1/ .

/3.54/

p)

Calki typu /3,.54/ wystepujace w maclierzy /3.53/ wymagaja =z
zasady catkowania numerycznego ze wzgledu na skomplikowanag -

jawna postaé¢ funkeji podcaltkowych,

Warunki rdéwnowagi wezla "i" dla "n"-teJ'harmoniczneJ

mozna, podobnie jak dla elementu prostego, zapisaé ogdlnie

w postaci



(4]
1)« 203D (85 - () -,

44 q

W powyzszym rownaniun zastosowano identyczne oznac-. . .

we wzorze /3.45/,

3.6, Macierz sztywnodci konstrukeji

Funkecje przemieszczel dla catej konstrukeji mozna za-
pisaé w podobny sposdb jak dla elementu /réwnanie 3.5/, a

mianowicie

(r] = {vi=In]fs) /8.50/
w
gdzie
T

{0} =[{o}t ,....{a}"1 /3.51/
[N ] - [Ni]e gdy 1 € e

: v gdy 1 ¢ e /3.58/
tdla 1 = 1,2,8,0.0,W ,8 = 1,2,8,...,M,

Wielkoscl dotyczace jednego elementu oznaczono indeksem
"e", natomiast odnoszgce si¢ do caltej konstrukcji pozosta-
wiono bez dodatkowych oznaczen,

Catkowitsg energie potencjalng konstrukcji mozna za-
pisaé jako

M .
Eo = Z Eg ’ /3;59/
=1 i

gdzie M oznacza liczbe wszystkich elementdéw w dyskret-
nym modelu konstrukeji.

Poniewaz w zagadnieniach sprezystosci catkowita ener-
gia potencjalna jest minimalna w stanie rdéwnowagi, otrzymnjemy
M

dE=Zi dEg = 0 . /3.60/
e= .

e Hh © B
dE; = Z 6{6“}" a{dj} = o . /3.61(



Zaleznos¢ /8,61/ musi byc speiniona dla dowolnych wariacji

przemieszczen speiniajacych warunki brzegowe, a wiec

e e e

e
o Dk 8 au® .7
g n)e z[ 3 ’ 2 3 ’ 3 ] = 0 /3,82/
{o7} Ou;y Ovy 0wy
dlan =1,2,...,h oraz 1i=1,2,...,c .

Stosujac standardowy dla metody elementdéw skoliczonych
proces okredlania energili potencjalnej [71] , [149] y Wyko-
nujac rézniczkowanie wedlug /3,62/ oraz mwzgledniajac orto-
gonalnos’é szeregéw trygonometrycznych /3,39/ otrzymujemy

(o} .
@Ee T e e
Rl R CON DN CORA AR
_ [Ni]T{gn} dA® - [Ni]T {qn} as® = 0 73,63/
Ae Se
a stad
- nne lle n < n =
Sl ien - {en) S (1) a0/
J=1 . q

Ostateczny uklad réwnani réwnowagl konstruykcji mozna zapisaé

w postaci

(] o0 .. 0 ] ('] [(*)e] [(*Ya)
o [x22] ___ o - {'(52} ~ {Fz}g + {Fz} q /3.65/
R e T I N




- A =

Lub

gdzie
' §' [ k;‘g‘]e Ciia e el s
et /3.66/
nnj _ C
[Klj] - W
0 dla Jq;eci ,

{r}, - > o{m° | ‘ /3.67/

{Fn}q =3 {e }e' : ' /3.68/

ecS q

Litera S oznaczono powierzchnig, navktdrej roztozone
Jest obciqienie{ q} . Jezell na konstrukecj¢ dziata takze
uklad sit [p} i {P} przytozonych bezposrednio w wezlach,
to do prawej strony réwnania /3.65/ trzeba dodaé wektory

ety e {751 /3.69/

i

{rl,
’{F}p

Macierz sztywnosci konstrukeji [K] Jest blokowo dia-
gonalna, a uklady réwnan odpowiadajace poszczegdélnym harmo-

T |
[{Fi}p e {l"h}P] . /3.70/

it

nicznym sa niesprzezone. Pozwala to na rozwiazywanie"h"
uktaddéw typu

[1(""] {d"} =-{F“}’ + {F“}q. + {F"}p + {F"}p - /8.71/

(o]

o wymiarach 3W x 3W zamiast duZego ukladu réwnan 3wh x 3Wh.



Uproszczenie talkie Jest mo2!lwe, pontewa wyrazy oheta-
zenitowe "n"-te) Harmonicznej wplywaja Jjedynie na "n"-ty
ulktad réwnaﬁ//3.71/. Koricowe rozwigzanie otrzymuje si¢ na
podstawie rozwiazan cgesciowych, odpowiadajacych poszcze~
g61lnym harmonicznym, W ten sposdb zagadnienie trodjwymia-
rowe, dzieki wykorzystaniu ortogonalnych wtasciwosci sze-
regéw Fouriera, zredukowane zostalo do szeregu zadan dwu-
wymiarowych. '

Gdy do doktadnego opisu obciagzenia konieczne jest za-
‘stosowanie duzej liczby wyrazdw rozwiniecia w szereg lour-
iera, wzrasta takze liczba uktaddéw réwnan /3.71/ i rozwia-
zanie mo%e okaza¢ sie nieekonomiczne. W wi¢kszosdci prak-
tycznle waznych przypadkdéw wplyw wyzszych hérmonicznych
jest maty 1 czas obliczen jest znacznie krdotszy niz w przy-
padku zastosowania tradycyjnych elementéw trdjwymiarowych,

3.7. Obciazenia

3.7.1. Przesto prostokatne

Obcigzenia dziatajace na konstrukeje nalezy, podobnie
Jak przemieézczenia /3.6/, rozwing¢ w szeregi Fouriera w
kierunku osi 2z, W pracy przeanallzowano trzy podstawowe typy
obcigzen /rys, 3,1/: obciazenie rozlozone na powierzchni ele-
mentu {q} , obciagzenie roztozone wzdiuz 1inii wezlowe] {p}
i obciazenie sita skupionag {P] przylozong na 1inii wezlowej.
Z tych elementarnych sil buduje si¢ model rzeczywistych ob-
ciagzen dziatajacych na przesto.

Obciazenie powilerzchniowe

Obcigzenie roztozone na powierzchni elementu mozna

przedstawié¢ w postaci



r ) ) } -
[rqxw fi q; sin gng
n={
e:] n nirz | - [ N1 [.n .
{q} ='qy' = z: qy sin : = 2:: [T ] {q } /3.72/
n=1 n={
(9 | fi qg cos ";TZ
| n=1 )

Uwzgledniajac w rozwiazaniu, skoriczong liczbe wyfazéw sze~-
regn, przyjmujemy ze w przyhlizeniu

. x

=1

/3.73/

{a} [#] {a"} .

Wptyw pominiecia wyzszych harmonicznych na doktadnosé
odwzorowania obcigzenia rozlozonego pokazano na rys. 3.4,a
/obciazenie na catej diugoscl przesta/ i rys. 3.4.b /obcia-
#enie na wybranym odeinku przesta/. Elementy wektora {qn} '
oblicza si¢ wykorzystujac zasade prac przygotowanych. Dla

obcigzenia réwnomiernie rozltozonego od =z =:01 do z = 02
/rys, 3.1/ otrzymujemy '
a
(2 -
nirz
qQ, sin a dz
a 2q niTa nil a
n _ 1 X - 2
q, = 3 = (cos = ~cos— )a
sin2 Eélﬂ dz -
% /3.74.a/
a
2 =
qy sin EéLE dz ,
h
n “1 2q nila nila
= - y : N 2
qy 0 T (cos ~eos> ),
2 4
sin ngrz o

/3.74.b/
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Rys.3.4. Rozwiniecie w szereg Fouriera réznych typdéw
obcigzen



qQ, cos pjrz dz
" 4y 2q,, ‘ nJTn2 ann‘ \
ql. = il = T (sin - 8in “a/ /
coé2 LA dz
a ’ , /3.74.¢/

dlﬂn = 1,2,3..0.

Uwzgledniiajac /3.68/,wektor sil wezlowych mozna zapisac

- w postaci

e

e} = 5 [5,] [2°][2"]{a"} as® /3.75/

n

‘gdzie sumowanie obejmuje wszystkie elementy, na ktorych
znajduje sie‘obciqzenie, a S® oznacza nalezaca do elementu
"e" czesé pola S na jakim rozlozone jest obciazenie,

Uwzgledniajgc ortogonalne wtasciwosci szeregoéw Fouriera
/3.39/, /3.40/, otrzymujemy

(9} = ;8| Ine (e} e =) T | w5 es®, sores

ecS ‘e ecS ‘e

£ =]

gdzie s® oznacza diugosé obecigzonege brzegu elementu /rys.3.5.a/.
Catke w réwnaniu /3.76/ oblicza sie przewaznie numerycznie
w lokalnym ukladzie wspélrzednych, Wtedy

(+7) - a {qn}\:{ NS (g.n) det[d] a0 | /3.77/
ec S e |

gdzie o Jest dlugoscia obciaZonego brzegn elementu w ukla-
dzie lokalnym /rys. 3.5.b/.
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Rys. 35. Obcigzenie powierzchniowe elementu '

Obciagzenie 11iniowe

Ubciazenie roztozone wzdtuz linii wezlowej mozna wyra- *

z1¢ w przyblizeniu jako

- h R
( ) nitz
p E:: p gin =~
X n={1 & a
h . h :
(4o, | = 1o o7 stn RIE L 57 [gn] [} /3.78/
y | n=1 y n=1
h
P, B v
S | 1= Pz cos E£L£

Dokltadnosé¢ odwzorowania jest analogiczna jak w przypadku
obcigzenia powierzchniowego /rys. 3.4/. Dla obciazenia réw-
nomiernie rozlozonego od z.é-blido.z = b, /rys. 3.1/ elemen-
ty wektora {pn}okreélone sd'wzoraml analogicznyni do /3.74/
z tym, Ze q,, Uy Gy przechodzi odpowiednio w p,, Pys Py

natomiast a, i ag W b1 i b2.



Wektor sit wezlowych d!'a "n"~tLed hormontczned wmoiusn

zaplsad jako,

{¥r1} = dz | | /3.79/
-p
uwzgledniajae /3.40/ mamy
r b
p (cos 170 - cos nTsz)
X a a _
n a n a nib nith
F:t =5 1P |= == {p, (cOs 2\{ . /3.80/
{ i}p 2 { } n7t y ( . cos — ),
nsrb nJTh
2 1
h P, (sin - - s8in = %

Niezerowe  sity {F?} wystepuja oczywiscie tylko w we-
/le bezposrednio %bciqunym.

Obcigzenie s81ta skupilonag

Obclazenie skupione przytozone w punkcie z = b /rys.3.1/
na 1inii weztowej "i"

{P} = [Px: Py9 Pz ]T . /3.81/

mozna potraktowaé¢ jako szczegdlny przypadek obciaﬁcniu
liniowego {ﬁ} , okresélonego nastepujaco

-~ {o} dla 0€z<b -£ 1 b +e < z<a,
{f’)—; /3.82/
—2-15-{?} dla b-e<z<b+e . |

Zgodnie ze wzorem /3.78/ mozna tak okreslone obcigzenie
zapisaé w postacl szeregu



[ = : n

el Py
=1
h

5}— 1P 1 ={ p"

y = ¥
h

=n
L) fs=

3

el

co

nnez -

o

S

J

Nlementy wektora wspélczynnikdw rozwiniecia {?n} oblicza
sie wykorzystujac zasade prac przygotowanych

nimz

bij 5
sin
b- X - a

n dz P
P = = —
b4 a engr
OJ sinz'ﬂllg dz
a
2P :
nith nire
Y sin sin 3
podohnie
n 2P
& _ y nil ¢ nire
Py e sin sin =
natomiast
h-tg
0 ‘J Pz cos EJ%Z dz
5 _ b-£ V4
z ~ a eEnr
J 2 nir 7
cos . ——— . dz
a
o
2P7 mh me
4 n .n
= gnm °°% 3 sin =3 .

Dla malych wartosci € mozna przyjaé, ze sin

i wtedy
5.
2
{pn} = a | Py
P
| "2

sin

sin

£

B s
=
=3

=
:m
z

As
jor

[cos Ei%jHZEJ - cos El%igig)]=

/5.84.a/

/3.84.b/

/3.84.¢/

nire

nire
a - a

-~

/3,884



Wektor s8il wezlowych znajdujemy Jjako

[ nihb
Px sin 3
n a n ‘
{F‘ilp = 2 {p"}= | P, sin nnb i /3.86/
' nsib
Pz cos " J

Wpiyw liezby harmonicznych na odwzorowanie obciazenia
skupionego za pomoca szeregéw Fouriera pokazano na rys,

3.4,¢0,

Sity Bprez2ayjagce

Przedstawione wyzej podstawowe typy obcigzen pozwalaja
na modelowanie rdinorodnych, zlozonych uktaddéw obecigzen dzia--
tajacych na przesta mostowe,

Pewnego wyjasénienia wymaga sposdéb idealizacji si} spre-
iajacych, W najprostszym przypadku sprezenia za pomocag kabla
o trasie prostej i przy pominieciu sit tarcia na dlugosci
kabla, praktycznie dostatecznie dokiadny model tworzg dwie
sily skupione przylozone w miejscach zakotwien /rys.3.6.a/,
Rzeczywisty uklad sit wystepujgeych przy zastosowaniu kabli
o trasie krzywoliniowej moZzna w przyblizeniu zastgpic¢ dwiema
sitami skupienymi w miejscach zakotwieﬁ oraz obciazeniem 1i-
rifowym p* rozlozonym na diugosci ciggna spr¢zajacego., W
przypadku kabli o trasie parabolicznej/rys.3.6.b/intensywnosé
obciazenia mozna okredlié jako

T‘(sin\p3 - sin y,)

T 3,87/
P 23 ~ %y d
gdzie \; = arotg 24z, + B) {=1,2,3 /3.88/
natomiast _
X, - X z, - 3,) - (x, - x zZ, - %
- (%y - %5)/(%y - 35) = (X5 - x5)/(2y 3)' /5.90/

(21 = ;3)
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Sily sprezajgce




VR |

Xq
2 T %3

- A (22 *'23) . ' /3090/

z
Przez T oznaczono silte sprezajaca, a'x/ oraz‘z{'oznaczajq
wspétrzedne 'punktéw definiujaeych trase¢ kabla /rys,3.6,b/,
Zazwyczaj przmeuJe sie, ze obciazenie p* dziata w
ptaszczyZznie trasy kahla, wzdluz prostej o wspélrzedne)
3

xi L) /3091/

™
i
o=

i=1

"W przypadku trasy o zlozonym profilu mozna zastosowac
podzial przesla na przedzialty /rys, 3.6.c,d/, umozliwiajacy
takze uwzglednienie wplywu tarcia na zmiané sity sprezaja-
cej) na dlugosci kabla., Rzeczywisty uklad sil zastepowany
jest wtedy dwiema sitami w miejscach zakotwien, ukiadem ob-

cigzen roztoionych p;B 1 szeregiem sil (Ti - Tj) , odpowia-

dajgcych stratom sily sprezajacej na dlugosci przedziatu,
W tak okreslonym modelu dokladnosé zalezy od przyjete) ge-
stoscli podziatu,

Podobne sposoby przedstawiania sil sprezajacych zasto--
sowano z powodzeniem np, w pracach [37] - [80] . W przypad-
ku sprezenia w plaszczyznie xy lub yz stosuje si¢ analo-

giczne podejscie,



3,7.2, Przesto zakrzywione w planie

Obclgzenia przesel zakrzywionych w planie modeluje

sle, analogicznie jak w przypadku przese: prostokagtnych, wy-

korzystujac trzy podstawowe typy obecigzeri: powierzchniowe

[ q} , liriowe {p} i skupione {P}/rys. 3.2./ .

Obcilagzenie

powdlerzchniowe

Rozwl)ajgc obcigzenie w szereg Fouriera w kierunku wspdi-
rz¢dnej § , otrzymujemy

[ h

Q, 2:1

-~ h

{a}={ar} ol
n=1

h

[ Q¢ | Z
n=1

~

=
® s

e =

=
=

)

(28

o

A

J

gdzie [Tn] okresdlone jest wzorem /3,18/ .

Dla obciazenia rdéwnomiernia rozloionego od @ = d.1 do
znajdujemy podobnie jak w rdéwnaniach /3,74/:

P= R
n 29
9 = nr
n _ 2q,
q ni
n _ 20
Qe = Tq7T

Wektor sil we¢ziowych odpowiadajgecy "n"-te) harmonicznej

obliczamy jako

( cos
(008'

(sln

nﬂ'c‘(1

A

n5T0(1

X

n'n‘o(2

o

coS

cos

sin.

llfro(z)
d ]

nnod
(0.8

1

| = i ['I'n]:. {qn.} )

n=1

>

/3,92/

/3.93;3/
/3.93.b/

/3.93,¢c/



U

LA NC Do

3
0
tQ
)

= 2 {¢"} 2 Ny (5,n) det [I]dw® . /3.94/

Obciazenie 1iniowe

: (
Obcigzenie roztozone wzdtuz 1linii wezlowej /rys,3,2/
maezna zapisaé jake

Py |
h o :
{p} o, | = g [ =] {»"}, - - /8.98/
| Pe

Wektor sil weziowych ma pos%aé analogiczng do /3,80/

¢

m TT ]
[ p, (dos SoBL _ oos 1B
n n Jv )
{F?}p = %{p“}z.ni} { p, (cos ——aﬁLl - cos —.Bgig)» . /38,96/
il v
\ Py (31“ 2__0(.[5__2 - sin L&—EA)J

Obcigzenie 811 a skupilona

T;aktquo obcigzenie skupione Jako_szozegélny prazypa-
dek obcigzenia liniowego, mozemy zapisaé podobnie jak w p,
3,T,13 '

{o} dla 0SY<pP-€ 1 prE<P<X
(P} = L (p] dla PE<P<pre . /3,97/
alte 1)



b1

gdzie H oznacza wspélrzquna“r"punktu priylozenta wily {P}a.
Rozwi jajagc obcigazenie w szereg louriera otrzymujemy

[ p
X
h
(p} = {p | = 2o [en] {s")
: © n=1
 tp?
gdzle
(p+€) &
I ﬁk , sin E%;& Rdy
[4 : (p-€)
X = o
sinz. E%PE H dy
0
2P
::ﬁ—&L sin 'llg“P‘ )
podobnie
n 2P
= r ni
Pr = Wol i sin ~3r& L
n 2Py
= _ . nJr .
= ROL coSs _&—p

Ustatebznie wektor sit wezlowych mozna zapisaé jako

1), £

f

P

> < o

e
}= P_ sin E%%

1
R y

)
sin ﬂlul

: /3.,98/
2P i
n n .
Wenm sin 0 sin oLP =
/3.99.a/
/8.99,b/
/3,99,¢/
e /3.100/ .

njJr
Pz cf)s __(X‘E.j
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3,8, Odksztalcalne podpory posrednie

Przedstawiony powyzej sposdéb obliczehA dotyczy kon-
strukeji podpartych swobodnie na obu koncach, Znaczne roz-
szerzenie zakresu zastosowan rozwigzania mozna uzyskaé,
uwzglehniajdc wplyw dodatkowych podpdér posrednich /rys.3.7.,a/,

ZégtOSOWéna w niniejszej pracy koncepcja polega na wyz-.
uaczeﬁiu ukiadpvnieznanych reakcjt podporowych {H] w oparciu
o metode sit przy wykorzystaniu geometrycznych warunkow
zgodnodcl przemieszczen, Obliczone w ten sposdb reakcje-
traktowane sa nastépnie Jako dodatkowy uktad obcigzen swo-
bhodnie podpartej konstrukcji o rozpigetosci rdwnej diugosci
catego mostu,

W procesie obliczania konstrukeji mozna wyrdZnié nar

stepujgce etapy:

1/ traktujac, cata konstrukeje¢ Jako swobodnie podpartg na obu
koflcach wyznacza si¢ przemieszczenia {d]iw miejscach pod-

pér posrednich, wywolane zadanym obcigZeniem zewnetrznym ‘

{a), = H%}f NJI,”.JdJﬁ]T \ /3.101/
(af = [uy vvy w15, /3.102/

1

gdzie "t" oznacza liczbe podpér posrednich;

2/ konstrukcja traktowana w dalszym ciggu jako swobodnie
podparta na obu koncach obcigzana jest kolejno jednost-
kowymi sitami odpowiadajacymi skladowym sil {H} /rys.,
3.7.¢,d/ i budowana jest maclerz odksztalcalnoéci kpn-
strukeji [0]2 okredlona jako

{a }2 = [0]2 . {r}, /3.,103/
gdzie '
l{di}z "[uis vio wi]‘:"' ’ -/3.,104/
[ 1 '
x y
le,.] =f "3 Yy iy
= 2 vi, v 2 !
i3 Yig Vij /3,105/
.wfﬂ W{J waJu
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~ Odksztalcalne podpory posrednie



3/

4/

5/

(VY]

[n}, ”Y , nf'] /3.106/

{n}

L,) = 1,2,...4t

i

-e

podpory posrednie obciazane sa kolejno JednostkoWymi si-~
tami odpowiadajacymi poszczegdlnym skladowym wektora {n}
i tworzona jest macierz odksztalcalnosci podpdr [0]3

okreslona zwigzkiem
[d}s =‘[C]3 Ar} ) /3.107/

w ktérym budowa poszczegdlnych skladnikdéw jest taka sama
Jak w réwnaniu /3,103/ ;

na podstawie warunku geometryczne) zgodnosci przemiesz-

czen
{a)y *‘[C]g {r} + [C]3 {r} = o - /3.108/
wyznaczane sa reakcje w podporach po$rednich |
{r} = -[e]™ {a}, , | /3,109/

gdzie

[c]

i

[6]2 +[C]3 H

ostateczne wielkosci przemieszczen, odksztalcen i napee-
zenl wyznaczane sa jak dla konstrukecji swobodnie podpar-

tej na koncach,obcigzonej zadanym ukladem sil zewnetrz-

nych oraz reakcjami podpdér posrednich /3.109/.

W programach stanowiacych czedé niniejszej pracy /roz-

dziat 4/ uwzgle¢dniono istotny w praktyce przypadek podpdr
posrednich, a mianowicie uklad dowolnie usytuowanych nie-

zaleznych podpdér stupowych, Zalozono przegubowe polaczenie
podpor posrednich z konstrukcja przesta, Macierz[C ]3 od-

powiadajgca takim podporom jest diagonalna, a elementarne

podmacierze maja postac



gdziet
H
mghg

I,

A

ul

s |
B idy g ¢
0 E| 0
3E, {9, 1
0 0 1y
Mg, ity ,1 |

- wysokosé "i"-tego slupa podporowego,

s /8.110/

- modul sprezystosci przy sciskaniu 1 zginaniu,

- momenty bezwitadnoscl przekroju poprzecznego

slupa podporowego,

- powierzchnia przekroju poprzecznego_slupa.

llementy macierzy [011] lezgce poza gldwng przekatna sa
3 ;

‘bardzo male w pordéwnaniu z elementami lezacymi na przekatnej

i dlatego we wzorze /3.,110/ przyjeto je jako rowne zero.
W opracowanych programach reakcje podpdér moga byé prazy-

tozone do konstrukecji prze¢sta w postaci sit skupionych lub

Jéko réwnowazne obcigzenie réwnomiernie rozlozone na pe-

wierzchni styku,



4, PROGRAMY DO OBLICZEN NUMERYCZNYCH

4,1, Uwagi wstepne

W oparciu o przedstawiony w poprzednim rozdziale algo-
rytm, opracowano zestaw programéw umozliwiajacy przestrzenng
analize przesel mbétowych przy wykorzystaniu EMC.

Przy opracowywaniu programéw szczegdlnag uwage zZwrécono

na: ‘
1/ racjonalne wykorzystanie pamieci operacyjnej maszyny ;
2/ minimalizacje liczby danych wprowadzanych do programu ;
3/ zwi¢zly spasdb zapisu,ppogramu 3
4/ moxrliwie krdtki czas ohllczeﬂ %

5/ przejrzysty budowe programu, pozwalajaca na szybkie wpro-

wadzenie zmian lub uzupelnief,

W celu zrealizowania wymienionych wyzej postulatéw posta-

nowiono:

-~ zrezygnowaC ze standardowego dla programéw metody elementow
skonczonych zapisu macierzowego [71] s [149] y wWprowadza-
jac’ odpowiednie wyrazenia analityczne ; '

- zamiast jednego duzego programu opracowac zestaw kilku pro-
gramow czagstkowych wspdéipracujgcych za posrednictwem pamie-

cl zewnetrznej

-~ poszczegdlnym programom nadaé strukture segmentows, wyrdz-
niajac czesé gidowng i pewng liczbe podprogramdw,

Jednoczesne speinienie wymienionych na poczatku postu-
latéw nie jest praktycznie mozliwe, a w zwigzku z tym osta-
teczna posta¢ programu jest pewnym rozwigzaniem kompromisowym,
uwzgledniajacym mozliwosci wykorzystywanych w Uczelni maszyn
cyfrowych,

Programy napisano w jezyku FORTRAN przystosowanym do ma-
szyn serii ODRA 1300, Obliczenia wykonywano na maszynach



ODHA 1305 1 ODRA 1325, wykorzystujgc pamigé operacy jua 42 n,
Programy moga byc¢ tatwo dostosowane do kazdej innej maszyny
cyfrowe) posiadajacej!

- kompilator Jezyka FORTHAN,
- pamigc¢ eperacyjng nie mniejszg niz 32 K,

- mozliwosé wspdipracy z pamliecia zewnetrzng w postaci tas-
my magnetycznej,

W czasie przygotowywania i uruchamiania programow ko-
rzystano przede wszystkim z prac [42] , [66] , [126] , [128] .
Upracowane programy oparte sa na nastepujacych zatoze-

niach:

a/ material konstrukeji jest liniowo-spre¢zysty, jednorodny
i i1zotropowy }

b/ poszczegbline elementy moga mieé rdézne charakterystyki ma-

teriatowe

¢/ przewidziano nastepujace podstawowe typy obcigzen /rys,
3.1 i rys. 3.2/ : '

- obciagzenie liniowe rdéwnomiernie roztozone wzdiuz linii

weztowe),
~ abcigzenie skupione dziatajace na 1linii wezlowe),

- obciagZzenie rownomiernie vozlozone na powierzchni ele-

mentu 3

d/ obliczenia moga by¢ wykonywane dla dowolnej liczby harmo-

nicznych *

e/ programy przeznaczone sa do analizy statycznej konstrukeji
swobodnie podpartych na obu korcach, z mozliwoscia uwzgle-
dniania wplywu dowolnie usytuowanych, odksztalcalnych
stupowych podpdr posdrednich ;

f/ uksztaltowanie przekroju pbprzecznego analizowanych kon-
strukeji moze byé dowolne ,



4,2, Sposoh organizacji obliczen

Opracowano dwa zestawy programiw!

1/ zestaw it - stuzacy do analizy prostokatnych przesel pryz-
matycznych, swobodnie podpartych na obu kodcach, umozliwia-

jacy uwzglednianie posrednich podpdér stupowych;

2/ zestaw KR - przeznaczony do analizy pryzmatycznych pfzqse&
zakrzywionych w planie, o statej krzywiZnie i obu koincach
podpartych swobodnie wzdluz promienia, 2z moZliwoéciq u-

wzgledniania dowolnie usytuowanych posrednich podpdr stu-

powych.

Kazdy zestaw sktada sie z 4 programéw., Oba zestawy posia-
dajg podobng organizacje 1 strukture logiczng. Schemat opera-
cyjny, na przyktadzie zestawu PR, pokazano na rys, 4.1,

Zestawy opracowane sg w ten sposdb, Ze pierwszy program
wezytuje wszystkie dane potrzebne do ob]iczpﬁ, wykonuje zapro-
gramowane operacje i ich wyniki przekazuje do pamig¢ci zewne-
trznej. Wyniki te stanowia jednoczesnie dane wejsSciowe dla
nastepnego programu, Na te)j zasadzie oparta jest wspolpraca
kolejnych programow w zestawie, Ostatni program, po zakoncze-
niu obliczen, drukujé ostateczne wyniki,

Zakres obliczen realizowany przez kolejne programy po-
dano w tabelil 4,1, W sumie opracowano 7 programéw, gdyz pro-
gram PR 33 rozwiagzujacy ukltad réwnal liniowych stosowany jest
w obu zestawach w identycznej postacl,

Do obliczania catek C1 wediug wzoru /3,38/ zastosowano
w programach PR 12 i KR 12 /tab, 4,1/ calkowanie numeryczne
sposobem Gaussa, przyjmujac jednakowy liczbe punktdw catko-
wania w obu kierunkach, Liczba punktiw calkowahia, odpowied~-
nia dla zastosowanego typu elementéow, deklarowana jest w da=-
nych wejsciowych,

Macierz sztywnoscli elementu tworzona jest w programach
PR 23 1 KR 23 /tab, 4,1/ na podstawie analitycznych wyrazen
(wzory /3.38/ i /3.47/) , okredlajacych poszczegdlne elemen-
ty macierzy. Zastosowane rozwigzanie pozwala na znaczne
zmniejszenie liczhy operacji, a wigeec 1 czasu obliczen, w
poréwnaniu ze standardowym ujeciem macierzowym, Oszczedno$ei
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Rys. 4.1, Blokowy schemat operacyjny dla zestawu PR



Tabela 4.1

Zestawienie programdéw do obliczen numerveznvch

L.p. | Nazwa Realizowany zakres obliczen
programu
155 PR 12 czytanie danych.
obliczanie elementdéw macierzy sprezyvstoéci [D]
obliczanie calek Cl, potrzebnych do okreflenia macierzy sztywnosci
KR 12 elementu [k] o
2, PR 23 budowa macierzy sztywnosci elementdéw [k] i sumowanie ich w macierz
sztywnoseci uktadu [K] .
KR 23 obliczanie elementéw wektora ohciazer {F}
i, PR 33 _ i
rozwiazywanie uktadu rdéwnar [K] = {F}
KR 33
1, PR 43 obliczanie sit {R}] w podporach posrednich i modyfikacja wektora
rozwigzan
obliczanie przemieszczeli, odksztalcerr i naprezen
KR 43

wydruk wynikow




67 - | ‘

wynikajg przede wseystkim 2z pomintleceta operacdd na Zevo-
wych elemcutach macicisy [59]. Na podstawie rownania /9,41 /
macierz sztywnosci elementu dla "n"-tej harmonicane) mozna

sapisac jJako

[en] = & 1 (05" 10,,] [0+ [ogal 5°]) mee -
) A® . /4.1/
= [T]+[I] , n=1,2,...,h

Liczbe e¢lementarnych operacji dedawania 1 mnozenia, niezbe-
ding do budowy macierzy sztywnoSci wedlug wzoru /4.1/ podano
w tabeli 4.2, Ula poréwnania w tabeli 4.3 zestawiono analo-
giczne wielkoédi dotyczgce zastosowanego w pracy sposobu,
opartego na wzorach /38.,43/ i /3.44 /., Podane wielkosci Okres-

lajg liczbe operacji dla jedne) harmoniczne]j ,

=

040 +— \

10,30

0,208 _iEl

0,20

\ (klc=8
- 0,10 _ —

0,00 e ' ~
1 5 10 15 20 - 25 '

Rys 4.2. Zaleznosd¢ wspdlczynnika 2 od liczby harmonicznych



= 6

W oprzypadko plterwszepo sposoba dba Kazde) Koleinei hacmo-
ntezne) nalezy powlorzye wseysnthie operacje oplsatie w o iah,
4,2,. W drugim sposoble, dziatania podane w tab, 4.4 Lyzeba
wyhona¢ dla piél"\mzu‘i harmontevne), a dla uualﬂ;;‘}mynh powta-
rzac gedynte obliczenia okvedSlone w p. 4 tabeli,

Poréwnanie ogdluej licuby operacjl w przypadku jednego
i druglego sposobu w zaleznosci od; typu elementu i liczby.
harmonicznych pokazano na rys, 4,2, Ygpétezynnik v okreslo-

(

ny jest jako

,4 o |
F - Z*' 2 /4.2

T, T,

gdzie
2:-~ liczba operacji sumowania ',

TT-—liczba operacji - mnozenia .

N rys, 4.3 pokazano zaleznosé o.od typu elementu i liczby

punktow catkowania ,
\

040

0,30

0208
0,20

0.10

. —
o 22 33 ' lx by 5x5

Rys 4.3 Zaleznod¢ wspdlczynnika A od liczby punktéw
~rillkowanin , -



Tabela 4.2

i
.

Etap obliczeﬁ_

Liczba sumowall 2:‘

9

Liczba mnozei ]ri

[1]

[1]

[1]

- mnozenie elementdw macierzy

[D] przez wspélczynniki wa-
gi

- obliczenie iloczynu [D][Bp]

- obliczenie[Bn]T[D][Bn]

Dla kazdego punktu catkowania:

4x4x3c

2x3c (3c+1)

2x2x3c

3¢ (3c+1)

(1]

4x4
4x4x3¢C

2x3¢ (3c+1)

2%
2x2x3c

3c (3c+1)

Powtdrzenie operacji z p.1
dla N punktéw calkowania

(18c2+54c) N

(9c%+15¢ ) &

(1502+540+16)N

(9c2+15c+4)K

Sumowanie wartosci wyznaczo-

nych w N punktach calkowania

0,5[30(30+1ﬂN

O,S[SO(BCfiﬂN

Dodawanie macierzy [I]+[I]

0,5[30(30+1)]

Sumaryczna liczba operacji

(36c®+72¢)N + 0,5 (9c2+3¢)

1(27¢® + 69¢ + 20) N




Tabela 4.3

Etap obliczen Liczba sumowan E ° Liczba mnozen Trz

Dla kazdego punktu ﬁalkowania:
OeR0 BRY , o%y X
- mnozenie —— Sy i Przez |
wsp6lczynniki wagi y i=,2,...,c 3c
- obliczanie iloczyndw Aj wg /3.39/ _
j=1,2,...,9 | - 0,5[c (c+1)]3x3

Powtérzenie operacji z p.1 dla N
punktéw caltkowania 0,5 (902+150) X

Obliczanie catek Cj przez sumocwanie

wartosci Aj wyznaczonych w N pun-

ktach catkowania j j =1,2,...,9 0,5[c(c+1)]3x3xXN |
Wykonanie obliczel wg wzoru /3.43/ O,S[c(c+1)]x 21 0,5[c(c+1)]x B2
Sumaryczna liczba operacji 0,5(02+c)@N+21) 0,5(902+15c)N+16(02+c)

n'!




Miulmulﬁq liczbe punktow calkowania mozna ustalicé na
podstawie nastepujacego twierdzenia [74]:w zagadnieniach
analizy przemieszezen sprezystych zbieznosé wynikéw jest
zapewniona wowczas, gdy za pomocy uzytego sposobu calkowa-
nia mozna doktadnie wyznaczy¢ objeto$sé elementu, Na mocy po-
wyzszego twierdzenia niezbedng liczbe punktdw caltkowania
mozna okresli¢ dla kazdego typu elementu badajac postaé ja-
Kobianu [J]([149] . [153]). W niektdrych przypadkach bardzie]j
ekonowiczne moze okazad gsie zastosowanie doklédniejszego cat-
kowania przy wiekszej licubie punktdéw, a zmniejszenie nato-
miast liczby elementéw uzytych do opisu konstrukcji, Opraco-
wane programy umozliwiajyg swobodny dobdér l1liczby elementiw
oraz punktdéw caltkowania,

Podobne korzysci jak w przypadku tworzenlia macierzy sztyw-
nosci moZna uzyskaé przy obliczaniu wektora odksztalcen {g}i
naprezei [6} na podstawie wzoréw odpowlednio /3.24/ 1 /3.31/,
Wyznaczone wjelkuéei wspotezynnika iT pokazano na rys, 4.2
i 4,3, Dla pryzmatycznych elementédw zakrzywionych wspoltcezyn-
nik A przy jmuje podobne wielkosci jak dla elementdw prostych,

Zagadnlenie calkowania numerycznego oraz sposob okresla-
nia macierzy sztywnosei i innych charakterystyk elementdw
skonczonych maja bardzo istotny wplyw na efektywnos¢ otrazy-
manego rozwigzania, czego dowodem sy liczne prace poswiecone
tym problemom, np, [33] : [56] R [65] - [66] , [68] , [74] ,
[75], [104] , [152] , [156] .

W programach PR 33 i KR 33 rqzwiqzujqcych uktad rdéwnan
liniowych /tab, 4.1/ zastosowano podprogram oparty na pracy
[90] . Umozliwia on otrzymanie "m" rozwiazan ukladu dla "m"
prawych stron przy Jjednokrotnym wywolaniu, co pozwala na zmniej-

szenie ogélnego kosztu obliczen .

4,3, Dane wejdciowe i postaé¢ wynikoiw

W czasie opracowywania programéw kierowano sie zasads
minimalizacji liczby danych wejsciowych, co utatwia uzytko-
wanie programu oraz zmniejsza mozliwosé powstawania bleddw
na etapie przygotbwywania danych,



Dra obu zestowdw, P W, ukbad donyeh we oot cwyel
jest identyczny, RoZnice wystepuja pray okreslaniu roupleg-
toscl przesta oraz usytuowania obeiagzenia na dlupgosci prag-
sta, W praypadka przesel prostokatnych /zestaw P/ wielkoscel
powyzsse nalezy podawac w jednogtkoch dlugosci, natomiast dla’
przesel zakrzywionych jako wielkosci odpowiednich katdw wew-
netrznych ‘p /rys, 3,2/, wyrazone w mierze Yukowej.

Ponizej oméwiono dane wejséciowe w kolejnosci wezytywania
/przed  oznaczeniem kazdej zmiennej podano w nawiasach Jej typ:

. ) U
R - oznacza zmienne typu REAL, I - zmienne typu INTEGER/ :
1/ (l) LI - liczha elementow

2/(1) W - liczba wezldw ; {

3/(1) W1 -~ liczba wezléw w jednym elemencie, okreslajaca
jednoczesnie typ elementu
Wl = 4 - alementy o zmiennosdcl linlowe) /rys.4.4.8/

W1 = 8 - elementy o zmiennosci kwadratowe

/rys. 4,4.b/ ' .

a) > h)

Rys. 4.4. Typy elementéw zastosowane w programach

4/(1) H -~ 1liczba harmonicznych uwzglednianych ﬁ oblicze~
' niach ; o
5/(1) PC - 1iczba punktdéw catkowania w kazdym kierunku,

catkowanie sposobem Gaussd , PC mozna przy jmo-
waé¢ od 1 do 6 ;

6/(R) 1) 4 rozpietosé przesta ;3



1/ ( .‘l. ) .‘l“l\l

8/ (1) 1

10/ (T) swm

1t/ (1) v

ToO==

@ ® ®

licaba typow wmateriatu -
Yiczba ukladow obeliazen

B4e¢rokosc¢ piotpasma macierzy sztywnosci /hew

(2

gtownej przekgtne)/ §
wskaZznik symetrii obeciazenia j

liczba przekrojow, w ktérych maja byé ob11c2a~
he przemieszczenia /rys, 4.5/ L
PuP moze si¢ zmieniadé od 0 do 5 ;

b b
iy

025a

®
m%%m >

025a " 025a _L 025a
R Saline :

Rys. 4.5

Oznaczenia przekrojow

12/ (I) PRN - 1liezba przekrojow, w ktérych maja byé obli-

czane haprqienia, PRN okresla sie analogicz-
nie jak PRN ;

.13/ (l)ICONT- wskaznik sterujacy uwzglednianiem podpdr po-

grednich ;

14/ (R) EPS - dokladnos¢ obliczania det [J] ;

18/ (R) MATA[izTM, 1:2]—tablica zawiérajaca state materialto-

we /moduty sprezystosci Younga 1 wspérozynniki
Poissona/ dla poszczegdlnych typéw materialu 3

16/ (I)ELEM [1}LEL, 1xw1+ﬂ] - okresdlenie wzajemnych powiazan

migdzy elementami; dla kazdego elementu podaje
81¢ numery nalezacych do niego wezidéw w kolej-
‘nogei po' zanej na rys. 4.4 oraz numer typu ma- «
teria?t |



11/ (R) X {1:W] - wspotrzedne "X" polozenia wegziow j
L8/ (B) Y [I:W] - wspélrzedne "y" polozenia wezidw j

19/ (I) Mi[ixn] - liezby pojedyniczych obcigzen tworzacych ko-
lejne uktady

20/ (H)OBC[iig: R, (I) , 1:7] - tablica zawierajaca charak-
terystyki obciagzen /nr typu obeigzenia, nr
we¢zla obciazonego, skladowe obecigzenia ko-
lejno w kierunku osi x,y,z, wspoirze¢dne po-
czatku 1 kollca obciagzenia ;

21/ (H)SLUP [1x(R;1), 1:6] - charakterystyka stupowych podpdr
podrednich /nr 1linii wezlowej przechodzacej
przez o$ podpory, wspoirzedna "z" lub " \ it
osi podpory, kierunek skladowej reakecji, wy-
sokosé podpory, pole przekroju lub moment
bezwladnosci podpory, modul sprezystosci ma-
terialu podpory/;

Programy przystosowane sa do wprowadzania danych wejscio-
wych przez czytnik kart,

Jako ostateczne wyniki obliczen otrzymuje sie wartosci
przemieszczen, odksztalcen i naprezen okreslone w sposdéb dys-
kretny na liniach wezlowych w wybranych przekrojach., Wyniki
drukowane sa na drukarce wierszowej w nast¢pujacej kolejnoscirs

tytul zestawu programdéw ;

i

- kontrolny wydruk danych wejsciowych ;

- skladowe reakeji w podporach posrednich ;

- sktadowe "u', "v'1 "w"przemieszczen 1linii wezlowych w wybranych
przekrojach, kolejno dla poszczegdlnych ukladéw obcigzen ;

- skladowe odksztalcen w wybranych przekrojach we wszystkich
wezlach kazdego elementu, kolejno dla poszczegdlnych ukla-
déw obcecligzen y '

- sktadowe naprezen w analogicznym ukladzie jak sktadowe od-
ksztatcen,



4,4, Schemat blokowy

Zestawy programéw PR i KR posiadaja bardzo zblizona bu-
dowe¢ 1 sposdb dziatania, Struktur¢ logiczna obn zestawdw po-

kazano w postaci schematu blokowego,
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5, ANALIZA WYNIKOW OBLICZEN NUMERYCZNYCH

5.1, Uwagi ogdlne

Wykorzystujac programy opisane w rozdziale 4, wykonano
szereg obhliczen, pozwalajacych na ocene doktadnosci i mozli-
wosci zastosowan przedstawionego rozwiazania., FPodane przykia-
dy podzielono na trzy grupy. .

Pierwsza grupa stuzy do oceny zhieznosgeli i
doktadnosci wynikéw przez pordéwnanie z rozwigzaniami uzyska-
nymi innymi metodami, Przeanalizowano wptyw stosowanego typu
elementdéw, gestosci podzialu oraz liczby harmonicznychuwzgle-
dnianych w rozwiazaniu. Obliczenia wykonano dla rdéznych sche-
matéw statycznych i réznych typdéw obecigzenia,

Grupe dr uga tworzag obliczenia numeryczne mo-
deli przeset mostowych, Pordwnanie z wynikami przeprowadzo-
nych badan doswiadczalnych stanowi w pewnym stopniu weryfi-
kacje rozwiazania teoretycznego. Badania i obliczenia wyko-

nano dla przesel prostokatnych i zakrzywionych w planie.

Tr zec*a grupa to przyktady zastosowan przed-
stawionego sposobu obliczen do analizy wybranych typdéw prze-
set mostowych, Analiza objeto konstrukcje prostokatne 1 za-
krzywione w planie, jednoprzeslowe oraz posiadajace podpory
posrednie, Obliczenia wykonano dla rdéznych uktaddw obciazen,

W przedstawionych przykladach starano sie stosowa¢ moz-
liwie mata liczbe elementdéw, aby sprawdzié czy przedstawiony
typ elementu zapewnia poprawne rozwigzanie przy rzadkiej siat-
ce podzialu, Ma to istotny wplyw na czas i koszt obliczen,
Przy zastosowaniu m.c. ODRA serii 1300 orientacyjny czas ob-
liczen w przeliczeniu na jedna linie wezlowa i jedna harmo-
niczna wynosi okoto 3 sek.

Obliczenia przeprowadzono dla dwéch skrajnych przypadkdw
obcigzenia, a mianowicie obciaZenia skupionego i powierzchnio-
wego obciazenia rdéwnomiernie roztozonego. Rzeczywiste obcig-
zenia stanowia z zasady przypadek posredni, mieszczacy sie
w granicach tak wyznaczonego przedziaku zmiennosci.
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W zamleszczonych przyktadach poddano analizie stan prze-
mieszczen i naprezen konstrukcjl., W weztach ewigzanych 2 kil-
koma elementami, naprezenia wyznaezano jako wartosci Srednie
na podstawie wielkosei wyliczonych dla kazdego elementu, Na-
lezy przypuszczaC, %e udoskonalenie sposobu obliczania na-

prezen [11] , [70] , [101] , [152] , [154] pozwoli na dalsze
uscidlenie rozwiazan, :

‘
i

5.2, Ocena zhieznosci i dokladnosSci rozwiazania

‘

5.2,1, Prosta belka pryzmatyczna

Jako pierwszy przyklad rozpatrzono jednoprzesltowy swo-
bodnie podparta belke o przekroju kwadratowym, pokazang na
rys. 5.1, Material belki charakteryzujag dwie state:
o= 1.0 . 10° MP 1 V= 0,20, | /

x|
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Rys. 5.1.  Schemat belki i sposéb podzialu na elementy
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Zastosowano cztery sposoby dyskretyzacji belki /rye.o,1.0y
przy uzyciu dwéch typdw pryzmatycznych elementow skonczonych,
Uzyskunq wyniki, wyznaczone przy uwzglednieniu 11 harmonicz-
nych, zestawiono w tabelach 5,1 + 5.4, Analize¢ przeprowadzo-
no dla obecigzenia rdéwnomiernie roztozonego na catej diugosci
belki 1 dla obecigzenia silp skupionq w Srodku rozpietosci,lo-
dane w tabelach wielkofci ugieé 1 skladowych napre¢zenia obli-
czone sa jako wartosgcil greunle-dla catej szerokosci belki,
Umozliwia to orientacyjne pordéwnanie z rozwigzaniami Lrak£u~
Jacymi zginanie bhelek jako zagadnienie dwuwymiarowe [131] .
Odpowiednie wartosci podano w ostatnich kolumnach tabel H.,1 =
5,4 .

Dla obcigzenia skupionego,w tabelach poddno wartosci na-
prezen ox i Oz
Wykres naprezen 6, dla podziatu (D) i 27+ harmonicznych po-

w osi belki /pod punktem przylozenia sity/.

kazano na rys, b,2.

-54,8, 205

(\ -
6 -375,000 |
- y 4
g O
s A -198,275
! -187,500
e
(Va)
N.
()
i S
4
o
(¥a)
S —— elementy pryzmatyczne
-] +180414 (27 harmonicznych)
1 +187,500
= O A~ |- T elgmenfarnu teoria
L‘G. @ zginania belek
O %
& +369708
+375,000
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Rys 52. Rozklad naprezen Bz [MPa] pod sila skupiong



Tabela 5.1 ,
Usiecia belki [m]

s Rodzaj obelinzenia 2 Sposdb podzialu na elementy g teorii
A B c D pretowej
Rownomiernie roztozone| 0.25 - 10.668 - 10,921 - 10.956 - 10.060 - 11,133
' 0,50 - 14,952 - 15.272 - 15.358 - 15.368 - 15.625
Sita skupiona 0,25 - 81.972 - 83.996 - B84.218 - B4,221 - 85.942
0.50 -119,874 -122.773 | -123.201 -123.865 -125.000
'Uwaga : w _tabeli podano rzedne ugiecia pomnozone przez 103
Tabela 5.2
Naprezenia 6z [MPa] w $rodku rozpietosci belki
Rodzaj obcigzenia X/H Sposéb podzialu na elementy Wg pracy
A B c D [134]
| Réwndmiernie roztozone| 1.00 - 38.367 - 37.452 - 37.583 - 37.611 - 37.600
. 0.75 - - - 18.691 - 18,695 - 18,706
0.50 - 0.010 - 0.006 - 0.005 - 0.000 - 0.000
0.25 - - 18.688 18.728 18.706
0.00 38.361 37.471 37.598 37,605 37.600
Sita skupiona 1.00 -375.392 -365.502 -380.T741 -414.492 0oc
| 0.75 = = -181.391 -188.367 -166.100
0.50 5.374 10. 64 1.142 10.121 6.050
0.25 - - 179.582 180.083 1&80.700
0.00 364.655 . 356.376 364.575 367,498 368,350




Tabela 5.3

Naprezenia 6x [MPa]

w srodku rozpietosci belki

Rodzaj obciazenia x/H Sposéb podzialu na elementy ¥%g pracy
A B C D [134]
1.00 = 5,821 - 0.472 - 0.531 - 0.562 - 0,500
0.75 - - - 9.376 - 0.418 - 0.422
Réwnomiernie roztozone| 0.50 - 0.259 - 0.241 - 0.246 - 0.251 - 0.250
0.25 - - - 0.102 - 0.077 - 0.078
0.00 5.347 - 0.001 0.055 0.031 0.000
1.00 -117.402 - 45,138 -135.655 -288.103 oo
0.75 - - - 41,166 — 79.861 - 61,500
Sita skupiona 0.50 - 10.195 B.9d42 - 19,321 - 12,492 = 22,800
0.25 - - - 1.485 - 5.518 - 7.250
0.00 43,314 5.183 4.642 2.671 0.000




Tabela 5.4

Naprezenia 'sz [MPa] w 1/4 rozpietodei belki

Rodzaj obcigzenia x/H Sposdéb podzialu na elemenxy Wg pracy
A B c . D [134]

1.00 ~ 0.581 = 1222 - 0,296 - 0.148 0.000

0.75 - - - 1.331 - 1.422; - 1.406

Réwnomiernie rozto- 0.50 - 0.668 - 1.526 =i - 1,875 - 1.878
4ops 0.25 - - - 1.338 - 1.426 - 1.406
0.00 - 0.583 = al 2l - 0,305 - 0.151 - 0.000

1.00 - 13.472 - 13.203 - 4,691 - 1,448 0.000

0.75 - - - 14.943 - 14.295 -14.060

rsila skupiona 0.50 - 14,143 - 15,607 - 23.142_ - 18.828 -18,750C
0.25 - - - 13.875 - 14,288 -14.060C

0.00 - 11.918 | - 13,411 - 3.396 - 1.522 0.060




Tabela 5.5

Zbieznos$¢ rozwiazania przy obciazeniu rozlozonym

Ubliczana /8 Nr Liczba harmonicznych
wielkosé wezla 1 5 11 29 27
9 15.427 15.359 | - 15.358 15.358 15.358
u.10° 0.50 _
. 11 15.380 15,315 | - 15.342 15.313 15.313
[m] ] 9 10.908 10.956 - 10.956 10.956 10.956
Batel b 1y 10.876 10,922 | - 10.922 10.922 10.922
L 3 38.860 37.721 - 37.593 37.633 37.617
5 o 11 0.001 0,002 0,002 0,000 0.001
- 19 38,854 37.705 $7.613 37.622 37.621
[MPa] 3 27.478 28,283 | - 28.285 28.248 28,253
0,25 | 11 0.000 0.000 0.003 0.000 0.000
19 27,474 28,286 28.257 28,247 28.246
3 0.702 0.609 | - 0.522 0.566 0.534
0.50 | 11 0.318 0.275 | - 0.240 0.252 0.252
6« 19 0.065 0.056 0.050 0.052 0.030
[MPa] 3 0.497 0.562 - 0.592 0.553 0.565
0.25 | 11 0.225 0.255 | - 0.264 0.250 0.253
19 0.046 0.053 0.053 0.052 0.030
9 3.926 4.520 | - 4.675 4.733 4,751
ik D0t 3,255 3.742 - 3.869 3.918 3.932
[3Pa] 9 2,776 2.356 | - 2.425 2.419 2.410
0.25 | 11 2.301 1.957 - 2.012 2.007 2.005




-Tabela 5.6

Zbiezhos¢ rozwiazania przyv obeiazeniu

skupionym

Cbliczana

z/a Nr Liczba harmonicznych
wielkosé wezla 1 5 11 51 57

9 -121.027 -123.059 -123.201 -123.304 -123,206
u.10° Lo 11 -120.683 -122.699 -122.868 -122.898 -122.912
[m] | o 25 9 - 85.579 - 84.141 - 84.218 - 84.218 - 84,218
: 11 - 85.336 - 83.910 - 83.994 - 83.991 - §3.990
3 -311.446 ~373.465 -414.957 ~476.923 -520.876
6 0.50 11 0.286 0.570 0.007 0.908 1.335
& 19 305.126 352.678 364.756 366.323 368.536
[uPa] 3 -220.226 = g -187.543 -179.016 -187.787
0.25 11 =~ 0.202 - 0.001 0.058 0.108 0.009
19 215.757 182.132 187.789 187.697 187.497
3 ~ 92 513 - 67.658 -135.655 -246.429 -313.096
6 0.50 11 - 5.793 = i7.022 - 31.514 - 46.395 - 48,353
X 19 1,385 4,031 7.353 10.789 11,957
[Mra] 1 - 2.865 - 2.808 0.006 - 2.738 - 0.103
0.25 11 - 4.096 4,230 - 0.189 1.264 - 0.0s8

19 0.979 - 0.891 0.038 - 0.307 0.003 |
9 - 21.657 - 26,152 - 23.845 -.23.878 - 23,892

Tyy el 11 - 18.166 - 22,436 - 18,766 - 20,589 - 20.584 |
- 9 - 30.628 - 24.823 - 24.720 - 24,265 - 23,986
[npa] o 11 - 25.691 - 20.469 - 21.965 - 20.190 - 19,975




Stosujac podziat (C) przeanalizowano wpiyw liczby har-
monicznych uwzglednianych w rozwiqianiu na doktadnosc wyni-
kéw. Obliczone wartosci ugieé 1 sktadowych naprezenia w wy-
branych wezlach przedstawiono w tabelach 5.5 1 5.6,

W oparciu o przedstawione wyzej wyniki mozna sformuto-

waé¢ nastepujace uwagi:

- zastosowanie elementdéw o 8 liniach wqilowych pozwala na uzys-
kanie dokladniejszych wynikdéw, przede wszystkim w zakresie
ugieé 1 naprezen 6x’ w poréwnaniu z elementami o 4 weztach
/przy podobnej liczhie stopni swobody/,

~ zadawalajagce wyniki otrzymuje sie juz przy zastosowaniu
Jednego elementu o 8 weztachy zageszczanie podzialu pozwala
na uscislanie rozwiazania, szczegdlnie w otoczeniu punktu

przyltozenla sity skupionej,

- zwie¢kszanie liczby elementdéw ma najwiekszy wplyw na popra-
we dokladnosdci opisu naprezen styczhych 'sz’

- uwzglednienie 11 harmonicznych zapewnia uzyskanie popraw-
nego rozwigzanla, zardéwno prazy obciazeniu roztozonym, jak'

i skupionym ,

- wyzsze harmoniczne wplywaja w istotny sposéb jedynie na war-
tosci naprezen w bézposrednim otoczeniu punktu przytozenia

sily skupionej.

5.2.2. Belka zakrzywiona w planie

Wymiary belki w planie pokazano na rys. 5.3. Przekrdj
poprzeczny , charakterystyki materialowe oraz obciazenia przy-
jeto w sposdéb identyczny jak w p. 5.2.1,

Obliczenia przeprowadzono dla podziatu (D) /rys.5.1.b/,
uwzgledniajagc 21 harmonicznych,
Na rys. 5.4 pordwnano naprezenia 6? w Srodku rozpie-

toscl przesta z naprezeniami 6. w érodku rozpietosci analo-

Z _
gicznej belki prostej opisanej w punkecie 5.2,1. W tab. 5.7
zestawiono procentowe réznice naprezen na gdérnej oraz dolnej

powierzchni belki przy obciazeniu skupionym i rozlozonym,
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wymiary podano w [m]
‘oc=1,0 rad =57, 2957°

Rys. 5.3. Belka zakrzywiona w planie

Sredni przyrost naprezern na szerokosci belki pordéwnano z
przyrostem naprezen obliczonym wedlug teorii ukladdéw preto-
wych /w oparciu o prace [51] /, przy zatozZzeniu liniowego roz-
ktadu nup@ieﬁ. Dla obciagzenia rozlozonego zgodnosé¢ jest bar-
dzo dobra, natomiast rdéznice w przypadku ohcigzenia skupio- .
nego 8§ spowodowane najprawdopodobniej efektami lokalnymi w
pobliZu punktu przylozenia sity.

Nalezy zwrécié¢ uwage na fakt, ze przyjecie jednakowych
§rednich naprezen na catej szerokosci belki prowadzi do za-
nizenia naprezen 62 na krawedzi wewnetrznej i zawyzenia na
zewnetrznej., W rozpatrywapym przyktadzie dla obciazenia roz-
lozonego rdznice te wynoqu odpowiednio - 6,6 % i + 6,4 %,

W tab, 5.8 zestawiono ekstremalne wartodci naprezen

stycznych T w belce prostej i T

- w belce zakrzywione]j

=i
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Rys. 5.4 Poréwnanie naprezen 0z [MPa] w belce proste]

z naprezeniami B [MPa] w belce zakrzywione;



Tabela 5,7
Poréwnanie naprezen w belce prostej i zakrzywionej

41

Ohcigzenie skupione Obe.roztozone
L.p. _ _ N
e 0¢=5; 100 |Nr O % 100 | N 6970, 100
wezla 57' wezla éz' wezta 67"
(%] [4] [+ ]
1 1 14.61 25 16.46 1 18,91
2 2 10,60 26 ikl 2 2 13.63
3 3 6,75 27 9.19 3 11,32
4 4 6,65 28 4,39 4 8,95
5 5 2.91 29 2,69 5 4,39
Sredni przy-
rost napre- 8,30 8,80 11,44
zen
Wg [51] 9.26 9.26 11,59
Tabela 5,8 :
Naprezenia styczne w 1/4 rozpfetosci belki
ltodzaj Nr Ty, [MPa] Tiw[MPa]
obcigzenia | wezta|Elementy Wg pracy Llementy Vg pracy
pryzma- [134] pryzma- [134]
tyczne tyczne
14 - .20,534 | - 21,112 40,517 41,430
) .
skupione 15 - 17,122 | - 17,625 - 18,881 - 17,625
16 - 20,534 | - 21,112 - 80.005 - 83.653
14 - 2,048 - 2.111 5,448 5.561
rozlozone 15 - 1,703 - 1.762 - 1,919 = 1.762
16 |- 2.048| - 2,411 |- 9.351 |- 9,782
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obliczone w 1/4 fezpiqtoéci. Dla porownania podano takze wiel-
kosci tych naprezer wyznaczmone na podstawie prac [51] . [134] .
Maksymalne rdéznice przy obeciazZeniu skupionym, jak i roziozo-
nym nie przekraczajg 4,5 %. |

Zakrzywiente ;:belki spowodowalo zwiekszenie $rednich
ugieé¢ o 41,7 % przy obciaZenin roziozonym i o 40,8 % przy sku-
pionym w pordéwnaniu z belksy prosta o takiej samej_dlugoéci.r

5.2.3. Belka z odksztaicalng podpora posrednig

Jako ostatni przykiad konstrukeji typu pretowego roz-
patrzono belke dwuprze¢siowg z odksztalcalng podpor@ poéfed—
niag. Geometrie oraz sposdéb obcéigZenia belki pokazano na rys,
5.5, '

A | = g
X é 4 l‘ p=1,0 MN/m

REEREEEEEREEEEERERER
q 5 | | 1 Z>
b 7855 a: uw - WA "
d_“ _Lo_,.: 3'
’—‘““‘“j--~_‘ﬁz 7 %jﬁw————__mo . _,ll‘m_
a=20,0 -

Rys 5.5.  Schemat belki dwuprzgsiowej z odksztGTcalnq
' podporg posredniq

Belke podzielono na 4 elemknty;pryzmatyczne wediug sche-
matu (C) na rys, 5.i, Przyjéto jednakowe stale chafakteryzu-
Jace material belki i podpory: E =1.0 . 10° MPa i V= 0.20.
W obliczeniach uwzgledniono i1 harmonicznych, }
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elementy pryzmatyczne
(11 harmonicznych)

elementarna teoria
zginania belek

RozKlad naprezen Oz [MPal:a) w $rodku rozpietosci
przesla’; b)nad podporg posrednig



Na rys. 5.6 przedstawiono rozkiad naprezen normalnych
6z w érodku rozpietosci przesta i nad podporq posrednia. Jak
widaé rozklad naprezen w poblizu podpory znacznie odbiega od
rozk}adu liniowego. Efekt ten zanika w miare zwic¢kszania odle-
gltosci od podpory.

Poréwnanie wielkoS$ci reakcji w podporze poéredniej,ugiéé
i naprezen 6Z obliczonych za pomoca pryzmatycznych elementdw
skonczonych i wedXug teorii uktaddéw pretowych przedstawiono

w tab, 5.9.

Tabela 5,9
Belka dwuprzesiowa z podpora odksztalcalnag
) p z |Nr Elementy Wg teorii Réznica
Wielkosc a wezta | pryzma- .uktadéw [%]
tyczne pretowych £
Reakcja pod-
porowa 0.50 19 11,993 o12.,112 0,99
[MN] . '
Ugiecie 3 1 '
u,10 0.50 19 - 0.4797 - .0.4800 0.06
[m] ‘
1 6.432 . 7.921 23.15
0.50 3 5.566 42,31
17 - 4,704 68.39
Naprezenia 19 |- 12.153 - T7.921 53,43
——6__ p 1 | --5.426 - 0,22
tupa] 3 |- 6.442 T 8.4l | 18,99
a
e T 5.708 - 5.43
19 5.762 e C e

5.2.,4. Plyta o statej grubosci

Jako kolejny przyklad przeanalizowano stan przemiesz-
czen i naprezen w izotropowej plycie o staltej gruboéci. Anali-
z¢ przeprowadzono dla piyty o kwadratowym zarysie w planie,
ktérej przekréj podtuzny pokazano na rys. 5.7.a oraz dla pty-
ty, ktéra w planie ma ksztalt wycinka pierscienia kolowego
/rys. 5.7.c¢/. Ptyty posiadaja jednakowe przekroje poprzeczne
i w obu przypadkach zastosowano identyczny sposdéb podzialu na
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Rys. 5.7 Wymiafy plyty i sposob podzialu na elementy
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rozlozonym (w nawiasach wartosci wg pracy [103])

| Rys. 5.8.
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Rys. 59  NapreZenia i ugiecia przy obcigzeniu liniowym wzdluz krawed2| swobodnej
{w nawiasach wartosci wg pracy [103])
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0

vrzemievzeozenia 1 naprezZenia w frodku rozpictosei ptyty

Oheiazenie powierzchniowe

Obciazenie liniowe

Anolizowana R Nr wezta B Nr wezia
wielkosé 1 9 16 24 31 1 9 16 24 31

s teftos]-536.1 | -507.1 | -500.5 [-507.1 |-536.1 | -50.48 | -31.29 -18.71 | ~11.77 | -8.,06
© u , 10 0
5 [m] B.P. |-524.2 | -487.2 | -479.1 |-487.2 [-524.2 |-50.34 | -30.69 |-18.18 |-11.21 | -7.60
-
S
= 6, we{103]|-4.469 | -4.209 |-4.251 |-4.2990 -4.469 [-0,400 [ -0.252 | -0.151 [-0.095 | ~0.069
5
& [MPa] B.P.  |-4.507 | -4.295 |-4.248 |-4.295 [-4.507 |-0.404 |-0.253 |-0.149 [-0.093 | -0.067
2
+ ) S
> 6, we[tos]| 0.000 | 0.432 | 0.546 | 0.432 | 0.546 |- 0.000 | 0.053 0.052 | 0.032 | 0.000
a [MPa] E.P. 0.140 | 0.514 | 0.657 | 0.514 | 0,140 | 0.013 | 0.053 | 0.049 | 0.029 | 0.007
P u.10* [m] | E.P.  |152.2 | -362.3 |-681.5 |-1001.1 -1564.7|-7.7 -23.4 [-53.4 |-101.8 |-166.2
o 8
S} ' _
oo Op [wpa]|m.p.  L4.220 | -4.174 |-4.484. |-4.743 |-4.602 -0.191 | -0.228 |-0.284 |-0.357 |-0.426
+ > : .
> N . - » _ . ‘ .
s 6, [wpa]|E.p. 0.291 0.799 | 0.377 [-0.102 [-0.061 | 0.047 | 0.167 | 0.212 | 0.165 | 0.040

E.P. - pryzmatyczne elementy skonczone
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elementy /rys, 5,7,b/.

Obliczenia wykonano na statych materialowych E:iDsiO2 MPa
1 V= 1/6, a w rozwigzaniu uwzgledniono 21 harmonicznych,

Przy jeto dwa schematy obcigzenia: rdéownomiernie roztozone na
cale) powierzchni pltyty i liniowe, roztozone rownomiernie
wzdtuz krawedzi swobodnej. W przypadku plyty kwadratowej ob-
cigzenie liniowe przyltozono wzdiuz linii weztowej nr 1, nato-
miast ptyte zakrzywiong obciaZono wzdluz krawedzi zewnetrzne}
/linia wezlowa nr 31/.

Naprezenia oraz ugiecia obliczone w srodku rozpietosci
ptyty kwadratowej przy obcigzeniu powierzchniowym, przedsta-
wiono na rys, 5,8, a przy obciazeniu krawedziowym na rys. 5,9,

W weztach lezacecych na granicach miedzy elementami po-
dano po dwie wartosci naprezen, wyznaczone niezaleznie w obu
elementach. érednie wartoscl naprezen oraz ugiecia w wybra-
nych wezlach zestawiono w tab, 5,10 i pordéwnano z wielkoscia-
mi wyznaczonymi na podstawie pracy [103] . W przypadku ugie¢d
maksymalne réznice wynosza 4,3 % przy obeciazeniu powierzchnio-
wym 1 5.7 % przy obcigzeniu liniowym, dla naprezen Gz od-
powiednio - 0.9 % 1 3.2 %, a dla naprezen ﬁy: - 20.2 % oraz
7.9 %. W tab, 5.10 przedstawiono takze naprezenia i ugiecia
w Srodku rozpietodci ptyty zakrzywionej w planie, obliczone
w analogicznych punktach jak dla ptyty kwadratowej. Umozli-
wia to oszacowanie wplywu zakrzywienia na stan przemieszczen
1 naprezei % konstrukecji, — »

Na podstawie przedstawionych wynikdéw mozna stwierdzié,
ze zastosowanie nawet niewielkiej liczby elementéw zapewnia
dos¢ dokladne rozwigzania w zakresie ugieé i naprezen Gz.
Uzyskanie podobnej dokladnosci naprezen Gy wymaga zageszcze-

nia podziatu na elementy,



5.3. Poréwnanie z wynikami badan modelowych,

5.3.1. Cel badan

Celem badan jest eksperymentalna weryfikacja wynikéw
obliczen teoretycznych przeprowadzonych za pomoca programow
opisanych w rozdziale 4,

Zastosowanie pryzmatycznych elementdw skoﬁczonych pozwala
na okreflenie stanu przemieszczef, odksztatcell i naprezen, a
takze na analize efektdéw lokalnych /np. koncentracje napre¢zen/
przy dostatecznie gestym podziale na elementy., Dosdwiadczalne
okreslenie efektdw tego typu wymaga zastosowania specjalnych
technik badawczych jak np., metody elastooptyki trdéd jwymiarowej
[45] . Niedostepnosgé urzqdzeﬁ koniecznych do realizacji takich
badan spowodowala ograniczenie przeprowadzonej weryfikacji do
poréwnania wielkosci wyznaczonych na powierzchniach modeli,

Badania przeprowadzono na modelach prze¢sel typu plytowego,
réznigeych sie proporcja wysiegu wspornikéw do caltkowite]j sze-
rokosci przesta /rys. 5,10/, Taki dobdr modeli ma na celu eks-
perymentalne okreslenie zakresu przydatnosci elementéw pryzma-
tycznych do analizy przeselize‘wspornikami podchddnikowymi.
Wsporniki te z regulty nie sg podparte w przekrojach podporowych,
co powoduje niezgodnos¢ rzeczywistych warunkéw brzegowych z mo-
delem teoretycznym, w ktérym przy jmuje sie, Ze przemieszczenia
"u" i "v" na obu koricach kazdego elementu sa réwne zero.

5.3.2, Materia} modeli

Jako materiaiu do wykonania modeli UZyto‘szkla organicz~
nego /metaplexu/ produkeji Zaktadéw Chemicznych w Oswiecimiu,
Badania wspdélczynnika Poissona przeprowadzono na ptytkach o wy-
miarach pokazanych na rysunku w tab, 5.11, Na rysunku tym poka-
zano rowniez schemat obciazenia i sposdéb podparcia prébki oraz
miejsce 1 kierunki naklejenia czujnikow elektrooporowych, éred-
nie wartosci wspétczynnika Poissona wyznaczone na dolnej (Vd)

i gérnej (Vg) powierzchni ptytki dla sity P zmieniajacej sie
w zakresie 0,0 + 50.0 N zestawiono w odpowiednich kolumnach ta-
beli 5.11, Badania przeprowadzono na trzéch probkach, a do ob-
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Wymiary modeli i rozmieszczenie czujnikéw pomiarowych
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liczen przyjeto vér = 0,2353 obliczone jako srednia arytme-

tyczna wartosci uzyskanych dla poszczegdolnych probek.

Yahela 5.11

-

Oznacze-
L.P-fhie vd v Wymiary prdébek [mm]
probki
1 P-1 0.2274 | 0.2188 . ol
g)
o 'Sf %
- 4 Sl a
2 | p-2 0.2476 | 0.2588 | | + e 58 %4
o Df OE
3 P-3 0,2263 0,2327 =
—
. 170 |, 260 |, 170 ] Qv
4 vV, =0,2353 AL
sr Py = — *22

kach o przekroju 10 x 30 mm,

Modut sprezystosci E przy zginaniu wyznaczono na prdb-

Schemat i wymiary prdbek oraz wyz-

naczone srednie wartosci E dla przedzialu obcigzen

P =0,0 + 50,0 przedstawiono w tabeli 5,12, Przez Ed

iE Z-
g (4]

Z ’ . !
naczono wartosci modulu sprezystosci wyznaczone na podstawie

odksztatcen dolnej i gérnej powierzchni prdbki,

Tabela 5,12
L gfgécze— Ed Eg Wymiary prébek [mm]
provki | 1ypa1 | [mpal
T——| 8=1 / |3219 | 3237
P P
2 | E-2 3171 | 3149 ) _ |
o= — .
3 | m-3 3142 | 3151 0l 90 L 200 L 90 | 10
400 )
4 Eér - 3178,5

Do obliczen przyjeto E

= J3180,0 MPa,
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R,

5,3.3, Aparatura pomiarowa

Zastosowano dwa niezalezne uklady pdmiarowe: uktad siu-
Zzacy do pomiaru odksztalcen jednostkowych oraz uklad do pomia-
ru ugied,

Do pomiaru odksztalcen uzyto czujniki elektrooporowe ty-
pu RL 10/120 produkcji Spotrdzielni Pracy "Téchno-mechanik“ W
Gdansku, Czujniki tegovtypu posiadaja baze pomiarowag rdéwng 10 mm
opornos¢ 120QQ i stata k = 2,15, Do przyklejenia tensometrow
zastosowano specjalny klej acetonowo-celulozowy takze produk-
cji Spétrdzielni Pracy "Techno-mechanik",

Wielkosci odksztalcen jednostkowych okreélano za pomocay
zestawu produkeji czechostowackiej firmy "Mikrotechna", sktada-
Jacego sie z mostka typu TS-4 o state) k = 2,15 oraz 24 punk-
towe) skrzynki rozdzielczej. _

Urugi uktad pomiarowy stuzyl do rejestracji ugig¢c dolnej
powierzchni badanych modeli, Pomiary przeprowadzono za pomoca
czujnikdéw zegarowych typu "MNZa-A" - PN-M/54645 o dokladnosci
odczytdéw 1 x 10_5rn produkeji Yieszyckiej Fabryki Zegaréw, Czuj-
niki mocowane byly na specjalnej konstrukecji zapewniajgcej nie-
zaleznos¢ ukltadu pomiarowego od stanowiska badawczego,

Pomieszczenie czujnikéw elektrooporowych i zegarowych
dla poszczegdélnych modeli pokazano na rys, 5,10, Pomiar od-
ksztatcen i przemieszczen przeprowadzono w srodku rozpietosci

nodeld,

5.3.4 Opis modeli i obeigzen

Badania przeprowadzono na 4 modelach przesel typu plyto-
wego, réznigcych sie¢ proporcja wysiegu wspornikéw do caltkowi-
tej szerokosci przesta /rys. 5.10/. Analiza objeto przesita pros-
tokatne /modele Ah B, ¢/ oraz przesto zakrzywione w planie /mo-
del D/. Podparcie modeli zrealizowano za'pomocq specjalnych %o-
zysk z kulek stalowych o $rednicy 11,9 mm /rys. 5.11/, Aby za-
pewnié¢ jednakowe warunki podparcia w catym zakresie obéiqieﬁ,

w przekrojach podporowych przytozono sity Q w sposdéb pokazany
na rys, 5.11, o

Wymiary w planie modeli brostokqtnych przedstawiono na
rys, 5.12, a modelu zakrzywionego na rys, 5.13, Na rysunkach
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.tych ,pokazano takze sposdéb obcigzania modeli. Stosowano dwa
rodzaje obeciazeri: roztozone i skupione, ObciaZenie roztozone
realizowano za pomoca specjalnych ciezarkdéw otowianych w ksztal-
cie walca. Rozmieszczenie cie¢zarkow dla modeli A i B podano na
rys, 5.,12,a, natomiast dla modelu C na rys, 5.,12.b, Obciagze-

nie typu skupionego sktadato sie 2z 2 sit przykladanych kolejno
na liniach I, II, III i IV w punktach zaznaczonych na rys,'
5.12.¢ 1 na rys, 5,13, -

wymiary podano
w [mm]

oznaczenia
jak na rys.5.12.

Rys.513. Model D

H

5.3.5, Wyniki teoretyeczne i doéwiadczalne

Przyjety w obliczénibch sposéb dyskretyzacji poszcze-
gélnych modeli pokazano na rys, 5.14,.a, 5.15.a, 5.,16.,a i
5.20,a, Na rysunkach tych poréwnano takze wartos$ci naprezen
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6z lub 6y wyznaczone doséwiadczalnie z naprezeniami obliczony-
mi na drodze teoretycznej., Poréwnanie przeprowadzono w wybra-
"nych punktach modelu dla réznych schematéw obcigzen. Analogicz-
ne poréwnanie wielkosci ugieé przedstawiono na rysunkach 5.17,
5.18 i 5,19, Na rysunkach podano wartosci wyznaczone przy uwz-
glednieniu 11 harmonicznych, gdyz okazato sie¢, ze wyzsze har-
moniczne nie wplywaja w sposéb istotny na analizowane wielkos-
ci. Procentowe zestawienie réznic mie¢dzy wartosciami wyznaczo-
nymi eksperymentalnie i teoretycznie podano w tab, 5.13 oraz
w tab, 5.14,

Ze wzgledu na ograniczonag objetos¢ pracy przeanalizowa-

no jedynie ugiecia i naprezenia Gz lub odpowiednio 6.P /w mo-

~delu zakrzywionym/, Z tego samego powodu dla kazdego modelu
przedstawiono wyniki jedynie dla dwéech wybranych schematdéw ob-
cigzenia,

W przypadku przesel prostokatnych przedstawione wyniki
wykazuja dobra zgodno$é nawet przy znacznych wysiegach wspor-
nikéw /model C/. Najwieksze rozbieznosci naprezen wystepuja w
punktach polozonych na wspornikach /tab., 5,13/. Wplywa na to
z jednej strony nieco zbyt rzadka siatka podziatu wspornikidw
na elementy, a z drugiej strony niewielkie wartosci odksztal-
cen na dolnej powierzchni wspornikdw, mieszczace si¢ w grani-
cach btedu pomiaru, Ze wzgledu na niewielkie grubosci wsporni-
kéw istotne znaczenie mogg mieé takze niedoktadnosci wykonania

—modeldl,  / —

Znacznie jsze réznice /w granicach kilkunastu procent/
migedzy wielkosciami wyznaczonymi teoretycznie i doswiadczalnie
stwierdzono w przypadku modelu D podpartego w sposéb pokaza-
ny na rys, 5.,11,c, Aby stwierdzi¢ czy rozbieznosci te sg wyni-
kiem niespetnienia warunkédw brzégowych /3.9 / na szerokosci
wspornikéw, badanie powtdrzono podpierajac model na caltej sze-
rokosci, Uzyskane wyniki /rys.5.19 i rys. 5.20/ charakteryzuja
si¢ lepsza zgodnoscia z wielkosciami obliczonymi teoretycznie.
Poréwnania procentowe przedstawiono w tab, 5.14 i w tab. 5.15.

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna stwierdzié,
ze pryzmatyczne elementy skonczone moga byé stosowane do ana-
lizy przesel ze wspornikami podchodnikowymi, mimo rdéznic miedzy
warunkami brzegowymi w rzeczywistej konstrukecji i w modelu teo-
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Tabela 5,13
Poréwnanie naprezen wyznaczonych doswiadezalnie az

i teoretycznie 6z

113

Obcigzenie roz-

Obciazenie skupione

tozone
Modellny | 5,-6, e 18,0, ANr o 1 B8
wezta . .100|wegzla ““B;— . wezta 5; .
[%] [%] [%]

4 |-13.28 4 -11,68 21 6.59

5 1,03 5 9,84 23 2.53

9 |- 6.73 9 - 6,42 24 8. 61

12 |~ 3,17 12 - 6,20 25 4.59

i 16 |- 5.36 14 - 7.49 26" 8.22
18 | - 3.20 15 - 4,54 28 6.51

19 | - 3.35 16 - 2.54 32 4,41

20 |- 8.10 18 - 6.84 35 6,68

21 |- 3.06 19 6.24 39 - 3.4

23 |- 9.01 20 0,63 40 7.87

4 |-11.23 4 - 2,89 19 3.01

5 16,48 5 13.38 20 1,73

9 1,37 9 4,56 21 6.01

. 12 1.99 12 0.54 23 2,30
L ] 16 2.84 14 2.68 DT 2,95
18 0,45 15 - 2,31 30 4,15

19 5.75 16 1,82 34 0,43

20 0,59 18 0.18 35 12,76

4 0,73 4 -11.83 27" 5.47

6 5.63 6 - 4,13 30 12,64

9 |- 2.98 9 - 9,73 34 2.16

c 14 6.52 14 13,07 36 15,93
17 |- 0.20 17 3.01 38 33.30°

21 1.11 21 10.49 39 12,10

23 |-.0,33 23 1.27. 40 9,94




Tabela 5.14

Pordéwnanie ugieé wyznaczonych d

%éwiadczalnie u i teoretycznie u

. 100 [%]
Model | Obcigzenie <
) Numer punktu pomiarowego
1 II ITI IV Vv |21
rozlozone 1.17 1.18 -0.40 - =0.40 1.18 1.17
A
skupione 2.90 3.02 0.67 0.46 1.42 0.95
roztozone 5.16 4,46 4,34 4,34 4,46 5.16
B
skupione 1.11 0.49 1.00 1.18 1.18 1.19
rozlczone 2.39 1.98 2,22 2.22 1.98 2.39
Cc
skupione 6.29 5.31 2.78 2.17 0.79 0.38
skupicone P 1.29 -5.77 -7.23 -7.60 -7.10
D v
skupione PI 2.62 1.90 2.55" 3.29 T.05

o I



Tabela 5.15

Pordéwnanie naprezen wyznaczonyc? doswiadczalnie 6? i teoretycznie 6y

Obcigzenie skupione / Iv Obcigzenie skupione PI
Model | Nr ——6%;—9—’- .100 | Nr / 6‘%6" . 100 | Nr LTSI Gty 100
wezla 4 wezta ¢ wezla Oy wezta 6?
[%] - 1%] [%] [4]
4 - 23.98 23 - 1.15 4 - 17.32 23 6.53
5 - 40.00 27 - 2.60 5 7.50 2? 9.78
6 - 2.76 30 - 1,11 6 8.32 30 14.43
D 9 - 4,48 34 - 18,92 9 - 0.19 34 - 9.59
14 7.97 36 - 11.27 14 8.89 36 6.65
17 D.29 39 - 14,67 17 2.38 39 -17.24
21 5.64 40 =t 21 14.22 40 66.08

QTT
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retycznym, W przypadku przqéel prostokatnych typu ptytowego
poprawne wyniki uzyskuje sie nawet przy wysiegach wspornikow
osiagajacyeh 0.6 calkowitej szerokosci przesta, Zakrzywienie
konstrukecji powoduje zmniejszenie doktadnoscli wynikow, a roz-
bieznosci poglebiaja sie ze wzrostem krzywizny i zwiekszaniem
wysiegu wspornikéw. Wptyw niepelnej zgodnosci rzeczywistych

i obliczeniowych warunkow brzegowych na poprawnos¢ rozwiaza-
nia powinien zostad szczegbtowo przeanalizowany dla réznych
typéw przesel,

5.4, Przyktady zastosowail

5.4.1. Przesto o przekroju skrzynkowym

Analizie poddano swobodnie podparte, prostokatne prze-
sto o przekroju poprzecznym pokazanym na rys, 5,21, Na rysun-
ku tym zaznaczono takze sposdéb dyskretyzacji konstrukcji. Za-
stosowanie elementéw o 8 liniach weziowych pozwala na dosé do-
ktadny opis skomplikowanej geometrii przekroju poprzecznego
o zarysie krzywoliniowym.

‘ Rozpietos¢ przesta wynosi a = 20.0 m; Materiat charak-
teryzowany jest przez dwie state sprezystosci E = 1,0 : 104 MPa
i V=-0.205 Obliczenia wykonano dla trzech schematéw obcig-

zeR /rys.5.21/: “

1/ sita skupiona P = 10,0 MN przylozona w srodku rozpietosci
przesta na 1linii wezlowej nr 5 ;

2/ obciazenie q = 0,05 MN/m2 roztozone rownomiernie na catej
powierzchni przesta ;

3/ sprezenie dwoma kablami o trasach pokrywajacych sie z 1li-
niami wezlowymi nr 14 i nr 22, przy jednakowych silach spre-
zajacych T = 10,0 MN,
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Rys.5.22. Deformacja przekroju poprzecznego przy obcigzeniu

silg skupiong; przemieszczenia podano w [m]

podane rzedne nalezy
mnozy¢ przez 10°3

D
s

Rys. 5.23. Przemieszczenia w [m] przekroju podporowego
przy obciazeniu silg skupiong,
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Rys.5.24. Przemieszczenia u i v [m] oraz naprezenia 6,[MPa]
w srodku rozpietosci przesla wywolane obcigzeniem
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Rys. 5.25.. Przemieszczenia u i v [m] oraz naprezenia 0,[MPaq]
w srodku rozpietosci przesla yvyonane sprezeniem
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Rys. 5.26. 'Roszad naprezet B; w polowie rozpietosci przesla
przy obcigzeniu sila skupiong -

Rys. 5.27. = Rozklad ‘naprez'eh Bz przy obciazeniu sila skupiona,
i silami sprezajgcymi



Rys. 5.28. Rozklad naprezen 6yw poTowie rozpletosci przesla
przy obcigzeniu sila. skupiong

Przemieszczenia wywolane poszczegdlnymi obeigzeniami
pokaZzano na rys, 5.22 + 5,25. Na rys, 5,22 Wyrainie wida¢ inny
charakter deformacji w przekroju przytozenia sity skupione]
niz w przekrojach oddalonych od obciag%enia,

. Naprezenia O, w drodku rozpietosecl przesta przedsta-
wiono na rys., 5,24 + 5.26, Na rysunkaoh'podano'wartoéci napre-
Zéﬁ w wezlach lezacych na powierzchniach konstrﬁkcji, a roz-
kléd w pltaszczyZnie przekroju poprzecznego pokazano za pomocq‘
1linii Yaczacych punkty o jednakowych napr¢zeniach., Linie te ma-
Ja charakter orientaoyjny ze wzgledu na rzadkag siatke podzialu
na elementy; ale taka forma przedstawienia.wyntkéw wydaje sie
najbardziej czytelna, Rozwiazania uzyskane przy uzyciu niewiel-
kieJ liczby elementdw nalezy traktowac¢ jako pierWsze przyblize-
nie, pozwalajace na ogdlna oceng¢ pracy konstrukecji oraz lokali-
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zacje miejsc koncentracji naprezen, Uscislenie wynikow wymaga
zageszczenia podziatu na elementy, szczegdlnie w obszarach o
duzej zmiennosci naprezel,

W przypadku obcigZenia rozlozonego /rys, 5.24/ i spre-
zenia /rys. 5.25/ zmiennos$¢ naprezen 6, na wysokosci przekro-
ju jest w przyblizeniu liniowa, Przy sile skupionej /rys.5.26/
obserwuje sie koncentracje naprezen w poblizu miejsca przyloze-
nia obeciazenia. Znaczne naprezenia rozciggajace w dolnej czesci
obciagzonego wspornika pojawiajag sie nawet po sprezeniu konstruk-
cji sitami T = 15,0 MN /rys.5.27/.

Na rys. 5.28 pokazano rozklad naprezen Gy w polowie roz-
pletosci przesta przy obcigzeniu sila skupionsg,

5.,4,2, Poréwnanie przemieszeczen i naprezen w przesle prosto-~
katnym 1 zakrzywionym '

Wptyw zakrzywienia na prace konstrukecjli przeanalizowano
na przykladzie dZzwigara o przekroju poprzecznym pokazanym na
rys. 5.29, Obliczenia wykonano dla przesta prostokgtnego o roz-
pietosci a = 10,0 m oraz dla przesta zakrzywionego o identycz-
nej dlugosci tuku w osi przekroju poprzecznego:

R, = 20,0 m 0:5 = 10,0 m, Wewnetrzny promien krzywizny
przeslta wynosi Rw = 17.5 m, a zewnetrzny Rz = 22,5 m, Material
konstrukeji charakteryzuja dwie state sprezystoseci:

E = 3.0 ., 104 MPa oraz V= 0.20. W obliczeniach uwzgledniono
11 harmonicznych, '

Poréwnanie przeprowadzono dla dwéch schematéw obciaze-
nia /rys, 5.29/

1/ ohcigzenia powierzchniowego o intensywnosei q = 0,1 MN/m2
réwnomiernie roztozonego na catej powierzchni przesta ;

2/ obeciagzenia sits skupiong P = 1,0 MN przytozong w polowie
rozplietoscl przesta na 1linii wezlowej nr 29,

Na wszystkich rysunkach dotyczacych konstrukeji zakrzy-
- wionych krawedZ wewnetrzna znajduje sie po lewej stronie ry-
sunku, natomiast krawed? zewnetrzna /o mniejszej krzywiznie/ -

po prawej ,
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Na rys. 5,30 + 5.32 pokazano wplyw zakrzywienia na stan
przemieszczen konstrukeji. Przy obcigzeniu roztozonym ugiecie
w $rodku szerokosci przesta wzrasta o 8,2 %, a na krawedzi zew-
netrznej o 31.8 %, Analogiczne przyrosty przy obcigzeniu skupio-
nym wynosza 16.9 % oraz 21,7 %.

Rozktady naprezen normalnych 6? i 6r w przesle za-
krzywionym przedstawiono na rys, 5,33 i na rys, 5.,34. Dla po-
réwnania w nawiasach podano odpowiednio wartosci naprezen 6z
lub 6y w przesle prostqk@tnym. W prazypadku naprezen normal-
nych zakrzywienie powoduje zmiany ilosciowe, natomiast ogdlny
charakter rozkladu naprezen pozostaje podobny. Znaczniejsze roz-
nice jakosciowe wystepuja w odniesieniu do naprezen stycznych
i w zwiazku z tym rozkrady naprezen dla przesta prostokagtnego
oraz zakrzywionego przedstawiono na osobnych rysunkach. Napre-
zenia 'sz 1 TXV pokazano na rys, 5,35 1 5,36, a naprezenia

T&z i .TrW na rys, 5,37 1 5,38,

5.4.3, DZzwigar dwuprzestowy

LY

Obliczenia wykonano dla dZzwigara o osi prostej oraz dla
d7wigara zakrzywionego, ktéorych wymiary w planie pokazano na
rysunkach 5.39.a 1 5.39.b. Oba diwigary majag identyczny prze-
kréj poprzeczny, taki sam jak dZzwigary analizowane w p, 5.4.5

‘“7TYST~5T29/f Zastosowano takze identyczny sposoéb podzialu na
elementy,

Podpore posrednia stanowi stup, o wysokosei H = 5,0 m
zamocowany w fundamencie. Przyjeto, Ze sposdéb oparcia prze¢sta
na podporze powoduje powstanie w stupie jedynie reakcji piono-
wej oraz zalozono, ze reakcja ta przekazywana jest na przesto
w postaci sily skupionej przytoZonej na linii wezlowej nr 18,
Pole przekroju stupa podporowego wynosi A = 0,78 m2, a modut
sprezystoscel Es = 2,5 . 104 MPa, Charakterystyki sprezyste ma-
terialu przesel wynosza E = 3.0 . 10% MPa 1 V= 0.20.

Przemieszczenia wywolane obciazeniem q = 0,1 MN/m2 row-
nomiernie roztozonym na‘calej powierzchni przesel przedsta-
wiono na rys. 5.40 /dzwigar prosty/ i na rys. 5,41 /dZwigar
zakrzywionxﬁ W obu przypadkach pokazano deformacje przekroju
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Rys.5.38. Wymiary w planie dzwigara prostego
i zakrzywionego
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poprzecznego w srodku rozpietosei prze¢sta i nad podpora po-
érednid. W przypadku konstrukeji zakrzywionych, tak Jak 1 w
poprzednich przyktadach, ohowiazujé zasada, #e Srodek eryWiz-
ny znajduje si¢ po lewej stronie rysunku,

Na rys., 5.42 pordéwnano naprezenia 6? w ééwigarze za-~-
krzywionym 2z naprezeniami OZ w dZwigarze o osl prostej. Ana-
lize przeprowadzono w przekroju nad podpora posredniag i w
$rodku rozpietodéci przesta, Podohne pordéwnanie naprezen Or i
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Rys. 5.42. Rozklad naprezen by w zakrzywionym diwigdrze dwuprzeslowym :
a) w srodku rozpietosci przesla, b)nad podpora poéredniq,
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cy przedstawiono na rys, 5.43, _ ,

Nangy podkreslié, ze we wszystkich przyktadach przed-
stawionych w p, 5.4, zastosowano rzadka siatke pbdzialu na
elementy 1 w zwigzku z tym uzyskane wyniki maja charakver orien-
tacy jny. Gldwnym celem przytoczonych przyktadéw jest pokaza-
nie mozliwodci zastosowan zaproponoWanego sposobu obliczen w
przypadku réznych uktaddéw konstrukeyjnych, a wyniki przedsta-
wione w p, 5.4.2 1 5.4.3 /dla déwigardéw o jednakowym przekroju
poprzecznym/ pozwalaja na oszacowanie wplywu zakrzywienia kon-
st;ukcji oraz wprowadzenia podpdr posrednich na stan przemiesz-
czei 1 naprezen., Zwiekszenie doktadnosci wynikow wymaga zage-
szczenia podzialu na elementy, szczegélnie w poblizu miejsc

koncentracji naprezen,



6. MOZLIWOSCI UPROSZCZINTA ROZWIAZANIA

6.1, Uwapi osdlne

Jak wykazano w poprzednich rozdziatach tréjwymiarowe pryz-
matyczne elementy skonczone moga byé stosowane do analizy szero-
kiej klasy konstrukeji. Poprawne wyniki uzyskuje sie juz pray
dosé rzadkiej siatce podzialu, a zageszczanie podzialu pozwala
na uscisglenie rozwigzania, Zwiekszanie liczby elementdéw uzytych
do opisu konstrukeji powoduje oczywidcie takze wzrost czasu i
kosztu obliczen, »

Z drugiej strony w niektérych typach konstrukeji mozna z
géry wskazaékfragmenty, ktére ze wzgledu na proporcje wymiardw
oraz charakter pracy moga by¢é z dostateczna dokladnoscig dys-
kretyzowane za pomoca prostszych, jedno- lub dwuwymiarowych ele-
mentéw, Dobrym przyktadem sn tu przesta mostowe o przekroju pty-
towo - belkowym, w ktdérych dyskretyzacje dwawymiarows mozna zas-
tosowa¢ do plyty pomostowej, a trdjwymiarowa do belek, Zastoso-
wanie wyltacznie elementdw przestrzennych do analizy takich kon-
struke ji jeét podej$ciem merytorycznie najwltasSciwszym, ale roz-
wigazanie moze okazaé sie¢ nieekonomiczne pod wzgledem nak¥adu
pracy obliczeniowej. Z kolei uzycie tylko elementéw prostszych
nie pozwala przewaznie na uwzglednianie etektdéw typu lokalnego,
ocene pracy polaczeﬁ elementdéw oraz umozliwia jedynie przyhli-
;;;;_ggfghgeometrii konstrﬁigji. W tej sytuacji uzasadnione wy-
daje si¢ poszukiwanie sposobow tworzenia dyskretnych modeli kon-
strukeji przy zastosowaniu zardwno elementéw tréjwymiarowych
jak 1 elementéow innych typéw. Swoboda doborﬁ odpowiednich ro-
dzajow elementéw do opisu poszezegdlnych fragmentdow konstruke it
pozwala na tworzenie bhardzie]j racjonalnych modeli obliezeniowych,.
zapewniajacych mozliwos¢ wnikliwej analizy przy stosunkowo nie-
wielkim naktadzie pracy rachunkowe]j.

Préhg takiego podejscia jest koncepcja jednoczesnego zas-
tosowania elementéw dwu- i trojwymiarowych do analizy statycz-
nej konstrukeji pryzmatycznyeh, podana w pracy [14] . W niniej-
szym rozdziale przedstawiono szerzej rozwlagzanie zaproponow:iane

w tej pracy oraz rozwazono mozliwofci dalszych uproszczen.
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6,2, Jednoczesne zoastosowanle elementow dwu- 1 trojwymtarowych

6.2.1., Dyskretny model konstrukeji

Rys. 6.1.  Sposdéb dyskretyzacji konstrukcji

|
i

Na_rys), 6.1 pokazano sposdh dyskretyzncji konstrukeji na’
przyﬁludzie przesta pltytowo - belkowego. Jako model ohliczenio-
wy ptyt pomostowych przyjeto plaskie'prostokqtne_elementy po-
wierzchniowe przedstawione w pracy [84] . Belki oraz ich pota-
czenia z ptytg opisano natomiast za pomoca tréjwymiarowych,

hpryzmatycznych élementéw skolezonych., Rozwiazanie oparto na

metodzie przemieszczen, a przy tworzeniu dyskretnego modelu

przesta przyjeto nastepujgce zalozenia: v

- analizowana konstrukcja posiada niezmienna geometrie i wlas-
ciwoéci materialu w kierunku osi "z" éloﬁalnego uktadu wspdt-
rzednych /rys. 6.1/ ; |

- kazdy fragment konstrukeji dyskretyzowany za pémocq elementéw
pryzmatycznych traktowany jest jak osobny superelement /np.
A i B na rys, 6.1/ 3 '



- 142 -

- pogzezepdlne elementy dwy- i tedgwymtarowe polacrone 83

wzdtuz linii weziowych rdwnolegtych do osi "z"
- kazdy element jest swobodnie podparty na obu koticach

- rozréznia sie dwa rodzaje linii weztowych:
I/ linie taczace elementy powierzchniowe % superelementami
przestrzennymi /np. I, II, I1I, IV na rys, 6,1/, ‘
II/wewnetrzne linie wezlowe superelementu /np. 1,2,3;...‘na

rys, 6,2/

- niewiadomymi parametrami w we¢zlach I rodzaju sa skladowe |
przemieszczenia u, v, w oraz kat obrotu 0 , a w weztach II

rodzaju skladowe przemieszczenia u, v, w 3

-

- material konstrukeji jest jednorodny, liniowo-sprezysty oraz
pbsiada ptaszczyzne symetrii sprezystej p}ostopadla do osi
nz" /warunek/3.30/ . |

Zastosowano dwa typy prostokatnych élementéw powierzchnio-

wych, pokazane na rys, 6,2,

swobodne
podparcie

. T zamocowanie

. Rys. 62. Elementy powierzchniowe



|
W elementach tych uwzglednia s8ie¢ stan zglecliowy charakte-

ryzowany przez przemieszczenie pionowe "u" i kat obrotu "g"
oraz stan blonowy zwiazany z przemieszczeniami "v" i "w",( W
stanie zgieciowym element traktowany Jjest jak ortotropowa ptlyta
cienka, natomiast w stanie blonowym jak tarcza ortotropowa., W
obu stanach rozwiagzania odpowiednich réwnan rézniczkowych uzys-
kano stosujgc sposdéb Levy’ego.

Nalezy podkréélié, ze zastosowane elementy powierzchniowe
nie sa zwiazane z koncepcja elementdéw skonczonych, a poltacze-
nie ich z pryzmatycznymi elementami skoriczonymi jest mozliwe
dzieki uzyciu w obu przypadkach szeregow Fouriera do przedsta-
wienia zmiennosci obecigzer i przemieszczen w kierunku drugoseci
konstrukeji. Pozwala to takze na wykorzystanie oméwionych wczes-
niej /rozdzial 3/ uproszczen wynikajacych z ortogonalnosci tak

przy jetych funkeji.

Dla "n"-tej harmonicznej przemieszczenia brzegowe {6“ ele-
mentu poWierzchniowego zwiazane sa z sitami brzegowymi{ o pod-
stawowa zaleznofcia metody przemieszeczen

e e : :
[&"] . {6n) = /6.1/
gdzie T
n n n n n
{di} 3[01 ’ @i ’ vi ’ wi]. ’ /6.2/
n n n n n &
lil}:-'["fu,i » To1 Iy 0 Fyad o0 AT
= H11
uu ue 0 s
21 |Feu  Kee 0 0 :
[kij]z % A . /6.4/
0 0 kvv kvw
0" ) k k
L wv wW | 1j
Dla elementu pokazanego na’rysgﬁ.z.a macierz sztywnosei
zbudowana jest z jednej podmacierzy typu /6,4/
n _ n
() = D) /6.5/
- _
n n :
i odpowiednio {6 } = {61} . /6.6/

Dla elementu przedstawic. oo na rys, 6.2.b



"] = 6.7
g ) o
1{d"} =»[{d?} ’{53} 17 : /6.8/

Upis sposobu wyznaczania macierazy sztywnosci i wektora sit
brzegowych podano w pracy f84]

Pryzmatyczne elementy skorczone zastosowane w omawianym
dyskretnym modelu konstrukeji zostatly szozegéldwo opisane w

rozdziale 3,

6.2,2, Macierz sztywnosei konstrukeji

Warunki réwnowagi w wezlach I rodzaju dla "n"-tej har-
monicznej, mozna zapisa¢ w postaci

(k2] : {67) = {#7} : /6.9/
Wektor nieznanych przemieszczen weztdéw I rodzaju ma nastepu-

Jaca budowe
P
n n n n
{o" =[{6% , {88} ,.... {o;}  /6.10/
gdzi;*rg?} okreslone jest wzorem /6,2/ natomiast "M" oznacza
liczbe wezldéw I rodzaju, Podobnie mozna okre$lié wektor sil

wezlowych

(") = Ll o e e e /6.11/

Macierz sztywnosci konstrukcji[Kn] tworzy si¢ przez od- 5
powiednie sumowanie sztywnosci elementdw powierzchniowych [kn]
1 superelementdw pryzmatycznych[rn]

| s -
[«§,] = ¥ [k;lj]e I R S

eci,] Sci, j

Sposdb okredélania macierazy [kgj] przedstawiono w pracy [84] "



n 3S . v . ‘,. '
Macierze [rij] oplsuja sztywnosc superelementow w uktadzie

globalnym, a ogélna ich posta¢ jest nastepujaca

K r r r "ﬂr%s
uu uo uv uw
[ : Ygg Toy ’ Yow |
rij iy . Yvv Fyw e e
symetria ' L o
_ | ENET

W interpretacji fizycznej elementy macierzy /6,13/
odpowiadaja wartosciom sil uogdélnionych w wgiie “i" wywoltanych
Jedhostkowymt przemieszczeniami wezta "j"., Poszczegdlne ele-
menty macierzy [r?J] okreséla sie przez odpowiednie sumowanie
sl w wezlach superelementu\/quly IT rodzaju/ bezposrednio

potaczonych z weztem "i".

.

s - |
[y = 2 Il [myd /6.14/
l=i
gdzie #
I L T N L S L L7
“Macterstransformacji [Al] przeksztalca sily [F?] w weztach

II rodzaju na odpowiednie sity w wezlach I rodzaju, Sity [F?]
wywolane zostaty jednostkowymi przemieszczeniami wezla‘"j", a
mozna Jje wyznaczy¢ budujac dla superelementu "S" uklad rdwnan
typu /3.71/ '

S

(] . (877 = [#"] | ooy

i zadajac odpowiednie przemieszczenia gezléw zwigzanych z

S

linia wezlowa "j". W réwnaniu tym [Kn] oznacza maclerz sztyw-
nosci superelementu "S" zbhudowang w sposdéb opisany w rozdzia-
le 3, Uklad réwnan/6,16/ mozna przeksztatcié do postaci

S S S

a -
= 4 /6.17/



gdzie [én]a i [Fn]a oznaczaja odpowiednio macierze przemiesz-
czen 1 sit w wezlach superelementu "S" potgczonych hezposSred-
nio z weztami I rodzaju /np. wezty 1,2,7,8 superelementu "A"
na rys. 6,1/, Macierze [dn]b i [Fn]b zawlerajg przemieszcze-
nia 1 sity w pozostalych wezlach superelementu. Poniewaz sity
[F"]b bq réwne zero, a macierz[dn]a zawiera zadane przemieszcze-
nia jednostkowe, niewiadomymi w roéwnaniu /6.17/ sg macierze
_[(Sn]b i [Fn]a. Sity [F?] wystepujace we wzorze /6,14/ sa
podmacierzami tak okreslonej macierazy [Fn]a_. Rozwiazanie ukla-
déw réwnan /6,17/ dla poszczegdélnych superelementéw pozwala

wiec na zbudowanie macierzy sztywnosci konstrukcji w oparciu

o wzory /6,14/ i /6,12/,

Rozwigzanie zadania, w postaci wektora przemieszczen linii
weztowych I rodzaju, tworzy sie na podstawie rozwigzan uktadu
réwnan /6,9/ otrzymanych dla kolejnych harmonicznych. Znajac
przemieszczenia 1inii wezlowych I rodzaju mozna w oparciu o
zaleznoscl podane w pracy [84] , wyznaczy¢ przemieszczenia oraz
sily wewnetrzne w dowolnym przekroju elementu powierzchniowego.
Podobnie dla kazdego superelementu przemieszczenia wewnetrznych
linii w¢zlowych /II rodzaju/ wyznacza si¢ superponujac rozwig-
zania uktaddw réwnan /6.17/ przy uwzglednieniu obliczonych z
réwnan /6,9/ przemieszczen linii wezrowych I rodzaju. Znajac
przemieszczenia 1linii wezlowych kazdego elementu mozna okres-
1i¢ panujacy w nim stan odksztatcen i naprezen w sposéb opisa-

ny w rozdziale 3.

6,3.- Rozwiazanie dwuetapowe

Rozwazono takze mozliwo$é dalszego uproszczenia sposobu
obliczen przedstawionego w p. 6.2, Zmiana polega na wyréznie-
niu dwdéch etapéw obliczen:

1/ cata konstrukeja obliczana jest przy zastosowaniu elemen-
téw dwuwymiarowych

2/ wybrane fragmenty konstrukecji dyskretyzowane sa za pomoca
elementdw tréjwymiarowych i obciazane sitami przekrojowymi

wyznaczonymi w pierwszym etapie.
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Taki dwuetapowy snosob analizy nozwala o zunaczie nproszezenie
ohliczen, gdyz unika sie koniecznoSci rozwigzywania uktadow
réwnan typu /6.17/ oraz budowy macierzy sztywnosSci konstrukeji
w postaci /6,13/,

Poprawnosé rozwigzania zalezy od doktadnosci wyznaczenia
sit wewnetrznych w pierwszym etapie. Omawiany sposdéb powinien
wiec byé stosowany przede wszystkim do analizy konstrukegji,
ktére moga by¢ w mozliwie wierny sposéb opisane przy zastoso-
waniu elementéow dwnwymiarowych, Uzycie w drugim etapie obliczen
elementow przestrzennych pozwala na bardziej wnlkliwg analize
rragmentéw konstrukeji, dla ktérych ujecie dwonwymiarowe nie
zapewnia dostatecznie dokladnego rozwigzania, Nalezy wymienic
tu przede wszystkim potaczenia elementdw, miejsca przylozenia
obcigzen o charakterze skupionym, fragmenty o skomplikowanej
geometrii przekroju poprzecznego itp.

Praktyczne zastosowanie powyzsze]j koncepcji przedstawiono
na przykltadzie przesia mostowego o przekroju pitytowo - belkowym,
Analizie poddano prostokatne przesto swobodnie podparte o roz-
pietoSci a = 16,0 m i przekroju poprzecznym pokazanym na rys,
6,3,a, nie posiadajace poprzecznic przestowych, a jedynie po-
przecznice podporowe na obu koricach, Na przesto dziataja dwa
pasma obclazenia roztozonego sinusoidalnie o intensywnosci
p = 62,5 ¢ sin J%E- %% , ktérych usytuowanie pokazano na rys.
6,3,a ; Obliczenia wykonano przy zalozeniu izotropii materiatu,
charakteryzowanego przez dwie#;falen L = 3,0 ., 104 Mra i
V= 0,16,

W pierwszym etapie wykorzystano program do obliczen nu-
merchnych oparty na pracy [84] . W programie tym do dyskrety-
zacji plyty pomostowej zastosowano elementy pokazane na rys, ‘
6,2, a zebra podluZne traktuje sie jak elementy pretowe lub
powierzehniowe w zaleznosSci od proporcji wynikéw. Sposéb po-
dziatu przesla na elementy wraz z numeracja wé¢zlow podano na
rys, 6.,3.b. Na rys. 6.4 pokazano oznaczenia:sil wewnetrznych
uwzglednionych w analizie plyty pomostowej, .

Wyznaczone rozk}?dy momentdéw zginajacych m, i my oraz sit
tarczowych n_ 1 ng W Srodku rozpietosci przesta przedstawiono
na rys, 6,5 i na rys, 6,6, Na rys. 6.7 pokazano natomiast wykres

sil ny7 oraz momentdw skrecajacych mzy w przekroju podporowym,



i._,u@_.'.o&o. 190 lmq ,j

) L lp Q = X
L '”1‘/'/‘. 4
- i}
- =
7 |
i .
2100040l 2.00 10401 200 losol, 200 loo| 100
120 | 240 | 240 | 240 11170
B RE o 9,60 e ' S
- l
|
Orrr’ P @ ®
h) o @ :",@ T r : ry
|
|
I .
L 1,20 _I, 2,40 | 240 240 120 J
g il ! e | i T g
l
I
» 080 _
L 020 1 040 1, 020
! | | | nl!
F 385 7 8 9 1N y
! - —. o A 11
ny | my
¢) L o - oot |0 2
— b i 1h R |
my=ty U BERY
© " ¢ P s
A 21 U Y ' S
X | 22 4
A&.- l .
A g 24c 85) 25 s
<
u y
Y : i wymiary podano
w [m] ]
!
nd @ = S
: ! ()
| g
J
31 32 3

Rys. 6.3 Sposéb dyskretyzacji przesla przy analizie
dwuetapowej



——

-

Rys. 6. 4 Oznaczenia sil wewnetrznych w plycie

pomostowej

W drugim etapile przeprowadzono bardziej wnikliwa analize

dzwigara wydzielonego z przqsla przekrojami L i Il /rys. 6, 3 a/.

Zwigar wraz 2 frugmentem plyty pomostowe j potrdktowauo Jaho

T osenteria s

oddzielna konstrukecje¢ i oheciazono sitami wyznaczonymi w pier-

wszym etapie,

zestawiono w

6.1. Momenty my

Odpowiednie wielkosci sit w przekrojach I i LI

zastapiono w drugim etapie

statycznie rownowaznym uktadem sit przylozonych w we¢ztach ele-
: 1) .

" mentow

Tabela 6,1

Oznaczenie sity Wiellosé sity . Mnoznik
Wezel 1 queleI
n, [—<8-] 13.99875 15,0352 sih L%
y m . a
[ kNm] : ,
y 0.853742 9,415968 sin J_Tr?,-
KN .
[ ,,(,I‘ ] 11 ,86175 24.42535 S0 ’lTT{
. kN ' T2
n — e OF ! -—
yz[m ] 82,6395 72.2740 cos —
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Do dyskretyzacjli wydzielonego diﬁigura 248 LOSOWHN0 DLy 4~
matyczne elementy skoflezone o 8 liniach we¢ztowych, a prayjety
sposdb podziatu pokazano na rys, 6.3.c. Na rysunku lym zazha-
czono takze rzeczywiste zwroty sil! stanowigcych obciazenie
dZzwigara  nie pokazano sit nyz dziatajgcych prostopadle do
ptaszczyzny rysunku,

Dla pordwnania zgodnosci rozwigzan zestawiono w tab, 6.2
wielkosci skladowych przemieszczenia wezla nr 2 /rys.6.3.b/
Wyznaczone.w pierwszym etapie oraz analogiczne wartosci dla

punktu "A" /rys,6,3.¢/ obliczone w drugim etapie,

Tabela 6,2

Sktadowa ' ., - i >
p:zemizszczenié ntap (D A @ 009 ‘100[[’"]

u  [m] - 0.803319 - 0.784231 2.4
0 [rad] - 0.548484.107°| - 0.525448,107 4.
v [n]  0.267935.10"Y o0.2s9620.107Y a.1
v [m] 0.424149.10" Y 0.416476.107Y 1.8

Naprezenia 6, 1 6y w Srodku rozpletosci przesta, wyz-
naczone w drugim etapie, pokazano na rys, 6,.8. Podobnie jak
w_poprzednich. przyktadach, na rysunku podano wartosci napre-
zen w wezlach zewnetrznych, a rozktad naprezen na powierzchni
przekroju poprzecznego przedstawiono za pomocag linii lacza-
cych punkty o Jednakowych naprezeniach, Pewnych zaburzen w
rozktadzie napre¢zen mozna spodziewac¢ sie w poblizu przekro-
Jow I 1 IT, w ktérych sity wewnetrzne roztozone w rzecusywis-
tosci w sposéb ciagly zastapione zostaty statycznie rdwnowaz-
nym ukladem obeiazen przylozonych wzdiuz linii weztowych.

Przedstawione wyniki, a w szczegdlnodci zgodnosc¢ prze-
mieszczen wyznaczonych w obu etapach /tab.6.2/, Swladcza o
przydatnosci zastosowanego sposobu obliczen do analizy przesel
o przekrojach ptytowo - belkowych, Duza efektywnos¢ zapropono-
wanego algorytmu rokuje nadzieje na upowszechnienie jego sto-
sowania takze w odniesieniu do innych typéw konstrukeji.
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7. UWAGI I WNIOSKI KONCOWE

Przejscie od zagadnien dwuwymiarowych do tréjwymiaro-
wych powoduje skokowy wzrost liczby niewiadbmych, co przy sto-
sunkowo niewielkich pamicciach operacyjnych dostepnych maszyn
cyfrowych powoduje koniecznosd wykoriystywania dodatkowych pa-
mieeci zewnctrznych, podzialtu programu na kilka czesci itp.
Trudnofci powyzsze komplilkuja organizacje programéw, ograni-
czajag mozliwosci zastosowan oraz wydluzaja czas obliczen, Wy-
mienione utrudnienia wystepuja takze w pewnym stopniu w prZy—
padku elementdéw pryzmatycznych mimo znacznie ograniczonej licz-
by niewiadomych, Nalezy przypuszczaé, ze upowszechnienie za-
stosowan elementdéw trdjwymiarowych, umozliwiajacych najwierniej-
szy opis konstrukeji, bedzie $cisle zwiazane z poziomem rozwo-
Jju ETO,

W przedstawionych w pracy przykladach stosowano prawie
wytacznie elementy o o$miu liniach wezlowych, Ten typ elemen-
téw okazal sie¢ bardziej efelktywny od elementdow o czterech 1i-

niach weztowych, przy ktdrych wymagana jest stosunkowo gesta
slatka podzialu na elementy dla uzyskania poprawnych wynikow,
W przypadku elementdéw o dwunastu liniach weztowych wzrost na-
ktadu pracy obliczeniowe] jest przewaznie wiekszy niz poprawa

—dok¥adnodci wynikdw 1 w zwiagzku z tym uzycie ich powinno byé¢
ograniczone do specjalnych przypadkdw,

Przedstawione rozwigzanie moze byé bhezposrednio stoso-
wane do analizy konstrukeji, dla ktérych liniowo - sprezysty
model materiatu stanowi dostatecznie doktadne przyblizenie,
Mozna wymieni¢ tu sprezone konstrukcje betonowe w stanie nie-
zarysowanym, konstrukecje stalowe pracujace w zakresie sprezys-—
tym itp, W odniesieniu do innych rodzéjéw'konstrukcj1 metoda
moze hyé stosowana do oceny jakoéciowej /np. lokalizacja miejsc
koncentracji naprQZeﬂ/. Wydaje sie¢, Zze przedstawiony sposob '
powinien okazaé sie szczegolnie przydatny przy opracowywaniu
nowych rozwigzan konstrukeyjnych, projektdw typbwych itp.

Efektywnos¢ przedstawionego rozwiazania zalezy w du-
zym stopniu od liczby wyrazéw rozwiniecia, ktdére trzeha uwzgle-
dni¢ dla otrzymania poprawnych wynikdw, W przypadku ohciagzen
zYozonych, gdy zachodzi potrzeba analizy wielu harmonicznych



wzrasta takze proporcjonalnie naklad pracy obliczeniowe).
W przyktadach przedstawionych w rozdziale 5 poprawne wyniki
otrzymano UWzgledniajqo od 1 do 27 wyrazow rozwinfe¢cia w za-
leznoscl od typu obcigzenia 1 rodzaju analizowane] wielkoScl,
Podstawowy algorytm zaprezentowany w pracy stanowi ba-.
ze dla dalszych uvogdlnien rozszerzajqcyéh praktyczne zastoso-
wanie metody. Stosunkowo proste modyfikacje algorytmu umozli-
wiajag uwzglednienie nieliniowych_zwiqzkéw fizycznych, réznego
rodzaju wptywdédw niemechanicznych oraz zastosowanie przedstauio—
nego rozwiazania do analiuzy zaéadnieﬁ dynamicznych, Pryzmatycz-
ne elementy skonczone powinny okazad gle szczepdlnie przydat-
ne do nieliniowej analizy konstrukeji betonowych, uwzglednia-
jacej miedzy innymi zarysowanie., Wymaga to wprowadzenia spec-
jalnyech liniowych elementdw reprezentujacych prety zbrojenia
lub ci¢gna sprezajace, usytuowanych wewnatrz elementdéw trdj-
wymiarowych, Podstawowe rozwiazanie mozZzna w prosty sposdéb roz-
szerzyé takze na konstrukcje polozone w ukosie wprowadzajac
ukosny uktad wspdtrzednych. Sposdéb postepowania jest podobny
do podejScia przedstawionego w pracy w odniesieniu do elemen-
téow zakrzywionych, dla ktdérych wprowadzono uktad wspdtrzednych
walcowych,
Nalezy podkreslié¢ , ze przedstawlione rozwiagzanie moze
byé stosowaneinie tylko do analizy prz¢sel! mostowych, ale takze
—Tdo#ayeh _innych konstrukeji pryzmatycznych spelniajacych zaloZoé
ne warunki brzegowe,
Podsumownjac zawarte w pracy rozwazania, poza wnioska-
mi szczegdlowymi przedstawionymi w poszczegdlnych rozdzialtach,
mozna sformulowaé nastepujace wnioski ogdlne :

1/ zastosowanie pryzmatycznych elementdéw skoticzonych umozli-
wia efektywna tréjwymiarowa analize konstrukeji nawet pray
uiyciu stosunkowo niewielkich maszyn cyfrowych, a przyje-
cie dostatecznie gestego podzialu na elementy pozwala na
ocen¢ wplywow typu lokalnego /np. koncentracjé naprezen/ 3

2/ stan przemieszczen, odksztalcenl i naprezen wyznaczony za
pomocag analizy tréjwymiarowej rdézni sie¢ od rozwiazanh opar-
tych na jedno- lub dwuwymiarowych modelach obliczeniowych,



3/

4/

5/

6/

T/

i 51(!16}_{13!“1% Wyt r‘"{:!!r', vozshiedaoge! wynbonn i ow nobbd 2
s il ;
miejsc przytozenia obceciazent o charaktlerze sKuplonym 1w

miejscach skokowej zmiany wymiardw przekroju poprzecznego |

pryzmatyczne elementy skoliczone Mo gé byé 4z powodzentem sto-
sowane do przestrzenne] analiiy przeset mostowych, mino wys-—
tepujacych przewaznie rdéznic mieday warunkami brzegowymi
przy jetymi w modelu obliczeniowym, a warunkami wyste¢pujacy-
mi w rzeczywistej konstrukeji, Zakres dopuszczalnoSci tych
roznie powinien byc przéanalizowuny dla poszeczegdlnyech ty-

pow przesel

przedstawiony w pracy zestaw programéw obhliczenl na LMC umoz-
liwia anallze szerokiej klasy konstrukeji pryzmatycznych o
dowolnym, nawet krzywoliniowym, zarysie przekroju poprzecz-
nego, prostych lub zakrzywionych w planie, swobodnie podpar-
tych na obu koncach oraz posiadajacych dodatkowe podpory po-
érednie,’a takze konstrukeji zespolonych z rdéznych materia-

Yow

elementy pryzmatyczne, w pordwnaniu z tradycyjnymi elementa-
mi tréjwymiarowymi, charakteryzujg sie znacznym zmniejsze-
niem liczby niewiadomych, redukeja wielkosecl rozwiazywanych
uktaddéw réwnan oraz niewielka liczba elementdw wystarczaja-
ca do uzyskania poprawnego rozwispzania, co w sumie pozwala

na bardzo istotne skrdécenie czasu obliczen ;

istnieje mozliwosé taczenia elementdw pryzmatycznych z ele-
mentami prostszymi /np. dwuwymiarowymi/ we wspdlnych rozwia-
zaniachy w wfelu przypadkach podejdcie takie pozwala na znacz-
ne zmniejszenie liczby niewiadomych bez uszezerbhu dla dokta-

dnosci opisu pracy konstrukecji

biorac pod uwage zaprezentowany algorytm, opracowane na jego
podstawie programy obliczer na EMC oraz przedstawione wyni-
ki badan i przyklady obliczenll, mozna stwierdzié, ze zalozo-
ne cele pracy zostaty zrealizowane, a szerokie mozliwosci
dalszych uogélnien przedstawionego rozwiazania Swiadeza o

jego duzej przydatnosci w analizie konstrukeji inzynierskich,
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STATICAL ANALYSIS OF BRIDGE SPANS BY THI FINITE

PR1SM LLEMENT METHOD

Summary

A three - dimensional statical analysis of prismatic struc-
tures with special reference to bridge spans is presented in
this work, Using the finite prism element method, an algorithm
of solution has been prepared and subsequently computer pro-
grams were written. Presented finite prism element method re-
quires the operation on narrow - band matrices and the compu-
tations involved are remarkably less then in other three - di-
mensional methods. Prepared computer programs can be used to
the study of displacement, strain and stress distribution in
prismatic structures with arbitrary shape of cross - section,
straight or curved in plane and with discrete internal column
supports. The practical use of programs is illustrated by the
analysis of choosen bridge spans and some of the results are
verified by model testing.
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