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1.1. Wprowadzenie

Dążenie do racjonalnego wykorzystania materiałów kon­
strukcyjnych oraz konieczność dokładnej oceny bezpieczeństwa 
konstrukcji inżynierskich wymaga stosowania coraz ściślej­
szych metod analitycznych, uwzględniających wszystkie cha­
rakterystyczne cechy pracy przęseł mostowych. Konstrukcje 
mostowe są w rzeczywistości tworami trójwymiarowymi, ale tak 
ścisła ich analiza napotyka na znaczne trudności rachunkowe. 
W praktyce trójwymiarowe elementy konstrukcji zastępowane są 
wyidealizowanymi schematami statycznymi, prętowymi lub powierz­
chniowymi, w zależności od proporcji pomiędzy poszczególnymi 
wymiarami elementu. Rzeczywista geometria elementu charaktery­
zowana jest w sposób przybliżony przez odpowiednie parametry, 
a w trakcie obliczeń operuje się z reguły integralnymi wiel­
kościami statycznymi.

Rozwiązania oparte na uproszczonych modelach obliczenio­
wych nie pozwalają na ogół na analizę efektów lokalnych w 
postaci np. koncentracji naprężeń w otoczeniu punktów przyło­
żenia obciążeń skupionych, w miejscach połączeń elementów itp. 
Uzyskanie pełniejszego obrazu tych zjawisk, oprócz ważnych waT 
Jorów poznawczych, może mieć istotne znaczenie praktyczne , 
szczególnie w świetle obserwowanej tendencji do zwiększania 
obciążeń użytkowych o charakterze skupionym /nacisk kół pojaz­
dów/, przy jednoczesnym dążeniu do minimalizacji zużycia ma­
teriałów. Znaczne zaburzenia lokalne powstają także w pobli­
żu miejsc podparcia konstrukcji, zakotwień cięgien sprężają­
cych itp.

Przedmiotem niniejszej pracy jest metoda dyskretnej trój­
wymiarowej analizy pryzmatycznych przęseł mostowych, umożli­
wiająca uwzględnianie efektów lokalnych przy możliwie wiernym 
odwzorowaniu geometrii konstrukcji. Przez określenie "przęsło 
pryzmatyczne” rozumie się konstrukcję o przekroju poprzecznym 
niezmiennym na długości.

Zastosowany sposób dyskretyzacji zagadnienia oraz szero­
kie wykorzystanie maszyn cyfrowych pozwalają na opracowanie 
sposobu obliczeń przydatnego nie tylko do celów poznawczych, 
ale i do praktyki projektowej.



1.2. Cel pracy

Celem pracy jest uściślenie metody oceny stanu przemiesz 
czeń, odkształceń i naprężeń w konstrukcjach pryzmatycznych 
ze szczególnym uwzględnieniem dźwigarów typu mostowego.

Postawiony cel postanowiono osiągnąć formułując metodę 
opartą na koncepcji elementów skończonych, a umożliwiającą 
dyskretną trójwymiarową analizę konstrukcji.

Podstawową tezę pracy można ująć następująco: analiza 
trójwymiarowa pozwala na bardziej wnikliwą ocenę pracy przę­
seł mostowych w porównaniu z innymi stosowanymi obecnie me­
todami, a przedstawione w pracy rozwiązanie teoretyczne oraz 
opracowane na jego podstawie programy na EMC stanowią efek­
tywne narzędzie analizy szerokiej klasy dźwigarów typu mosto­
wego.

1.3. Zakres pracy

W zakres pracy wchodzą następujące zagadnienia:

1/ przeprowadzenie syntetycznej oceny istniejącego stanu za­
stosowań metody elementów skończonych do analizy statycz­
nej przęseł mostowych;

2/ opracowanie efektywnego algorytmu pozwalającego na trój­
wymiarową analizę konstrukcji;

3/ przygotowanie i uruchomienie programów do obliczeń nume­
rycznych ;

4/ wykonanie obliczeń wybranych typów konstrukcji;

5/ przeprowadzenie badań modelowych wybranych typów przęseł 
przy różnych rodzajach i schematach obciążenia;

6/ weryfikacja zastosowanego sposobu obliczeń przez porówna­
nie z rozwiązaniami uzyskanymi innymi metodami oraz przez 
porównanie z wynikami badań doświadczalnych;

7/ przedstawienie ogólnych wniosków o charakterze poznawczym 
i praktycznym.
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Zakres zastosowań przedstawionego w pracy sposobu obli­
czeń obejmuje konstrukcje:

- o dowolnej geometrii przekroju poprzecznego,

- prostokątne i zakrzywione w planie,

- jednoprzęsłowe swobodnie podparte na obu końcach oraz po­
siadające dodatkowe podpory poóre^nie,

- jednorodne lub zespolone z różnych materiałów .
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2. ZASTOSOWANIE ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH DO ANALIZY 
STATYCZNEJ PRZĘSEŁ MOSTOWYCH

2.1, Uwagi ogólne _ 11

Metoda elementów skończonych uważana jest obecnie za 
najbardziej ogólną i uniwersalną metodę analizy przęseł mos­
towych. Właściwy dobór typu elementu i sposobu dyskretyzacji 
pozwala na przyjęcie modelu obliczeniowego dokładnie odpo­
wiadającego rzeczywistej konstrukcji. Skomplikowane warunki 
brzegowe czy złożona geometria nie stanowią tu istostnego 
u trudnienia.

Do dyskretyzacji przęseł mostowych używane są obecnie 
najczęściej elementy jedno- i dwuwymiarowe. Najpełniejszy 
opis konstrukcji otrzymuje się przy zastosowaniu elementów 
trójwymiarowych o stosunkowo dużej liczbie stopni swobody. 
Należy przypuszczać , że stosowanie elementów tego typu będzie 
się upowszechniać wraz z rozwojem techniki obliczeniowej 
[Tl] . Ze względu na znaczny koszt obliczeń w przypadku uwzglę 
dniania wielu stopni swobody szczególnie uzasadnione wydaje 
się poszukiwanie sposobów pozwalających na zmniejszenie pracy 
rachunkowej przy zachowaniu dokładności wyników.

Należy pamiętać także o innych metodach obliczeń, nie 
dorównujących ogólnością metodzie elementów skończonych, ale 
posiadających swoje zalety. Metody te mogą okazać się w pełni 
konkurencyjne, szczególnie w przypadku prostszych konstrukcji. 
Zastosowanie ich jest jednak przeważnie ograniczone do określo 
nej klasy przęseł.

Orientacyjne zakresy zastosowań wybranych metod analizy 
statycznej przęseł mostowych podano w tab. 2.1.



Tabela 2.1.
Zakres zastosowań wybranych metod analizy statycznej

Schemat Ruszt Pły ta Tarczow- Klasy czne Pasma Pryzmatycz-
^^^--~Qbl i c z e n i o wy prętowy ortotro- nica elementy skończone ne elemen-

Typ przęsła powa skończone ty skończo-

u u u n u u u u u u u u u u u u u u u u u u ii/
 

n _ ============ u u n u u u u u u u n u u u u u u u u u u ii u u u u u u u u u u u u n u li II II II II II II II 
3)11 
M

||

Przekrój poprzeczny:
- płytowy . + + + + 4-
- płytowo - belkowy + + + * +
- skrzynkowy * * + + + +

i- dowolny + +
i
Warunki podparcia:
j- swobodnie podparte na

obu końcach + +
- swobodnie podparte

+ podpory pośrednie + + + + + +
- dowolne ' + +

Ukształtowanie w planie:
- prostokątne + + + -t-
- ukośne + * + + +
- zakrzywione + + + +
- dowolne + +

* - ograniczone możliwości zastosowań
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2.2. Stos o w a n e s p o s o by dy skr e ty z a <•J i przęseł

W metodzie elementów skończonych anaJizowaną konstruk­
cję dzieli się na małe elementy, określa warunki równowagi 
każdego elementu, a następnie łączy się je w jedną całośc. 
Poszczególne elementy połączone są ze sobą w skończonej licz­
bie punktów zwanych węzłami. Proces łączenia prowadzi do du­
żych układów równań liniowych, w których niewiadomymi są wiel­
kości parametrów w węzłach. Analiza oparta jest najczęściej 
na metodzie przemieszczeń i wtedy jako parametry przyjmuje 
się składowe przemieszczeń węzłów. Szczegółowy opis metody 
oraz analizę możliwości jej zastosowań zawierają m. in. prace 
[13] ’ [71] > [79] ’ [10°] ’ [107] ’ [118] > [149] •

W zagadnieniach teorii sprężystości omawiana metoda in­
terpretowana jest zazwyczaj jako proces poszukiwania mini­
mum całkowitej energii potencjalnej przy założonej siatce 
przemieszczeń [102] , [106] . Postępowanie takie jest analo­
giczne do metody Rayleigha - Ritza [111] , a różnica polega 
na sposobie określania przemieszczeń. W metodzie Ritza fun­
kcje opisujące przemieszczenia muszą spełniać warunki, brzego­
we całego problemu, co praktycznie ogranicza jej zastosowa- * 
nie do obszarów o prostych kształtach geometrycznych.

W metodzie elementów skończonych przy doborze funkcji 
bazowych /funkcji kształtu/ nie Jest potrzebna znajomość ge­
ometrii całego układu ani jego warunków brzegowych, gdyż każ­
dy parametr wpływa tylko na elementy połączone w danym węźle, 
a więc ograniczenia geometryczne dotyczą jedynie kształtu 
elementów. Istotną różnicą z punktu widzenia zastosowania ma­
szyn cyfrowych jest także fakt, że w metodzie elementów skoń­
czonych macierz współczynników ogólnego układu równań jest 
pasmowa, natomiast w metodzie Ritza macierz współczynników 
jest z reguły pełna.

Nieco odmienny sposób sformułowania istoty metody ele­
mentów skończonych przedstawiono w pracach [73 ] , [149] , wy­
chodząc z równań różniczkowych opisujących analizowane zagad­
nienia. Powiązania metody elementów' skończonych z metodą 
różnic skończonych, zaprezentowano w [64] , [144] .

Omawiana metoda prowadzi do rozwiązań przybliżonych, 
gdyż stan wytężenia elementu określany jest na podstawie skoń­
czonej liczby parametrów, podczas gdy w rzeczywistości jest 



ich nieskończenie wiele. Dokładność rozwiązania zależy przede 
wszystkim od dwóch czynników: 
- zastosowanego typu elementów, 
- sposobu podziału na elementy.
Typ elementu charakteryzowany jest przez jego kształt geome­
tryczny oraz przyjęte funkcje kształtu, które określają stan 
przemieszczeń wewnątrz elementu na podstawie wartości para­
metrów węzłowych. Przy doborze funkcji kształtu należy spełnić 
następujące warunki [b] , [71] , [l^] i 

1/ liniowa niezależność funkcji kształtu, 

2/ zgodność na granicy elementów,

3/ zupełność, tj. wymaganie, aby istniała możliwość opisu za­
równo ruchu ciała jako bryły sztywnej, jak i stałych od- 
kształceń,

1 / różniczkowalnosc.

Zagadnienia związane ze zbieżnością i dokładnością meto­
dy anal izowane były szeroko w pracach [50] , [ 55] , [sd] , 

[102] , [112] , [136] . Istotny wpływ na dokładność ma przyję­

ta siatka podziału, na elementy.
Ogólnie można powiedzieć, że dokładność wzrasta z zagę­

szczeniem siatki, ale duże znaczenie ma jednocześnie sposób 
podziału. [15 ] , [ 23 ] , [155] .

Szerokie zastosowanie metody elementów skończonych do 
obliczania konstrukcji mostowych zapoczątkowały prace Zien­
kiewicza 1 Cheunga [31] , [15o] , [151] , dotyczące przęseł 

płytowych. Przęsła tego typu idealizowane są zazwyczaj za po­
mocą płaskich elementów, których węzły leżą na powierzchni 
środkowej płyty. W obliczeniach stosowano z powodzeniem wie­
le różnych typów elementów zginanych:

- elementy trójkątne [12 ] , [31] , [ 69 ] ,[113] , [117]

- prostokątne [16] , [69] , [71] , [95] , [113] , [117], [15o], 

- czworoboczne [31] , [53] , [72] ,

- o zarysie krzywoliniowym [48] , [92] , [93] , [94] ,[115] .
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W elementach typu płytowego każdemu węzłowi przypisuje 
się zazwyczaj 3 stopnie swobody, odpowiadające pionowemu 
przemieszczaniu oraz kątom obrotu w 2 kierunkach, Opiacowa- 
no także elementy o większej liczbie stopni swobody w węźle, 
gwarantujące ciągłość wyższych pochodnych funkcji ugięcia. 
Praktyczne zastosowanie znalazły elementy prostokątne o 4 
stopniach swobody [124] oraz trójkątne o 6 i 7 parametrach 
w węźle [7 ] , [13 ] .

Dużą uniwersalnością, wyróżniają się tzw. elementy izo­
parametryczne [48 ] , [93] , [94] , [99] , w których geome­

trię 1 stan odkształcenia elementu określa się za pomocą tych 
samych funkcji kształtu oraz w oparciu o te same węzły. Ele­
menty izoparametryczne są preferowane, gdyż można dla nich 
łatwiej spełnić kryterium związane z ruchem ciała jako bryły 
sztywnej oraz kryterium stałych odkształceń niż dla elemen­
tów subparametrycznych czy superparaiuetrycznych [s] , [149] . 

W pracy [48] wykazano również, że elementy,Izoparametryczne 

zapewniają większą dokładność rozwiązania w porównaniu z po­
działem na elementy np. trójkątne, przy tej samej ogólnej 
liczbie stopni swobody.

Opisany sposób idealizacjl przęseł płytowych próbowano 
rozszerzyć także na konstrukcje płytowo-belkowe. W pracach 

[31] , [15o] zaproponowano połączenie płaskich trójkątnych i 

prostokątnych elementów płytowych z elementami belkowymi, 
których węzły leżą w płaszczyźnie środkowej płyty. Umożliwia 
to uwzględnianie wpływu żeber symetrycznych względem powierz­
chni środkowej. Rozwiązania dla przypadku niewielkiego mimo- 
środu między osią ciężkości belki a płaszczyzną środkową pły­
ty przedstawiono w [dl] , [125] , określając odkształcenia 

belki na podstawie przemieszczeń płyty. Przy takim podejściu 
w elementach płytowych muszą być uwzględniane także efekty 
tarczowe wywołane siłami działającymi w płaszczyźnie elementu. 

W każdym węźle należy przyjąć minimum 5 parametrów: 3 skła­
dowe przemieszczeń i 2 kąty obrotu.

Przęsła o przekroju skrzynkowym idealizuje się przeważ­
nie w sposób przybliżony za pomocą elementów dwuwymiarowych 
uwzględniających efekty zgięci owe 1 tarczowe. W każdym węźle 
występuje najczęściej 5 lub 6 parametrów /3 składowe przemiesz­
czeń liniowych i 2 lub 3 przemieszczenia kątowe/. Ideallza- 
cja taka pozwala na zmniejszenie ogólnej liczby stopni swobody,
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a więc i czasu obliczeń, w porównaniu z pełną analizą iroj- 
wymlarową. Szeroki przegląd różnych typów elementów stoso­
wany cli do analizy przęseł skrzynkowych prostokątnych, ukoś- 

r i r nych oraz zakrzywionych w planie zawierają prace [36 j , [97J , 
[114] , [118] , [12o] , [121] , [122] .

Omówione sposoby dyskretyzacji przęseł sprowadzają rze­
czywiste zadanie trójwymiarowe do zastępczego zagadnienia dwu­
wymiarowego. Przybliżenie takie zapewnia przeważnie rozwiąza­
nie dostatecznie dokładne z technicznego punktu widzenia, a 
jednocześnie rachunkowo ekonomiczne. V/ wielu wypadkach wyma­
gana jest jednak bardziej wnikliwa ocena pracy konstrukcji i 
wtedy konieczne staje się zastosowanie elementów trójwymiaro­
wych.

Najprostszym typem takiego elementu jest czworościan po­
siadający 4 węzły w wierzchołkach, zaproponowany przez Mar­
tina [8o] , Galiaghera [ós] oraz Melosha [96] . Przyjmując do­

datkowe węzły pośrednie na krawędziach można utworzyć całą ro­
dzinę złożonych elementów czwórościennycL [ 71] , [u°l W 

pracach Argyrisa [3] , [ 4!] , [g] , [io] oraz i t
[lio] podano przykłady praktycznych zastosowań elementów tego 
typu.

Innym stosowanym rozwiązaniem jest podział przestrzeni 
na prostopadłościany lub graniastosłupy o podstawie trójkąt­
nej. Funkcje kształtu mogą być w tym wypadku określane za po­
mocą wielomianów Lagrange*a [5] , [17] lub w oparciu o fun­
kcje należące do rodziny "serendlpowskiej" [77] , [99] ,[149], 

[153] . W pracy [óo] wykazano, że elementy prostopadłościenne 
zapewniają większą dokładność wyników w porównaniu z czworo­
ścianami, przy tej samej ogólnej liczbie stopni swobody.

Jednym z podstawowych problemów w zagadnieniach trójwy­
miarowych jest dobór odpowiedniego elementu zapewniającego 
największą dokładność w przeliczeniu na jednostkę czasu ob­
liczeń [2] , [32] , [52] , [108] , [123] , [140] . Obecnie 

za najbardziej efektywne i uniwersalne uważa się krzywolinio­
we elementy izoparametryczne [49] , [52] , [77] , [ 8s] , [99] , 
[108] , [142] , [153] .

Należy podkreślić, że w literaturze nie spotyka się 
przykładów zastosowań wymienionych wyżej typów elementów 
trójwymiarowych do analizy konstrukcji mostowych. Główną 



przyczyną jest znaczne zwiększenie rozmiaru zadania w porów­
naniu z elementami jedno- i dwuwymiarowymi.

Przejście od zagadnień dwuwymiarowych do pmsUzimnyd 
powoduje skokowy wzrost liczby zmiennych 1 równań, a w związ­

ku z tym szczególnego znaczenia nabierają dwa zagadnienia.': 

1/ poprawny opis rzeczywistej konstrukcji wymaga przeważnie 
zastosowania znacznej liczby elementów, a więc i przygo­
towania dużej liczby danych wejściowych, 

2/ w trakcie rozwiązywania dużych układów równań liniowych 
powstają często problemy numeryczne związane z ograniczo­
ną pamięcią maszyny cyfrowej oraz dokładnością rozwląza- 
n 1 a.

Pląrwszy problem rozwiązywany jest w pewnym stopniu 
przez stosowanie specjalnych podprogramów dokonujących auto­
matycznego podziału na elementy [1 5] , [$$] , [^-l] » [l^s] ; 

pozwala to na znaczne ograniczenie liczby danych przygotowy­
wanych przez użytkownika.

Rozwiązywanie dużych układów równań, szczególnie w przy 
padku analizy trójwymiarowej, wymaga stosowania specjalnych 
metod,gwarantujących racjonalne wykorzystanie pamięci opera­
cyjnej oraz możliwie krótki czas obliczeń. W metodzie elemen­
tów skończonych macierz sztywności konstrukcji jest zazwyczaj 
pasmowa, symetryczna, dodatnio określona 1 charakteryzuje się 
dużymi rozmiarami oraz znaczną liczbą elementów zerowych [sń]. 

Uwzględniając te charakterystyczne cechy opracowano wiele 
sposobów rozwiązywania dużych układów równań [22 
[57] , [76] , [78] , [os] , [105] , [137] , [143

Wśród stosowanych rozwiązań można wyróżnić dwie grupy: 
metody iteracyjne 1 metody bezpośrednie. Rozwiązania iteracyj- 
ne używane są rzadziej, gdyż każde nowe obciążenie wymaga pow­
tórzenia całego procesu iteracji, podczas gdy w rozwiązaniach 
bezpośrednich należy wykonać tylko dodatkowe podstawienia.

Wśród publikacji dotyczących zastosowania elementów' 
skończonych do analizy przęseł mostowych prace autorów pol­
skich stanowią stosunkowo niewielką grupę. Należy wymienić



f
tu prace zespołu K. Wy siaty ckiego [17] , [18] , [21] ,[1_45] 

[146] , [147] dotyczące sposobu analizy ustrojów składają­

cych się z tarczy pracującej w płaskim stanie napięcia oraz 
ortogonalnego układu dowolnie rozmieszczonych żeber przeno­
szących zginanie.

Sposób określania macierzy sztywności elementu tarczowo- 
żebrowego podano w [21] , [146] , natomiast macierze sztyw­

ności żeber budowane są w oparciu o wzory metody deformacji 
układów prętowych z uwzględnieniem odkształceń postaciowych 

[f s] . Przedstawioną metodę zastosowano z powodzeniem do ana­

lizy statycznej lekkich jezdni w mostach kratowych, w których 
pełnią one zarówno rolę pomostu jak i pasa dolnego dźwigara 
kratowego [17] . Rozwiązanie może być także stosowane do obli­

czania pełnościennych przęseł belkowych /stalowych i betono­
wych/, stropów płytowo-żebrowych i Innych podobnie ukształto­
wanych konstrukcji.

Zespół J. Szmeltera opracował zestaw programów pozwalają­
cych na analizę układów prętowych [3s] , [40] , 129 , płas­
kiego stanu naprężeń [131 ], konstrukcji płytowych 130 . We
wszystkich programach wykorzystywane są specjalnie opracowa­
ne standardowe podprogramy [44] , [128] . Wymienione prace 

znajdują szerokie zastosowanie w analizie konstrukcji mosto­
wych [39] .

Zestaw programów, opracowany specjalnie do analizy kon­
strukcji typu mostowego, przedstawił zespół J. Weselego [13s], 

[139] . Przygotowany system obliczeń numerycznych posiada bo­
gatą bazę elementów typu prętowego, tarczowego, płytowego 1 
plytowo-tarczowego, co pozwala na analizę szerokiej klasy kon­
strukcji dla różnych warunków brzegowych i schematów obciążeń.

2.3. Rozwiązania półanalltyczne

Metoda elementów skończonych w ujęciu standardowym poz­
wala na jedno-, dwu- 1 trójwymiarową analizę dowolnych typów 
przęseł mostowych. W przypadku bardziej skomplikowanych za­
gadnień, wymagających zastosowania dużej liczby elementów, 
koszt obliczeń jest znaczny lub nawet zadania przekraczają 
możliwości istniejących maszyn cyfrowych.



[63] , [lie] , [141] , płyt 
skrzynkowych [20] , [24] ,

Istotną redukcję zakresu obliczeń można uzyskać stosu­
jąc sposoby półanalityczne, polegające na połączeniu znanych 
metod analitycznych z dyskretyzacją konstrukcji za pomocą ele­
mentów skończonych.

Rozwiązania tego typu są stosowane z powodzeniem w ana­
lizie powłok i innych konstrukcji osiowo-symetrycznych [1] , 

2g] , [2?] , [61] , dźwigarów 
3?] .

Do obliczania przęseł mostowych najbardziej przydatne wy­
dają się rozwiązania oparte na pasmowych [26] , [62] lub pryz­
matycznych [i-to] , [is?] elementach skończonych. Oba sposo­

by znajdują zastosowanie do analizy konstrukcji posiadających 
niezmienną geometrię i właściwości materiału w pewnym kierun­
ku. Istota rozwiązania polega na na połączeniu dyskretyzacji 
przy zastosowaniu elementów skończonych z odpowiednio dobra­
nymi funkcjami przemieszczeń w wyróżnionym kierunku. Przyję­
cie tych funkcji w postaci szeregów trygonometrycznych oraz 
wykorzystanie ich ortogonalnoścl pozwala na zredukowanie za­
gadnienia dwuwymiarowego do jednowymiarowego w przypadku ele­
mentów pasmowych i trójwymiarowego do dwuwymiarowego przy zas­
tosowaniu elementów pryzmatycznych. Ostateczne rozwiązanie 
tworzy się na podstawie szeregu uproszczona ■ rozwiązań skła­
dowych. Uzyskane w ten sposób znaczne zimdvj.-zmiie liczby pa­
rametrów węzłowych powoduje wydatną redukcję rozmiarów ukła­
du równań oraz ograniczenie liczby danych wejściowych.

Metoda pasm skończonych była w ciągu ostatnich lat z 
powodzeniem stosowana do obliczania przęseł różnych typów. 
Analizowane przęsło dzieli się wzdłuż na płaskie elementy 
pasmowe o jednakowych właściwościach na całej powierzchni ele­
mentu. Poszczególne pasma połączone są ze sobą wzdłuż linii 
węzłowych. Uwzględnia się przeważnie dwa rodzaje efektów: 
t.arczowe i zgięciowe. Odkształcenia w stanie tarczowym okreś­
lone są jednoznacznie przez dwie składowe przemieszczeń w 
płaszczyźnie elementu, a w stanie zgięciowym przez składową 
przemieszczenia prostopadłą do pasma oraz kąt obrotu. Odpo­
wiednie sztywności elementu wyznaczane są jak dla tarczy i 
płyty cienkiej. Funkcje kształtu przyjmuje się w postaci ilo­
czynu szeregów trygonometrycznych w kierunku podłużnym i 
wielomianów odpowiedniego stopnia w kierunku poprzecznym.



Dla stanu tarczowego stosuje się zazwyczaj wielomiany stop­
nia pierwszego [24] lub drugiego [81] , a dla stanu zgięcio- 

wego wielomiany trzeciego stopnia [24] , [26] » [27] » [29] •
Metodę pasm skończonych zastosowano początkowo do anali­

zy przęseł płytowych 26] , [27] ,[81] ,.[82] , [91] , [132], 
, [30] i skrzynkowych [28] , [37] ,płytowo-belkowych [25

[82] , [127] podpartych swobodnie na obu końcach.

Następnie rozwiązanie rozszerzono na konstrukcje posia­
dające podpory pośrednie [61] , 82] , 127. , a także na
przęsła zakrzywione w planie [24 , [29

[20] , [118] .
118] i ukośne [19]

W Polsce zastosowaniem sposobu pasm skończonych do anali­
zy przęseł mostowych zajmuje się Mańko [ 85] , [se] , [87] .

Sposób pasm skończonych, wykorzystując geometryczną regu­
larność konstrukcji, pozwala na zmniejszenie czasu obliczeń 
o 60 % 4- 80 % w stosunku do konwencjonalnych elementów skoń­
czonych. Zaleta ta spowodowała szerokie zastosowanie pasm skon 
czonych mimo pewnych uproszczeń, jak :

- przybliżony opis rzeczywistej geometrii przekroju poprzecz 
nego przęsła /stała grubość pasma/,

- założenie z góry sposobu rozkładu naprężeń na grubości e’< 
mentu,

- pominięcie niektórych składowych odkształceń 1 naprężeń.

Uproszczenia te mają stosunkowo mały wpływ na wyniki obliczeń 
przęseł stalowych, gdzie grubości elementów są niewielkie. W 
przęsłach betonowych natomiast,wymiary elementów są często ta­
kie, że właściwą ocenę pracy konstrukcji można uzyskać jedynie 
przy zastosowaniu pełnej analizy trójwymiarowej.

Szczególnie przydatna do tego celu wydaje się koncepcja 
pryzmatycznych elementów skończonych zaproponowana w pracach 

[135] , [149] , [157] . Elementy pryzmatyczne pozwalają na peł­

ną analizę przestrzenną przy znacznie mniejszym koszcie obli­
czeń w porównaniu z tradycyjnymi elementami trójwymiarowymi.

Pryzmatyczne elementy skończone stanowią podstawę rozwią­
zania przyjętego w niniejszej pracy i zostały dokładniej opi­
sane w rozdziale 3.



3.1. Uwagi ogólne

Aktualne tendencje kształtowania przęseł mostowych cha­
rakteryzują się dążeniem do stosowania prostych rozwiązań, 
ułatwiających uprzemysłowienie wykonawstwa /prefabrykacja.des­
kowania przesuwne itp./. Uproszczenia polegają najczęściej na 
rezygnacji z poprzecznie przęsłowych przy pozostawieniu stę­
żeń poprzecznych nad podporami. Ukształtowane w ten sposób 
konstrukcje posiadają niezmienną, na długości przęsła, geome­
trię 1 właściwości materiału. Zmienność obciążeń unie;/ !>vJa 
jednak uproszczenie zagadnienia trójwymiarowego przez zastoso­
wanie dwuwymiarowego stanu odkształcenia. Można natomiast przed 
stawić funkcje przemieszczeń i obciążeń w wyróżnionym kierunku 
za pomocą np. szeregów Fouriera i wykorzystując ortógonalność 
tych funkcji dla każdej harmonicznej rozpatrywać zastępcze za­
gadnienie dwuwymiarowe. Pełne rozwiązanie otrzymuje się na pod­
stawie rozwiązań uzyskanych dla poszczególnych harmonicznych.

Opisany wyżej sposób postępowania stanowi podstawę kon­
cepcji pryzmatycznych elementów skończonych /finite prism ele­
ments/ przedstawionej w pracach [149] , [157] • Analizowana 
konstrukcja dzielona Jest wzdłuż na trójwymiarowe elementy o 
przekroju poprzecznym niezmiennym na długości. Długość każde­
go elementu jest równa długości całej konstrukcji. Funkcja 
kształtu w płaszczyźnie przekroju poprzecznego przyjmowana 
jest w Identycznej postaci jak dla zagadnień dwuwymiarowych, 
odpowiednio do przyjętego typu elementu; natomiast na długoś­
ci elementu funkcja kształtu przedstawiona Jest w postaci sze­
regu trygonometrycznego.

W pracach [135] , [157] zastosowano pryzmatyczne elemen­
ty skończone do analizy swobodnie podpartego przęsła o prze­
kroju skrzynkowym. Uzyskane wyniki potwierdziły przydatność 
elementów pryzmatycznych do obliczania tego typu konstrukcji.

W niniejszej pracy przedstawiono szerzej metodę analizy 
statycznej przęseł mostowych przy zastosowaniu pryzmatycznych 
elementów skończonych w odniesieniu do przęseł o dowolnym 
przekroju poprzecznym. Analizą objęto konstrukcje prostokątne



i zakrzywione w planie, Jedno- oraz wieloprzęsłowe. Przedsta 
wlony algorytm umożliwia obliczanie konstrukcji jednorodnych 
i zespolonych z różnych typów materiału, a także pozwala na 
uwzględnianie różnych typów obciążeń charakterystycznych dla 
dźwigarów mostowych.

3.2. Oznaczenia

Podstawowe oznaczenia stosowane w pracy:

a - długość elementu,

a. ,a9- współrzędnie ”z” początku i końca obciążenia pomierz- 
X fal

chnlowego,

Ae - pole przekroju poprzecznego elementu ”e” ,

b - współrzędna ”z" punktu przyłożenia siły skupionej,

b,,bo- współrzędne "z" początku 1 końca obciążenia liniowego X M

[B] - macierz w związku przemieszczenia - odkształcenia,

c - liczba linii węzłowych w jednym elemencie,

[d] - macierz sprężystości,

E - moduł sprężystości,

[f] - wektor przemieszczeń,

[f] - wektor sił węzłowych,

h - liczba harmonicznych uwzględniona w rozwiązaniu,

[k] - macierz sztywności elementu,

[1<] - macierz sztywności konstrukcji,

M - liczba elementów

N - liczba punktów całkowania numerycznego,

N* - funkcja kształtu związana z linią węzłową ”i"



[q] - wektor składowych obciążenia powierzchniowego,

[p] - wektor składowych obciążenia liniowego,.

{p} - wektor składowych obciążenia skupionego,

[ił] - wektor reakcji podpór pośrednich,

Se - powierzchnia elementu "e”, na którą działa obciążenie 
rozłożone [q] ,

t - liczba pośrednich punktów podparcia,

A y /

V - objętość elementu "e",

w - liczba linii węzłowych w dyskretnym modelu konstrukcji

x,y ,z

M
a

ara2

P

Pr P2

[8]

[ J 

[61

- składowe przemieszczania linii węzłowej ”1",

- współrzędne prostokątne,

- współrzędne walcowe,

-znormalizowane współrzędne krzywoliniowe,

- kąt wewnętrzny określający długość elementu we współ 
rzędnych walcowych,

- współrzędne ” \p ” początku i końca obciążenia powierz 
chniowego,

- współrzędna ” ip ” punktu przy łożenia. siły skupionej,

- współrzędne ” ip ” początku 1 końca obciążenia linio­
wego,

- wektor parametrów węzłowych,

- wektor odkształceń,

- wektor naprężeń,.

- współczynnik Poissona .
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1 * >
3,3. Sposób dyskrętyzacjl konstrukcji,

3,3.1. Podstawowe założenia

Analizowane przęsło mostowe dyskrętyzowane jest przez 
podział na trójwymiarowe elementy pryzmatyczne, połączone ze 
sobą wzdłuż linii węzłowych. Przykładowy sposób podziału przę- 
sła prostokątnego pokazano na rys. 3.1, a zakrzywionego w pla­
nie na rys. 3.2.

Dyskretny model konstrukcji oparty jest na następujących 
podstawowych założeniach:

1/ geometria przekroju poprzecznego i właściwości materiału 
konstrukcji pozostają niezmienne w kierunku współrzędnej 
"z” w przypadku przęseł prostokątnych /rys. 3.1./ lub współ­
rzędnej *’ ip ” w przypadku przęseł zakrzywionych w planie 
/rys. 3.2./;

2/ każdy element podparty jest na obu końcach w sposób unie­
możliwiający przemieszczenia przekroju podporowego w płasz­
czyźnie prostopadłej do osi elementu;

3/ elementy zakrzywione w planie podparte są na końcach wzdłuż 
promienia krzywizny;

4/ rozważa się infinitezymalny stan odkształcenia;

5/ związek między naprężeniami a odkształceniami jest zgodny 
z prawem Dooke’a;

6/ materiał jest jednorodny w całej objętości elementu;

7/ charakterystyki materiałowe poszczególnych elementów mogą 
byó różne.

W pracy wyraźnie wydzielono fragmenty dotyczące elemen­
tów o osi prostej i elementów zakrzywionych w planie, co poz­
woliło na zastosowanie wielu jednakowych oznaczeń dla obu ty­
pów elementów. Ogólny schemat rozwiązania jest dla pierwszego, 
jak i drugiego typu elementów taki sam, a różnice występują 
w jawnych postaciach niektórych macierzy. Hóżnice te podano



O

Rys. 3.1, Sposób dyskretyzacji przęsła prostokqtnego

Rys.3.2, Sposób dyskretyzacji przęsła zakrzywionego 
w planie

।



przy omawianiu charakterystyk elementów.
Elementy o osi prostej i elementy zakrzywione w planie 

będą w dalszej części pracy nazywane odpowiednio elementami 
prostymi lub zakrzywionymi.

3.3,2. Funkcja przemieszczeń dla elementu prostego

Przedstawiony w pracy sposób obliczeń oparty jest na 
metodzie przemieszczeń. Jako niewiadome przyjęto trzy skła­
dowe /u, v, w/ przemieszczeń linii węzłowych. Parametry węzło­
we odpowiadające poszczególnym składowym przemieszczeń tworzą 
wektor

/3.1/

gdzie

f £ nl r n n n n tO J “ L ut » vt , w1,... , uc
T

/3.2/

Ogólną postać funkcji kształtu N(x,y,z) 
pryzmatycznego można zapisać jako

dla elementu

N(x,y,z) N (x,y)
n

T(z) /3.3/
n=1 i =1

gdzie N^f^y) określa zmienność funkcji kształtu w płasz­

czyźnie przekroju poprzecznego elementu, a 1|z) opisuje 
zmienność na długości. Jako funkcje T(z) wygodnie jest 
przyjmować szeregi trygonometryczne Fouriera dobrane w taki 
sposób, aby dla każdej harmonicznej spełniały warunki brze­
gowe na końcach elementu. Ogólna postać funkcji Tj”) jest 
następująca

n
T[z) = A nnz nTT z r .nfTz .sin —-— + B . cos —-— + C.sh  + a a a

+ D ch n JT z 
a /3,4/

Stałe A,B,C,D wyznacza się na podstawie warunków brzegowych.
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Przyjętą w niniejszej pracy funkcję opisującą prze­
mieszczenia dowolnego punktu elementu pryzmatycznego moż­
na zapisać w postaci

h c

W - [»] ó IZ [<] ó?
n=l 1=1

h 
E 
n=l

E h'n] [nJ ■ <5J
i=l

/3.5/

gdzie

rf„n] f.in nJTz . nJTz nKzl[T J= diag [sin ——, sin ~, cos ~—j / 3,6/

[nJ - diag [n4 , Nt, N1 ] . /3.7/

Funkcje określające składowe przemieszczenia moż 
na też przedstawić jako

h
u -E

c
E N.in=l 1=1

h c

v -E E N1
n=l 1=1

h c
- -E

n=l
E 
1=1

N1

sin

sin

cos

n/Fz 
a

n TT z 
a

nir z 
a

/3.8/

I

1

Przyjęta funkcja przemieszczeń spełnia w przekro­
jach podporowych /z « 0 i z = a/ dla każdej harmonicz­
nej warunki brzegowe

ą w
u = v = O i ~0"z , / 3,9/

odpowiadające swobodnemu podparciu na obu końcach.
W przypadku elementów spełniających warunki /3.9/ 

można wykorzystać ortogonalność zastosowanych szeregów 
! * 

trygonometrycznych i rozpatrywać zagadnienie osobno dla 
każdej harmonicznej. Szersze uzasadnienie takiego postę­
powania podano w p. 3.6. Uproszczenia powyższego nie udaje



się niestety zastosować w przypadku warunków brzegowych 
innych niż /3.9/,

Do dyskrętyzacji konstrukcji w płaszczyźnie xy mogą być 
używane wszystkie typy elementów stosowane w zagadnieniach dwu­
wymiarowych. Odpowiednio do typu elementu dobiera się postać 
funkcji kształtu N^.

W niniejszej pracy zastosowano elementy izoparametryczne 
należące do tżw. rodziny serendipowskiej [48] , [149j • Umożli­

wiają one dokładne odwzorowanie przekroju o zarysie krzywoli­
niowym i zapewniają zwiększenie dokładności w porównaniu z ele­
mentami prostszymi, przy tej samej liczbie stopni swobody. W 
celu uproszczenia obliczeń, dla każdego elementu wprowadza się 
w płaszczyźnie xy lokalny układ współrzędnych krzywoliniowych 
g ,r] . Transformację współrzędnych można ustalić w prosty 
sposób, wykorzystując funkcje kształtu N* ( g * f| )- Wtedy

o 
Z 

1=1
c

i=l

Ni^,rl^• xi ’

/3.10/
nJM)- *1 ’

gdzie , y^ oznaczają współrzędne węzła ’'i1' w układzie global­
nym x, y, z. Zależność /3.10/ powinna określać w sposób wzajem­
nie jednoznaczny transformację pomiędzy współrzędnymi lokalnymi 
1= ,r| a globalnymi x, y. Oznacza to, że każdy punkt w jednym
układzie może posiadać tylko jeden odpowiadający mu punkt w dru­
gim układzie współrzędny cli.

Przedstawione podejście, zaproponowane w pracach [isj , 
[74] , [133] , pozwala na transformację skomplikowanej geometrii 

elementów w układzie globalnym do postaci kwadratu we współrzę­
dnych lokalnych, co znacznie upraszcza obliczenia.

W tab. 3.1 pokazano trzy typy elementów o 4, 81 12 
węzłach rozmieszczonych na brzegach elementu. Funkcje kształtu 
wyrażone są za pomocą wielomianów w lokalnym układzie współrzę­
dnych. Tak przyjęte funkcje kształtu spełniają, jak wykazano 
w pracach [ib] , [149j , kryteria zbieżności obowiązujące w me­
todzie elementów skończonych [so] , [?1] , [102] .

Osobne zagadnienie stanowi probiera czy kry-



teria te spełnione są także w układzie globalnym w stosun­
ku do przekształconych elementów krzywoliniowych. Odpowiedź 
na to pytanie ułatwiają praktyczne wskazówki zawarte w pra­
cach [71] , [153] :

1/ jeżeli dwa sąsiadujące elementy zakrzywione utworzone 
są z elementów macierzystych /w układzie ,q /• 
których funkcje kształtu zapewniają ciągłość przemiesz­
czeń na granicy między elementami, to warunek ten speł­
niony jest także dla elementów zakrzywionych;

2/ jeżeli funkcje kształtu w lokalnym układzie współrzę­
dnych zapewniają ciągłość przemieszczeń wewnątrz elemen 
tu, to ciągłość ta zostanie zachowana w elemencie prze­
kształconym;

3/ warunek “stałej pochodnej” spełniony w izoparametrycz- 
nym elemencie macierzystym, spełniony jest też automa­
tycznie w elemencie zakrzywionym, jeżeli - 1.

i=l

Na podstawie powyższych warunków można stwierdzić, że ele­
menty przedstawione w tab. 3.1 spełniają wszystkie niezbę­
dne kryteria zbieżności.

Określenie warunków równowagi elementu wymaga obli­
czenia całek typu

/ ON. ÓN. 4
F ^i- 0 X •

0 y/
dx dy • /3.11/

Ponieważ funkcje kształtu N^ określone są we współrzę­
dnych lokalnych /tab. 3.1/ należy w tym układzie
wyrazić także ^^i , *Ni oraz dx dy. Zgodnie z regułami 

0 x 0 y
różniczkowania cząstkowego

0 X 0 y
0 X

■ 0§+
0 y ■ 0§

0Ni(s.n) 0x
4.

0Ni(&1) dy

0 X ■ 0 y



be] a

elementów i ryczny c bz T.;

i
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Wyrażenia 
stawie

» Ax . Aa
Og Og On 

równań/3,10/. Wtedy

A*
S1

można wyznaczyć na pod-

gdzle [j] Jest macierzą Jacobi’ego o postaci

oNi(g.q) 0Ni(g.q)
3 g 

ONjg.q) ' - W Óx 
OMg.Q)

0^ 0 y

OMg.q)

/3.13Z

V “"CS,’1 ' x y-ONi(g,n)
A ------------------ i> ------- ----------- y
1=1 1=1 0^

[4
£ (g.g)

/3.14/

1=1 i=l 0q
E °m§j1

Ostatecznie pochodne globalne otrzymuje się z zależności

ON^g.rj)
Óx

8Ni(s.n)
Oy t Ot]

/3.15/

Podobnie można wykazać, że

dx dy = det [j] dg dq

1 całka Z3.11Z upraszcza się do postaci 

/3.16/

Z 3.17/

gdzie Fq) oznacza transformowaną do układu lokalnego 
funkcję F (x,y) .
Jawna postać funkcji P(^,^) jest zwykle skomplikowana, 
co powoduje konieczność całkowania numerycznego.



2 u

3,3.3. Funkcja przemieszczeń dla elementu zakrzywionego

Podane w punkcie 3.3.2 rozważania dotyczą elementów 
o osi prostej. Wprowadzając współrzędne cylindryczne x,r,<p, 
/rys. 3.2/ zamiast układu prostokątnego x,y,z można podane 
zależności uogólnić na przypadek elementów zakrzywionych 
w płaszczyźnie yz.

Ogólna postać funkcji przemieszczeń pryzmatycznego 
elementu zakrzywionego jest określona, jak dla elementu 
prostego, wzorem /3,5/. Zmianie ulega jedynie postać ma­
ci e r zy [ Tn] ;

[th] = diag [sin , sin , cos . /3.18/

Analogicznie jak w elementach prostych, wprowadza się w 
płaszczyźnie xr lokalny układ współrzędny ch ,r| .Umoż­
liwia to stosowanie funkcji N^^.r]) podanych w tab. 3.1 
także do elementów zakrzywionych. Kierunki składowych 
przemieszczeń u,v,w w elemencie zakrzywionym odpowiadają 
kierunkom współrzędnych cylindrycznych x,r ,. Składowe 
te można zapisać podobnie do /3.8/ w postaci

c II

c 
E 
1=1

N1
n

U1 sin n 7Tkp 
ot

ii

c 
E 
1=1

N1
n 

vi sin n7T\p 
oc ł /3.19/

h
w - E 

n=l

c

1=1
Ni n 

wi cos nJT<p 
(X •



3.4. Macierz sztywności elementu prostego

Wektor odkształceń elementu ma postać

Ou
5x

Gy _d.v 
óy

Cz

Ou

_ Ów
Oz

0 V^xy = i Oy + Ox

On 0 w
0 ź Ox

z
0 V Ow
0 z -i- Óy

-

/3.2O/

Różniczkując równania /3.8/ względem x, y i z oraz uwzglę 
dniając zależności /3.1/ 1 /3.2/ otrzymujemy

h

{e} - [B] • {§} - E [Bn] 
n=l • (ónJ -

h c
st E 

n=l
E [
1 =1

B?] {ó?} 9

Macierz odkształceń [ fi”] dla "i” - tej linii węzłowej i
*'n” - tej harmonicznej można zapisać jako

/3.21/

sin

[li”] cos

n7T z
a

• >

nJT z
/3.22/



JI

gdzie

0Nt 
~Ó x 0 0

0 0Nt
0 y

0

’[ b“] =
'n. Ł2- 

i a 0
0*4 '
0x

0 0 m n7T-N . ---- -i a 0 n a/L- 
i a

0*4
“Óy -

0 y
QNj 
0 x 0

/3.23/

Podstawiając zależności /3.2/ i /3f. 22/ do równania 
/3.21/ można zapisać elementy wektora odkształceń w pos 
tael szeregów

gdzie

£x
0n4
0 x

n
’ ui . sin n TT z 

a

•

£y 0Nt
07

n
• V1 . sin n TT z 

a

£z
nTT 

a wn . n TTi . Si" a z

h c
- E E zON1 n 9N1 . n\ sin nTT z

Txy n=l 1=1 W ui * 0 X vd a

^xz Z nJT XT 11 0Nx n\ nTT z
\ a N1 ui ' 0x Wl/ cos a

^y z 
w *

Z nTT xt n ON n \ n TT z
\ a N1V1 “ 3y wi / cos a /

/3.24/

9th(g.n)
~dx h.oJN-1

9wi<s,q) 
Oy [o.tKj]-1

Orj 

9NiM)

ON.

73.25/



elementu pryzmatycznego określa się na-

Txy. T,z> Trj'r “[’'Hej • A'

Wektor naprężeń dla 
stępujące

[0}= [6X. 6y. 6Z.

W pracy rozpatrzono pełny trójwymiarowy etan naprężeń, a 
przyjęte oznaczenia składowych naprężenia podano na rys.3.3.

Rys. 3.3. Oznaczenia składowych naprężenia

Wprowadzając związek /3.21/ do równania /3,26/ 
h . c

{&}= [»]{&) 4d]Mó) =

otrzymujemy

/3,27/

Postać macierzy sprężystości [d] zależy od charakterystyk 
sprężystych materiału. '



Dla materiału izotropowego

[o]
tD21^ I [D22^

2yU + A X A 0 u 0

2/J+A A 0 0 0

‘Z.jJi.+'K 0 0 u

p 0 0

Symetrl a p 0

[Dn] [°12]
i /3.28/

gdzie A i ytl oznaczają stałe Lamego

E V EA =
(1+ V) ’ ( 1-2^) ’ P " 2 ( l + \?) /3.20/

Warunek jaki musi spełniać macierz [d ] aby nastąpiło 
rozprężenie szeregów Fouriera można zapisań w postaci

[Ul2] = [D211 “ [°] • /3-30/

W przypadku materiałów anizotropowych, charakteryzowanych 
przez 21 stałych sprężystości, warunek ten nie jest speł­
niony. Spełniają go już natomiast materiały posiadające 
jedną płaszczyznę symetrii sprężystej,prostopadłą do osi 
"z" /13 stałych sprężystości/.

W niniejszej pracy przedstawiono ogólny tok rozwią­
zania na przykładzie materiału izotropowego, a uwzględnie­
nie każdego innego typu materiału spełniającego warunek 
/3.30/ polega na przyjęciu odpowiedniej postaci macierzyfo]. 

Elementy wektora naprężeń można przedstawić w posta­
ci szeregów, podobnie jak uczyniono to dla odkształceń.



^9^ /QN.J u i n nTT
N1 Ml n 37 z

G x •iT AVU7 vj a WJJ s i n • nr> ■ •

a

r0Nl, /QN.> 1 i ,.n nST M sin uH z
ri ó* “ \ Ox “1 a N1 Wi/J a

6 z

h
C

c d r^nTT
L o’ a N1

- J9N1 ”
"i łĄV“5x "i +

ÓN] 
“91

l n\l; VJJ sin nn z 
a

n=l IM

Txy
/0Ni n 9N1 n \ n 7T z

/ \ 0 y ui + vi sin — a

T .. / n% QN.. n . u i n nTT zlxz /Air N1 ui + wi J cos ■MM*, .
a

TyZ N1
n aNi

V1 +~Gy
n \ wi J <)OS

nTTz 
a 4

/3.31/

gdzie

Qf = 2/U + A E ( 1 - \? ) 
(1 + V) (1-2VJ /3.32/

Ocenę stanu naprężenia,określonego wzorem /3.27/, 
można rozszerzyć,uwzględniając odkształcenia początkowe 
oraz naprężenia początkowe |60|

Jg] = [ D ] ()+■ Go| /3.33/

Rozpatrując warunki równowagi elementu pryzmatycznego , 
przez {f} oznaczono wektor sił węzłowych, statycznie równo­
ważnych napięciom na granicach elementu wyciętego z konstruk­
cji. Siły te można wyznaczy/ wymuszając wirtualne przemiesz­
czenia węzłów d (ó} i porównując pracę sił zewnętrznych 

i wewnętrznych.
Praca wykonana przez siły { F J równa się sumie iloczynów 

składowych sił przez odpowiednie przemieszczenia



h

= E
h 
E

c
E

n=l m=l 1=1

h h c

E E E
n=l m-1 1=1

Pracę wykonaną

a** ** Tc T r
£ 12 12 (d{ó?|) [t"] . /3.34/
n=l m-1 1=1 1 J J J 

chniowe, uwzględniając równania /3.5/, /3.21/ i /3.2T/, 
można zapisać w postaci

L- = fdfe} )’ (6}dve - (d{f})T (g) dVe ♦

T h h o c
(a{t))' M as* = E E[E E

1 ' / n=l m=l 1=1 j=l W 4 <5 ?))1
Se V

WHM dVe - H
J 1=1

T( [ Tn] [ Jfj d{ó"}) [l,,U] (gm) dV

V e

5
S

T 1([^UnJ d[Ó“}) [Tra] (qm} dse] . /3.35/
e J J

Obliczone prace wirtualne muszą spełniać warunek

= L2 73.36/

dla dowolnych dozwolonych przemieszczeń wirtualnych. 
Stąd 

h 

n=l

ą
12 £ [ l»T [Tm] dz [fM ] 
m=l 1=1 * J



.ill

oh h c

- E E E [ E
n=l ui=l 1=1 j=l

,T
[ Bj] [d]W] dV6^"1} 

J J

I
[Bj ] [“„] [ Bj ] Bin

[ N± ] T [ Tn]r [ Tm] {gm} dVe *

V e

[nJ T [ Tn] 1 [Tm] {qm} dSe] /3.37/

Pierwszy składnik sumy po prawej stronie równania 
/3,37/ określa typową podmacierz [ k““ ] macierzy Sztywnoś 
elementu [k] . Uwzględniając zależności /3.22/ i /3.28/ 

ci

otrzymujemy

-
V e

[b^.] sin
T

[ff” ] e o s —

n JT z 
a

7T Z 
a

T

[o ]

[ o ] ] sin

CnNl mjr Z [B J cos
dVe =

n/rZ 81n inąn dve „
a a

V

r
[Uf] [u ][W]COSSA5 008 

X Cl & J Cl
ulO dVe , 73,38/

V
1»J =’l,2...,c, 
n,m = 1 ,2...,h.

Biorąc pod uwagę, że

a
sin nyr z sin m^r z

a
cos nTT z 

a cos m/T z

0 gdy n A m
a
2 gdy n » m

0 gdy n A m
a
2 gdy n » m

dla n, m = 1,2,3.

/3.39/



37

otrzymujemy

, T. a
2 n TT z 2 n TT zr nlxrmnl , r ; 2 nJTz . 2 nTT z 2 nTT z i[T j [T J dz = diag[sin —sin -rp,cos —— J dz -

= diag [ a/2, a/2, a/2 ] .

Stąd 

Wb

73.40/

T([B?] [d^])^

i , j = 1 ,2 ,. . . , c .

Oznacza to, że macierz sztywności Jest blokowo diagonalna

a
kijJ" 2

A

Wl o 
[k] - [<]

° i>h]_
Jawną postać typowej podmacierzy [ k“pokazano poniżej

b?"l , 73.43/

’T- C1 ł /»• C4 

ł P • ‘n • C9

A • c2 +

+ /U • C3

• C6 *

"A’ ‘n • cs

A- c3 * C4 /i- Si • C8 +

^•“2 ‘n • C9 "A- tn • c7

yu. tn . c5 + /i • S • CT * T- ‘n ,- C9 *

"A^n • C6 -^^n ‘ G8 . Cj +/1.c4

gdzie

73.41/

/3.42/



/3 ,4 4/

if J

cl
a
2 -f il

A((§,r|) det D 1 dg dn . 1 -

natomiast

A1
ONj

—* UW.. W II
0x 0X 1 A2 0x 0y ’

A3 oy
0Ni.. .. -AZ
0* 1 A4

. 2^211
0 y 0y ’

A5
_ ON, 

3 X • NJ > A6
0*^ 

~ Ni’ 0x

A7 = W • NJ > A8
0N

hj . —Z—J.
1 0 y

A9 = Nt • Nj ł ‘n
n TTS3 ... '

a ' ,

N. , N - funkcje kształtu w lokalnym układzie 
współrzędnych /tab. 3.1/ .

Obliczenie całek /3.44/ wymaga przeważnie całkowania nume­
rycznego ze względu na skomplikowaną jawną postać funkcji 
podcałkowych.

Należy zwrócić uwagę na fakt, że macierz sztywności 
tradycyjnego elementu skończonego jest osobliwa, natomiast 
macierz sztywności elementu pryzmatycznego określona wzo­
rami /3.42/, /3.43/ nie jest osobliwa, gdyż z góry zostały 
spełnione warunki brzegowe.

Uwzględniając zależności /3.39/ można na podstawie 
równania /3.37/ ustalić warunki równowagi węzła "i” dla 
"n’'-tej harmonicznej w postaci

T
[bJ] [ d] [b“] dAe

dA -

Se

•

T 
[nJ {qn} dSe «



/3.45/E "} -Ki -Ki j=i J J g q

gdzie

{*?} - wektor składowych siły w węźle "i" statycznie 
równoważnej napięciom na granicach elementów,

C^ljH^j} ~ we’ct,or składowych siły w węźle "i^wy- 

j=l wołanej przemieszczeniami węzłów ele­
mentu,

F’”} - wektor składowych siły w węźle "i",wywołanej

g rozłożonym obciążeniem masowym,

II1 /Fi| - wektor składowych siły w węzie ”1”5wywołanej 
q rozłożonym obciążeniem powierzchniowym.

3.5, Macierz sztywności elementu zakrzywionego

Wektor odkształceń elementu zakrzywionego, zapisany we 
współrzędnych walcowych /rys.3.2/, ma następującą postać

r
6x 0x

' 0v
er Or

1 0 w V
£ip r Ó<p + r

Ou 0 vo xr Or Ox
1 Ou , Ow
r Oip ~Óx
1 0 v 0 w w

Tr«p
>

[ 7 "0^ + "07 ~ 7j

Różniczkując równania /3.19/ względem x,r 1otrzymujemy 
h c

[s}= [ B ]{<5} = £ E [“”] { Ó”i

n=l 1=1

9 /3.47/



10

gdzie

W /3.48/

ałnOx 'ln" = 0

—

0

0 QNi . nmp 
“UT słn "ST 0

0
N. „a

„m agi
N

_ _1 «2L gln n_ase_ 
r o( 6 n ot

dNl . n^ 
Q r s^n oc

QNi nTTjP
Ox sln « 0

N i n JT n jt<0 ~c 0 s—g^ 0
°N1 „na
0 x ot

0
N 1 nur___ nirip PN1 N1V„„ rW

™ cos \0r r / c<

Wektor naprężeń można określić następująco

6x

6r

{6}
Txr

Tx<p 

T

El c
“[»].{&} = n EL [ D ] [u?] { Ó ?} • /3.49/

n=l 1=1 i i 1J

? J

Oznaczenia składowych naprężeń są zgodne z podanymi na 
rys. 3.3 z tym, że Indeksy x, y, z przechodzą odpowiednio 
w x, r, <p . Macierz sprężystości [i)] ma identyczną postać 

jak dla elementów prostych /3.28/. Składowe naprężenia 
można przedstawić w postaci



6X
p

h c £

Txr
“EE'

n=l i £

Tnp
k V.

"i 0"

"iMT^T "1 J81"^

nx /k ^1 n j. . n i , njup-&- ujM^-gr ^~)vi- tln— wi ]sln «

v?]
‘A^W^b88^

tn4'v"bM7T - 4) "i 1oos

i/3.5(

gdzie

e>wi (5/7) 
5 X - [1 ,o] [ j]

-1

= [o,l] [ J ]
-1

QMg.q)

3Ni(s,q) 
dq

aNi(g. 7)
~”8ł

3n

/3.51/

£Msji) 
S r

nTT 
'n = oc

Stosując analogiczny tok postępowania jak w przypadku 
elementu prostego /p. 3.4/ dochodzi się do sformułowania 
macierzy sztywności elementu zakrzywionego

/3.52/

Ogólną postaó podmaclerzy [ kjj^przedstawiono poniżej



42

r nn n
[ ku ]• /3.53/

^•<4 +^i.c4 + A • C 2 + A. C g + +

+ ^i.u3 - A . 4rC5

A • c3 + A.C6+ łX(C7+C8) /J-‘„(C8-C9) +

+ yu.c2 *A*(C1* ‘n-C9) -X.tn.cT-fąn.o.

/a .tn.c5 + ^J«Łn(C7-C9) *

.c4-c7-c8.c9)

gdzie

r — StC1 2
-1J

1 >3.54/
* )det [ J ] dg dq , 1 = 1,... ,9 ,

natomiast

0*4 qn;
Ox 0 x A,

0*4 0Nj 
~ Ox ~0 rA1 =

1A3 “
0*4
0 r

0Nj 
Tx ' A4

oNi
" 0r

ONj
”0 r

A5 “
0*4 
"0 X

N
r ’ A6 = -1 

r
0*4
0x

A7 =
0*4
0 r

N, 
r ’ A8 r

95 
0 r

A9 "
N1 
r

N ■ 
"r ’. t' n

nTT£S »»"'... -wct ł

>

I

N. , N. - funkcje kształtu w lokalnym układzie
J ✓ współrzędnych /tab. 3.1/ .

Całki typu /3.54/ występujące w macierzy /3.53/ wymagają z 
zasady całkowania numerycznego ze względu na skomplikowaną 
jawną postać funkcji podcałkowych.

Warunki równowagi węzła ”i” dla "n”-tej harmonicznej 
można, podobnie jak dla elementu prostego, zapisać ogólnie 
w postaci



‘i 5 >

{<’} - E (ó") - {f?i -{F»i j=l JJ 1 Jg 1 1 q
W powyższym równaniu zastosowano identyczne oznacz. .
we wzorze /3.45/.

/3.55,

tak

3.6. Macierz sztywności konstrukcji

Funkcję przemieszczeń dla całej konstrukcji można za­
pisać w podobny sposób jak dla elementu /równanie 3.5/, a 
mianowi ci e

{ f 1 = /3.56/

gdzie

(<5} - [ {ó)1 ............. {<?}“]
T

/3.57/

WW gdy i e e
O gdy 1 $ e /3.58/

dla i * 1,2,3,...,W , o = 1,2,3,...,M.

Wielkości dotyczące jednego elementu oznaczono indeksem 
"e”, natomiast odnoszące się do całej konstrukcji pozosta­
wiono bez dodatkowych oznaczeń.

Całkowitą energię potencjalną konstrukcji można za­
pisać jako

M
Eo - £ B* ,

e=l 
gdzie M oznacza liczbę wszystkich elementów w dyskret­
nym modelu konstrukcji.

/3.59/

Ponieważ w zagadnieniach sprężystości całkowita ener­
gia potencjalna jest minimalna w stanie równowagi, otrzymujemy 

M
d Eo = E d » 0 , /3.6O/

gdzie e“l
>ep h c $ir

E« ' E EE*e Md3 
n=l 1=1 ulu il

as 0 /3.61/



Zależność /3.61/ musi byc spełniona dla dowolnych wariacji 
przemieszczeń spełniających warunki brzegowe, a więc

QEe
U 0 ■ u o 9Eo EMM 0

0{ó?)e 1• ó u?i
’0vj ’ 0wj

dla u = 1,2,... oraz 1 = 1 ,2, ... ,c

/3.62/

Stosując standardowy dla metody elementów skończonych 
proces określania energii potencjalnej [71] , [149] , wyko­

nując różniczkowanie według /3,62/ oraz Uwzględniająo orto- 
gonalność szeregów trygonometrycznych /3.39/ otrzymujemy

EdEo
Mo 2) [“"] [o] [»"] « {ó"] .

a stąd

[Nj { gn] dAe - [nJ* { Qn] dSe = 0 , /3,63/

E [<■;](ó“} -{p?}' ♦{■m 
j=i r

/3.64/

<1

Ostateczny układ równań równowagi konstrukcji można zapisać 
w postaci

[k11] 0 ... 0 {ó1}' T F1}
I J q

o [k22] — 0
•

{ó2} f p2ł
l J g

+
*

0 0 ----- [ Khh] {óh). {ph}
1 J gj

{ Eh]
l / <1

/3.65/

e

T

e „. e

e

e e
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lub

W . {d} - { As * {p}.

gdzie

I K-] -

52 [ k“j ] aia jeecl ,
e i,j

O

/3.66/

dla e Ci

e{ Fn] • Z2 ( Fn }1 eci g

Hq - EU"} 
e c S

/3.67/

/3.68Z

Literą S oznaczono powierzchnię, na której rozłożone 
jest obciążenie { q} . Jeżeli na konstrukcję działa także 

układ sił {p} i { p} przyłożonych bezpośrednio w węzłach, 
to do prawej strony równania /3.65/ trzeba dodać wektory

T
Mp - [Hp.......... {ph}P] - '’-w

T
Hj, -iMp ••••> [AJp] • /3.TO/

Macierz sztywności konstrukcji [K ] jest blokowo dia­

gonalna, a układy równań odpowiadające poszczególnym harmo­
nicznym są niesprzężone. Pozwala to na rozwiązywanie"h" 
układów typu

[i<nn] { ó = {Fn) + M * M * (pnL /3.7i/
^3 * AL A

o wymiarach 3W x 3W zamiast dużego układu równań 3Wh x 3Wh.



Uproszczenie takie jest możliwe, ponieważ wyrazy obcią­
żeniowe "n”-tej Harmonicznej wpływaJą jedynie na ”n”-ty 
układ równań /3.71/. Końcowe rozwiązanie otrzymuje się na 
podstawie rozwiązań częściowych, odpowiadających poszcze­
gólnym harmonicznym. W ten sposób zagadnienie trójwymia­
rowe, dzięki wykorzystaniu ortogonalnych właściwości sze­
regów Fouriera, zredukowane zostało do szeregu zadań dwu­
wymiarowych.

Gdy do dokładnego opisu obciążenia konieczne jest za­
stosowanie dużej liczby wyrazów rozwinięcia w szereg Four­
iera, wzrasta także liczba układów równań /3.71/ i rozwią­
zanie może okazać się nieekonomiczne. W większości prak­
tycznie ważnych przypadków wpływ wyższych harmonicznych 
jest mały i czas obliczeń jest znacznie krótszy niż w przy­
padku zastosowania tradycyjnych elementów trójwymiarowych.

3.7. Obciążenia

3.7.1. Przęsło prostokątne

Obciążenia działające na konstrukcję należy, podobnie 
jak przemieszczenia /3.6/, rozwinąć w szeregi Fouriera w 
kierunku osi z. W pracy przeanalizowano trzy podstawowe typy 
obciążeń /rys. 3.1/: obciążenie rozłożone na powierzchni ele 
mentu ją] , obciążenie rozłożone wzdłuż linii węzłowej jp] 
i obciążenie siłą skupioną {p} przyłożoną na linii węzłowej. 
Z tych elementarnych sił buduje się model rzeczywistych ob­
ciążeń działających na przęsło.

Obciążenie powierzchniowe

Obciążenie rozłożone na powierzchni elementu można 
przedstawić w postaci



qn sin 1'^
Hx a

{'1} -

<L

n-1

£ 

n=l

00

E
11=1

sin n 3T z 
a M {q") /3.T2/

n=l

n 
^z cos nTT z 

a

= <
n

Uwzględniając w rozwiązaniu, skończoną liczbę wyrazów sze­
regu, przyjmujemy że w przybliżeniu

h
{q} = E M {qN
1 J 1=1 1 1

/3.73/

Wpływ pominięcia wyższych harmonicznych na dokładność 
odwzorowania obciążenia rozłożonego pokazano na rys. 3.4.a 
/obciążenie na całej długości przęsła/ i rys. 3.4.b /obcią­
żenie na wybranym odcinku przęsła/. Elementy wektora |qn| 
oblicza się wykorzystując zasadę prac przygotowanych. Dla 
obciążenia równomiernie rozłożonego od z = Q. do z = Q J. &
/rys. 3.1/ otrzymujemy

?2 „ n% z
lx sln da

n
qv =

2q nTT a. nTT a9
(cos —Ł .cos—2 ) ,

.2 nJTz ,n sin -------- d z
o /3.74.a/

a

% sin dzr
n 2q nlTa. nlTa

( 008 —-------cos-—- )

sin2 n'JTz dz

/3.74.b/



Rys.3.4. Rozwinięcie w szereg Fouriera różnych typów 
obcigżeń
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n IT z q cos ~~------ dz
n K a.

<1,
“1 2q

n3T
( sin

nna, 
sin - ------- )z

a a
2 n TT z , cos —-— dz a /3.74.c/

dla n = 1,2,3....

Uwzględniając /3.68/^ wektor sił węzłowych można zapisać 
w postaci

e c S

p

[Nj [T"][T"]{q"} dS /3.75/e

Ś e

gdzie sumowanie obejmuje wszystkie elementy, na których 
cznajduje się obciążenie, a S oznacza należącą do elementu

"e” część pola S na jakim rozłożone jest obciążenie.
Uwzględniając ortogonalne właściwości szeregów Fouriera

/3.30/, /3.4O/, otrzymujemy

Eł KP M E
e c S 4e eCS

N® dse , /3.76/

gdzie s oznacza długość obciążonego brzegu elementu /rys.3.5.a/. 
Całkę w równaniu /3.76/ oblicza się przeważnie numerycznie 
w lokalnym układzie współrzędnych. Wtedy

Ni (§) . ^ W dt°e ’ /3.77/

e

p
gdzie co jest długością obciążonego brzegu elementu w ukła­
dzie lokalnym /rys. 3.5.b/.
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Rys. 3.5. Obciążenie powierzchniowe elementu

Obciążenie liniowe

Obciążenie rozłożone wzdłuż linii węzłowej można wyra- * 
zlć w przybliżeniu Jako

f h

n=l
n . n TT zp sin —-—
A ci

{p} l\

h 
E 
n=l

_n nrrzp sin--------Hy a

h
= £2 [ TU] {pn| . • /3.78/

n=l 1
=

h
z n p nTT z1 z cos-------  a

Dokładność odwzorowania jest analogiczna jak w przypadku 
obciążenia powierzchniowego /ryę. 3.4/. Dla obciążenia rów­
nomiernie rozłożonego od z = b^do z ■= b9 /rys. 3.1/ eleiuen 
ty wektora [pn]określone są wzorami analogicznymi do /3.7'4/ 
z tym, że qv, q„ , q„ przechodzi odpowiednio w pY, p_,, p_, a, y zj ■ a j
natomiast 1 ag w b^ i bg.



Wektor sil węzłowych dla "n"-Cej harmonicznej można 
zapisać Jako

[ Tn] [ Tn] { pn] da ,

uwzględniając /3.40/ mamy

n TT b. n TT b
cos - cos 2)

IM -M»nl 
p

a
n TT

p (cos nnb!
- cos

n TT b.

/3.79/

/3.80/

P- (sin
n rr b„ nTTb.

sin

p* ( a

a

a

a

a

Niezerowe siły występują oczywiście tylko w wę­
źle bezpośrednio Obciążonym.

Obciążenie siłą skupioną

Obciążenie skupione przyłożone w punkcie z = b /rys 
na linii węzłowej "i"

ir) Mrx. Py. pz]T

można potraktować jako szczególny przypadek obciążenia 
liniowego {p) , określonego następująco

dla OCz<b -£ i b +e < z<a,

|p] dla b-8<z<b+e

ze wzorem /3.78/ można tak określone obciążenie 
w postaci szeregu

2 C

Zgodnie 
zapi sać

3.1/

/3.81/

/3.82/



[p)

h
E 
n=l

h
E
n=l y

h
E 
n=l

p”

sin -

sin

cos

n TT z

n 7T z 
a

= F. [ Tn ] {Pn] • /3.83/
n=l

- 
p

X
n n z

a

Elementy wektora współczynników rozwinięcia {Pnj oblicza 

się wykorzystując zasadę prac przygotowanych

b+e

b-ą
PxSlnnp dz p

a

oJ

2P x n H b j nrre-—- sin ------- sin ——-CnJT a a

x r nTT (b-c)—. [ cos —J------- L - cos
nn (b+&) 1 _ 

n J
sln2^ dz,

2 nTT z cos------- dzO

/3.84.a/

podobnie

2P
y

n
P.. - j tl nJT c pJ„ nirc—sm -------- sin —-—SnTT a a /3.S4.b/

n

natomiast

b i£f

n
% - b-£.

B ««« nTTz , cos —-— dz

ęiiTT [ sin n7T (b-tc) 
a - sin nfl (b-c)

2P
CnTT

z n rr b nrre cos —---------sin —-— /3.84.c/

Dla małych wartości £ można przyjąć, że sin 
i wtedy

nrre

{P”J 2 
a

P sin — x a
py 81n
•n nn bp cos -------  z a

/3,85/
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Wektor sił węzłowych znajdujemy jako

- f {?“)-

px sin

py sin

pz cos

n JT b 
a

n TT b 
a

n TT b 
a

/3.86/

Wpływ liczby harmonicznych na odwzorowanie obciążenia 
skupionego za pomocą szeregów Fouriera pokazano na rys. 
3.4. c.

Siły sprężające

Przedstawione wyżej podstawowe typy obciążeń pozwalają 
na modelowanie różnorodnych, złożonych układów obciążeń dzia­
łających na przęsła mostowe.

Pewnego wyjaśnienia wymaga sposób ideallzacji sił sprę­
żających. W najprostszym przypadku sprężenia za pomocą kabla 
o trasie prostej 1 przy pominięciu sił tarcia na długości 
kabla, praktycznie dostatecznie dokładny model tworzą dwie 
siły skupione przyłożone w miejscach zakotwień /rys.3.6.a/. 
Hzeczywisty układ sił występujących przy zastosowaniu kabli 
o trasie krzywoliniowej można w przybliżeniu zastąpić dwiema 
siłami skupionymi w miejscach zakotwień oraz obciążeniem li­

niowym p* rozłożonym na długości cięgna sprężającego. W 
przypadku kabli o trasie parabolicznej/rys.3.6.b/intensywność 
obciążenia można określić jako

gdzie -

natomiast

A

T ( sin y 3 - sin y *) 

arotg ( 2Aza ♦ b) i -1,2,3 ,

(zi - za)

/3.87/

/3.88/

I /3.89/
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j
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a

,Wj?Z

b) JZT
<x1.Zp z

TO

(x3,z3)

(x2,z2)

T

Rys 3.6. SiTy sprężające



B /3.90/
i

Przez T oznaczono siłę sprężającą, a“x1* oraz’z?1 oznaczają 
współrzędne punktów definiujących trasę kabla /rys.3.6.b/.

Zazwyczaj przyjmuje się, że obciążenie p* działa w
płaszczyźnie trasy kabla, wzdłuż prostej o współrzędnej 

3

x /3.91/

W przypadku trasy o złożonym profilu można zastosować 
podział przęsła na przedziały /rys. 3.6.c,d/, umożliwiający 
także uwzględnienie wpływu tarcia na zmianę siły sprężają­
cej na długości kabla. Rzeczywisty układ sił zastępowany 
jest wtedy dwiema siłami w miejscach zakotwień, układem ob­
ciążeń rozłożonych p^j 1 szeregiem sił (- Tj) , odpowia­

dających stratom siły sprężającej na długości przedziału. 
W tak określonym modelu dokładność zależy od przyjętej gę­
stości podziału.

Podobne sposoby przedstawiania sił sprężających zasto­
sowano z powodzeniem np. w pracach [37] , [8o] . W przypad­

ku sprężenia w płaszczyźnie xy lub yz stosuje się analo­
giczne podejście.



3.7,2, Przęsło zakrzywione w planie

Obciążenia przęseł zakrzywionych w planie modeluje 
się, analogicznie jak w przypadku przęseł prostokątnych, wy­
korzystując trzy podstawowe typy obciążeń: powierzchniowe 
{ q] , liniowe [p| i skupione {p}/rys. 3.2./ .

Obciążenie powierzchniowe

Rozwijając obciążenie w szereg Fouriera w kierunku współ­
rzędnej tp , otrzymujemy

x

gdzi e [ Tn] określone jest wzorem /3.18/ .

h
E n 

qx sin
n=l

h
E n 

qr sin
h

“ £ [T"] 73.92/
n=l n=i

h
E n 

q<p
n JTd) cos

n=l

q

Dla obciążenia równomiernie rozłożonego od = ot do
•P o<.2 znajdujemy podobnie jak w równaniach /3,74/:

-
Es 
ń TT

n TT a t 
( COS * cos ot ' ’ /3.93.a/

*
2qf
n TT

. n jt ot
( cos - cos

n jra2
Ot ’ ’ /3,93,b/

nq<p -
2q . nJTot n n TT ot
n JT sin —™' ot - sin ------—Łot 1 * /3.93.c/

Wektor sił węzłowych odpowiadający "n"-tej harmonicznej
obliczamy jako



{^) 1 {-“) E
ecS

nJ dse

f («n) E
ecs

Ni (S iQ ) det [ 0 ] d co e . /3.94/

CJe

Obciążenie liniowe

(
Obciążenie rozłożone wzdłuż linii węzłowej /rys.3.2/ 

można zapisać Jako

(p) E [ i"] (p“); •
n=l

Wektor sił węzłowych ma posiać analogiczną do /3.8O/

•
/

n JT (i 1 n7rP2
px (cos (X - cos d

cn l o( f „n] (cos
n JT p t

- cos
n wpa

Fi Jp ' 2lp I" nJT pr o( CZ

(sin nnp 2
- sin

n jrp1
P>p o( ot

/3,95/

/3.96/

Obciążenie siłą skupioną

traktując obciążenie skupione jako szczególny przypa­
dek obciążenia liniowego, możemy zapisać podobnie jak w p. 
3.7.1:

(?)
{o) dla o^up<p-e 1 p + e<vp^oi. , 

1 |pj dla |3~ e < ip < p + e i /3.97/
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ii ii (1
gdzie R oznacza współrzędną r punktu przyłożenia siły Pj* 
Rozwijając obciążenie w szereg Fouriera otrzymujemy

{*}

P x

Pr

Pf

E [®n) {pn) 
n=i

/3.98/

gdzie

P . sin Hdq) X

sin2 —H d^

2P
= 1 sin ——f sin —rrR&nJT ’ a otr

n

sin /3.99.a/
I

podobnie

Ostatecznie wektor sił węzłowych można zapisać Jako

n
pr

2P r sin n7rp> 5 /3.99,b/~ R ot i oU

n 
P

2Pq> 
” Rot cos nirb

Ot /3.99.C/

Px sln

Py sin /3.100/

n njrp>r cos —“H— z ot
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3.8, Odksztalcalne podpory pośrednie

Przedstawiony powyżej sposób obliczeń dotyczy kon­
strukcji podpartych swobodnie na obu końcach. Znaczne roz­
szerzenie zakresu zastosowań rozwiązania można uzyskać, 
uwzględniając wpływ dodatkowych podpór pośrednich /rys.3.7.a/. 

Zastosowana w niniejszej pracy koncepcja polega na wyz- 
naczeńiu układu nieznanych reakcji podporowych {li] w oparciu 
o metodę sił przy wykorzystaniu geometrycznych warunków 
zgodności przemieszczeń. Obliczone w ten sposób reakcje 
traktowane są następnie jako dodatkowy układ obciążeń swo­
bodnie podpartej konstrukcji o rozpiętości równej długości 
całego mostu.

W procesie obliczania konstrukcji można wyróżnić nar 
stępujące etapy:

1/ traktując, całą konstrukcję jako swobodnie podpartą na obu 
końcach wyznacza się przemieszczenia {d^w miejscach pod­
pór pośrednich, wywołane zadanym obciążeniem zewnętrznym

H “ [M . (“j ..........(dt)JT > 73.101/
11 1

{dj = [ uA , Vj , wA , /3.1O2/

gdzie "t" oznacza liczbę podpór pośrednich;

2/ konstrukcja traktowana w dalszym ciągu jako swobodnie 
podparta na obu końcach obciążana jest kolejno jednost 
kowymi siłami odpowiadającymi składowym sił {li] /rys. 
3.7.c,d/ i budowana jest macierz odkształcalności kpn-
strukcji 1 C j określona jako

{-)2 -[c]2 . {h} , /3.103/

gdzie
dj = [ui» vi» w 1 1i -1 2

2

sA ■ U? 
ij

u* 
ij

X
Vij vy 

ij
X y Z

Wij ij wij

/3.1O4/

/3.105/
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c)

Rys 37 OdksztaTcalne podpory pośrednie



bO

, , T
{hJ = [ R* , R* , R* j /3.1O6/

i »J * 1,2,,,., t ;

3/ podpory pośrednie obciążane są kolejno jednostkowymi si­
łami odpowiadającymi poszczególnym składowym wektora {h] 
i tworzona jest macierz odkształcalnoścl podpór [c]3 

określona związkiem

{dL - [ck ,{r) , /3.107/1*0 w O'-'

w którym budowa poszczególnych składników jest taka samą 
Jak w równaniu /3.103/ ;

4/ na podstawie warunku geometrycznej zgodności przemiesz­
czeń

(d)1 *4 c]2 { R) + [c]3 { h} - 0 /3.108/

wyznaczane są reakcje w podporach pośrednich

{fi) = -[c]"1 {d)1 , /3.1O9/

gdzie

[c] - [c]2 t [c]3 ;

5/ ostateczne wielkości przemieszczeń, odkształceń 1 naprę­
żeń wyznaczane są jak dla konstrukcji swobodnie podpar­
tej na końcach^obciążonej zadanym układem sił zewnętrz­
nych oraz reakcjami podpór pośrednich /3.109/.

W programach stanowiących częśó niniejszej pracy /roz­
dział 4/ uwzględniono istotny w praktyce przypadek podpór 
pośrednich, a mianowicie układ dowolnie usytuowanych nie­
zależnych podpór słupowych. Założono przegubowe połączenie 
podpór pośrednich z konstrukcją przęsła. Macierz[c ] 3 od­
powiadająca takim podporom jest diagonalna, a elementarne 
podmaclerze mają postać



[ciJ

b i -

/3.110/

gdzieś

IL

E Ji a’ g
J y’ z

- wysokość ”i”-tego słupa podporowego,

- moduł sprężystości przy ściskaniu i zginaniu,

- momenty bezwładności przekroju poprzecznego 
słupa podporowego,

- powierzchnia przekroju poprzecznego słupa.

Elementy macierzy ] leżące poza główną przekątną są 
3

bardzo małe w porównaniu z elementami leżącymi na przekątnej 
i dlatego we wzorze /3.110/ przyjęto je jako równe zero.

W opracowanych programach reakcje podpór mogą być przy­
łożone do konstrukcji przęsła w postaci sił skupionych lub 
jako równoważne obciążenie równomiernie rozłożone na po­
wierzchni styku.



4. PROGRAMY DO OBLICZEŃ NUMERYCZNYCH

4.1. Uwagi wstępne

W oparciu o przedstawiony w poprzednim rozdziale algo­
rytm, opracowano zestaw programów umożliwiający przestrzenną 
analizę przęseł mostowych przy wykorzystaniu EMC.

Przy opracowywaniu programów szczególną uwagę zwrócono 
na:

1/ racjonalne wykorzystanie pamięci operacyjnej maszyny ;

2/ minimalizację liczby danych wprowadzanych do programu ;

3/ zwięzły sposób zapisu programu ;

4/ możliwie krótki czas obliczeń ;

5/ przejrzystą budowę programu, pozwalającą na szybkie wpro­
wadzenie zmian lub uzupełnień.

W celu zrealizowania wymienionych wyżej postulatów posta­
nowiono:

- zrezygnować ze standardowego dla programów metody elementów 
skończonych zapisu macierzowego [71] , [149] , wprowadza­
jąc- odpowiednie wyrażenia analityczne ;

- zamiast jednego dużego programu opracować zestaw kilku pro­
gramów cząstkowych współpracujących za pośrednictwem pamię­
ci zewnętrznej ;

- poszczególnym programom nadać strukturę segmentową, wyróż­
niając część główną i pewną liczbę podprogramów.

Jednoczesne spełnienie wymienionych na początku postu­
latów nie jest praktycznie możliwe, a w związku z tym osta­
teczna postać programu jest pewnym rozwiązaniem kompromisowym, 
uwzględniającym możliwości wykorzystywanych w Uczelni maszyn 
cyfrowych.

Programy napisano w języku FORTRAN przystosowanym do ma­
szyn serii ODRA 1300. Obliczenia wykonywano na maszynach



ODRA 1305 i ODRA 1325, wykorzystując pamięć operacyjną 32 h. 
Programy mogą być łatwo dostosowane do każdej innej maszyny 
cyfrowej posiadającej!

- kompilator języka FORTRAN,

- pamięć operacyjną nie mniejszą niż 32 K,

- możliwość współpracy z pamięcią zewnętrzną w postaci taś­
my magnetycznej.

W czasie przygotowywania i uruchamiania programów ko­
rzystano przede wszystkim z prac [42] , [66] , [126] , [128] 

Opracowane programy oparte są na następujących założe­
ni ach:

a/ materiał konstrukcji jest liniowo-sprężysty, jednorodny 
i izotropowy ;

b/ poszczególne elementy mogą mieć różne charakterystyki ma­
teriałowe ;

c/ przewidziano następujące podstawowe typy obciążeń /rys. 
3.1 1 rys. 3.2/ :

- obciążenie liniowe równomiernie rozłożone wzdłuż linii 
węzłowej,

- obciążenie skupione działające na linii węzłowej,

- obciążenie równomiernie rozłożone na powierzchni ele­
mentu ;

d/ obliczenia mogą być wykonywane dla dowolnej liczby harmo- 
. . s inicznych ;

e/ programy przeznaczone są do analizy statycznej konstrukcji 
swobodnie podpartych na obu końcach, z możliwością uwzglę­
dniania wpływu dowolnie usytuowanych, odkształcalnych 
słupowych podpór pośrednich ;

f/ ukształtowanie przekroju poprzecznego analizowanych kon- 
/

strukcji może byc dowolne .
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4.2, Sposób organizacji obliczeń

Opracowano dwa zestawy programów:

1/ zestaw PR - służący do analizy prostokątnych przęseł pryz­
matycznych, swobodnie podpartych na obu końcach, umożliwia­
jący uwzględnianie pośrednich podpór słupowych;

2/ zestaw KR - przeznaczony do analizy pryzmatycznych przęseł 
zakrzywionych w planie, o stałej krzywiźnie i obu końcach 
podpartych swobodnie wzdłuż promienia, z możliwością u- 

względnlania dowolnie usytuowanych pośrednich podpór słu­
powych.

Każdy zestaw składa się z 4 programów. Oba zestawy posia­
dają podobną organizację 1 strukturę logiczną. Schemat opera­
cyjny, na przykładzie zestawu PR, pokazano na rys. 4.1.

Zestawy opracowane są w ten sposób, że pierwszy program 
wczytuje wszystkie dane potrzebne do obliczeń, wykonuje zapro­
gramowane operacje i ich wyniki przekazuje do pamięci zewnę­
trznej. Wyniki te stanowią jednocześnie dane wejściowe dla 
następnego programu. Na tej zasadzie oparta jest współpraca 
kolejnych programów w zestawie. Ostatni program, po zakończe­
niu obliczeń, drukuje ostateczne wyniki.

Zakres obliczeń realizowany przez kolejne programy po­
dano w tabeli 4.1. W sumie opracowano 7 programów, gdyż pro­
gram PR 33 rozwiązujący układ równań liniowych stosowany jest 
w obu zestawach w identycznej postaci.

Do obliczania całek według wzoru /3,38/ zastosowano 
w programach PR 12 i KR 12 /tab. 4.1/ całkowanie numeryczne 
sposobem Gaussa, przyjmując jednakową liczbę punktów całko­
wania w obu kierunkach. Liczba punktów całkowania, odpowied­
nia dla zastosowanego typu elementów, deklarowana jest w da­
nych wejściowych.

Macierz sztywności elementu tworzona jest w programach 
PR 23 i KR 23 /tab. 4.1/ na podstawie analitycznych wyrażeń 

(wzory /3.38/ i /3.47/) , określających poszczególne elemen­
ty macierzy. Zastosowane rozwiązanie pozwala na znaczne 
zmniejszenie liczby operacji, a więc i czasu obliczeń, w 
porównaniu ze standardowym ujęciem macierzowym. Oszczędności



Rys. 4.1. Blokowy schemat operacyjny dla zestawu PR



Zestawienie programów do obliczeń numervcznvcb

Tabela 4.1

Ep. Nazwa 
proeramu

Realizowany zakres obliczeń

1. PR 12 - czytanie danych

- obliczanie elementów macierzy sprężystości [B]

- obliczanie całek C , potrzebnych do określenia macierzy sztywności
KR 12 elementu [k]

2. PR 23 - budowa macierzy sztywności elementów [k] i sumowanie ich w macierz 
sztywności układu [ K]

KR 23 obliczanie elementów wektora obciążeń {f}
3 PR 33

rozwiązywanie układu równań [K] = {f]
KR 33

4. PR 43 - obliczanie sił [r] w podporach pośrednich i modyfikacja wektora 
rozwiązań

obliczanie przemieszczeń, odkształceń i naprężeń

KR 43 wydruk wyników 
__________________________  __________ /______________________________
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wynikają przede wszystkim z pominięcia operacji na zero­
wych elementach macierzy [59]. Na podstawie równani a 73.41 / 
macierz sztywności elementu dla "n"~Łej harmonicznej można 
zapisać jako

Ae 74.1/

- [T]+[£ ] ♦ n = 1,2,... ,h

Liczbę elementarnych operacji dodawania i mnożenia, niezbę­
dną do budowy macierzy sztywności według wzoru /4.1/ podano 
w tabeli 4.2. Ula porównania w tabeli 4.3 zestawiono analog 
giczne wielkości dotyczące zastosowanego w pracy sposobu, 
opartego na wzorach /3.43/ i /3.44/. Podane-wi el kości okreś­
lają liczbę operacji dla jednej harmonicznej.

Rys 4.2. Zależność współczynnika 'O' od liczby harmonicznych



W przypadku pierwszego sposobu dla każdej kolejnej harmo­
nicznej na leży .powtórzyć wszystkie operacje opisane w lab. 
4.2.. IV drugim sposobie, działania podane w tub. 4.3 trzeba 
wykonać dla pierwszej harmon iczuuj, a dla następnych powta­
rzać jedynie obliczenia określone w p. 4 tabeli.

Porównanie ogólnej liczby operacji w przypadku jednego 
i drugiego sposobu w zależności odf typu elementu i liczby 
harmonicznych pokazano na rys. 4.2. Współczynnik fi określo­
ny jest jako

IL + TT o
74.2/

gdzie
/ , - liczba operacji sumowania , 
U - liczba operacji mnożenia

Na rys. 4.3 pokazano zależność 1T od typu elementu i liczby 

punktów całkowania .

Rys. 4.3. Zależność współczynnika '0' od liczby punktów 
rolkowanie



Tabela 4.2

I L.p.
■ -- —*   

Etap obliczeń Liczba sumowań / . Liczba mnożeń

.i] [?] [I] [i]
1. Dla każdego punktu całkowania: 

- mnożenie elementów macierzy 
[D ] przez współczynniki wa­

gi

- obliczenie iloczynu [D][Bn] 

- obliczenie[Bn]T[D][Bn]
4x4x3c

2x3c (3c+l]

2x2x3c

3c (3c+l)

4x4

4x4x3c

2x3c ( 3c + l )

t
2x2

2x2x3c

3c ( 3c+l)

2. Powtórzenie operacji z p.l 
dla N punktów całkowania (1Sc2 + 54c ) N (9c2+15c ) N (18c2 + 54c+l 6)nt (9c2+15c+4)K

3« Sumowanie wartości wyznacza­
nych w N punktach całkowania 0,5 [3c (3c+1)]n 0,5 [3c (3c + 1)]n

4. Dodawanie macierzy [l]+[l] 0,5[3c(3c+l)]

5. Sumaryczna liczba operacji (36c2+72c)N + 0,5(9c2+3c) (27c2 + 69c + 20 ) N



Tabela 4.3

L.p. Etap obliczeń Liczba sumowań Liczba mnożeń

1. Dla każdego gunktu^gałkowania:
- mnożenie -r— ’ -r—— ’ N. przez 

współczynniki wagi v i=l,2,...,c

- obliczanie iloczynów A^ wg /3.39/
j —1,2,...,9 ■ . rut

3c

0,5 [c ( c + 1)] 3x3

2. Powtórzenie operacji z p.l dla N 
punktów całkowania 0,5 (9c2+15c) N

3 Obliczanie całek C. przez sumowanie J
wartości A. wyznaczonych w N pun-
ktach całkowania y j =1,2,...,9 0,5 [c( c+1 )] 3x3 x N

” 1

4. Wykonanie obliczeń wg wzoru /3.43/ 0,5[c(c+l)] x 21 0,5 c(c+l) x 22

5. Sumaryczna liczba operacji 0,5 (c2+c)(9N+21) 0,5 (9c2+15c)N + 16(c2+c)



Minimalną liczbę punktów całkowania można ustalić na 
podstawie następującego twierdzenia [74]: w zagadnieniach 
analizy przemieszczeń sprężystych zbieżność wyników jest 
zapewniona wówczas, gdy za pomocą użytego sposobu całkowa­
nia można dokładnie wyznaczyć objętość elementu. "Na mocy po­
wyższego twierdzenia niezbędną liczbę punktów całkowania 
można określić dla każdego typu elementu badając postać ja- 
kobianu [j]([149] , [153]). W niektórych przypadkach bardziej 
ekonomiczne może okazać się zastosowanie dokładniejszego cał­
kowania przy większej liczbie punktów, a zmniejszenie nato­
miast liczby elementów użytych do opisu konstrukcji. Opraco­
wane programy umożliwiają swobodny dobór liczby elementów 
oraz punktów całkowania.

Podobne korzyści jak w przypadku tworzenia macierzy sztyw­
ności można uzyskać przy obliczaniu wektora odkształceń [e] 1 
naprężeń [g] na podstawie wzorów odpowiednio /3.24/ i /3.3l/. 
Wyznaczone wielkości współczynnika pokazano na rys. 4.2 
1 4.3. Dla pryzmatycznych elementów zakrzywionych współczyn­
nik niT przyjmuje podobne wielkości jak dla elementów prostych.

Zagadnienie całkowania numerycznego oraz sposób określar- 
nia macierzy sztywności i innych charakterystyk elementów 
skończonych mają bardzo istotny wpływ na efektywność otrzy­
manego rozwiązania, czego dowodem są liczne prace poświęcone 
tym problemom, np. [33] , [56] , [65 ] , [66] , [68] , [74] , 

[75 ] , [104] , [152] , [156] .
W programach PR 33 i KR 33 rozwiązujących układ równań 

liniowych /tab. 4.1/ zastosowano podprogram oparty na pracy 
[oo] . Umożliwia on otrzymanie *■" rozwiązań układu dla “m" 
prawych stron przy jednokrotnym wywołaniu, co pozwala na zmnlej 
szenie ogólnego kosztu obliczeń .

4.3. Dane wejściowe i postać wyników

W czasie opracowywania programów kierowano się zasadą 
minimalizacji liczby danych wejściowych, co ułatwia użytko­
wanie programu oraz zmniejsza możliwość powstawania błędów 
na etapie przygotowywania danych.
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Dla obu zestawów, Pil i kil, układ danych wejściowych 
jest identyczny. Różnice występują przy określaniu iozpię- 
toścl przęsła oraz usytuowania obciążenia na długości przę­
sła. W przypadku przęseł prostokątnych /zestaw PR/ wielkości 
powyższe należy podawać w jednostkach długości, natomiast dla' ' 
przęseł zakrzywionych jako wielkości odpowiednich kątów wew­
nętrznych tp /rys. 3.2/, wyrażone w mierze łukowej.

Poniżej omówiono dane wejściowe w kolejności wczytywania 
/przed,oznaczeniem każdej zmiennej podano w nawiasach jej typ: 

I

R - oznacza zmienne typu REAL, I - zmienne typu INTEGER/ : 
i

l/(ij LEL - liczba elementów ;

2/(l) IV - liczba węzłów ;

3/(l) IV - liczba węzłów w jednym elemencie, określająca
jednocześnie typ elementu :
W| =4 - elementy o zmienności liniowej /rys.4.4.a/ 

= 8 - elementy o zmienności kwadratowej 
/rys. 4.4.b/ ; ,

Rys. 4.4. Typy elementów zastosowane w programach

4/(1) II -

5/(l) PC -

6/(ll) DP -

liczba harmonicznych uwzględnianych w oblicze­
niach ;

liczba punktów całkowania w każdym kierunku, 
całkowanie sposobem Gaussd , PC można przyjmo­
wać od 1 do 6 ;

rozpiętość przęsła ;



/ iłw

7/ (0 TM - liczba typów materiału

8/ (0 R liczba układów obciążeń ;

9/ (T) M szerokość półpasma macierzy sztywności /bez
— głównej przekątnej/ ; •

10/ (0 SiM - wskaźnik symetrii obciążenia ;•

11/ W PUP - liczba przekrojów, w których mają być oblicza
ne przemieszczenia /rys. 4.5/
PHP może się zmieniać od 0 do 5 ;

Rys. 4.5. Oznaczenia przekrojów

12/ (i) PRN - liczba przekrojów, w których.mają być obli­

czane naprężenia, PRN określa się analogicz­
nie jak PRN ;

13/ (l)lCONT- wskaźnlk sterujący uwzględnianiem podpór po­
średnich ;

14/ (R) EPS - dokładność obliczania det [j] ;

15/ (r) MAT [1:TM, l:2]-tablica zawierająca stałe materiało­
we /moduły sprężystości Younga 1 współczynniki 
Poissona/ dla poszczególnych typów materiału ;

16/ ( 1)ELEM [1:LEL, l^W^l)] - określenie wzajemnych powiązań 

między elementami; dla każdego elementu podaje 
się numery należących do niego węzłów w kolej­
ności po’ zanej na rys. 4.4 oraz numer typu ma 
teriał
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17/ (n) X [1 - współrzędne "x”

18/ (B) Y [‘ - współrzędne ”y"

19/ l1) [1 '«] - liczby pojedyńc
lejne układy ;

R
20/ (“) OBC E «1 (I) , 1:7] -

1=1 terystyki obclą
węzła obciążonego, składowe obciążenia ko­
lejno w kierunku osi x,y,z, współrzędne po­
czątku i końca obciążenia ;

21/ (h)sLUP [1::(R-1] , 1:6] - charakterystyka słupowych podpór 
pośrednich /nr linii węzłowej przechodzącej 
przez oś podpory, współrzędna "z" lub ” Ip " 
osi podpory, kierunek składowej reakcji, wy­
sokość podpory, pole przekroju lub moment 
bezwładności podpory, moduł sprężystości ma­
teriału podpory/;:

programy przystosowane są do wprowadzania danych wejścio 
wych przez czytnik kart.

^ako ostateczne wyniki obliczeń otrzymuje się wartości 
przemieszczeń, odkształceń i naprężeń określone w sposób dys­
kretny na liniach węzłowych w wybranych przekrojach. Wyniki 
drukowane są na drukarce wierszowej w następującej kolejnościr

- tytuł zestawu programów ;

- kontrolny wydruk danych wejściowych ;

- składowe reakcji w podporach pośrednich ;

- składowe "u", V'i "w" przemieszczeń linii węzłowych w wybranych 
przekroJach, kolejno dla poszczególnych układów obciążeń ;

- składowe odkształceń w wybranych przekrojach we wszystkich 
węzłach każdego elementu, kolejno dla poszczególnych ukła­
dów obciążeń ;

- składowe naprężeń w analogicznym układzie jak składowe od­
kształceń.



4.4. Schemat blokowy

Zestawy programów PR i KR posiadają bardzo zbliżoną bu­
dowę i sposób działania. Strukturę logiczną obu zestawów po­
kazano w postaci schematu blokowego.



76

i 
i





- 7H



5. ANALIZA WYNIKÓW OBLICZEŃ NUMERYCZNYCH

5.1, Uwagi ogólne

Wykorzystując programy opisane w rozdziale 4, wykonano 
szereg obliczeń, pozwalających na ocenę dokładności i możli­
wości zastosowań przedstawionego rozwiązania. Podane przykła­
dy podzielono na trzy grupy.

Pierwsza grupa służy do oceny zbieżności i 
dokładności wyników przez porównanie z rozwiązaniami uzyska­
nymi innymi metodami. Przeanalizowano wpływ stosowanego typu 
elementów, gęstości podziału oraz liczby harmonicznychuwzglę- 
dnlanyoh w rozwiązaniu. Obliczenia wykonano dla różnych sche­
matów statycznych i różnych typów obciążenia.

Grupę drugą tworzą obliczenia numeryczne mo­
deli przęseł mostowych. Porównanie z wynikami przeprowadzo­
nych badań doświadczalnych stanowi w pewnym stopniu weryfi­
kację rozwiązania teoretycznego. Badania i obliczenia wyko­
nano dla przęseł prostokątnych i zakrzywionych w planie.

Trzecia grupa to przykłady zastosowań przed­
stawionego sposobu obliczeń do analizy wybranych typów przę­
seł mostowych. Analizą objęto konstrukcje prostokątne i za­
krzywione w planie, jednoprzęsłowe oraz posiadające podpory 
pośrednie. Obliczenia wykonano dla różnych układów obciążeń.

W przedstawionych przykładach starano się stosować moż­
liwie małą liczbę elementów, aby sprawdzić czy przedstawiony 
typ elementu zapewnia poprawne rozwiązanie przy rzadkiej siat­
ce podziału. Ma to istotny wpływ na czas i koszt obliczeń. 
Przy zastosowaniu m.c. ODRA serii 1300 orientacyjny czas ob­
liczeń w przeliczeniu na jedną linię węzłową 1 jedną harmo­
niczną wynosi około 3 sek.

Obliczenia przeprowadzono dla dwóch skrajnych przypadków 
obciążenia, a mianowicie obciążenia skupionego i powierzchnio­
wego obciążenia równomiernie rozłożonego. Rzeczywiste obcią­
żenia stanowią z zasady przypadek pośredni, mieszczący się 
w granicach tak wyznaczonego przedziału zmienności.



W zamieszczonych przykładach poddano analizie stan prze­
mieszczeń i naprężeń konstrukcji. W węzłach związanych z kil­
koma elementami, naprężenia wyznaczano jako wartości średnie 
na podstawie wielkości wyliczonych dla każdego elementu. Na­
leży przypuszczać, że udoskonalenie sposobu obliczania na­
prężeń [11] , [7o] , [101] , [152] , [151] pozwoli na dalsze 
uściślenie rozwiązań, 

t 
I

5.2. Ocena zbieżności 1 dokładności rozwiązania

5.2.1. Prosta belka pryzmatyczna

Jako pierwszy przykład rozpatrzono jednoprzęsłową swo­
bodnie podpartą belkę o przekroju kwadratowym, pokazaną na 
rys. 5.1. Materiał belki charakteryzują dwie stałe::
15 = 1.0 . 105 MP i 0.20. 7

l

b) (A) (35) («) (D)

Rys. 5.1. Schemat belki i sposób podziału na elementy
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* Zastosowano cztery sposoby dyskretyzacji belki /rys.5.1.b/ 
przy użyciu dwóch typów pryzmatycznych elementów skończonych. 
lJzyskanę wyniki, wyznaczone przy uwzględnieniu 11 harmonicz­
nych, zestawiono w tabelach 5.1 - 5.4. Analizę przeprowadzo­
no dla obciążenia równomiernie rozłożonego na całej długości 
belki 1 dla obciążenia siłą skupioną w środku rozpiętości.Po­
dane w tabelach wielkości ugięć i składowych naprężenia obli­
czone są jako wartości «rednie dla całej szerokości belki. 
Umożliwia to orientacyjne porównanie z rozwiązaniami traktu­
jącymi zginanie belek jako zagadnienie dwuwymiarowe [131] . 
Odpowiednie wartości podano w ostatnich kolumnach tabel 5.1 •? 
5 . I .

Dla obciążenia skupionego,w tabelach podńno wartości na­
prężeń 6V 1 ó„ w osi belki /pod punktem przyłożenia siły/. 
Wykres naprężeń dla podziału (D) i 27-harmonicznych po­
kazano na rys. 5.2.

Rys. 5.2. Rozkład naprężeń 6z [MPa] pod siła skupiona



Tabela 5.1
Ucięcia belki [m]

, Rodzaj obciążenia z/a Sposób podziału na elementy Wg teorii

A B C D prętowej

Równomiernie rozłożone 0.25 - 10.668 - 10.921 - 10.956 - 10.060 - 11.133
0,50 - 14.952 - 15.272 - 15.358 - 15.368 - 15.625

Siła skupiona 0,25 - 81.972 - 83.996 - 84.218 - 84.221 - 85.-942
0.50 -119.874 -122.773 -123.201 -123.865 -125.000

Uwaga :■ w tabeli podano rzedne ugięcia pomnożone przez 103

Tabela 5.2
Naprężenia 6Z [MPa] w środku rozpiętości belki

-

Rodzaj obciążenia x/K Sposób podziału na elementy Wg pracy

A B C D [131]

Równomiernie rozłożone 1.00 - 38.367 - 37.452 - 37.583 - 37.611 - 37.600
0.75 — - - 18.691 - 18.695 - 18.706
0.50 - 0.010 - 0.006 - 0.005 - 0.000 - 0.000
0.25 — — 18.688 18.728 18.706
0.00 38.361 37.471 37.598 37.605 37.600

Siła skupiona 1.00 -375.392 -365.502 -380.741 -414.492 • • •
0.75 — — -181.391 -188.367 -166.100
0.50 5.374 10. 64 1.142 10.121 6.050
0.25 — — 179.582 180.083 180.700
0.00 364.655 356.376 364.575 367.498 368.350



Tabela 5.3 
Naprężenia 6 [MPa] w środku rozpiętości belki

Rodzaj obciążenia x/H Sposób podziału na elementy Wg pracy

A B C D U 34]

1.00 - 5.821 - 0.472 - 0.531 - 0.562 — 0,500

0.75 — — - 9.376 - 0.418 — 0.422

Równomiernie rozłożone 0.50 - 0.259 - 0.241 - 0.246 - 0.251 — 0.250

0.25 — — - 0.102 - 0.077 — 0.078
f

0.00 5.347 - 0.001 ? 0.055 0.031 0.000

1.00 -117.402 - 45.138 -135.655 -288.103 OO

0.75 — — - 41.166 - 79.861 — 61.500

Siła skupiona 0.50 - 10.195 8.932 - 19.321 - 12.492 — 22.800

0.25 — — - 1.485 - 5.518 — 7.250

0.00 43.314 5.183 4.642. 2. 671 0.000



Tabela 5.4
Naprężenia [MPal w 1/4 rozpiętości belki

AZ u J

Rodzaj obciążenia x/H Sposób podziału na elementy Wg pracy

A B c D [134]

1.00 - 0.581 - 1.222 — 0,296 — 0.148 0.000

0.75 — — — 1.331 — 1.422 - 1.406

Równomiernie rozło- 0.50 - 0.668 - 1.526 — 2.178 — 1.875 - 1.875
żonę 0.25 — — — 1. 338 — 1.426 - 1.406

■ 0.00 - 0.583 - 1.226 — 0.305 — 0.151 - 0.000

1.00 - 13.472 - 13.203 — 4.691 — 1.448 0.000

0.75 — — — 14.943 — 14.295 -14.060
Siła skupiona 0.50 - 14.143 - 15.607 — 23.142- — 18.828 -18.750

0.25 — — — 13.875 — 14.288 -14.060

0.00 - 11.918 - 13.411 — 3.396 — 1.522 0.000



Tabela 5.5
Zbieżność rozwiązania przy obciążeniu rozłożonym

Obliczana z/a Nr Liczba harmonicznych
wielkość węzła 1 5 11 21 27

9 — 15.427 . — 15.359 - 15.358 — 15.358 — 15.358
u.10 0.50 11 — 15.380 — 15.315 - 15.342 — 15.313 * 15.313
[m] 9 — 10.908 — 10.956 - 10.956 — 10.956 — 10.956

0.25 11 — 10.876 — 10,922 - 10.922 — 10.922 10.922
-r O - 3 — 38.860 — 37.721 - 37.593 — 37.633 — 37.617

6,
0.50 11 0.001 0,002 0,002 0,000 0.001

Z 
r _ n 19 38.854 37.705 37.613 37.622 37.621
[MPa] 3 — 27.478 — 28.283 - 28.285 — 28.248 — 28.253

0,25 11 0.000 0.000 0.003 0.000 0.000
19 27.474 28.286 28.257 28.247 28.246
O — 0.702 — 0.609 - 0.522 — 0.566 — 0.534

0.50 11 — 0.318 — 0.275 - 0.240 _ 0.252 0. 252
6X 19 0.065 0.056 0.050 0.052 0.030

[MPa] 3 — 0.497 — 0.562 - 0.592 — 0.553 — 0.565
0.25 11 — 0.225 — 0.255 - 0.264 — 0.250 — 0.253

19 0.046 0.053 0.053 0.052 0.030

nr 9 — 3.926 — 4.520 - 4.675 — 4.733 — 4.751
lxz 0.00 11 — 3.255 — 3.742 - 3.869 — 3.918 — 3.932
[MPa] 9 — 2.776 — 2.356 - 2.425 * 2.419 2.410

0.25 11 — 2.301 — 1.957 - 2.012 — 2.007 — 2.005



Tabela 5.6
Zbieżność rozwiązania przy obciążeniu skupionym

Obliczana 
wielkość

z/a Nr . 
węzła

Liczba harmonicznych
1 5 11 21 27

9 -121.027 -123.059 -123.201 -123.304 -123.206
u.103 0.50 11 -120.683 -122.699 -122.868 -122.898 -122.912

9 - 85.579 - 84.141 - 84.218 - 84.218 - 84.218
LmJ 0.25 11 - 85.336 - 83.910 - 83.994 - 83.991 - 83.990

3 -311.446 -373.465 -414.957 -476.923 -520.876

6, 0.50 11 0.286 0.570 0.007 0.908 1.335
z 19 305.126 352.678 364.756 366.323 368.536

[MPa] 3 -220.226 -176.372 -1S7.543 -179.016 -187.787
0.25 11 - 0.202 - 0.001 0.058 0.108 0.009

19 215.757 182.132 187.789 187.697 187.497
3 - 22.513 - 67.65S -135.655 -246.429 -313.096

0.50 11 - 5.793 - 17.022 - 31.514 - 46.395 - 48.353
X 19 1.385 4.031 7.353 10.789 11.957

[MPa] 1 - 2.865 - 2.808 0.006 - 2.738 - 0.105
0.25 11 - 4.096 4.230 - 0.189 1.264 - o.oss

19 0.979 - 0.891 0.038 - 0.307 0.003
9 - 21.657 - 26.152 - 23.845 - 23.878 - 23.892

7 lxz
0.00 11 - 18.166 - 22.436 - 18.766 - 20.589 - 20.884

9 - 30.628 - 24.823 - 24.720 - 24.265 - 23.986
0.25। [MPa]

11 - 25.691 - 20.469 - 21.965 - 20.190 - 19.975



Stosując podział (c) przeanalizowano wpływ liczby har­
monicznych uwzględnianych w rozwiązaniu na dokładność wyni­
ków. Obliczone wartości ugięć i składowych naprężenia w wy­
branych węzłach przedstawiono w tabelach 5.5 i 5.6.

W oparciu o przedstawione wyżej wyniki można sformuło­
wać następujące uwagi:

- zastosowanie elementów o 8 liniach węzłowych pozwala na uzy 
kanie dokładniejszych wyników, przede wszystkim w zakresie 
ugięć i naprężeń g, w porównaniu z elementami o 4 węzłach A
/przy podobnej liczbie stopni swobody/,

- zadawalające wyniki otrzymuje się już przy zastosowaniu 
jednego elementu o 8 węzłach; zagęszczanie podziału pozwala 
na uściślanie rozwiązania, szczególnie w otoczeniu punktu 
przyłożenia siły skupionej,

- zwiększanie liczby elementów ma największy wpływ na popra­
wę dokładności opisu naprężeń stycznych Txz,

- uwzględnienie 11 harmonicznych zapewnia uzyskanie popraw­
nego rozwiązania, zarówno przy obciążeniu rozłożonym, jak 
i skupionym ,

- wyższe harmoniczne wpływają w istotny sposób jedynie na war 
tości naprężeń w be*zpośrednim otoczeniu punktu przyłożenia 
siły skupionej.

5.2.2. Belka zakrzywiona w planie

Wymiary belki w planie pokazano na rys. 5.3. Przekrój 
poprzeczny, charakterystyki materiałowe oraz obciążenia przy­
jęto w sposób identyczny jak w p. 5.2.1.

Obliczenia przeprowadzono dla podziału (D) /rys.5.1.b/, 
uwzględniając 21 harmonicznych.

Na rys. 5.4 porównano naprężenia w środku rozpię­
tości przęsła z naprężeniami 6Z w środku rozpiętości analo­
gicznej belki prostej opisanej w punkcie 5.2.1. W tab. 5.7 
zestawiono procentowe różnice naprężeń na górnej oraz dolnej 
powierzchni belki przy obciążeniu skupionym 1 rozłożonym.



R-a = 20,0

Średni przyrost naprężeń na szerokości belki porównano z 
przyrostem naprężeń obliczonym według teorii układów pręto­
wych /w oparciu o pracę [51] /, przy założeniu liniowego roz­
kładu naprężeń. Dla obciążenia rozłożonego zgodność jest bar­
dzo dobra, natomiast różnice w przypadku obciążenia skupio­
nego są spowodowane najprawdopodobniej efektami lokalnymi w 
pobliżu punktu przyłożenia siły.

Należy zwrócić uwagę na fakt, że przyjęcie jednakowych 
średnich naprężeń na całej szerokości belki prowadzi do za­
niżenia naprężeń 6 na krawędzi wewnętrznej i zawyżenia na 
zewnętrznej. W rozpatrywanym przykładzie dla obciążenia roz- 
łożonego różnice te wynoszą odpowiednio - 6,6 % 1 + 6,4 %.

W tab. 5.8 zestawiono ekstremalne wartości naprężeń 
stycznych T „ w belce prostej i J w belce zakrzywionej XZ A w
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Rys. 5.4. Porównanie naprężeń 6z [MPa] w belce prostej 
z naprężeniami 6(p[MPa] w belce zakrzywionej



Tabelą 5.7
Porównanie naprężeń w belce prostej i zakrzywionej

L.p.
Obciążenie skupione Obc.rozłożone

Nr 
węzła

62
.100 Nr 

węzła
-6.

-.100 Nr 
węzła

6z
.100

l>]
1
2
3
4
5

1
2
3
4
5

14.61
10. 60

6.75
6.65
2.91

25
26
27
28
29

16.46
11.27
9.19
4.39
2.69

1
2
3
4
5

18.91
13.63
11.32

8.95
4.39

Średni przy­
rost naprę­
żeń
Wg [51

8.30 8.80 11.44

9.26 9.26 11.59

Tabela 5.8
Naprężenia styczne w 1/4 rozpiętości belki

Rodzaj Nr Tx„[MPa'
obciążenia węzła Elementy 

pryzma­
tyczne

Wg pracy 
[134]

Elementy 
pry zma- 
tyczne

Wg pracy 
[!34]

* 14 - 20.534 — 21.112 - 40.517 41.430

skupione 15 - 17.122 — 17.625 - 18.881 - 17.625

16 - 20.534 — 21.112 - 80.005 - 83.653

- 14 - 2.048 — 2.111 5.448 5.561

rozłożone 15 - 1.703 — 1.762 - 1.919 7 1.762

16 - 2.048 — 2.111 - 9.351 - 9.782



obliczone w 1/4 rozpiętości. Dla porównania podano także wiel­
kości tych naprężeń wyznaczone na podstawie prac [51] , [1341 
Maksymalne różnice przy obciążeniu skupionym, jak i rozłożo­
nym nie przekraczają 4,5 %.

Zakrzywienie ;belki spowodowało zwiększenie średnich 
ugięć o 41,7 % przy obciążeniu rozłożonym i o 40,8 % przy sku­
pionym w porównaniu z belką prostą o takiej samej długości..

5.2.3. Belka z odksżtałcalną podporą pośrednią ’ '

Jako ostatni przykład konstrukcji typu prętowego roz­
patrzono belkę dwuprzęsłową z odksżtałcalną podporą pośred­
nią. Geometrię oraz sposób obciążenia belki pokazano na rys. 
5.5.

Rys 5.5. Schemat belki dwuprzęsłowej z odksżtałcalną 
podporą pośrednią

Belkę podzielono na 4 elementy pryzmatyczne według sche­
matu (c) na rys. 5.1. Przyjęto jednakowe stałe charakteryzu­
jące materiał belki i podpory: E — 1.0 . IO5 MPa i V = 0.20. 

W obliczeniach uwzględniono 11 harmonicznych. ,
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Rys.5.6. Rozkład naprężeń 6z [MPa] :a) w środku rozpiętości 
przęsła'; b)nad podporq pośredniq



Na rys. 5.6 przedstawiono rozkład naprężeń normalnych 
6 w środku rozpiętości przęsła i nad podporą pośrednią. Jak Z 
widać rozkład naprężeń w pobliżu podpory znacznie odbiega od 
rozkładu liniowego. Efekt ten zanika w miarę zwiększania odle­
głości od podpory.

Porównanie wielkości reakcji w podporze pośredniej,ugięć 
i naprężeń 6 obliczonych za pomocą pryzmatycznych elementów 
skończonych i według teorii układów prętowych przedstawiono 
w tab. 5.9.

Tabela 5.9
Belka dwuprzęsłowa z podporą odkształcalną

Wielkość z 
a

Nr 
węzła

Elementy 
pryzma - 
tyczne

Wg teorii 
.układów 
prętowych

Bóżnica 
[%]

Reakcja pod-
porowa 0.50 19 11.993 12.112 0,99

[MN]

Ugięcie „
u.10 0.50 19 - 0.4797 0.4800 0.06

[ml
1 6.432 7.921 23.15 ■

0.50 3 5.566 42.31
17 - 4.704 68.39

Naprężenia 19 - 12.153 7.921 53.43
1 ----- 426 - 0 22

[MPa] 0,25
3 - 6.442 - 5.414 - 18.99

17 5.708 - 5.43
19 5.762 5.414 - 6.43

5.2.4. Płyta o stałej grubości

Jako kolejny przykład przeanalizowano stan przemiesz­
czeń i naprężeń w izotropowej płycie o stałej grubości. Anali­
zę przeprowadzono dla płyty o kwadratowym zarysie w planie, 
której przekrój podłużny pokazano na rys. 5.7.a oraz dla pły­
ty, która w planie ma kształt wycinka pierścienia kołowego 
/rys. 5.7.c/. Płyty posiadają jednakowe przekroje poprzeczne 
i w obu przypadkach zastosowano identyczny sposób podziału na



Rys. 5.7 Wymiary płyty i sposób podziału na elementy
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Rys. 5.8. Naprężenia i ugięcia przy obciqżeniu równomiernie 
rozłożonym (w nawiasach wartości wg pracy [103])



Rys. 5.9 Naprężenia i ugięcia przy obciążeniu liniowym wzdłuż krawędzi swobodnej 
(w nawiasach wartości wg pracy [103])



Tabela 5.10

Przemieszczenia i naprężenia w środku rozpiętości płyty

Pł
yt

a za
- Płyta kw

ad
ra

to
w

a 
kr

zy
w

io
na

Anali zowana
__________ Obciążenie powierzdmi owe Obciążenie 1 i ni owe

------------------- ---------------—
...... ...__ _______ Nr węzła________________ Nr węzła

■

w i e 1 k o ś ć 1 9 16 24 31 1 9 16 24 31

4 u . 10
'• g [103] -536.1 -507.1 -500.5 -507.1 -536.1 -50.48 -31.29 -18.71 -11.77 -8.06

____ M_____ E.P. -524.2 -487.2 -479.1 -487.2 -524.2 -50.34 -30.69 -18.18 -11.21 -7.60

. Oz Wg (10 3] -4.469 -4.299 -4.251 -4.299 -4.469 -0.400 -0.252- -0.151 -0.095 -0.069
[MPa] E.P. -4.507 -4.295 -4.248 -4.295 -4.507 -0.404 -0.253 -0.149 -0.093 -0.067

°, Wg [103] 0.000 0.432 0.546 0.432 0.546 '0.000 0.053 0.052 0.032 0.000
[MPa] E.P. 0.140 0.514 0.657 0.514 0.140 0.013 0.053 0.049 0.029 0.007
u.104 [mj E.P. -152.2 -362.3 -681.5 -1091.1 -1564.7 -7.7 -23.4 -53.4 -101.8 -166.2

[MPa] E.P. -4.220 -4.174 -4.484. -4.743 -4.692 -0.191 -0.228 -0.284 -0.357 -0.426
6r [MPa] E.P. 0.291 0.799 0.377 -0.102 -0.061 0.047 0.167 0.212 0.165 0.040

E.P. - pryzmatyczne elementy skończone
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elementy /rys, 5,7.b/.
2Obliczenia wykonano na stałych materiałowych E=l.OjlO MPa 

i = 1/6, a w rozwiązaniu uwzględniono 21 harmonicznych. 
Przyjęto dwa schematy obciążenia: równomiernie rozłożone na 
oaloj powierzchni płyty i liniowo, rozłożone równomiernie 
wzdłuż krawędzi swobodnej. W przypadku płyty kwadratowej ob­
ciążenie liniowe przyłożono wzdłuż linii węzłowej nr 1, nato­
miast płytę zakrzywioną obciążono wzdłuż krawędzi zewnętrznej 
/linia węzłowa nr 31/.

Naprężenia oraz ugięcia obliczone w środku rozpiętości 
płyty kwadratowej przy obciążeniu powierzchniowym, przedsta­
wiono na rys. 5.8, a przy obciążeniu krawędziowym na rys. 5.9.

W węzłach leżących na granicach między elementami po­
dano po dwie wartości naprężeń, wyznaczone niezależnie w obu 

/ f 
elementach. Średnie wartości naprężeń oraz ugięcia w wybra­
nych węzłach zestawiono w tab. 5.10 1 porównano z wielkościa­
mi wyznaczonymi na podstawie pracy [103] . W przypadku ugięć 
maksymalne różnice wynoszą 4.3 % przy obciążeniu powierzchnio­
wym i 5.7 % przy obciążeniu liniowym, dla naprężeń 
powiednio - 0.9 % i 3.2 %, a dla naprężeń
7.9 %. W tab. 5.10 przedstawiono także naprężenia i ugięcia 
w środku rozpiętości płyty zakrzywionej w planie, obliczone 
w analogicznych punktach jak dla płyty kwadratowej. Umożli­
wia to oszacowanie wpływu zakrzywienia na stan przemieszczeń 

)

6z od"
6 : - 20.2 % oraz

napręz^n w konstrukcji.
Na podstawie przedstawionych wyników można stwierdzić, 

że zastosowanie nawet niewielkiej liczby elementów zapewnia 
dość dokładne rozwiązania w zakresie ugięć 1 naprężeń Q .
Uzyskanie podobnej dokładności naprężeń 
nia podziału na elementy.

6 wymaga zagęszczę-



5.3. Porównanie z wynikami badań modelowych.

5.3.1. Cel badań

Celem badań jest eksperymentalna weryfikacja wyników 
obliczeń teoretycznych przeprowadzonych za pomocą programów 
opisanych w rozdziale 4.

Zastosowanie pryzmatycznych elementów skończonych pozwala 
na określenie stanu przemieszczeń, odkształcę^ 1 naprężeń, a 
także na analizę efektów lokalnych /np. koncentracje naprężeń/ 
przy dostatecznie gęstym podziale na elementy. Doświadczalne 
określenie efektów tego typu wymaga zastosowania specjalnych 
technik badawczych jak np. metody elastooptykl trójwymiarowej 
[45] . Niedostępność urządzeń koniecznych do realizacji takich 
badań spowodowała ograniczenie przeprowadzonej weryfikacji do 
porównania wielkości wyznaczonych na powierzchniach modeli.

Badania przeprowadzono na modelach przęseł typu płytowego, 
różniących się proporcją wysięgu wsporników do całkowitej sze­
rokości przęsła /rys. 5.10/. Taki dobór modeli ma na celu eks­
perymentalne określenie zakresu przydatności elementów pryzma­
tycznych do analizy przęseł ze wspornikami podchodnikowymi. 
Wsporniki te z reguły nie są podparte w przekrojach podporowych 
co powoduje niezgodność rzeczywistych warunków brzegowych z mo- 
deleniteoretycznym, w którym przyjmuje się, że przemieszczenia 
’•u” 1 ”v” na obu końcach każdego elementu są równe zero.

5.3.2. Materiał modeli

Jako materiału do wykonania modeli użyto szkła organicz­
nego /metaplexu/ produkcji Zakładów Chemicznych w Oświęcimiu. 
Badania współczynnika Poissona przeprowadzono na płytkach o wy­
miarach pokazanych na rysunku w tab. 5.11. Na rysunku tym poka­
zano również schemat obciążenia i sposób podparcia próbki oraz 
miejsce 1 kierunki naklejenia czujników elektrooporowych. Śred­
nie wartości współczynnika Poissona wyznaczone na dolnej (Vd) 
i górnej (V ) powierzchni płytki dla siły P zmieniającej się 
w zakresie 0.0 -r 50.0 N zestawiono w odpowiednich kolumnach ta­
beli 5.11. Badania przeprowadzono na trzech próbkach, a do ob-
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liczeń przyjęto = 0,2353 obliczone jako średnia arytme­
tyczna wartości uzyskanych dla poszczególnych próbek.

Tabela 5.11

Wymiary próbek [mm]L.p. Oznacze­
nie 
próbki

''d V

1 P-l 0.2274 0.2188

2 P-2 0.2476 0.2588

3 P-3 0.2263 0.2327

4 = 0.2353

•
O

O

o
o o 

CO 
(XI

a.
°ł

o $
•

1. 170 J. 260 J, 170 , Q-lcxi

pŁ

^oduł sprężystości E przy zginaniu wyznaczono na prób­
kach o przekroju 10 x 30 mm. Schemat 1 wymiary próbek oraz wyz­
naczone średnie wartości E dla przedziału obciążeń 
P = 0.0 -i- 50.0 przedstawiono w tabeli 5,12. Przez E^ i Eg oz­
naczono wartości modułu sprężystości wyznaczone na podstawie 
odkształceń dolnej i górnej powierzchni próbki.

Tabela 5.12

Wymiary próbek [mm]L.p. Oznacze­
nie 
próbki

Ed 

[MPa 1

E g
[MPa]

”—i---- — 3219 3237—

2 E-2 3171 3149

3 E-3 3142 3151

4 Ez = sr = 3178.5

P i ... _ 1 P

JO. L 90 , 200 , 90 r ,10
400

Do obliczeń przyjęto E = 3180.0 MPa.



5.3.3. Aparatura pomiarowa

Zastosowano dwa niezależne układy pomiarowe: układ słu­
żący do pomiaru odkształceń jednostkowych oraz układ do pomia­
ru ugięć.

Do pomiaru odkształceń użyto czujniki elektrooporowe ty­
pu RL 10/120 produkcji Spółdzielni Pracy "Techno-mechanik” w 
Gdańsku. Czujniki tego typu posiadają bazę pomiarową równą 10 mip 
oporność 12oQ 1 stałą k = 2,15, Do przyklejenia tensometrów 
zastosowano specjalny klej acetonowo-ce1ulozowy także produk­
cji Spółdzielni Pracy "Techno-mechanik”.

wielkości odkształceń jednostkowych określano za pomocą 
zestawu produkcji czechosłowackiej firmy "Mikrotechna" , składa­
jącego się z mostka typu TS-4 o stałej k - 2,15 oraz 24 punk­
towej skrzynki rozdzielczej.

t»rugl układ pomiarowy służył do rejestracji ugięć dolnej 
powierzchni badanych modeli. Pomiary przeprowadzono za pomocą 
czujników zegarowych typu "MNZa-A" - PN-M/54645 o dokładności 
odczytów 1 x 10 m produkcji Pleszyckiej Fabryki Zegarów. Czuj­
niki mocowane były na specjalnej konstrukcji zapewniającej nie­
zależność układu pomiarowego od stanowiska badawczego.

Pomieszczenie czujników elektrooporowych i zegarowych 
dla poszczególnych modeli pokazano na rys. 5.10, Pomiar od­
kształceń i przemieszczeń przeprowadzono w środku rozpiętości

5.3.4 Opis modeli i obciążeń

Badania przeprowadzono na 4 modelach przęseł typu płyto­
wego, różniących się proporcją wysięgu wsporników do całkowi­
tej szerokości przęsła /rys. 5.10/. Analizą objęto przęsła pros­
tokątne /modele A, B, C/ oraz przęsło zakrzywione w planie /mo­
del D/. Podparcie modeli zrealizowano za pomocą specjalnych ło­
żysk z kulek stalowych o średnicy 11,9 mm /rys. 5.11/. Aby za­
pewnić jednakowe warunki podparcia w całym zakresie obciążeń, 
w przekrojach podporowych przyłożono siły Q w sposób pokazany 
na rys. 5.11.

Wymiary w planie modeli prostokątnych przedstawiono na 
rys. 5.12, a modelu zakrzywionego na rys. 5.13. Na rysunkach
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tych^pokazano także sposób obciążania modeli. Stosowano dwa 
rodzaje obciążeń: rozłożone i skupione. Obciążenie rozłożone 
realizowano za pomocą specjalnych ciężarków ołowianych w kształ­
cie walca. Rozmieszczenie ciężarków dla modeli A i B podano na 
rys. 5.12.a, natomiast dla modelu C na rys. 5,12.b. Obciąże­
nie typu skupionego składało się z 2 sił przykładanych kolejno 
na liniach I, II, III 1 IV w punktach zaznaczonych na rys. 
5.12.C 1 na rys. 5.13.

Rys. 5.13. Model D

5.3.5. Wyniki teoretyczne i doświadczalne

Przyjęty w obliczeniach sposób dyskretyzacji poszcze­
gólnych modeli pokazano na rys. 5.14.a, 5.15.a, 5.16.a i 
5,20,a. Na rysunkach tych porównano także wartości naprężeń
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Rys. 5.14. Model A : podział na elementy oraz naprężenia 6Z wyznaczone doświadczalnie 
(wartości w nawiasach) i teoretycznie
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Rys. 5.16. Model C : podział na elementy oraz naprężenia 6^ wyznaczone doświadczalnie 
(wartości w nawiasach) i teoretycznie
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6Z lub 6ip wyznaczone doświadczalnie z naprężeniami obliczony­
mi na drodze teoretycznej. Porównanie przeprowadzono w wybra­
nych punktach modelu dla różnych schematów obciążeń. Analogicz­
ne porównanie wielkości ugięć przedstawiono na rysunkach 5.17, 
5.18 i 5.19, Na rysunkach podano wartości wyznaczone przy uwz­
ględnieniu 11 harmonicznych, gdyż okazało się, że wyższe har­
moniczne nie wpływają w sposób istotny na analizowane wielkoś­
ci. Procentowe zestawienie różnic między wartościami wyznaczo­
nymi eksperymentalnie i teoretycznie podano w tab. 5.13 oraz 
w tab. 5.14.

Ze względu na ograniczoną objętość pracy przeanalizowa­
no jedynie ugięcia i naprężenia 6Z lub odpowiednio 6^ /w mo­
delu zakrzywionym/. Z tego samego powodu dla każdego modelu 
przedstawiono wyniki jedynie dla dwóch wybranych schematów ob­
ciążenia .

W przypadku przęseł prostokątnych przedstawione wyniki 
wykazują dobrą zgodność nawet przy znacznych wysięgach wspor­
ników /model C/. Największe rozbieżności naprężeń występują w 
punktach położonych na wspornikach /tab. 5.13/. Wpływa na to 
z jednej strony nieco zbyt rzadka siatka podziału wsporników 
na elementy, a z drugiej strony niewielkie wartości odkształ­
ceń na dolnej powierzchni wsporników, mieszczące się w grani­
cach błędu pomiaru. ze względu na niewielkie grubości wsporni­
ków istotne znaczenie mogą mieó także niedokładności wykonania 
mod eli7 ___

Znaczniejsze różnice /w granicach kilkunastu procent/ 
między wielkościami wyznaczonymi teoretycznie 1 doświadczalnie 
stwierdzono w przypadku modelu D podpartego w sposób pokaza­
ny na rys. 5.11.0. Aby stwierdzić czy rozbieżności te są wynl- 
kłem niespełnienia warunków brzegowych /3.9 / na szerokości 
wsporników, badanie powtórzono podpierając model na całej sze­
rokości. Uzyskane wyniki /rys.S.19 i rys. 5.20/ charakteryzują 
się lepszą zgodnością z wielkościami obliczonymi teoretycznie. 
Porównania procentowe przedstawiono w tab. 5.14 i w tab. 5.15.

Na podstawie przeprowadzonych badań można stwierdzić, 
że pryzmatyczne elementy skończone mogą być stosowane do ana­
lizy przęseł ze wspornikami podchodnikowymi, mimo różnic między 
warunkami brzegowymi w rzeczywistej konstrukcji i w modelu teo-



Rys. 5.17 Porównanie ugięć wyznaczonych teoretycznie 
i doświadczalnie (w nawiasach wyniki badah 
modelowych)



Rys. 5.18. Porównanie ugięć wyznaczonych teoretycznie 
i doświadczalnie (w nawiasach wyniki badań 
modelowych)
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Tabela 5.13
Porównanie naprężeń wyznaczonych doświadczalnie 
i teoretycznie fi Z

Obciążenie roz­
łożone Obciążenie skupione

Model Nr Óz-Oz Nr $Z~OZ
« i nn

Nr 6„Z i AAwęzła 2- • 1 UO
oz

węZia • x O v/
$z

W ę & La • J.
®z

[SI [SI [%]

4 -13.28 4 -11.68 21 6.59
5 1.03 9.84 23 2.53
9 - 6.73 9 - 6.42 24 8.61

12 - 3.77 12 - 6.20 2S 4.59

A 16 - 5.36 14 - 7.49 26 8.22
18 - 3.20 15 - 4.54 28 6.51
19 - 3.35 16 - 2.54 32 4.41
20 - 8.10 18 - 6.84 35 6.68
21 - 3.06 19 6.24 39 - 3.41
23 - 9.01 20 0,63 40 7.87

4 -11.23 4 - 2,89 19 3.01
5 16.48 5 13.38 20 1 ,73
9 1.37 9 4.56 21 6.01

B 12 1.99 12 0.54 23 2.30
16 , 2.84 14 2.68 27 2.95

Ts 0,45 15 - 2.31 30 4.15
19 5.75' 16 1.82 34 0.43
20 0,59 18 0.18 35 12.76

4 0,73 4 -11.83 27 5.47
6 5.63 6 - 4.13 30 12.64
9 - 2.98 9 - 9.73 34 2.16

C 14 6.52 14 13.07 ~36 15.93
17 - 0.20 17 3.01 38 33.30
21 1.11 21 10.49 39 12.10
23 - 0.33 23 1.27: 40 9.94



Tabela 5.14
Porównanie ugięć wyznaczonych doświadczalnie u i teoretycznie u

Model Obciążenie
u-u i nr [%]u ’ 10C

Numer punktu pomiarowego
L II III IV V VI

rozłożone 1.17 1.18 -0.40 -0.40 1.18 1.17
A

skupione 2.90 3.02 0.67 0.46 1.42 0.95

ft
rozłożone 5.16 4.46 4.34 4. 34 4.46 5.16

skupione 1.11 ' 0.49 1.00 1.18 1.18 1.19

rozłożone 2.39 1.98 2.22_ 2_. 22 1.98 2.39
c

skupione 6.29 5.31 2.78 2.17 0.79 0. 38

skupione P^y 1.29 -5.77 -7.23 -7.60 -7.10
D

skupione Pj 2.62 1.90 2.55 3.29 T. 05



Tabela 5.15
Porównanie naprężeń wyznaczonych doświadczalnie 6^ i teoretycznie 6^

Obciążenie skupione 1 PIV Obciążenie skupione P

Model Nr 
węzła

6<pOm_ T____i— i nn Nr
węzła

1 6cp
/ ' T i HA Nr 

węzła
100 Nr 

węzła

Sip 6^
y . 1UU

[%]

-=• • 1UU
• 0^

- [%]
6^ 

[%]

• 11)0
Oip

[%]

4 - 23.98 23 - 1.15 4 - 17.32 23 6.53

5 - 40.00 27 - 2.60 5 7.50 27 9.78

6 - 2.76 30 - 1.11 6 8.32 30 14.43

D 9 - 4.48 34 I - 18.92 9 - 0.19 34 - 9.59

14 7.97 36 - 11.27 14 8.89 36 6.65

17 0.29 39 - 14.67 17 2.38 39 - 17.24

21 5.64 40 - 1.17 21 14.22 40 66.08

i

i
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retyoznym. W przypadku przęseł prostokątnych typu płytowego 
poprawne wyniki uzyskuje się nawet przy wysięgach wsporników 
osiągających 0.6 całkowitej szerokości przęsła. Zakrzywienie 
konstrukcji powoduje zmniejszenie dokładności wyników, a roz­
bieżności pogłębiają się ze wzrostem krzywizny 1 zwiększaniem 
wysięgu wsporników. Wpływ niepełnej zgodności rzeczywistych 
i obliczeniowych warunków brzegowych na poprawność rozwiąza­
nia powinien zostać szczegółowo przeanalizowany dla różnych 
typów przęseł.

5.4. Przykłady zastosowań

5.4.1. Przęsło o przekroju skrzynkowym

Analizie poddano swobodnie podparte, prostokątne przę­
sło o przekroju poprzecznym pokazanym na rys. 5.21. Na rysun­
ku tym zaznaczono także sposób dyskrętyzacjl konstrukcji. Za>- 

stosowanie elementów o 8 liniach węzłowych pozwala na dość do­
kładny opis skomplikowanej geometrii przekroju poprzecznego 
o zarysie krzywoliniowym.

Rozpiętość przęsła wynosi a = 20.0 m. Materiał charak- 
, 4teryzowany jest przez dwie stałe sprężystości E = 1.0 ? 10 MPa 

i 0.20. Obliczenia wykonano dla trzech schematów obcią-
żeń /ry s? 5.21/:

1/ siła skupiona P = 10.0 MN przyłożona w środku rozpiętości 
przęsła na linii węzłowej nr 5 ;

2
2/ obciążenie q = 0,05 MN/m rozłożone równomiernie na całej 

powierzchni przęsła ;

3/ sprężenie dwoma kablami o trasach pokrywających się z li­
niami węzłowymi nr 14 i nr 22, przy jednakowych siłach sprę­
żających T = 10.0 MN.



Rys.5.21.Wymiary przekroju poprzecznego i sposób podziału na elementy
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Rys. 5.22. Deformacja przekroju poprzecznego przy obciqzeniu 
siTq skupionq; przemieszczeniq podqno w [m]

Rys. 5.23. Przemieszczeniq w [m] przekroju podporowego 
przy obciążeniu siTq skupiona,
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q=0.05 MN/m^ I q = 0,05MN/m^

i

rozłożonym

Rys. 5.25. Przemieszczenia u i v [m] oraz naprężenia 62[MPa] 
w środku rozpiętości przęsła wywołane sprężeniem
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Rys. 5.26, Rozkład naprężeń 6z w połowie rozpiętości przęsła 
przy obciążeniu siła skupiona

Rys. 5.27. Rozkład naprężeń 6z przy obciążeniu siła skupioną 
i siłami sprężającymi
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Rys 5.28. Rozkład naprężeń 6y w połowie rozpiętości przęsła 
przy obciqżeniu slłq. skupionq

Pazernieszczenia wywołane poszczególnymi obciążeniami 
pokajano na rys, 5.22 r 5.25. Na rys. 5.22 wyraźnie widać inny 
charakter deformacji w przekroju przyłożenia siły skupionej 
niż w przekrojach oddalonych od obciążenia.

Naprężenia w środku rozpiętości przęsła przedsta- 
wiono na rys. 5.24 -r 5.26. Na rysunkach podano wartości naprę­
żeń w węzłach leżących na powierzchniach konstrukcji, a roz­
kład w płaszczyźnie przekroju poprzecznego pokazano za pomocą 
linii łączących punkty o jednakowych naprężeniach. Linie te ma­
ją charakter orientacyjny ze względu na rzadką siatkę*1 podziału 
na elementy, ale taka forma przedstawienia wyników wydaje się 
najbardziej czytelna. Rozwiązania uzyskane przy użyciu niewiel- . 
klej liczby elementów należy traktować jako pierwsze przybliże­
nie, pozwalające na ogólną ocenę pracy konstrukcji oraz lokali­
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----  4 tE = 3.0 . 10 MPa oraz v = 0.20. W obliczeniach uwzględni

zację miejsc koncentracji naprężeń, Uściślenie wyników wymaga 
zagęszczenia podziału na elementy, szczególnie w obszarach o 
dużej zmienności naprężę11.

W przypadku obciążenia rozłożonego /fys. 5.24/ i sprę­
żenia /rys. 5.25/ zmienność naprężeń 6 na wysokości przekro- 
ju jest w przybliżeniu liniowa. Przy sile skupionej /rys.5.26/ 
obserwuje się koncentrację naprężeń w pobliżu miejsca przyłoże­
nia obciążenia. Znaczne naprężenia rozciągające w dolnej części 
obciążonego wspornika pojawiają się nawet po sprężeniu konstruk­
cji siłami T = 15.0 MN /rys.5.27/.

Na rys. 5.28 pokazano rozkład naprężeń 6 w połowie roz- 
plętości przęsła przy obciążeniu siłą skupioną.

5.4.2. Porównanie przemieszczeń 1 naprężeń w przęśle prosto­
kątnym i zakrzywionym

Wpływ zakrzywienia na pracę konstrukcji przeanalizowano 
na przykładzie dźwigara o przekroju poprzecznym pokazanym na 
rys. 5.29, Obliczenia wykonano dla przęsła prostokątnego o roz­
piętości a = 10.0 m oraz dla przęsła zakrzywionego o identycz­
nej długości łuku w osi przekroju poprzecznego: 
R . Ot= 20.0 m i 0.5 = 10.0 m. Wewnętrzny promień krzywizny
przęsła wynosi R,„ = 17.5 m, a zewnętrzny R = 22.5 m. Materiał W z

ono
11 harmonicznych,

Porównanie przeprowadzono dla dwóch schematów obciąże­
nia /rys, 5,29/ ;

2 
1/ obciążenia powierzchniowego o intensywności q = 0.1 MN/m 

równomiernie rozłożonego na całej powierzchni przęsła ;

2/ obciążenia siłą skupioną P = 1.0 MN przyłożoną w połowie 
rozpiętości przęsła na linii węzłowej nr 29.

Na wszystkich rysunkach dotyczących konstrukcji zakrzy­
wionych krawędź wewnętrzna znajduje się po lewej stronie ry­
sunku, natomiast krawędź zewnętrzna /o mniejszej krzywiźnie/ - 
po prawej .

konstrukcji charakteryzują dwie stałe sprężystości:
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Rys. 5.29. Wymiary przekroju poprzecznego i sposób podziału na elementy
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Rys. 5.31. "Porównanie przemieszczeń u i v Im] w środku rozpiętości dźwigara 
prostego i zakrzywionego przy obciążeniu skupionym





Rys. 5.33. Rozkład naprężeń 69 w środku rozpiętości przęsła zakrzywionego w pianie 
przy obciążeniu rozłożonym i skupionym



Rys. 5.34. Rozkład naprężeń 6r _w środku rozpiętości przęsła zakrzywionego 
w planie przy obciążeniu rozłożonym i skupionym
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Rys. 5.35. Naprężenia Txz w 1/4 rozpiętości przesTa prostokątnego przy obciążeniu 
rozłożonym i skupionym



Rys. 5.36. Naprężenia Txcf w 1/4 rozpiętości przęsła zakrzywionego w planie przy obciążeniu 
rozłożonym i skupionym



Rys. 5.37 Naprężenia TyZ w 1/4 rozpiętości przęsła prosty ufnego przy obciążeniu 
rozłożonym i skupionym



Rys. 5.38. Naprężenia Tfi? w 1/4 rozpiętości przęsła zakrzywionego w planie przy obciążeniu 
i c.kuoionvm
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Na rys. 5.30 r 5.32 pokazano wpływ zakrzywienia na stan 
przemieszczeń konstrukcji. Przy obciążeniu rozłożonym ugięcie 
w środku szerokości przęsła wzrasta o 8.2 %, a na krawędzi zew­
nętrznej o 31.8 %. Analogiczne przyrosty przy obciążeniu skupio 
nym wynoszą 16.9 % oraz 21.7 %.

Rozkłady naprężeń normalnych i 6r w przęśle za­
krzywionym przedstawiono na rys. 5.33 i na rys, 5.34. Dla po­
równania w nawiasach podano odpowiednio wartości naprężeń 6 Z 
lub 6 w przęśle prostokątnym. W przypadku naprężeń normal- 

y 
nych zakrzywienie powoduje zmiany ilościowe, natomiast ogólny 
charakter rozkładu naprężeń pozostaje podobny. Znaczniejsze róż 
nice jakościowe występują w odniesieniu do naprężeń stycznych 
i w związku z tym rozkłady naprężeń dla przęsła prostokątnego 
oraz zakrzywionego przedstawiono na osobnych rysunkach. Naprę­
żenia Txz i Txlp pokazano na rys. 5.35 i 5.36, a naprężenia 

Tyz i Tr^ na rys. 5.37 i 5.38.

5.4.3. Dźwigar dwuprzęsłowy 
%

Obliczenia wykonano dla dźwigara o osi prostej oraz dla 
dźwigara zakrzywionego, których wymiary w planie pokazano na 
rysunkach 5.39.a i 5.39.b. Oba dźwigary mają identyczny prze­
krój poprzeczny, taki sam jak dźwigary analizowane w p. 5.4.2 

~/ry-s~.—5^29/. Zastosowano także identyczny sposób podziału na 
elementy.

Podporę pośrednią stanowi słup, o wysokości II = 5.0 m 
zamocowany w fundamencie. Przyjęto, że sposób oparcia przęsła 
na podporze powoduje powstanie w słupie jedynie reakcji piono­
wej oraz założono, że reakcja ta przekazywana jest na przęsło 
w postaci siły skupionej przyłożonej na linii węzłowej nr 18. 

O
Pole przekroju słupa podporowego wynosi A = 0.78 m , a moduł 
sprężystości E = 2.5 . 104 MPa. Charakterystyki sprężyste ma- 
teriału przęseł wynoszą E = 3.0 . 104 MPa i 9= 0.20.

Przemieszczenia wywołane obciążeniem q = 0.1 MN/m rów­
nomiernie rozłożonym na całej powierzchni przęseł przedsta­
wiono na rys. 5.40 /dźwigar prosty/ i na rys. 5.41 /dźwigar 
zakrzywiony/ W obu przypadkach pokazano deformację przekroju
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poprzecznego w środku rozpiętości przęsła i nad podporą po­
średnią. W przypadku konstrukcji zakrzywionych, tak jak i w 
poprzednich przykładach, obowiązuje zasada, że środek krzywiz 
ny znajduje się po lewej stronie rysunku.

Na rys. 5.42 porównano naprężenia 6? w dźwigarze za­
krzywionym z naprężeniami w dźwigarze o osi prostej. Ana­
lizę przeprowadzono w przekroju nad podporą pośrednią i w 
środku rozpiętości przęsła. Podobne porównanie naprężeń 6^ j
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podane rzędne należy 
mnożyć przez 10'3

Rys 5.40. Przemieszczenia u i

r* 00tp tn un *

-0,003 p--------------------------------- o- - °'27

A £0,003 -<5 0,111

/ 2 s/ uT “
/ *

< Q000 / przed obciążeniem

<^0,069 -0,069 ct, __________ przekrój nad podporą
g £ g pośrednią

___________ przekrój w środku 
rozpiętości przęsła

v [m] dwuprzęsłowego dźwigara o osi prostej



Rys. 5.41. Przemieszczenia u i v [m] dwuprzęsłowego dźwigara zakrzywionego 
w planie .



Rys. 5.42. Rozkład naprężeń w zakrzywionym dźwigarze dwuprzęsłowym: 
a) w środku rozpiętości przęsła; b) nad podpora, pośrednia.



Rys. 5.43. Rozkład naprężeń 6r w zakrzywionym dźwigarze dwuprzęsłowym
a) w środku rozpiętości'przęsła','b) nad podpora, pośrednią
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przedstawiono na rys. 5.43.
Należy podkreślić, że we wszystkich przykładach przed­

stawionych w p. 5.4. zastosowano rzadką siatkę podziału na 
elementy i w związku z tym uzyskane wyniki mają charakter orien 
tacyjny. Głównym celem przytoczonych przykładów jest pokaza­
nie możliwości zastosowań zaproponowanego sposobu obliczeń w 
przypadku różnych układów konstrukcyjnych, a wyniki przedsta­
wione w p. 5.4.2 i 5.4.3 /dla dźwigarów o jednakowym przekroju 
poprzecznym/ pozwalają na oszacowanie wpływu zakrzywienia kon- 

l 

strukcji oraz wprowadzenia podpór pośrednich na stan przemiesz­
czeń i naprężeń. Zwiększenie dokładności wyników' wymaga zagę­
szczenia podziału na elementy, szczególnie w pobliżu miejsc 
koncentracji naprężeń.
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6. M0Ż1.I.W0ŚCI UPROSZCZENIA ROZWIĄZANIA

6.1. Uwagi ogólne

Jak wykazano w poprzednich rozdziałach trójwymiarowe pryz­
matyczne elementy skończone mogą być stosowane do analizy szero­
kiej klasy konstrukcji. Poprawne wyniki uzyskuje się już przy 
dość rzadkiej siatce podziału, a zagęszczanie podziału pozwala 
na uściślenie rozwiązania. Zwiększanie liczby elementów użytych 
do opisu konstrukcji powoduje oczywiście także wzrost czasu i 
kosztu obliczeń.

Z drugiej strony w niektórych typach konstrukcji można z 
góry wskazać fragmenty, które ze względu na proporcje wymiarów 
oraz charakter pracy mogą być z dostateczną dokładnością dys- 
kretyzowane za pomocą prostszych, jedno- lub dwuwymiarowych ele­
mentów. Dobrym przykładem są tu przęsła mostowe o przekroju pły­
towo - belkowym, w których dyskretyzację dwuwymiarową można zas­
tosować do płyty pomostowej, a trójwymiarową do belek. Zastoso­
wanie wyłącznie elementów przestrzennych do analizy takich kon- 
strukoji jest podejściem merytorycznie najwłaściwszym, ale roz­
wiązanie może okazać się nieekonomiczne pod względem nakładu 
pracy obliczeniowej. Z kolei użycie tylko elementów prostszych 
nie pozwala przeważnie na uwzględnianie efektów typu lokalnego, 
ocenę pracy połączeń elementów oraz umożliwia jedynie przybli­
żony opis geometrii konstrukcji. W tej sytuacji uzasadnione wy- 
daje się poszukiwanie sposobów tworzenia dyskretnych modeli kon­
strukcji przy zastosowaniu zarówno elementów trójwymiarowych 
jak i elementów innych typów. Swoboda doboru odpowiednich ro­
dzajów elementów do opisu poszczególnych fragmentów konstrukcji 
pozwala na tworzenie bardziej racjonalnych modeli obliczeniowych, 
zapewniających możliwość wnikliwej analizy przy stosunkowo nie­
wielkim nakładzie pracy rachunkowej.

Próbą takiego podejścia jest koncepcja jednoczesnego zas­
tosowania elementów dwu- i trójwymiarowych do analizy statycz­
nej konstrukcji pryzmatycznych, podana w pracy [14] . W niniej­
szym rozdziale przedstawiono szerzej rozwiązanie zaproponowane 
w tej pracy oraz rozważono możliwości dalszych uproszczeń.
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6.2. Jednoczesne zastosowani e elementów dwu i trójwymiarowych

6.2.1. Dyskretny model konstrukcji

Rys. 6.1. Sposób dyskretyzacji konstrukcji

- Na rysi 6.1 pokazano sposób dyskretyzacji konstrukcji na' 
przykładzie przęsła płytowo - belkowego. Jako model obliczenio­
wy płyt pomostowych przyjęto płaskie prostokątne elementy po­
wierzchniowe przedstawione w pracy [84] . Belki oraz ich połą­
czenia z płytą opisano natomiast za pomocą trójwymiarowych - 
pryzmatycznych elementów skończonych. Rozwiązanie oparto na 
metodzie przemieszczeń, a przy tworzeniu dyskretnego modelu 
przęsła przyjęto następujące założenia: ■ •

- analizowana konstrukcja posiada niezmienną geometrię i właś­
ciwości materiału w kierunku osi "z" globalnego układu współ­
rzędnych /rys. 6.1/ ;

- każdy fragment konstrukcji dyskrętyzowany za pomocą elementów 
pryzmatycznych traktowany jest jak osobny superelement /np. 
A i B na rys. 6.1/ ;
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- poszczególne elementy dwu- i trójwymiarowe połączone są 
wzdłuż linii węzłowych równoległych do osi ”z" ;

- każdy element jest swobodnie podparty na obu końcach ;

- rozróżnia się dwa rodzaje linii węzłowych:
1/ linie łączące elementy powierzchniowe z superelementami 

przestrzennymi /np. I, II, III, IV na rys. 6.1/,
II/wewnętrzne linie węzłowe superelementu /np. 1,2,3,... na 

rys. 6.2/ ; . ■

- niewiadomymi parametrami w węzłach I rodzaju są składowe 
przemieszczenia u, v, w oraz kąt obrotu 9 , a w węzłach II 
rodzaju składowe przemieszczenia u, v, w ; -

- materiał konstrukcji jest jednorodny, linlowo-sprężysty oraz 
posiada płaszczyznę symetrii sprężystej prostopadłą do osi 
•’z” /wąrunek/3.30// .

Zastosowano dwa typy prostokątnych elementów powierzchnio­
wych, pokazane na rys. 6.2.

Rys. 6.2. Elementy powierzchniowe
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W elementach tych uwzględnia się stan zgięciowy charakte­
ryzowany przez przemieszczenie pionowe ”u“ i kąt obrotu ” 0" 
oraz stan błonowy związany z przemieszczeniami "v" i "w". W 
stanie zgięciowym element traktowany jest jak ortotropowa płyta 
cienka, natomiast w stanie błonowym jak tarcza ortotropowa. W 
obu stanach rozwiązania odpowiednich równań różniczkowych uzys­
kano stosując sposób Levy’ego.

Należy podkreślić, że zastosowane elementy powierzchniowe 
nie są związane z koncepcją elementów skończonych, a połącze­
nie ich z pryzmatycznymi elementami skończonymi jest możliwe 
dzięki użyciu w obu przypadkach szeregów Fouriera do przedsta­
wienia zmienności obciążeń i przemieszczeń w kierunku długości 
konstrukcji. Pozwala to także na wykorzystanie omówionych wcześ­
niej /rozdział 3/ uproszczeń wynikających z ortogonalności tak 
przyjętych funkcji.

Dla ”n"-tej harmonicznej przemieszczenia brzegowe {($n 
mentu powierzchniowego związane są z siłami brzegowymi { fn 
stawową zależnością metody przemieszczeń

ele-
pod-

[ kn] . { Ó n] = {fn]

gdzie

F 1

kn =LM

Tn 
i ’

„ n n
0i ’ vi , ] >

n
u,i fn ’ J0,i fn ‘-rv, i fn ’ rw,

]T 
i J

uu kU© 0 0 n

0U k00 0 0

0 0 kvv kvw

0 0 kwv kww 4 4

/6.1/

/6.2/

/6.3/

/6.4/

Dla elementu pokazanego na rys.6.2.a macierz sztywności 
zbudowana jest z jednej podmaclerzy typu /6.4/

i odpowiednio

[kn] -
{ón}e = {<5?j

/6.5/

/6.6/

Dla elementu przedstawi om-w na rys. 6.2.b
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/6.7/

/6.8/

Upis sposobu wyznaczania macierzy sztywności i wektora sił 
brzegowych podano w pracy [84] .

Pryzmatyczne elementy skończone zastosowane w omawianym 
dyskretnym modelu konstrukcji zostały szczegółowo opisane w 
rozdziale 3.

6.2.2. Macierz sztywności konstrukcji

Warunki równowagi w węzłach I rodzaju dla ”n’'-tej har­
monicznej, można zapisać w postaci

[k“] : {ónj = {fn} ’ /6.9/

Wektor nieznanych przemieszczeń węzłów I rodzaju ma następu­
jącą budowę

'J
W =[{<5?} , ..... {dj}] /6.10/

gdzie {określone jest wzorem /6.2/ natomiast MM" oznacza 

liczbę węzłów I rodzaju. Podobnie można określić wektor sił 
węzłowych

T
ńn) = [{^} - WJ .•••. K.}1 • /6.11/

Macierz sztywności konstrukcji[Kn} tworzy się przez od- 
powiednie sumowanie sztywności elementów powierzchniowych [ kn] 
i superelementów pryzmatycznych[rn ]

s[ Kt J = 12 [*?/ * E [ri.J • ./6.12/

ecl,j SCi,j

Sposób określania macierzy [k^j] przedstawiono w pracy [84] .
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fi sMacierze ^r^jj opisują sztywność supers! emeutów w układzi e 
globalnym, a ogólna ich postać jest następująca
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Jij
W interpretacji fizycznej elementy macierzy /6.13/ 

odpowiadają wartościom sił uogólnionych w węźle M'i” wywołanych 
jednostkowymi przemieszczeniami węzła "j”. Poszczególne ele­
menty macierzy [r?j] określa się przez odpowiednie sumowanie 

sił w węzłach superelementu /węzły II rodzaju/ bezpośrednio 
połączonych z węzłem "i".

KJ5- E [aJ W /6.14/
lei

gdzie

1^1 śbĄ. M}v K)J . /6.15/

MacTer'z tnansforniacji [ aJ przekształca siły [?”] w węzłach 
II rodzaju na odpowiednie siły w węzłach I rodzaju. Siły [ f”] 
wywołane zostały jednostkowymi przemieszczeniami węzła ”j”, a 
można je wyznaczyć budując dla superelementu ”S” układ równań 
typu /3.71/

r „ iS r cni S r nl S [kn] . [dn] = [f ] /6.16/

1 zadając odpowiednie przemieszczenia węzłów związanych z 
z [ nllinią węzłową ”j". W równaniu tym [K J oznacza macierz sztyw­

ności superelementu ”S” zbudowaną w sposób opisany w rozdzia­
le 3. Układ równań/6.16/ można przekształcić do postaci

kUa [Kn ] h
L Jab

S [ó*] 
a

S
[ Fn] 

a
[Kn] [k“] [dn] [ Fn]

ba bb_ b _ b_

i /6.17/



gdzie [Ón] i [Fja oznaczają odpowiednio macierze przemiesz­

czeń i sił w węzłach superelementu "S" połączonych bezpośred­
nio z węzłami I rodzaju /np. węzły 1,2,7,8 superelementu "A” 
na rys. 6.1/, Macierze [ón]b i [ ^Ib zawierają przemieszcze­

nia i siły w pozostałych węzłach superelementu. Ponieważ siły 
[Fn]b są równe zero, a macierz [<3n] zawiera zadane przemieszcze­

nia jednostkowe, niewiadomymi w równaniu /6.17/ są macierze 
[ A n . i [ Fn] . Siły [ F? 1 występujące we wzorze /6.14/ są

° , 1 r nlpodmacierzami tak określonej macierzy [ F ] . Rozwiązanie ukła­
dów równań /6.17/ dla poszczególnych superelementów pozwala 
więc na zbudowanie macierzy sztywności konstrukcji w oparciu 
o wzory /6,14/ i /6.12/.

Rozwiązanie zadania, w postaci wektora przemieszczeń linii 
węzłowych I. rodzaju, tworzy się na podstawie rozwiązań układu 
równań /6.9/ otrzymanych dla kolejnych harmonicznych. Znając 
przemieszczenia linii węzłowych I rodzaju można w oparciu o 
zależności podane w pracy [84] , wyznaczyć przemieszczenia oraz 

siły wewnętrzne w dowolnym przekroju elementu powierzchniowego. 
Podobnie dla każdego superelementu przemieszczenia wewnętrznych 
linii węzłowych /II rodzaju/ wyznacza się superponując rozwią­
zania układów równań /6.17/ przy uwzględnieniu obliczonych z 
równań /6.9/ przemieszczeń linii węzłowych I rodzaju. Znając 
przemieszczenia linii węzłowych każdego elementu można okreś­
lić panujący w nim stan odkształceń i naprężeń w sposób opisa­
ny w rozdziale 3.

6.3. Rozwiązanie dwuetapowe

Rozważono także możliwość dalszego uproszczenia sposobu 
obliczeń przedstawionego w p. 6.2. zmiana polega na wyróżnie­
niu dwóch etapów obliczeń:

1/ cała konstrukcja obliczana jest przy zastosowaniu elemen­
tów dwuwymiarowych ;

2/ wybrane fragmenty konstrukcji dyskrętyzowane są za pomocą 
elementów trójwymiarowych i obciążane siłami przekrojowymi 
wyznaczonymi w pierwszym etapie.
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Taki dwuetapowy sposób analizy pozwala na znaczne uproszczenie 
obliczeń, gdyż unika się konieczności rozwiązywania układów 
równań typu /6.17/ oraz budowy macierzy sztywności konstrukcji 
w postaci /6.13/.

Poprawność rozwiązania zależy od dokładności wyznaczenia 
sił wewnętrznych w pierwszym etapie. Omawiany sposób powinien 
więc być stosowany przede wszystkim do analizy konstrukcji, 
które mogą być w możliwie wierny sposób opisane przy zastoso­
waniu elementów dwuwymiarowych. Użycie w drugim etapie obliczeń 
elementów przestrzennych pozwala na bardziej wnikliwą analizę 
fragmentów konstrukcji, dla których ujęcie dwuwymiarowe nie 
zapewnia dostatecznie dokładnego rozwiązania. Należy wymienić 
tu przede wszystkim połączenia elementów, miejsca przyłożenia 
obciążeń o charakterze skupionym, fragmenty o skomplikowanej 
geometrii przekroju poprzecznego itp.

Praktyczne zastosowanie powyższej koncepcji przedstawiono 
na przykładzie przęsła mostowego o przekroju płytowo - belkowym. 
Analizie poddano prostokątne przęsło swobodnie podparte o roz­
piętości a = 16.0 m i przekroju poprzecznym pokazanym na rys. 
6.3.a, nie posiadające poprzecznie przęsłowych, a jedynie po­
przeczni ce podporowe na obu końcach. Na przęsło działają dwa 
pasma obciążenia rozłożonego sinusoidalnie o intensywności 
„j TT z kN , , z . , , .p = 62.5 : sin —, których usytuowanie pokazano na rys. 

6.3.a . Obliczenia wykonano przy założeniu Izotropii materiału, 
charakteryzowanego przez dwie stałe:- E = 3.0 . IO2! lira i 
V = 0.16.

pierwszym etapie wykorzystano program do obliczeń nu­
merycznych oparty na pracy [84] . W programie tym do dyskrety-

i 

zacjl płyty pomostowej zastosowano elementy pokazane na rys.
6,2, a żebra podłużne traktuje się jak elementy prętowe lub 
powierzchniowe w zależności od proporcji wyników. Sposób po­
działu przęsła na elementy wraz z numeracją węzłów podano na 
rys. 6.3.b. Na rys. 6.4 pokazano oznaczenia.sił wewnętrznych 
uwzględnionych w analizie płyty pomostowej.;,

Wyznaczone rozkłady momentów zginających m i m oraz sił 
tarczowych n i n w Środku rozpiętości przęsła przedstawiono z y
na rys. 6.5 i na rys. 6.6. Na rys. 6.7 pokazano natomiast wykres 
sił n z oraz momentów skręcających m?y w przekroju podporowym.
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Rys. 6.3 Sposób dyskretyzacji przęsła przy analizie 
dwuetapowej



Rys. 6.4 Oznaczenia sil wewnętrznych w płycie pomostowej

I - 
' ’ i

W drugim etapie przeprowadzono bardziej wnikliwą analizę 
dźwigara wydzielonego z przęsła przekrojami 1 i II /rys. 6.3.a/. 
Dźwigar wraz z fragmentem płyty pomostowej potraktowano jako • 
oddzielną konstrukcję i obciążono siłami wyznaczonymi w pier­
wszym etapie. Odpowiednie wielkości sił w przekrojach I i U 
zestawiono w tab. 6.1. Momenty m^ zastąpiono w drugim etapie 

Ą statycznie równoważnym układem sił przyłożonych w węzłach ele- 
- mentów

Tabela 6.1

Oznaczenie siły Wielkość siły x Mnożnik
Węzeł I Węzeł II

r kN i ny L m J 13.99875 15.0352 41 TT z sih — 
a

r kNm 1
ni, *■ m •* y / 0.853742 9.415968 ' sin —™ a
t [ ^ ]

y 1 m J 11.86175 24.42535 sin -O a
n [“ ]

y z m 82.6395 72.2740 TT ZCOS u



Rys. 6.5. Wy kresy momentów zginających w płycie pomostowej



Rys. 6.6. Wykresy sił tarczowych-w płycie pomostowej



Rys. 6.7. Wykresy sił wewnętrznych w płycie pomostowej



Do dyskrętyzacji wydzielonego dźwigara zastosowano pryz­
matyczne elementy skończone o 8 Uniach węzłowych, a przyjęty 
sposób podziału pokazano na rys. 6.3.c. Na rysunku tym zazna­
czono także rzeczywiste zwroty sił stanowiących obciążenie 
dźwigara ;; nie pokazano sił n działających prostopadle do 
płaszczyzny rysunku.

Dla porównania zgodności rozwiązań zestawiono w tab. 6.2 
wielkości składowych przemieszczenia węzła nr 2 /rys.6.3.b/ 
wyznaczone w pierwszym etapie oraz analogiczne wartości dla 
punktu "A” /rys.6.3.c/ obliczone w drugim etapie.

Tabela 6.2

Składowa Etap (T) Etap (2) i a A r<u
przemieszczenia • i v u j

u [m] - 0.803319 - 0.784231 2.4

0 [radl - 0.548484.10 ° - 0.525448.1O-3 4.2U J
v [“] -1

0.267935.10 -10.259629.10 3.1

w [ m ] 0.424149.10-1 0.41 6476.1 O*"1 00 •

N, r w środku rozpiętości przęsła, wyz-'‘aprężenia : 
naczone w drugim etapie, pokazano na rys. 6.8. podobnie jak 
w poprzednich, przykładach, na rysunku podano wartości naprę­
żeń w węzłach zewnętrznych, a rozkład naprężeń na powierzchni 
przekroju poprzecznego przedstawiono za pomocą linii łączą­
cych punkty o jednakowych naprężeniach. Pewnych zaburzeń w 
rozkładzie naprężeń można spodziewać się w pobliżu przekro­
jów I 1 II, w których siły wewnętrzne rozłożone w rzeczywis­
tości w sposób ciągły zastąpione zostały statycznie równoważ­
nym układem obciążeń przyłożonych wzdłuż linii węzłowych.

Przedstawione wyniki, a w szczególności zgodność prze­
mieszczeń wyznaczonych w obu etapach /tab.6.2/, świadczą o 
przydatności zastosowanego sposobu obliczeń do analizy przęseł 
o przekrojach płytowo - belkowych. Duża efektywność zapropono­
wanego algorytmu rokuje nadzieje na upowszechnienie jego sto­
sowania także w odniesieniu do Innych typów konstrukcji.
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7. UWAGI 1 WNIOSKI KOŃCOWE

Przejście od zagadnień dwuwymiarowych do trójwymiaro­
wych powoduje skokowy wzrost liczby niewiadomych, co przy sto­
sunkowo niewielkich pamięciach operacyjnych dostępnych maszyn 
cyfrowych powoduje konieczność wykorzystywania dodatkowych pa­
mięci zewnętrznych, podziału programu na kilka części itp. 
Trudności powyższe komplikują organizację programów, ograni­
czają możliwości zastosowań oraz wydłużają czas obliczeń. Wy­
mienione utrudnienia występują także w pewnym stopniu w przy­
padku elementów pryzmatycznych mimo znacznie ograniczonej licz­
by niewiadoinych. Należy przypuszczać, że upowszechnienie za­

stosowań elementów trójwymiarowych, umożliwiających najwierniej­
szy opis konstrukcji, będzie ściśle związane z poziomem rozwo­
ju ETO.

W przedstawionych w pracy przykładach stosowano prawie 
wyłącznie elementy o ośmiu liniach węzłowych. Ten typ elemen­
tów okazał się bardziej efektywny od elementów o czterech li­

niach węzłowych, przy których wymagana jest stosunkowo gęsta 
siatka podziału na elementy dla uzyskania poprawnych wyników. 
W przypadku elementów o dwunastu liniach węzłowych wzrost na­
kładu pracy obliczeniowej jest przeważnie większy niż poprawa 
dokładności wyników i w związku z tym użycie Ich powinno być 
ograniczone do specjalnych przypadków.

Przedstawione rozwiązanie może być bezpośrednio stoso­
wane do analizy konstrukcji, dla których liniowo - sprężysty 
model materiału stanowi dostatecznie dokładne przybliżenie. 
Można wymienić tu sprężone konstrukcje betonowe w stanie nie- 
zarysuwanym, konstrukcje stalowe pracujące w zakresie sprężys­
tym itp. W odniesieniu do innych rodzajów konstrukcji metoda 
może być stosowana do oceny jakościowej /np. lokalizacja miejsc 
koncentracji naprężeń/. Wydaje się, że przedstawiony sposób 
powinien okazać się szczególnie przydatny przy opracowywaniu 
nowych rozwiązań konstrukcyjnych, projektów typowych itp.

Efektywność przedstawionego rozwiązania zależy w du­
żym stopniu od liczby wyrazów rozwinięcia, które trzeba uwzglę­
dnić dla otrzymania poprawnych wyników. W przypadku obciążeń 
złożonych, gdy zachodzi potrzeba analizy wielu harmonicznych



wzrasta także proporcjonalnie nakład pracy obliczeniowej. 
W przykładach przedstawionych w rozdziale 5 poprawne wyniki 
otrzymano uwzględniając od 1 do 27 wyrazów rozwinięcia w za­
leżności od typu obciążenia i rodzaju analizowanej wielkości.

Podstawowy algorytm zaprezentowany w pracy stanowi ba­
zę dla dalszych uogólnień rozszerzających praktyczne zastoso­
wanie metody. Stosunkowo proste modyfikacje algorytmu umożli­
wiają uwzględnienie nieliniowych związków fizycznych, różnego 
rodzaju wpływów niemechanicznych oraz zastosowanie przedstawić- \
nego rozwiązania do analizy zagadnień dynamicznych. Pryzmatycz­
ne elementy skończone powinny okazaó się szczególnie przydat­
ne do nieliniowej analizy konstrukcji betonowych, uwzględnia­
jącej między innymi zarysowanie. Wymaga to wprowadzenia spec­
jalnych liniowych elementów reprezentujących pręty zbrojenia 
lub cięgna sprężające, usytuowanych wewnątrz elementów trój­
wymiarowych. Podstawowe rozwiązanie można w prosty sposób roz­
szerzyć także na konstrukcje położone w ukosie wprowadzając 
ukośny układ współrzędnych. Sposób postępowania jest podobny 
do podejścia przedstawionego w pracy w odniesieniu do elemen­
tów zakrzywionych, dla których wprowadzono układ współrzędnych 
walcowych.

Należy podkreślić , że przedstawione rozwiązanie może 
być stosowane nie tylko do analizy przęseł mostowych, ale także 
różny chJ.i mych konstrukcji pryzmatycznych spełniających założo­
ne warunki .brzegowe.

Podsumowując zawarte w pracy rozważania, poza wnioska­
mi szczegółowymi przedstawionymi w poszczególnych rozdziałach, 
można sformułować następujące wnioski ogólne :

1/ zastosowanie pryzmatycznych elementów skończonych umożli­
wia efektywną trójwymiarową analizę konstrukcji nawet przy 
użyciu stosunkowo niewielkich maszyn cyfrowych, a przyję­
cie dostatecznie gęstego podziału na elementy pozwala na 
ocenę wpływów typu lokalnego /np. koncentracje naprężeń/ ;

2/ stan przemieszczeń, odkształceń i naprężeń wyznaczony za 
pomocą analizy trójwymiarowej różni się od rozwiązań opar­
tych na jedno- lub dwuwymiarowych modelach obliczeniowych, 
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a szczególnie wyraśne rozbieżności występojo w pobliżu 
miejsc przyłożenia obciążeń o charakterze skupionym i w 
miejscach skokowej zmiany wymiarów przekroju poprzecznego ;

/ /

3/ pryzmatyczne elementy skończone mogą hyc z powodzeniem sto­
sowane do przestrzennej analizy przęseł mostowych, mimo wys­
tępujących przeważnie różnic między warunkami brzegowymi 
przyjętymi w modelu obliczeniowym, a warunkami występujący­
mi w rzeczywistej konstrukcji; zakres dopuszczalności tych 
różnic powinien być przeanalizowany dla poszczególnych ty­
pów przęseł ;

4/ przedstawiony w pracy zestaw programów obliczeń na EMC umoż­
liwia analizę szerokiej klasy konstrukcji pryzmatycznych o 
dowolnym, nawet krzywoliniowym, zarysie przekroju poprzecz­
nego, prostych lub zakrzywionych w planie, swobodnie podpar­
tych na obu końcach oraz posiadających dodatkowe podpory po­
średnie, a także konstrukcji zespolonych z różnych materia­
łów ;

5/ elementy pryzmatyczne, w porównaniu z tradycyjnymi elementa­
mi trójwymiarowymi, charakteryzują się znacznym zmniejsze­
niem liczby niewiadomych, redukcją wielkości rozwiązywanych 
układów równań oraz niewielką liczbą elementów wystarczają­
cą do uzyskania poprawnego rozwiązania, co w sumie pozwala 
na bardzo istotne skrócenie czasu obliczeń ;

6/ istnieje możliwość łączenia elementów pryzmatycznych 
mentami prostszymi /np. dwuwymiarowymi/ we wspólnych 
zaniach; w wielu przypadkach podejście takie pozwala 
ne zmniejszenie liczby niewiadomych bez uszczerbku d 

dności opisu pracy konstrukcji ;

z el e- 
rozwią- 
na znacz

I a d o k I a -

7/ biorąc pod uwagę zaprezentowany algorytm, opracowane na jego 
podstawie programy obliczeń na EMC oraz przedstawione wyni­
ki badań i przykłady obliczeń, można stwierdzić, że założo­
ne cele pracy zostały zrealizowane, a szerokie możliwości 
dalszych uogólnień przedstawionego rozwiązania świadczą o 
jego dużej przydatności w analizie konstrukcji inżynierskich .
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STATICAL ANALYSIS OF BRIDGE SPANS BY THE FINITE 

pISM ELEMENT METHOD

Summary

A three - dimensional statical analysis of prismatic struc­
tures with special reference to bridge spans is presented in 
this work. Using the finite prism element method, an algorithm 
of solution has been prepared and subsequently computer pro­
grams were written. Presented finite prism element method re­
quires the operation on narrow - band matrices and the compu­
tations Involved are remarkably less then in other three - di­
mensional methods. Prepared computer programs can be used to 
the study of displacement, strain and stress distribution in 
prismatic structures with arbitrary shape of cross - section, 
straight or curved in plane and with discrete internal column 
supports. The practical use of programs is illustrated by the 
analysis of choosen bridge spans and some of the results are 
verified by model testing.
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W pracy przedstawiono metoddyskretnej trójwymia­
rowej analizy statycznej konstrukcji pryzmatycznych 

e szczególnym m/zglądnieniem przęseł mostowych.
Do dyskretyzacji konstrukcji zastosowano pryzmatyczi 

elementy skończone. Praca zawiera rozwiązanie anali­
tyczne oraz programy do obliczeń numerycznych, 

(..pracowano programy umożliwiają obliczanie konstrukcji 
o dowolnym kształcie przekroju poprzecznego,prostyo) 

lub zakrzywionych w planie, jedno- i wieloprz płowych, 

a także zespolonych z różnych materiałów. Podane w 
pracy przyldady obliczeń numerycznych oraz wyniki 
badań doświadczalnych pozwalają na oceną przydat­

ności rozwi izania.
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3 Prząsła mostowe,pryzmatyczne elementy skończone, 
trójwymiarowa analiza naprążeń.
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