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Rozpatrzmy równanie różniczkowe odkształconej powierzchni płyty 
w prostokątnym układzie osi x, y, z:

(1)
Eh? ldAw , „ d4w , diw\ 

12(1 — r2) \ d x4 dx2 dy2 ! dy* '

gdzie E jest współczynnikiem sprężystości podłużnej, h. grubością płyty, 
w ugięciem płyty w kierunku osi z, v współczynnikiem Poissona 
oraz q obciążeniem przypadającym na jednostkę powierzchni płyty.

W przypadku oparcia płyty 
na sprężystym podłożu uwzględ
nić musimy ponadto sprężysty 
odpór gruntu p. W pracy niniej
szej opierać się będziemy na tzw. 
założeniach Winklera. Wed
ług tych założeń:

(1) osiadanie każdego punktu 
podłoża jest proporcjonalne do 
nacisku przenoszonego przez pod

Rys. 1

łoże; oznaczając wielkość siły powodującej jednostkowe osiadanie podłoża 
przez k (jest to tzw. współczynnik sprężystości podłoża) otrzymamy wiel
kość ugięcia y ze, wzoru

(2) osiadanie danego punktu nie jest zależne od osiadania innych punk
tów podłoża;

(3) belka lub płyta nie może oddzielić się od podłoża, tzn. podłoże może 
przenosić siły zarówno ściskające, jak i rozciągające.

Uwzględniając odpór sprężysty gruntu otrzymamy na podstawie rów
nania (1)

(3)
EW id4 w . n d' w d4w\ , 

12(1 — v2) \ dxl dx2 dy2 dy4 / $ W

gdzie k jest jednostkowym odporem gruntu przy założeniu odporu skie
rowanego przeciwnie niż oś z.
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Jeżeli zastąpić różniczki różnicami i wprowadzić oznaczenie

(4)
Eh3

12(1 — v~)
D,

to otrzymamy

(5)
/d4 w 
dx4

d4 W d4 w\
dx2 dy2 dy4 / + kw = q.

Jest to równanie powierzchni odkształconej płyty spoczywającej na pod
łożu sprężystym. W pracy niniejszej zastosowano metodę różnic skończo
nych do obliczania płyt kwadratowych opartych na sprężystym podłożu ’).

Wyraźmy kolejno różnice wchodzące do wzoru (5) przez ugięcia, przyj
mując podział płyty na jednakowe pola o długości d x w kierunku osi 

Rys. 2

x oraz dy w kierunku osi y.
Zgodnie z oznaczeniami podanymi 

na rys. 2 dla punktu k otrzymamy

d* Wk — Ws---4 Wi +

4- 6 W* — 4 W; 4- Wt,

A^Wk — Wy — 4 w„ 4-

4- 6 wk — iwm + wu, 

Axy Wk = 4 wk — 2 (wt 4-

+ Wi + Wn + Wm) 4- Wg 4-

4- Wr 4- Wo 4- Wp.

W przypadku podziału płyty na pola kwadratowe jest

Ax = Ay.

Wstawiając wyrażenia na różnice (6) do równania (5) otrzymamy po 
uporządkowaniu

(7) 20 W*---0 (W/ + Wl + Wn + Wm) 4“ 2 (Wg 4“ Wr 4“ Wo 4- Wp) 4-

4- ws A- wt + wv A-wu = (q*—k* wk),

gdzie q* jest jednostkowym obciążeniem zewnętrznym, przypadającym 
na pole podziału płyty w punkcie k, a h jednostkowym odporem sprę
żystym gruntu, przypadającym również na pole podziału płyty w punk
cie k.

0 [1] i [2]
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W przypadku działania sił skupionych należy obliczyć zastępcze 
obciążenie jednostkowe przypadające na dane pole

(8)
_ _  R*

AxAy’

gdzie Rk jest wypadkową obciążenia przypadającą na pole k.
Rozpatrzmy płytę podaną w rzucie na rys. 3. Przy zastosowanym po

dziale na odcinki Ax i Ay otrzymamy n nieznanych ugięć płyty. Będą 
to ugięcia a2, a3)... w rzędzie pierwszym oraz b1;b2, b3)... w rzędzie dru
gim itd.2)

2) Bez obawy dwuznaczności punkty i ich ugięcia oznaczamy tymi samymi sym
bolami.

3) [3].

Układamy tyle równań (7), ile jest nieznanych ugięć płyty. Jednak 
do równań ułożonych dla skrajnych punktów płyty (np. dla rzędu punk
tów ai, a2, a3,... wzdłuż osi x oraz dlla szeregu punktów Oj, b,, c1(... wzdłuż
osi y) oprócz ugięć punktów «rzeczywistych» 
wchodzą jeszcze «teoretyczne» ugięcia punk
tów poza płytą w odległości Ax i 2 Ax od 
skrajnych punktów. Odpowiednie punkty 
w odległości Ay powyżej osi x oznaczono 
jedną kreską, a w odległości 2 Ay dwoma 
kreskami. Odpowiednie punkty z lewej 
strony osi y oznaczono jednym lub dwo
ma krzyżykami.

Ażeby ułożona liczba równań wystar
czała do rozwiązania układu, należy teore
tyczne ugięcia poza płytą wyrazić za po
mocą rzeczywistych ugięć.

y
Rys. 3

Nieznane ugięcia teoretycznych punktów w odległości Ax lub Ay 
obliczymy z warunku, że na brzegu płyty naprężenia muszą być równe 
zeru 3). Oznacza to, że na krawędzi x = 0 jest

(9.1) ^ = 0
oraz na krawędzi y = 0 jest

(9.2) aj,= 0.

Z równania (9.1), np. dla punktu at, znajdujemy zależność

(10.1) b4 — 2 a4 + <4 + v (a3 — 2 a4 + a5) = 0.
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Stąd obliczymy ugięcie teoretycznego punktu płyty ai

ai = — v a3 + a4 (2 + 2 v) — v a5 — b4.

Odpowiednio obliczymy wielkość ugięcia punktu b^ z równania (9.2)

(10.2) b| — 2 bŁ —|— b2 ~H v (c4 -— 2 bj ut) = 0.

Ugięcie teoretycznych punktów w odległości 2 lub 2 Ay obliczono 
zakładając, że przekrój płyty prostopadły do krawędzi przedstawia linię 
prostą. Tak np. ugięcie punktu al' wyniesie

(11-1) a'i — 2 ai + a4 = 0.

Wstawiając wartość ugięcia punktu cu ze wzoru (10.1) wyrazimy ugięcie 
punktu di przez ugięcia punktów rzeczywistych płyty.

Analogicznie ugięcie punktu b^ obliczymy z zależności

(11-2) bxx— 2bt‘+b1 = 0.

Pozostaje jeszcze do omówienia teoretyczny punkt narożny a0. W tym 
celu przyjęto, że wartość naprężenia zginającego wzdłuż przekątnej mię
dzy osiami x i y w punkcie aj jest równa zeru. Stąd otrzymuje się za
leżność

(12) a0 — 2 Uy -|- b2 v (b! — 2 a4 + U) = 0.

Założenia ostatnie odbiegają niewątpliwie od stosunków faktycz
nych przy rozwiązaniu ścisłym; wobec tego jednak, że ugięcia punktów

Rys. 4

położonych w odległości 2 Ax lub 2 Ay 
poza płytą wchodzą tylko do równań 
ułożonych dla punktów skrajnych, 
i to z najmniejszym współczynnikiem 
[por. równanie (7)], więc nieścisłość 
ta wpłynąć może tylko niewiele na 
uzyskany wynik.

Obliczenie ugięć płyty za pomocą 
równań (7) zostało przedstawione dla 
przypadku płyty kwadratowej obcią
żonej symetrycznie.

Przykład 1. Obliczyć ugięcia płyty 
kwadratowej, podanej na rys. 4, opar
tej na sprężystym podłożu i obciążo
nej symetrycznie w polach środkowych.
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Wobec symetrii płyty i obciążenia wystarcza rozpatrzeć ćwiartkę 
płyty.

Do obliczeń przyjęto: l = a = b = 500 cm, D = 19 230 000 kG/cm, 
k = 1 kG/cm2, q0 = q, qt = q2 — q3 = q4 = q5 = 0.

Zastosowano następujący podział płyty:

At = Ay = = “2“ = 83,333 cm. 
y 6 6

Przy zastosowanym podziale i uwzględnieniu symetrii odkształcenia 
pozostaje do wyznaczenia sześć ugięć punktów płyty oznaczonych ko
lejno 1, 2, 3, 4, 5 i 6 (por. rys. 4).

Wyznaczenie ugięć punktów teoretycznych przeprowadza się z na
stępujących równań:

wj — 2 w, + w2 + v (wi — 2 w, + w2) = 0, 

wś — 2 wa + w4 4- v (w4 — 2 w, 4 w3) = 0, 

wś — 2 w3 + w5 + r (w2 — 2 w3 + w3) = 0, 
w0 ■— 2 wt + w4 + v (w'2 — 2 Wj + wź) = 0, 

wf — 2 wj + w, = 0, 

w'2 — 2 wś + w2 =0, 

wś' — 2 wś + w3 = 0.

Stąd otrzymujemy:

wi = 2 Wj — w2,

wś = — v w4 4 2 w2(l 4- v) — * w3 — w4,

wś = — v w2 4- w3 (2 4- v) — w5,
w0 = 2 w, (1 4~ v 4~ r2) — 4 w2(r 4- c2) 4- 2 4 w3 — w4 (1 — 2 v), 

w" = 3 w4 — 2 w2,
wś' = — 2 pW! 4 w2 (3 4- 4r) — 2 v w3 — 2 w4, 

w'3 = — 2 ? w2 4 w3 (3 4 2 ?) — 2ws.

Dalsze obliczenie przeprowadzamy przyjmując v = 0,2. Otrzymamy 
wówczas:

w0 = 2,48 w4 — 0,96 w2 4- 0,08 w3 — 0,60 w4,

wi = 2 w, — w2,

wś = — 0,20 wr 4- 2,40 w2 — 0,20 w3 — w4,
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wś =— 0,20 w2 + 2,20 w3— w5,

wi = 3 w, — 2 w2,

wź' = — 0,40 wt + 3,80 w2 — 0,40 w8 — 2 w4, 

wś' = — 0,40 w2 + 3,40 w3 — 2 w5.

Równanie (7) piszemy w postaci

(7.1) (20 4 —) W/t 8 (wt + Wl + Wn 4“ Wrn) + 2 (Wq 4" Wr 4" Wo + Wp) 4“

_ q* J
“ D '+ ws + wt + wv + wu

zlx4 
D

83,3334
19 230 000 = 2,507698.

Równanie (7.1) wypisujemy kolejno dla punktów 1, 2, 3, 4, 5 i 6 przyj
mując stały odpór gruntu pod całą płytką, k = 1 kG/cm2 (bardzo słaby 
grunt).

Otrzymujemy kolejno:

dla punktu 6

(20 + 2,507698) w6 — 8 (2 w5 + 2 wR) 4~ 2 (w4 — 2 w5 + w6) +

+ 2 w3 + 2 w5 = 2,507698 qe 
lub po uproszczeniu

8,507698 Wg — 10 w5 + 2 w4 + 2 w3 = 2,507698 q;

dla punktu 5

(20 + 2,507698) w5 — 8 (ws + w4 + w5 + wB) + 2 (w2 + w3 + w5 + w6) +

+ w2 + wś + w4 + Wg = 0,

— 5 Wg 4- 15,507698 w^-Iwą — 3,80 w3 4- 2,80 w2 = 0;

dla punktu 4

(20 4- 2,507698) w4 — 8 (2 w2 4- 2 w5) 4- 2 (w4 4- 2 w8 4~ w6) + 2 wź + 2ws = 0,

2 w6 — 14 w5 4- 20,507698 w4 4- 3,60 w3 — 11,20 w2 4- 1,60 w4 = 0; 

dla punktu 3

(20 4- 2,507696) w8 — 8 (w2 4- wś 4- w3 4- w5) 4- 2 (wś 4- wś 4- w4 4- w^ 4-

4- 4- wś' + w2 + Wg = 0,

Wg — 2w5 4~ 4,307698 w3 — 1,40 w2 4- 0,60 w, = 0;
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dla punktu 2

(20 + 2,507696) w2 — 8 (Wj + W2 + w3 + w4) + 2 (w{ + wś + w2 + w5) +

+ wl + w'2' + w3 + w5 = 0,.

w5 — 2 w4 — 1,40 w3 + 5,707698 w2 — 0,80 — 0;

dla punktu 1

(20 + 2,507696) wt — 8 (2 w) + 2 w,) + 2 (w? + 2 w^ + w4) + 2 wł'+ 2 w3 = 0, 
— 3,20 w4 + 1,36 Wg + 3,68 w2 4- 0,667698 wt = 0.

Rozwiązując układ sześciu równań obliczamy wielkość ugięć (przyj
mując q — 1 kG/cm2):

wl = 0,34C072 cm w4 = 0,062858 cm
w2 = 0,021876 „ w5 = 0,163361 „
w3 = —0,078252 „ w8 = 0,483153 „

Powierzchnię odkształcenia płyty podaj e w rzucie aksonometrycznym 
rys. 5.

Zastosowanie różnic skończonych do równania (3) pozwala na oblicze
nie odkształceń płyty, która tylko częścią swej powierzchni opiera się na 
sprężystym podłożu Winklera. Wystarcza w tym celu dla odpo
wiednich punktów przyjąć wartość odporu gruntu równą zeru. Dla na
szego przypadku równanie (7.1) przybierze postać

(7.2) 20 w* — 8 (w,- + w; + wn + wm) + 2 (w9 + wr 4- w„ 4- wp) 4-

4- ws + wt + wv 4- wa = -

Przykład 1.1. Obliczyć odkształcenia płyty według przykładu 1 w za
łożeniu, że pole odpowiadające punktowi 1 nie jest oparte na sprężystym 
podłożu.

Równania ułożone dla punktów 1-5 pozostają bez zmian, należy 
uwzględnić tylko w równaniu dla punktu 1 różnicę pomiędzy wzora
mi (7.2) i (7.1).

Otrzymamy następujący układ równań:

8,507698 w6-10w5 + 2w4 + 2 w3 = 2,507698 q,

— 5 wB + 15,507698 w5 — 7 w4 — 3,80 w3 4- 2,80 w2 = 0,

2 w„ — 14 w5 4- 20,507698 w4 4- 3,60 w3—11,20 w2 4- 1,60 w4= 0,
w6 — 2 w5 4- 4,307698 w3 — 1,40 w2 4- 0,60 w, = 0,

w5 — 2 w, 1,40 w3 4- 5,707698 w2 — 0,80 w, = 0,

— 3,20 w4 4- 1,36 w3 4- 3,68 w2 — 1,84 w, = 0.
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Układ tych równań daje następujące rozwiązanie:

odpór sprężysty 
z wyłączeniem 
punktu a,

odpór sprężysty 
z wytoczeniem 
punktów aj at

odpór sprężysty 
z wyłączeniem 
punktów a,,aja3

Rys. 5

Wj = — 0,248753 cm 

w2 = —0,039052 „ 

w3 = 0,002085 

w4 = 0,099009 
w5 = 0,224832 

w6 = 0,535260

Rzeczą celową będzie 
podkreślić w tym miej
scu, że podany sposób 
obliczenia może być za
stosowany również do 
obliczenia ugięć płyt 
opartych na sprężystym 
podłożu o zmiennym 
współczynniku odporu 
sprężystego gruntu oraz 
dla płyt opartych tylko 
(dowolną) częścią swej 
powierzchni na podłożu.

W dalszym ciągu 
rozpatrzymy przypadek 
ważny ze względów prak
tycznych, a dotychczas 
nie rozwiązany w litera
turze dostępnej autoro
wi, mianowicie przypa
dek odkształcenia się pły
ty opartej na sprężystym 
podłożu, gdy podłoże to 
jest zdolne przenieść tyl
ko naprężenia ściskające, 
a pozwala na swobodne 

oderwanie się płyty pod wpływem naprężeń rozciągających.
Analizując wyniki przykładów 1 i 1.1 widzimy, że część podłoża, mia

nowicie punkt 2, pracuje na rozciąganie. Zwalniając od pracy podłoże 
w punkcie 2 obliczymy nową powierzchnię odkształconą płyty. Analiza 
wyników wskazuje następnie, czy należy ponadto zwolnić dalsze punkty, 
aby otrzymać ostateczną powierzchnię wgłębiania się płyty w podłoże.
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Przypadek rozważany tutaj może znaleźć zastosowanie w praktyce 
przy płytach lub ławach fundamentowych pod słupami, masztami, komi
nami itp.

Przykład 1.2. Obliczyć odkształcenia płyty według przykładu 1 w za
łożeniu, że pola 1 i 2 nie są oparte na sprężystym podłożu.

Otrzymujemy układ równań

8,507698 w6 — 10 w5 + 2 w4 + 2 w3 — 2,507698 q, 

— 5w6 + 15,507698 w5 — 7 w4 — 3,80 w8 + 2,80 w2 = 0,

2 w6 — 14 w5 + 20,507698 w4 + 3,60 w3 — ll,20w2 + l,60wj= 0, 

w6 — 2 w5 + 4,307698 w3 — 1,40 w2 + 0,60 wt = 0, 

w5 — 2 w4 — 1,40 w3 + 3,20 w2 — 0,80 w1 = 0, 

— 3,20 w4 + 1,36 w3 + 3,68 w2 — 1,84 = 0,

którego rozwiązaniem jest

wt =— 0,381161 cm w4 = 0,057256 cm

w2 =— 0,135503 ,, w5 = 0,223153 „
w3 = —0,014314 „ w„ = 0,546957 „

Przykład 1.3. Obliczyć odkształcenia płyty według przykładu 1 w za
łożeniu, że pola 1, 2 i 3 nie są oparte na sprężystym podłożu.

Otrzymujemy układ równań

8,507698 w6 — 10 w5 + 2 w4 + 2 w3 = 2,507698 q, 

— 5 w6 + 15,507698 w5 — 7 w4 — 3,80 w3 -j- 2,80 w2 = 0,

2 w6 —14 w5 + 20,507698 w4 + 3,60 w3—11,20 w2 + 1,60 w± = 0, 
Wg — 2ws + 1,80 w3 — 1,40 w2 + 0,60 w, = 0, 

w5 — 2 w4 — 1,40 w3 4- 3,20 w2 — 0,80 wt = 0, 

— 3,20 w4 + 1,36 w3 + 3,68 w2 — 1,84 w, = 0,

którego rozwiązaniem jest

wt=—0,354200 cm w4 = 0,070672 cm

w2 =— 0,107630 ,, w5 = 0,221153 „

w3 = —0,021692 „ Wg = 0,543187 „

Kolejne powierzchnie odkształceń płyty wykreślone zostały na pod
stawie wyników przykładów 1, 1.1, 1.2 i 1.3 na rys. 5a, 5b, 5c i 5d i to przy 

11



odporze sprężystym na całej powierzchni na rys. 5a, przy zwolnieniu od
poru sprężystego odpowiednio w jednym, dwóch i trzech punktach na 
rys. 5b, 5c i 5d.

Najbardziej zastanawiający jest fakt wgłębiania się rogów płyty 
przedstawiony na rys 5a.

Wynik obliczeń można wytłumaczyć w sposób następujący. Pod wpły
wem obciążenia części środkowej płyta wgłębia się w podłoże w sposób 
podany na rys. 6. Równania (7.1) zostały ułożone zgodnie z założeniami 
Winklera, że podłoże pracuje zarówno na naprężenia ściskające, jak 
i na naprężenia rozciągające. Wytwarza się zatem sytuacja podana na 
rys. 7.

Rys. 6 Rys. 7

Siły ciągnące w częściach płyty odkształconej powyżej poziomu podło
ża starają się wgłębić część środkową płyty oraz wygiąć rogi ku dołowi (to 
samo zjawisko ma miejsce w belce na sprężystym podłożu, por. rys. 8)..

Ponieważ dodatkowe zagłębienie części środkowej płyty napotyka na 
trudności (duża powierzchnia dotyku), reszta sił rozciągających wpływa 
na silne wygięcie rogów ku dołowi, co uwidacznia rys. 5a.

Zwalniając kolejno punkty podłoża poddane naprężeniom rozciągają
cym dochodzimy po szeregu przybliżeń do ostatecznej postaci płyty od
kształconej, zgodnie z założeniem, że podłoże zdolne jest tylko do prze
jęcia naprężeń ściskających, a pozwala na swobodne oderwanie się płyty.

Na podstawie wykresów ugięć można dojść do powierzchni wgłębiania 
się płyty w podłoże i wykreślić odpowiednie warstwice.

Następne obliczenie odkształceń płyty przeprowadzimy zwiększając 
dziesięciokrotnie współczynnik podłoża bez zmiany innych warunków.
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Przykład 2. Obliczyć odkształcenia płyty jak w przykładzie 1 przy 
zastosowaniu innego współczynnika sprężystości podłoża k = 10 kG/cm2 
(dla silnych gruntów).

Mamy teraz

= 2,507698, = 25,076980.

Dla punktów 6, 5, 4, 3, 2 i 1 płyty otrzymujemy kolejno

31,076980 we — 10w5 + 2w4 + 2w3 = 2,507698 q,

— 5 wG + 38,076980 w5 — 7 w4 — 3,80 w3 + 2,80 w2 = 0,

2 we — 14 w5 + 43,076980 w4 + 3,60 w3 — 11,20 w2 + l,60 w4 = 0, 
Wg — 2w5 + 26,876980 w3 — 1,40 wa + 0,60 w4 = 0, 

w5 — 2 w4 — 1,40 w3 + 28,276980 w2 — 0,80 w4 = 0, 
— 3,20 w4 + 1,36 w3 + 3,68 w2 + 23,236980 wr = 0.

Rozwiązując powyższy układ równań otrzymujemy następujące wiel
kości ugięć dla q=l kG/cm3:

w4 = 0,0001731 cm, 
w2 =— 0,0005190 „

w3 = — 0,0023644 „

w4 = — 0,0003451 cm, 

w5 = 0,0108147

we = 0,0843475

Nie ma potrzeby podawania kolejnych powierzchni odkształconych 
otrzymanych przy stopniowym zwalnianiu punktów 1, 2, 3,... aż do osta
tecznego ustalenia płyty. Sposób obliczenia jest tutaj bowiem identyczny 
jak w przykładzie 1. Podajemy natomiast ostateczną powierzchnię zagłę
biania się płyty w sprężyste podłoże w założeniu, że podłoże przejmuje 
tylko naprężenia ściskające.

Przykład 2.1. Obliczyć odkształceni płyty według przykładu 
2 w założeniu, że pola 1, 2, 3 i 4 nie są oparte na sprężystym podłożu.

Otrzymujemy następujący układ równań:

31,076980 Wg — 10w5 + 2 w4 + 2 w3 = 2,507698 q,

— 5 Wg + 38,076980 w5 — 7 w4 — 3,80 w3 + 2,80 w2 = 0,

2 Wg — 14 w3 + 18 w4 + 3,60 w3 — 11,20 w2 + 1,60 w{ = 0, 

Wg — 2 Wg + 1,80 w3 — 1,40 w2 + 0,60 = 0,

Wg — 2 w., — 1,40 w3 3,20 w2 — 0,80 w, = 0, 

— 3,20 w4 + 1,36 w3 + 3,68 w2 — 1,84 wL = 0,
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którego rozwiązaniem jest

w3 = — 0,161955 cm, 

w2 = —0,0897977 „ 
w3 — — 0,0584565 „

w4 =—0,0349868 cm, 

w5 = 0,0059757

W(. = 0,0886298

Odpowiednie powierzchnie ugięcia płyty przedstawione zostały na rys, 
9a, 9b i 9c w założeniu odporu sprężystego na całej powierzchni płyty,

odpór sprężysty 
z wyłączeniem 
punktów 1 i 2

Rys. 9

a następnie przy usuwaniu kolejno odporu w punktach 1 i 2 oraz 1, 2, 
3 i 4. Otrzymana w ten sposób ostateczna powierzchnia odkształcona pły
ty odpowiada założeniu, że podłoże sprężyste może przejąć tylko naprę
żenia ściskające.
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Porównując wykresy powierzchni odkształconych z przykładów 1 i 2 
widzimy, że powierzchnia wgłębiania się płyty w sztywniejsze podłoże 
znacznie zmalała, co odpowiada, oczywiście, doświadczeniu.

Warto podkreślić, że odpór całkowity obliczony na podstawie ugięć 
płyty równoważy dość dokładnie obciążenie zewnętrzne (z błędem 1%), 
co potwierdza ścisłość otrzymanych wyników.

Literatura cytowana w tekście

[1] Woprosy stroitielnoj miechaniki, pod redakcją J. W. Urbana, Moskwa 1951
[2] K. B e y e r, Die Statik im Eisenbetonbau, cz. I i II, Berlin 1933-1934.
[3] W. Wierzbicki, Obliczenie płyty wspornikowej za pomocą równań 

różnicowych, Warszawa 1934.

P e 3 1O M 3
ruiflCTKHKfl hh ynpyroM ochobahkm

B npennaraeMOH paóore npwMeHeH MeToą, KOHeHHbix pa3HOCTen p,nsi 
BbiHHcneHHS fletjropMauHH nnacTHHOK Ha ynpyroM ocHOBaHHH. <i>opMyna 
(5) asnaerca pa3HOCTHbiM ypaBHeHHeM nnacTHHKH cornacHO tjmr. 1. 
3necb w ecTb npornó nnacTHHKH, D wecTKOCTb nnacTHHKH Ha h3fh6, 
k eflHHHHHas peaKUHS ochob3hhs npn npeonocbinKe peaKpnH HanpasreH- 
hoh npoTHBononoiKHO k och z, q Harpy3xa Ha eflHHHpy noBepxHOCTH nna- 
CTHHKH.

Bb'pa3HB pa3HOCTH npornóaMH OTflenbHbix ToueK, cornacHO oóo3Ha- 
HeHHSM npHBeneHHbiM Ha 4?hf. 2, h pasnenHB nnacTHHKy Ha KBanpaTHbie 
yiacTKH Ax = Ay, nonynaeM ypaBHeHHe (7), rąe q„ ecrb ynenbHaa BHem- 
Haa Harpy3Ka ynacTKa b tohkc k a ka ynenbHaa peaKuns Ha ynacTOK 
B TOHKe k.

CoCTaB/ISieM CTOnbKO ypaBHeHHH (7), CKOnbKO HeH3B6CTHbIX npOTHÓOB 
nnacTHHKH. LłTo6bi nncno HeH3BecTHbix 6bi.no paBHO KonHHecTBy nHHeHHbix 
ypaBHeHHH, BbipawcaeM TeopeTHHecKHe npornóbi BHe nnacTHHKH npornóaMH 
fleHCTBHTenbHbix ToneK. Cnocoó cocraBneHHa TaKyx 3aBHCHM0CTen ą,aH 
4>opMynaMH (9.1)-(12).

ypaBHeHHH (7) ocHOBaHbi Ha npennocbuiKax BwHKnepa, t. e. (1) He 
yHHTbiBatOT HenpepbiBHOCTH BemecTBa ocHOBaHHH, (2) nonararoT, hto oce- 
AaHHe KaiKjioH tohkh sBnaeTca nponopunoHanbHbiM k nepeHOCHMOMy 
naBneHHK) b flaHHOM Mecre h (3), hto ocHOBanne mojkot nepenocHTb He 
TonbKO OKMMarom^e, ho h pacTarHBaiomne HanpsnKeHHa. 3th npepnocbin- 
KH, OCGÓeHHO no OTHCUieHHKD K rpyHTaM, 3HaHHTeilbHO paCXOflHTCą c paóo- 
TOH fleHCTBHTejlbHOFO OCHOBaHHa.

flanee BbiHncneHbi oecjjopMauHH KBaąpaTHOH nnacTHHKH, HarpyiKeHHOH 
b CBoen ueHTpajibHOH nacTH, npn, nonymeHHH, nro ocHOBanne woiKeT 
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nepeHOCHTb Tonbno OKHMaiomwe HanpayKemia u nosBonaer nnacTHHKe 
CBOÓOflHO OTflenSTbCS OT OCHOB3HHS.

ripwMeHeH cnocoó nocnep,OBaTenbHoro oCBc6o>KfleHHS ot paóoTbi to- 
hok ocHOBaHka, noflBeprHyTbix pacTsrnBaiomwM Hanps>KeHHsiM. nocne He- 
CKOJlbKHX npHÓBHJKeHMH MOJKHO FIOnyWTb fleHCTEHTejlbHyiO nOBepXHOCTb 
flec^opMMpcBaHHOH nnacTHHKM, BflaBnMBaeMofi b ynpyroe ocHOBawne.

CooTBeTCTByromne rpacjmKH nna k=l kT/cm2 npnBefieHbi Ha c{mr. 5a, 
5b, 5c u 5d. BbiHHcneHwe npoBefleHO btopwhho yBenHHHBćs b 10 pas 3Ha- 
HeHHe ynpyroH peaKUHH ocHOBaHHS (/jnsi k=10 kF/cm2). cpHrypbi 9a, 
9b u 9c npHBOHST cooTBeTCTByromne rpacJjHKH.

npHMeHeHHbiil weTOfi, pacnera naeT bosmokhoctb paccMarpHBaTb pa3- 
Hbie runu nnacTMHOK onepTbix kskmm nn6o oópa3OM Ha ynpyroM ocho- 
bshhh (HanpHMep npn nepeMEHHbiM KOScj^miMeHTe ynpyrow peaKUHH ccho- 
BaHns). B ccoóeHHOCTH flenaeT BO3Mo>KHbiM pacneT p,e<j?cpMauHH nnac- 
thhkh onepTOH Ha ynpyroM ocHOBaHMH, KOTopoe nepeHOCHT TonbKO okh- 
MajonjMe HanpaweHMa.

npeflnaraewbiH cnocoó MomeT npnMeHSTbCsi Ha npaKTHKe, HanpHMep 
npH pacneTe 4)yHAaMeHTHbix óanoK h nnacTMHOK.

Summary

PLATES ON ELASTIC FOUNDATIONS

In this paper finite differences are used to determine deformations 
of plates on elastic foundations. The difference equation ot a piąte presen- 
ted in Fig. 1 is given by Eq. (5), where w denotes the deflection of the 
piąte, D its flexural ridigity, k unit reaction of the foundation (the reac
tion being supposed to be in the sense opposite to that of the z-axis), 
q unit load of the piąte. Expressing the differences by the deflections of 
individual points according to the designations in Fig. 2 (the piąte being 
divided in elementary sąuares Ax = Ay) Eq. (7) is obtained, where q„ ist 
the unit external load of the elementary area corresponding to the point k, 
and kn the unit reaction of the foundation for the elementary area cor
responding to the point k.

A number of equations (7) are established, equal to that of unknown 
deflections of the piąte. To have the number of unknown quantities equal 
to that of equations (which are linear), theoretical points of deflection 
outside the piąte are expressed by the deflections of real points. The 
rnanner in which these relations are found is given by Eqs. (9.1)-(12).

Thus we obtain finally a system of linear equations, the number of 
unknown deflections being equal to' that of the established eąuations.
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Eqs. (7) are based on Winkler’s assumptions, which means 
that the continuity of the foundation is not taken into account and the 
deflection of the foundation is assumed to be proportional to the load. 
Further it is assumed that the foundation can be subjected to compressive 
and tensile stresses as wćll. These assumptions differ considerably from 
the conditions of really existing foundations, especially when applied to 
the ground.

Furthermore the author has calculated the deformation of a rectangu- 
lar piąte loaded in the central part, assuming that the foundation can be 
subjected to compressive stresses only, and permitting free separation of 
the piąte from the foundation. The method used consists in successive 
suppressing the tensile stresses at points where they exist. After several 
approximations we can obtain the real surface of deflection of a piąte 
pressed against an elastic foundation.

The correspondihg graphs for discussed piąte, for k = 1 kG/cm2, are 
shown in Figs 5a, 5b, 5c and 5d. The calculation has been repeated for 
the modulus ten times greater (k = 10 kG/cm2). The corresponding graphs 
are shown in Figs 9a, 9b and 9c.

The method presented permits to investigate different kinds of plates 
on elastic foundations of any kind (e. g. characterized by a variable mo
dulus of elasticity). In particular it permits to calculate the deflection 
of a piąte on an elastic foundation which can be subjected to compressive 
stresses only.

The method can be used, for instance; to calculate foundation beams 
and plates. \ f

Praca została złożona w Redakcji dnia S kwietnia 1953 r.
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