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Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe odksztalconej powierzchni plyty
w prostokatnym uktadzie osi x, y, z:

ERr® 0w 0w 0% w)

oy 12“(717_: v“’) <§;4‘ + 2 0x> dyz' + oy ): q,

gdzie E jest wspodlczynnikiem sprezysto$ci podiuznej, h gruboscig plyty,
w ugieciem plyty w kierunku osi z, » wspéiczynnikiem P oissona
oraz g obcigzeniem przypadajacym na jednostke powierzchni piyty.

W przypadku oparcia piyty
na sprezystym podiozu uwzgled-
ni¢ musimy ponadto sprezysty
odpér gruntu p. W pracy niniej-
szej opiera¢ sie bedziemy na tzw.
zalozeniach Winklera. Wed-
tug tych zalozen:

(1) osiadanie kazdego punktu
podioza jest proporcjonalne do Rys. 1
nacisku przenoszonego przez pod-
foze; oznaczajac wielkos¢ sity powodujacej jednostkowe osiadanie podioza
przez k (jest to tzw. wspodlezynnik sprezystoSci podloza) otrzymamy wiel-
kos¢ ugiecia y ze wzoru

(2) Y=y

(2) osiadanie danego punktu nie jest zalezne od osiadania innych punk-
tow podioza;
(3) belka lub plyta nie moze oddzieli¢ sie od podtoza, tzn. podtoze moze
przenosi¢ sily zaréwno Sciskajace, jak i rozciggajace.
Uwzgledniajac odpor sprezysty gruntu otrzymamy na podstawie row-
nania (1)
Eh? 0* w 0*w 0w
( —kw,

& 12— {0zt T2 daroyr T gyt ) T

gdzie k jest jednostkowym odporem gruntu przy zalozeniu odporu skie-
rowanego przeciwnie niz oS z.



Jezeli zastgpié rozniczki réoznicami i wprowadzié oznaczenie

En?
@) 12(1—) =D,
to otrzymamy
(AT w A*w At w
(5) D\_A-x" aF 2 —RAAQ§+TZ/4)+kw—q'

Jest to rownanie powierzchni odksztalconej plyty spoczywajacej na pod-

tozu sprezystym. W pracy niniejszej zastosowano metode réznic skoneczo-

nych do obliczania ptyt kwadratowych opartych na sprezystym podiozu').

Wyrazmy kolejno réznice wchodzace do wzoru (5) przez ugiecia, przyj-

mujgc podziatl plyty na jednakowe pola o diugosci Ax w kierunku osi
x oraz Ay w kierunku osi y.

v N 2 Zgodnie z oznaczeniami podanymi
1 na rys. 2 dla punktu k otrzymamy
<
g z . + A wp = ws — 4 w; +
>
(S i s i t? +6 wr—4 w; + wy,
= Ay W = wo— 4w, +
o m p |
L (6) + 6 wp— 4 Wy + Wa,
<
u I vy wp =4 we — 2 (wi +
Ax —+— Ax —+ AX ——AX —+
g + wi + wn + W) + wg +
Hors12 + w, + wo + wp.

W przypadku podziatu ptyty na pola kwadratowe jest
Ax = Ay.

Wstawiajge wyrazenia na réznice (6) do réwnania (5) otrzymamy po
uporzadkowaniu

(1) 20 we— 8 (wi + wi + wn + wm) 4 2 (W + wr + Wo + wp) +

4

Ax
= ws o+ wr A Wo A+ We =" (qe— ke we),
gdzie qr jest jednostkowym obcigzeniem zewnetrznym, przypadajacym
na pole podziatu plyty w punkcie k, a 1 jednostkowym odporem spre-
zystym gruntu, przypadajacym rowniez na pole podzialu ptyty w punk-
ciedfc:

H [1] 1 [2]
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W przypadku dzialania sit skupionych mnalezy obliczy¢ zastepcze
obcigzenie jednostkowe przypadajace na dane pole /

®) @=

gdzie Rp jest wypadkowg obcigzenia przypadajaca na pole k.
Rozpatrzmy plyte podana w rzucie na rys. 3. Przy zastosowanym po-

dziale na odcinki Ax i Ay otrzymamy n nieznanych ugie¢ plyly. Beda

to ugiecia a,, a,, a;,... w rzedzie pierwszym oraz by,b,, b,,... w rzedzie dru-

gim itd.?)

Uktadamy tyle rownan (7), ile jest nieznanych ugie¢ piyty. Jednak
do réwnan utozonych dla skrajnych punktow ptyty (np. dla rzedu punk-
tOW ay, as, as,... wzdtuz osi x oraz dla szeregu punktéw a,, by, ¢,... wzdluz

osi y) oprocz ugie¢ punktoéw «rzeczywistych»
wchodzg jeszeze «teoretyczne» ugiecia punk-
tow poza plyta w odleglosci Ax i 2 Ax od
skrajnych punktéow. Odpowiednie punkty
w odleglosci Ay powyzej osi x oznaczono
jedng kreska, a w odleglosci 2 Ay dwoma
kreskami. Odpowiednie punkty z lewej
strony osi y oznaczono jednym lub dwo-
ma krzyzykami.

Azeby ulozona liczba réwnan wystar-
czala do rozwigzania ukladu, nalezy teore-
tyczne ugiecia poza plyta wyrazi¢ za po-
mocg rzeczywistych ugiec.

" " "
R ey A

! .
Gy +0, +8; *0y °d, 05—+

0 2 g
x
°q; 'aj “Q, =@ *0y *05 =q5—%

>
g bl
of), b

0, by by by s
<<

xC, *C, "€y *Cj

Rys. 3

Nieznane ugiecia teoretycznych punktéw w odleglosci Ax lub Ay
obliczymy z warunku, ze na brzegu plyty naprezenia musza byé réwne
zeru ®). Oznacza to, ze na krawedzi x = 0 jest

(9.1) Gx— 0
oraz na krawedzi y = 0 jest

(9-2) Uy:O.

Z réwnania (9.1), np. dla punktu a,, znajdujemy zalezno$¢

(10.1) b,—2a,+ as +v(a; —2a, + a;)=0.

?) Bez obawy dwuznacznos$ci punkty i ich ugiecia oznaczamy tymi samymi sym-

bolami.
%) [3].



Stad obliczymy ugiecie teoretycznego punktu ptyty ai
ay=—va; +a,(2+ 2v)—va,—Db,.

Odpowiednio obliczymy wielko$¢ ugiecia punktu bj¢ z réwnania (9.2)
(10.2) bi—2b; + by + »(c; — 2b; +a,) = 0.

Ugiecie teoretycznych punktéow w odlegtosci 2 Ax lub 2 Ay obliczono
zaktadajgc, ze przekroj plyty prostopadly do krawedzi przedstawia linie
prosta. Tak np. ugiecie punktu ai wyniesie

(11.1) ay’—2as+ a,=0.

Wstawiajgc wartosé ugiecia punktu as ze wzoru (10.1) wyrazimy ugiecie
punkiu ai przez ugiecia punktéw rzeczywistych piyty.
Analogicznie ugiecie punktu bX obliczymy z zaleznoSci

(11.2) b — 2 b+ b, = 0.

Pozostaje jeszcze do omoéwienia teoretyczny punkt narozny a,. W tym
celu przyjeto, ze warto$é naprezenia zginajgcego wzdiuz przekatnej mie-
dzy osiami x i y w punkcie a, jest rowna zeru. Stad otrzymuje sie za-
lezno§é
(12) ay—2a, +by + » (b —2a, +b5)=0.

Zatozenia ostatnie odbiegaja niewqtpliwie’ od stosunkéw faktycz-
nych przy rozwigzaniu $cistym; wobec tego jednak, ze ugiecia punktow
polozonych w odleglosci 2 Ax lub 2 Ay

SIS 7 o poza plyta wchodza tylko do réwnan
) , utozonych dla punktéw skrajnych,
AR B i to z najmniejszym wspolczynnikiem

[por. réwnanie (7)], wiec niescistosé
ta wplyna¢ moze tylko niewiele na
D' 2 4 e5| <5 g uzyskany wynik.

Obliczenie ugie¢ plyty za pomoca
x rownan (7) zostalo przedstawione dla
przypadku pityty kwadratowej obcig-

o/ ©2 ©3| 3 <2

3 <5

&.\g
N\

™

Uiz zonej symetrycznie.
5 Przyklad 1. Obliczy¢ ugiecia plyty
kwadratowej, podanej na rys. 4, opar-
y tej na sprezystym podiozu i obciazo-
Rys. 4 nej symetrycznie w polach srodkowych.



Wobec symetrii vplyt§ i obcigzenia wystarcza rozpatrze¢ cwiartke

plyty.
Do obliczen przyjeto: I =a =>b =500 ecm, D = 19230000 kG/cm,

k=1kG/em?®, ¢s=q, ¢i =qo= g3 =g, = q; = 0.
Zastosowano nastepujacy podzial ptyty:

Przy zastosowanym podziale i uwzglednieniu symetrii odksztalcenia
pozostaje do wyznaczenia sze$¢ ugie¢ punktéw plyty oznaczonych ko-
lejno 1, 2, 3, 4, 5 i 6 (por. rys. 4).

Wyznaczenie ugie¢ punktéw teoretycznych przeprowadza sie z na-
stepujacych réwnan:

wi— 2w, + wy + » (w1 — 2w, + w,) =0,
ws — 2wy + w, + v (w; — 2w, + w,) =0,
wi— 2w, + w; + v (W, — 2w, + w,) =0,
w, — 2w, + w, + »(ws— 2w, + ws) =0,
wi — 2w +w; =0,
wy — 2w + w, =0,

ws — 2ws + w, = 0.

Stad otrzymujemy:

Wi = 2 W; ~— Ws,
ws=—rw; + 2w, (1 + »)—»w; — wy,
Wi = — y Wy + W, (2 + ») — w;,

wy=2w,; (1 + v+ 1) —4w, (v +»*) + 2»w;, —w, (1 —2),
wi = 3 w; — 2w,
wy =—2vw; + Wy (3 +4») —2»w, — 2wy,
ws = — 2y W, + Wy (3 + 2v) — 2w;.
Dalsze obliczenie przeprowadzamy przyjmujgc » = 0,2. Otrzymamy
woéwczas:
w, = 2,48 w; — 0,96 w, + 0,08 w; — 0,60 w,,

wi = 2 wW; — W,
ws = —0,20 w; + 2,40 w, — 0,20 w, — w,,



wz = — 0,20 w, + 2,20 w; — w;,

wi = 3w, — 2 w,,

wy = — 0,40 w, + 3,80 w, — 0,40 w, — 2 w,,
wi = — 0,40 w, + 3,40 w; — 2 w,.

Rownanie (7) piszemy w postaci

ke Ax?,
(7.1) (20 + —"’g}?—ﬁwk—if(wf + w4 wa + wm) + 2 (g + wr + W+ Wp) +
4
+ ws + wr + wv+wu:ﬂg‘g{ y

Ax* 83,3334

= e Ol .
D 19230 000 2,207098

Roéwnanie (7.1) wypisujemy kolejno dla punktéw 1, 2, 3, 4, 5 i 6 przyj-
mujac staly odpér gruntu pod calg plytka, k = 1 kG/cm? (bardzo staby
grunt).

Otrzymujemy kolejno:

dla punktu 6

(20 + 2,507698) w, — 8 (2w, + 2wy) + 2 (W, — 2w; - wg) +

+ 2w, + 2w, = 2,507698 g,
lub po uproszczeniu

8,507698 w; — 10 wy + 2w, + 2w, = 2,507698 q;
dla punktu 5
(20 + 2,507698) w, — 8 (w, + w, + wy + wg) + 2 (wy, + wy + wy + w) +
+ w, + w3 + w, + w; =0,
— 5w, + 15,507698 w, — T w, — 3,80 w; + 2,80 wy = 0;
dla punktu 4
(20 + 2,507698) w, — 8 (2 ws + 2w5) + 2(w; + 2w, + w,) + 2wh + 2w, =0,
2w, — 14 w, + 20,507698 w, + 3,60 w; — 11,20 w, + 1,60 w, = 0;
dla punktu 3
(20 + 2,507696) w, — 8 (wy + wh + w, + w) + 2 (wis + wh + w, + w;) +
+ wy + wi' + wy, + w, =0,
ws — 2wy + 4,307698 w, — 1,40 w, + 0,60 w, = 0;



dla punktu 2

(20 4+ 2,507696) w, — 8 (w, + ws + w; + w,) + 2 (w1 + w3 + w, + w;) +
+ wi + wy + w; + w; =0,
w; — 2w, — 1,40 w, + 5,707698 w, — 0,80 w; = 0;
dla punktu 1

(20 + 2,507696) w, — 8 (2 wi + 2w,) + 2 (W) + 2ws + w,) + 2wi + 2w, =0,
—3,20w, + 1,36 w, + 3,68 w, + 0,667698 w, = 0.

Rozwiazujae uklad sze$ciu rownan obliczamy wielko$é ugie¢ (przyj-
mujac q = 1 kG/cm?):

w, = 0,34C072 cm w, = 0,062858 cm
w, == 0,021876 o w, = 0,163361 ,
wy, =—0,078252 w, = 0,483153

LX)

Powierzchnie odksztalcenia plyty podaje w rzucie aksonometrycznym
rys. 5.

Zastosowanie réznic skonczonych do réwnania (3) pozwala na oblicze-
nie odksztalcen ptyty, ktora tylko czeScig swej powierzchni opiera sie¢ na
sprezystym podtozu W in k1er a Wystarcza w tym celu dla odpo-
wiednich punktéow przyja¢ warto$¢ odporu gruntu réwng zeru. Dla na-
szego przypadku réwnanie (7.1) przybierze postaé

(7.2) 20 wp— 8 (w; + w; + wp + Wm) + 2 (wyg + wr + w, + wp) +

4
+ws+wz+ww+wu=9kfga.

Przyktad 1. 1. Obliczy¢ odksztalcenia piyty wediug przykiadu 1 w za-
lozeniu, ze pole odpowiadajgce punktowi 1 nie jest oparte na sprezystym
podiozu.

Rownania ulozone dla punktéw 1-5 pozostaja bez zmian, nalezy
uwzgledni¢ tylko w rownaniu dla punktu 1 roéznice pomiedzy wzora-
mi (7.2) i (7.1).

Otrzymamy nastepujacy ukiad réwnan:

8,507698 wy; — 10 w; + 2w, + 2w, = 2,507698 q,
— 5w, + 15,507698 w; — 7 w, — 3,80 w,; + 2,80 w, =0,
2 w; — 14 w, + 20,507698 w, + 3,60 w;—11,20 w, + 1,60 w, = 0,
we — 2w, + 4,307698 w,; — 1,40 w, + 0,60 w; = 0,
w; — 2w, — 1,40 w,; + 5,707698 w, — 0,80 w, = 0,
— 3,20 w, + 1,36 w, + 3,68 w, — 1,84 w,; = 0.



Uktad tych réwnan daje nastepujace rozwiazanie:

odpor sprezysty
cale/ powierzehni

odpor sprezysty
z wylgczeniem
punktu a,

adpor sprezysty
z wylaczeniem
punktow a, i @,

o0dpdr sprezysty
Z wylaczeniem
punktiw a,,c,ia,

Rys. 5

w; =—0,248753 cm
w, =—0,039052 ,,
w; = 0,002085 s
w, = 0,096009 ,,
w, = 0,224832
wy = 0,535260 ’ -

Rzeczg celowg bedzie
podkreslié w tym miej-
scu, ze podany spos6b
obliczenia moze by¢ za-
stosowany réwniez do
obliczenia ugie¢ piyt
opartych na sprezystym
podiozu o zmiennym
wspolczynniku  odporu
sprezystego gruntu oraz
dla plyt opartych tylko
(dowolng) czeScig swej
powierzchni na podlozu.

W dalszym ciggu
rozpatrzymy przypadek
wazny ze wzgledéw prak-
tycznych, a dotychczas
nie rozwigzany w litera-
turze dostepnej autoro-
wi, mianowicie przypa-
dek odksztalcenia sig ply-
ty opartej na sprezystym
podiozu, gdy podioze to
jest zdolne przenies¢ tyl-
ko naprezenia Sciskajace,
a pozwala na swobodne

oderwanie sie plyty pod wplywem naprezen rozciggajacych.

Analizujac wyniki przyktadéow 1 i 1.1 widzimy, ze cze$¢ podioza, mia-
nowicie punkt 2, pracuje na rozcigganie. Zwalniajac od pracy podioze
w punkcie 2 obliczymy nowg powierzchnie odksztalcong ptyty. Analiza
wynikoéw wskazuje nastepnie, czy nalezy ponadto zwolnié dalsze punkty,
aby otrzymaé¢ ostateczng powierzchnie wglebiania sie plyty w podloze.
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Przypadek rozwazany tutaj moze znalez¢é zastosowanie w praktyce
przy ptytach lub lawach fundamentowych pod stupami, masztami, komi-

nami itp.
Przyklad 1.2. Obliczy¢ odksztalcenia ptyty wediug przykladu 1 w za-
lozeniu, ze pola 1 i 2 nie sg oparte na sprezystym podiozu.
Otrzymujemy uklad réwnan
8,507698 wy — 10 w, + 2w, + 2w, = 2,507698 q,
— 5w, + 15,507698 w; — 7w, — 3,80 w,; + 2,80 w, = 0,
2wy — 14 w; + 20,507698 w, + 3,60 w; — 11,20w, + 1,60w, = 0,
w; — 2w, + 4,307698 w, — 1,40 w, + 0,60 w, = 0,
ws — 2 w, — 1,40 w,; 4+ 3,20 w, — 0,80 w; =0,

— 3,20 w, + 1,36 w, + 3,68 w, — 1,84 w, =0,

ktorego rozwigzaniem jest

w,; = —0,381161 cm w, = 0,057256 cm
w, =—0,135503 |, w, = 0,223153 ,
w, = — 0,014314 |, w, = 0,546957

Przyklad 1.3. Obliczy¢ odksztalcenia plyty wediug przykiadu 1 w za-
lozeniu, ze pola 1, 2 i 3 nie sa oparte na sprezystym podiozu.
Otrzymujemy ukiad réwnan
8,507698 wy — 10 w; + 2 w, + 2 wy; = 2,507698 q,
— 5w, + 15,507698 wy; — 7w, — 3,80 w, + 2,80 w, =0,
2wy, —14 w; 4 20,507698 w, - 3,60 w;— 11,20 w, + 1,60 w, = 0,
we — 2wy + 1,80 w;, — 1,40 w, 4 0,60 w, =0,
w, — 2w, — 1,40 w,; 4 3,20 w, — 0,80 w, =0,
— 3,20 w, + 1,36 w, + 3,68 w, — 1,84 w, =0,

ktoérego rozwigzaniem jest

w, = — 0,354200 cm w, = 0,070672 cm
w, = — 0,107630 ,, w, = 0,221153 ,,
wy = — 0,021692 , w, = 0,543187 ,,

Kolejne powierzchnie odksztalcen plyty wykreSlone zostaty na pod-
stawie wynikow przykiadow 1, 1.1, 1.2 i 1.3 na rys. ba, 5b, 5c i 5d i to przy

11



odporze sprezystym na calej powierzchni na rys. 5a, przy zwolnieniu od-
poru sprezystego odpowiednio w jednym, dwoch i trzech punktach na
rys. 5b, 5c i 5d.

Najbardziej zastanawiajacy jest fakt wglebiania sie rogéw plyty
przedstawiony na rys 5a.

Wynik obliczen mozna wytlumaczyé w sposéb nastepujacy. Pod wply-
wem obcigzenia czesci Srodkowej plyta wgltebia sie w podloze w sposéb
podany na rys. 6. Rownania (7.1) zostaly ulozone zgodnie z zalozeniami
Winklera, ze podloze pracuje zar6wno na naprezenia Sciskajgce, jak
1 na naprezenia rozciggajace. Wytwarza sie zatem sytuacja podana na
rys. 7.

il T
Rys. 6 Rys. 7
Sity ciggnace w cze$ciach ptyty odksztalconej powyzej poziomu podlo--

za starajg sie wglebi¢ czesé srodkowa plyty oraz wygiac rogi ku dotowi (to
samo zjawisko ma miejsce w belce na sprezystym podiozu, por. rys. 8).

e P

TTT . |

Rys. 8

Poniewaz dodatkowe zaglebienie czeSci Srodkowej plyty napotyka na
trudnosci (duza powiérzchnia dotyku), reszta sit rozciggajacych wplywa
na silne wygiecie rogéw ku dotowi, co uwidacznia rys. 5a.

Zwalniajgc kolejno punkty podioza poddane naprezeniom rozciagaja-
cym dochodzimy po szeregu przyblizen do ostatecznej postaci ptyty od-
ksztalconej, zgodnie z zalozeniem, ze podloze zdolne jest tylko do prze-
jecia naprezen Sciskajacych, a pozwala na swobodne oderwanie sie piyty.

Na podstawie wykreséow ugie¢ mozna doj$¢ do powierzchni wgiebiania
sie pltyty w podloze i wykresli¢ odpowiednie warstwice.

Nastepne obliczenie odksztaicen piyty przeprowadzimy zwiekszajge
dziesieciokrotnie wspdlczynnik podioza bez zmiany innych warunkow.

12



Przyktad 2. Obliczyé odksztalcenia plyty jak w przykladzie 1 przy
zastosowaniu innego wspélczynnika sprezystosci podioza k = 10 kG/cm?
{dla silnych gruntow).

Mamy teraz

Ax! k Ax*

D= 2,507698, D — 25,0769¢€0.

Dla punktéw 6, 5, 4, 3, 2 1 1 plyty otrzymujemy kolejno

31,076980 w, — 10 w, + 2 w, + 2w, = 2,507698 q,
— 5w, + 38,076980 w, — 7 w, — 3,80 wy + 2,80 w, = 0,
2w, — 14w, + 43,076980 w, + 3,60 w, — 11,20 wy+1,60 w, — 0,
Wy —— 2wy + 26,876980 w, — 1,40 w, -+ 0,60 w, = 0,
w, — 2w, — 1,40 w, + 28,276980 w, — 0,80 w, = 0,
— 3,20 w, + 1,36 w, + 3,68 w, + 23,236980 w, = 0.

Rozwigzujac powyzszy ukiad réwnan otrzymujemy nastepujgce wiel-
kosci ugieé dla g = 1kG/cm®:

w, = 0,0001731 cm, w, = — 0,0003451 cm,
wy, =—0,0005180 ,, w; = 0,0108147 »
w, =—0,0023644 ,, w; = 0,0843475 -

Nie ma potrzeby podawania kolejnych powierzchni odksztaiconych
otrzymanych przy stopniowym zwalnianiu punktéw 1, 2, 3,... az do osta-
tecznego ustalenia plyty. Sposéb obliczenia jest tutaj bowiem identyczny
jak w przyktadzie 1. Podajemy natomiast ostateczng powierzchnie zagte-
biania sie plyty w sprezyste podloze w zalozeniu, ze podioze przejmuje
tylko naprezenia $ciskajgce.

Przyktad 2.1. Obliczy¢é odksztalcenia plyty wedlug przyktadu
2 w zalozeniu, ze pola 1, 2, 3 i 4 nie sg oparte na sprezystym podiozu.

Otrzymujemy nastepujacy ukitad réwnan:

31,076980 wys — 10 w; 4+ 2w, + 2w, = 2,507698 q,
— 5 w, 1+ 38,076980 w, — T w, — 3,80 w, 1 2,80 wy, =10,
2w, — 14 w; + 18 w, - 3,60 w, — 11,20 w, + 1,60 w, =0,
wy— 2 ws + 1,80 w, — 1,40 w, -+ 0,60 w, — 0,
w,— 2w, — 1,40w; + 3,200w, — 0,80iw; — 0,
— 3,20 w, + 1,36 w, + 3,68 w, — 1,84 w, =0,
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ktérego rozwigzaniem jest

w; = — 0,161955 cm, w, = —0,0349868 cm,
w, =—0,0897977 ,, w; = 0,0059757 ’
w, = — 0,0584565 ,, w, = 0,0886298 ’

Odpowiednie powierzchnie ugiecia plyty przedstawione zostalty na rys.
9a, 9b i 9c w zalozeniu odporu sprezystego na calej powierzchni plyty,

odpor sprezysty
calej powierzchni

odpor sprezysty
Z wylaczeniem
punktow 112

oapor sprezysty
z wylgezeniem
punktaw 12,314

Rys. 9

a nastepnie przy usuwaniu kolejno odporu w punktach 1 i 2 oraz 1, 2,
3 i 4. Otrzymana w ten sposéb ostateczna powierzchnia odksztalcona pty-
ty odpowiada zalozeniu, ze podloze sprezyste moze przejaé tylko napre-
zenia $ciskajace.
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Porownujac wykresy powierzchni odksztalconych z przykiadéw 1 i 2
widzimy, ze powierzchnia wglebiania sie plyty w sztywniejsze podloze
znacznie zmalala, co odpowiada, oczywiscie, doSwiadczeniu.

Warto podkresli¢, ze odpor calkowity obliczony na podstawie ugig¢
plyty réwnowazy do$¢ dokladnie obcigzenie zewnetrzne (z bledem 1%),
co potwierdza Scisto$¢ otrzymanych wynikow.
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Pe3woms

MJIACTUHKA HA YIPYTrOM OCHOBARHWH

B npepnaraemo¥i pabore npUMEHEH MeTOM KOHEYHBbIX Ppa3sHOCTEH aJid
BbIYMC/IEHUS AedopMallu MIacTMHOK Ha ynpyroM ocHoBaHuu. Popmyna
(5) sBngeTcs pa3HOCTHBIM ypaBHEHWEM MNacTHHKM cornacHo ¢ur. 1.
3pmech w ecTtb Nporvd nnmacTUHKKA, D RECTKOCTb TMMIaCcTUHKA Ha HW3ruo,
k envHuyHas peakuMs OCHOBaHWS MpH MPEANnoChIIKE peakUuWu HarnpaBr eH-
HOW MPOTHBOMOJIOKHO K OCH 2z, ¢ Harpy3Kka Ha €JWHHIy NMOBEPXHOCTH Miia-
CTHHKH.

BrpasuB pasHoctd nporvbaMu OTHOENbHbIX TOYeK, COrnacHo o6Oo3Ha-
YeHUsSIM TMpPUBENEHHbIM Ha ¢ur. 2, U pasfgenuB MNacTHUHKY Ha KBafgpaTHble
yuactku A x = Ay, nonydaem ypaBHeHue (7), roe q, €CTb yAejbHad BHeLU-
HJs Harpy3ka ydacTka B Touyke k a k, ypenbHas peakuus Ha yd4acToOR
B TOouke k.

CocraengeMm CTONbKO ypaBHeHHH (7), CKOJIbKO HEM3BECTHBIX NMPOrMbGoB
naacTHHKHA. HToObI YMCIIO HEM3BECTHBIX ObIIO PaBHO KOJIMYECTBY JIMHEWHbBIX
ypaBHEHHWH, BIpaskaeM TEOPEeTHYEeCKUE MpOorkuodbl BHE MIACTUHKK NMporudamu
nercTBrTeNbHbIXx Touer. Cnoco® cocraBneHus TakWX 3aBUCHMOCTEH [OaH
bopmynamu (9.1)-(12).

YpaBHenus (7) ocHoBaHbl Ha mpennocsuikax BuHrnepa, t.e. (1) He
YUHMTBIBAIOT HEMPEPLIBHOCTH BELLECTBA OCHOBaHHMS, (2) mosjaraior, 4To oce-
JaHue KasKOAOHW TOYRU HBISETCd MpPONOPLHMOHANbHbLIM K MMEPEHOCHUMOMY
LaBJIEHMIO B faHHOM MecTe M (3), YTO OCHOBAHHWE MOIKET MEPEHOCHTb HE
TONBKO C/KMMAKLIYE, HO U pacTArdBaiolMe HanpsiskeHus. DTH Mpennochii-
KM, OCOOEHHO MO OTHOLIEHHIO K IPyHTaM, 3Ha4YHWTeNbHO pacxopdaTcs ¢ pabo-
TOW OEHUCTBUTENBLHOrO OCHUBAHMWA.

Hanee BbluMcneHbl fedopMauny KBagpaTHOW MJIaCTHHKK, HarpyskeHHOH
B CBOEW LEHTpaJbHOW 4YacTH, MpH, AOMYyLIEHWH, Y10 OCHOBAaHUE MOIKET
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NEPEHOCHTb TOJIbKO CXNUMIIOUIUE HalpaEHHUA H MO3BOJIAET TMJIaCTHHKRE
CBO6OJ],HO OTOENIATbCA OT OCHOBaHMH4.

lNpumeHeH crnocc6 mnocrenoBaTtenbLHOro 0CBCHORAEHHUS OT paboThl TO-
4eK OCHOBaHFKS$, MOABEPTHYTHIX pacTArKBaKIIMM HanpsskeHugM. [locne He-
‘CKOJIbKUX TMPHONUKEHHUHA MOYKHO MOJNYYWTb OAEHCTEWTEJIbHYIO MOBEPXHOCTb
nepOopMUPCBAHHOM MIAacTUHKH, BOAaBJIMBaeMOW B YNpyroe OCHOBaHHe.

CootBetctBylowre rpaguru gng k=1 kI/cm® npuBepeHsl Ha ¢ur. Sa,
5b, 5¢ 1 5d. BuluMcieHMe MpOBeneHO BTOPUYHO yBenuuuses B 10 pa3 3Ha-
YyeHWe ynpyrod peakruumd ocHoBauus (mns k=10 k[/cm®). Durypwr 9a,
9b 1 9c nMpHUBOOIT COOTBETCTBYIOLIME TPadHRHU.

[lpvMeHeHHBIH MeToqn pacyeTa JaeT BO3MOYKHOCTb pacCMaTpHUBaTb pas-
Hble THMbl TJIACTUHOKR OMEPTBIX KakKMM JIMO6O 0O6pa3oM Ha ynpyroM OCHO-
BaHHH (HarnpuMep MpU MepeMeHHbIM K03 dHULHMEHTE YyIPYrod peakumun CCHO-
BaHud). B cco6eHHOCTH [enaeT BO3MOMHbLIM pacyéTr nedopmauui muac-
THUHKKA OMEPTOM Ha yNMpyroM OCHOBAHWH, KOTOPOE MEPEHOCUT TOJNbKO C3RH-
MalolMe HarpskeHHs.

[lpepnaraemeldi croco® MOskeT NPHUMEHATBCS Ha IMpaKTHKE, HarnpHUMep
npyu paci€re ¢yHAaMeHTHbIX OanoOK W MIIAaCTHUHOK.

Summary

PLATES ON ELASTIC FOUNDATIONS

In this paper finite differences are used to determine deformations
of plates on elastic foundations. The difference equation of a plate presen-
ted in Fig. 1 is given by Eq. (5), where w denotes the deflection of the
plate, D its flexural ridigity, k unit reaction of the foundation (the reac-
tion being supposed to be in the sense opposite to that of the z- axis),
g unit load of the plate. Expressing the differences by the deflections of
individual points according to the designations in Fig. 2 (the plate being
divided in elementary squares dx = Ay) Eq. (7) is obtained, where q, ist
the unit external load of the elementary area corresponding to the point k,
and k., the unit reaction of the foundation for the elementary area cor-
responding to the point k.

A number of equations (7) are established, equal to that of unknown
deflections of the plate. To have the number of unknown quantities equal
to that of equations (which are linear), theoretical points of deflection
outside the plate are expressed by the deflections of real points. The
manner in which these relations are found is given by Egs. (9.1)-(12).

Thus we obtain finally a system of linear equations, the number of
unknown deflections being equal to that of the established equations.
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Egs. (7) are based on W i n k 1 e r’s assumptions, which means
that the continuity of the foundation is not taken into account and the
deflection of the foundation is assumed to be proportional to the load.
Further it is assumed that the foundation can be subjected to compressive
and tensile stresses as well. These assumptions differ considerably from
the conditions of really existing foundations, especially when applied to
the ground.

Furthermore the author has calculated the deformation of a rectangu-
lar plate loaded in the central part, assuming that the foundation can be
subjected to compressive stresses only, and permitting free separation of
the plate from the foundation. The method used consists in successive
suppressing the tensile stresses at points where they exist. After several
approximations we can obtain the real surface of deflection of a plate
pressed against an elastic foundation.

The corresponding graphs for discussed plate, for k = 1 kG/cm?, are
shown in Figs ba, 5b, 5¢ and 5d. The calculation has been repeated for
the modulus ten times greater (k = 10 kG/cm?). The corresponding graphs
are shown in Figs 9«, 9b and 9c.

The method presented permits to investigate different kinds of plates
on elastic foundations of any kind (e. g. characterized by a variable mo-
dulus of elasticity). In particular it permits to calculate the deflection
of a plate on an elastic foundation which can be subjected to compressive
stresses only.

The method can be used, for instance; to calculate foundation beams
and plates.

P

Praca zostata ztozona w Redakcji dnia 8 kwietnia 1953 7.
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