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1. Wzory ogolne

W innej pracy!) rozpatrzono zastosowanie metody Ritza do wy-
znaczenia ugiecia belek i podano wyjasnienia ogélne dotyczace tej me-
tody. Przyjmujac, ze sa one znane czytelnikowi, podamy tutaj przykla-
dy zastosowania metody R itz a do wyznaczenia ugiecia ptyt, w szcze-
gblnosei ptyt okragtych.

Obierzmy osie x i y prostokatnego ukladu osi wspéirzednych x, vy, z
w plaszezyznie srodkowej plyty i oznaczmy przez o jej grubos¢, przez
E i » odpowiednio modul Younga i liczbe Poissona oraz przez w
ugiecie ptaszczyzny $rodkowej pod wplywem obcigzenia pionowego, roz-
lozonego w sposo6b ciggly, o wielko$ci q (x,y) na jednostke powierzchni
piyty.

Wiadomo 2), ze energie sprezysta odksztalcenia plyty przedstawia na-
stepujace wyrazenie:

_D [ [f[{orw  dw\®
(11) E.— 2][1(%2 + ayg)

0°w 0w 0?w \?
—2it=n) |W ?)_y‘—"—(\dxay) ]}‘”dy’

gdzie
E ():}
P=rna—»
jest tak zwang sztywnoscig plyty, a F oznacza powierzchnie plyty przed-
stawiajacg obszar catkowania.
Zatézmy, ze plyta posiada ksztalt kolowy i ze zar6wno jej obcigzenie,
“jako tez rodzaj oparcia brzegoéw sa kolowo symetryczne. Poczatek uktadu
wspoélrzednych biegunowych 7, ¢ umie$émy w Srodku kola przedstawia-
jacego plaszczyzne Srodkowa plyty (rys. 1).

') Por. [1]. Nawiasem prostokatnym oznaczono numer kolejny prac wymienio-
nych w wykazie literatury na koncu niniejszej pracy.

%) Por. np. [2].



Woéwezas mozna przyjaé, ze ugiecie w jest rowniez wielkoscig kolowo
symetryczng i, co za tym idzie, nie zalezy od zmiennej ¢:

w = w (7).
Z oczywistych zaleznosci
X =rCosg,
x2 ‘f‘ yz = 1.2’
wynikajg znane zwigzki
97 _ cos
ox o0
dg .
5‘; = == - S @.

Wobec tego jest w danym przypadku

dw dwdr dw
— — ~-=— ——COS @

y dx drdx dr

Podobnie otrzymujemy warto$¢ drugiej
pochodnej ugiecia wzgledem zmiennej y
oraz pochodnej mieszanej wzgledem obu
zmiennych x i y:

/ i w dalszym ciggu

’w dw 1dw
2 1. o oSS = STl
\ | X ( 2) 0 xa d'rz €os v + 7 dr bl q

a

L 0w dPw 1dw
Rys. 1 e e e 20
(1.3) R g2 Sint e + < dr SS9
0w (d? w 1dw\ .
(14) *a;*a’& = \WQ’ —'T’ *dr* Sin ¢ CoS @.

Po uwzglednieniu powyzszych zwigzkow (1.2)-(1.4) i wykonaniu cal-
kowania wzgledem zmiennej ¢, wzor (1.1) dla energii odksztalcenia przy-
biera nastepujaca postaé we wspoirzednych biegunowych:

(1.5.1) Es=aD ‘

gdzie a oznacza promien plyty kotowej.
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Zatem energie potencjalng 3 uktadu sit spreZystych i obcigzenia przed-
stawia wzor

a a

d?w)\? dPwdw 1 ([dw\*
(1.5) 3:71D.[[r(dr2) !—2v——2—*+7(ﬁ)-dr—2n.{qwrdr.

Jezeli zalozyé zgodnie z postepowaniem przyjetym przez W. Ritza,
ze nieznana funkcja w daje sie przedstawi¢ w postaci sumy pewnych
funkcji f:(r), i=1,2,..,n, spelniajgcych (niekoniecznie wszystkie) wa-
runki brzegowe zagadnienia:

(1.6) w=Af(r) + A f2(r) + ... + Anfa (),

to twierdzenie o minimum energii potencjalnej uktadu w stanie réwno-
wagi trwalej dostarcza n warunkow postaci

N

dla wyznaczenia warto$ci n staltych A,.

Funkcje f: (r) wystepujace w tzw. zalozeniu Ritza (1.6) moga by¢,
oczywiscie, dobierane w roéznej postaci. W rozpatrzonych dalej przy-
kladach bedziemy sie opierali stale na poréwnaniu zginania plyt ze zgi-
naniem belek 3). Wykorzystanie tej analogii fizycznej pozwala uzyskac
— jak wykazuja przyklady — na cg6l wystarczajgco dokladne rozwia-
zanie przyblizone juz przy uzyciu jednej funkcji f, (r), co znacznie upra-
szcza obliczenie.

W tym celu przyjmujemy, ze funkcja ugiecia dowolnej $rednicy
ptaszczyzny Srodkowej plyty posiada posta¢ podobna do funkeji ugigcia
osi belki, ktorej konce oparte sg w taki sam sposéb jak brzeg plyty.
Obciazenie hipotetycznej belki stanowi obcigzenie przypadajace na $red-
nice belki. Na przykitad dla plyty, utwierdzonej sztywnie na obwodzie
i obcigzonej rownomiernie, ksztatt Srednicy odksztalconej przyjety zo-
staje jako podobny do ksztaltu osi odksztatconej belki, obustronnie sztyw-
nie utwierdzonej i poddanej dziataniu obcigzenia réwnomiernego. Oczy-
wiScie, wobec zalozenia, ze ugiecie plyty nie zalezy od wartosci kata ¢,
otrzymuje sie w ten sposéb rownoczesnie ksztalt catej ptaszezyzny Srod-
kowej plyty po wystapieniu odksztalcenia.

Nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze przyjete zalozenie co do ksztaltu po-
wierzchni odksztalconej przedstawia zalozenie czysto formalne i nie

%) Przyklady takiego postepowania w odniesieniu do plyt prostokatnych podali
juz w pewnych szczegbélnych przypadkach A. i L. Fopplowie, [4].



oznacza bynajmniej, ze plyta jest traktowana jak wigzka belek, przecho-
dzacych przez Srodek plyty i w okreslony sposéb ze soba wspdlpracujg-
cych. Przeciwnie, wykorzystanie nasuwajacej sie w danym przypadku
analogii pomiedzy praca belki i praca ptyty stuzy wylacznie do ustalenia
przyblizonego ksztattu powierzchni $rodkowej plyty; po okresleniu po-
staci funkcji ugiecia f; (r) mozna w pelni abstrahowaé¢ od przestanek fi-
zycznych, ktére doprowadzily do jej ustalenia.

Jest rzecza zrozumialy, ze w przyjetej przez nas metodzie postepo-
wania posta¢ funkeji ugiecia zalezy jedynie od sposobu oparcia brzegow
ptyty, nie zalezy zas od sposobu obcigzenia. Wynika stad, ze dla ptyt o tym
samym typie podparcia energia odksztalcenia Es; (wzoér 1.5.1) daje sie
obliczy¢ efektywnie raz na zawsze. Jak stwierdzimy na przyktadach, po-
woduje to znaczne skrocenie rachunkow, zwtlaszcza ze obliczenie zalez-
nej od rodzaju obcigzenia energii potencjalnej sit zewnetrznych sprowa-
dza sie na og6l do prostego calkowania wielomianow. '

Aby uzyskaé mozno$¢ poréwnania otrzymanych wynikéw przyblizo-
nych z rozwiagzaniami S$ciSlejszymi, rozpatrywaé¢ bedziemy w ogélnosci
tylko takie przyktady, ktérych rozwiazania okazaly sie znane. Jednakze,
jak mozna stwierdzi¢ po dokladniejszym zapoznaniu sie z zastosowana
dalej metods, réwniez inne, bardziej skomplikowane zagadnienia dadza
sie rozwigza¢ bez zasadniczych trudno$ci. Nie obejdzie sie jednak w przy-
padkach nie typowych bez pewnej pomystowosci rozwiazujacego.

Zauwazmy, ze naprezenia wystepujace w plycie kolowej przyjmuja
w danym przypadku nastepujaca postac #):

Ez (d*w  »dw
2 =il )

Ez d*w | 1dw
= =i T v )

We wzorach powyzszych wskaznik r oznacza naprezenie normalne pro-
mieniowe, a wskaznik ¢ naprezenie normalne obwodowe; naprezenia
styczne 7,, rownoleglte do plaszezyzny Srodkowej plyty sa tozsamos-
ciowo réwne zeru.

2. Plyty kolowe oparte swobodnie na obwodzie

2.1. Plyta kolowa oparta swobodnie na obwodzie, poddana obciazeniu
rownomiernie roztozonemu (rys. 2). Rownanie osi odksztalconej belki
prostej o diugosci 2a, obcigzonej réwnomiernie, przybiera nastepujaca

) 2@, [k



posta¢, gdy poczatek osi wspdlirzednych umiesci¢ w polowie rozpigtosci
belki:
(2.1) w= A —6a*r* + 5 a?).

Funkcja powyzsza spelnia przepisane w danym razie warunki brzegowe
na obu koncach belki (dla r = + a):

(2.2) w= %—rz‘i =0,

Odpowiednie warunki dla plyty swobodnie podpartej sa (dla r = a)

(2.3) =0 77
l Or— O 1 /
Jezeli ugiecie plyty przed- Z ‘ 7 ’
stawione bedzie przez funkcje / 70 _,_

(2.1), wowczas pierwszy z wa-
runkéw (2.3) jest spelniony. Na-
tomiast drugi warunek, jak wy-
nika ze wzoru (1.8), nie jest
spelniony, gdyz wartos¢ pochod-
nej dw/dr nie jest réwna zeru
na obwodzie plyty. Istnieje za- |
tem tutaj pewien biezgcy mo- 2a =
ment zginajacy o wielkosci Rys. 2

-

=

nnmmnm

T
7/ ///

T

Mo = j'a‘,zdz:SADra"’

na jednostke dlugosci obwodu. Chociaz funkcja (2.1) nie spelnia wszyst-
kich warunkéw brzegowych, obierzemy ja jako funkcje przedstawiajgca
ugiecie plyty. Zastosowanie bowiem metody R itz a pozwolii w tym
przypadku uzyskaé — jak sie zaraz przekonamy — wystarczajgco do-
ktadne rozwigzanie przybliZone.

Na podstawie wzoru (1.5) otrzymujemy po wykcnaniu prostych prze-
ksztalcen warto$é energii potencjalnej uktadu roéowna

T

(2.4) 3:'%:34—?—[32(74\—6:»)DA2-—7Aq|

i w dalszym ciagu z warunku (1.7)

21 (1 —»9)

16(7+6»Eo" 1



Wobec tego najwieksze ugiecie w srodku ptyty jest réwne

o 35(1 + »)
Z:3) Cre T 16Es U 54 (T 6
gdzie pierwszy czynnik przedstawia ugiecie maksymalne obliczone na
podstawie wzorow Scistych %). Warto$¢ drugiego czynnika przy zaltozeniu,
ze wspllczynnik P oiss ona » jest rowny np. Y4, wynosi 0,98; za-
tem blad rozwigzania przyblizonego nie przewyzsza 2%.

2.2, Plyta kclowa oparta swobodnie na obwodzie, poddana obcigze-
niu réwnomiernie roztozonemu w czesci srodkowej plyty (rys. 3). Wyko-
rzystujemy obliczona poprzednio warto$¢ energii sprezystej odksztalce-
nia, ktéra na podstawie wzoru (2.4) jest rowna

32 .
’ﬂ (2.6) &::3(7+6uﬁuﬁDA%
LK
‘ Energie potencjalng E. sit ze-
wnetrznych przy zatozeniu Ritza

(2.1) przedstawia nastepujace wy-
razenie |por. drugi sktadnik po pra-

T

......

kzzz A (ol T R SR
= 2 i T
. . ]

Rys. 3 —6a*r’ +5at)rdr.

Po wykonaniu prostych przeksztalcen otrzymuje sie

7oy \
(2.8) 3:%2(7 + 6v) wa® D A* — x c? (%—Ba’-’c* + 5a")qA

i w dalszym ciggu na podstawie warunku (1.7)

(c*—9a*c*+ 15a') ¢?

[at A= (11 61D

Wobec tego najwieksze ugiecie w $rodku plyty jest réwne

s )ie 5 0aicillo qzqf
(210) Wmax =— - 16 (7 _?_ 6 ’V) E &% a2

%) Por. [5]. W dalszym ciggu, porownujac otrzymane wyniki przyblizone z obli-
czeniami Scistymi lub Sci$lejszymi, mamy na wzgledzie gtownie wyniki obliczen ze-
brane w podrecznikach A. N. Dinnika, [5], i K. Beyera, [6].
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Gdy obciazenie jest roztozone réwnomiernie na catej powierzchni pty-
ty (¢ = a), wowczas wzor (2.10) przechodzi we wzor (2.5), jak by¢ powin-
no. Oznaczmy teraz catkowite obciazenie przypadajace na plyte przez P.
Woweczas jest

2= q]
oraz

, ‘)Pﬂ,u—_." ) Silc—9a*e® +-15a%)
(211) Wmax — 16 7 E &° (7 _1_ 6,‘,)(1 .

Gdy c zdaza do zera przy niezmiennej wartosSci sity P, wowczas pra-
wa strona wzoru (2.11) zdaza do wartosci

3P(1—») (3 +va (__i)

(212) Wimax — 4 ’TE() ('3 + y) (7 e )

i warto$é¢ ta odpowiada przypadkowi granicznemu, gdy ptyta ulega zgi-
naniu pod dzialaniem sity skupionej P, przylozonej centrycznie (rys. 5).

Pierwszy czynnik po prawej stronie wzoru (2.12) przedstawia wielkosé
ugiecia obliczong w sposo6b Scisty. Drugi czynnik, dla » réwnego np. %,
wynosi 0,85. Zatem biad otrzymanego przyblizenia jest rowny w rozpa-
trzonym przypadku szczegélnym okolo 15%.. Jest to blad dos$¢ znaczny,
ktory daje sie atoli usprawiedliwi¢ prostota uzytych Srodkéw. Blad ten
mozna by zmniejszy¢ wydatnie np. przez zastosowanie zalozenia Ritza,
ktore zawieratoby dwa wyrazy, a nie jeden, jak w przeprowadzonym
wyzej obliczeniu, lub przez przyjecie innego zalozenia dla rozpatrzonego
przypadku granicznego 9).

Odpowiednich obliczen nie bedziemy jednak tutaj przeprowadzali. Gdy
obciazenie roztozone jest na wiekszej powierzchni, wéwczas blad otrzy-
manego przyblizenia ulega znacznemu zmniejszeniu. Na przyklad, gdy
diugos¢ srednicy kota, ktérego pole poddane jest dziataniu obcigzenia,
wynosi polowe dlugo$ci srednicy plyty, wowczas dla » = Y4 wartoseé
drugiego czynnika po prawej stronie wzoru (2.11) jest ré6wna 7,54. Czyn-
nik ten we wzorze $Scistym przybiera inng posta¢ i jego warto$¢ w przy-
padku rozpatrywanym jest réwna 8,16. Zatem biad otrzymanego przy-
blizenia wynosi okoto 7,6%.

%) Por. [1], przyklad 2.2. Por. rowniez dalej przyklad 5.2 jak rowniez 3.2. W o0g6l-
noSci nalezy zaznaczy¢, ze przy wyznaczeniu wielko$ci ugiecia chodzi czesto o wy-
znaczenie «rzedu» tej wielko$ci. Jest bowiem sprawa w pewnych przypadkach dru-
gorzedna, czy ugiecie wynosi np. 5 mm albo 6 mm, tzn. o 20°% wiecej, natomiast
nie jest obojetne, czy wynosi ono 5 mm lub tez 2 cm. Mozna zatem czestokro¢ do-
puscié przyblizona ocene wielkoSci ugiecia, nawet jezeli jest ona obarczona bledem
do$¢ znacznym, co nie byloby dopuszczalne przy obliczeniu np. momentu zginaja-
cego. Por. rowniez opinie Fopplow w [4].



2.3. Plyta kolowa oparta swobodnie na obwodzie i obciazona réwno-
miernie wzdluz obwodu kota wspoétsrodkowego (rys. 4). Jak juz byta o tym
poprzednio mowa, wartos¢ energii odksztalcenia pozostaje w danym
przypadku ta sama jak w przykladzie 2.1, wzor (2.4). Energia potencjal-
na sit zewnetrznych jest natomiast rowna

(2.13) E.=—P(c'—6a’c*+ 5a') A4,

jezeli P oznacza wielko$¢ obcigze-
nia przypadajgcego na calkowity
obwod kola o promieniu c.
Postepujac jak wyzej otrzymuje
sie po prostych przeksztatceniach

3(c*—6a*c* + 5a') P

G 67) 7a’ D

i w dalszym ciggu wielko$¢ ugie-

2 cia maksymalnego w $rodku ptyty
| rowng
prz727.2227727 227722727 77 77 7S / Sl
_f B/ (2 5115 R — onES
= 2a -
i, _ 15(c*—6a*c* +5a')
’ 8(7 -+ 69)a '

Gdy c zmierza do zera, wowczas Wma, zmierza do wartosci przedstawionej
przez wzor (2.12), czyli do wartosci ugiecia w punkcie przylozenia silty
skupionej, jak by¢ powinno (rys. 5). Gdy obciazenie jest rozlozone wdtuz
kota, ktérego $rednica jest, powiedz-

my, dwukrotnie mniejsza od Sred-

nicy plyty, wowczas dla » = 1!/, dru-

gi czynnik po prawej stronie wzo-

ru (2.15) przybiera warto$¢ rowng

0,786 a*. Wartos¢ tego czynnika (po-

siadajacego inna posta¢) we wzo-

rze $cistym wynosi 0,802 a®, skad ir

wynika, ze blad otrzymanego przy- l

blizenia jest nieco mniejszy od 2°/,. U A
2.4. Plyta kolowa oparta swo- £ oy -
bodnie na obwodzie i poddana ob- , Rvs. 5 ‘

cigzeniu malejacemu liniowo od
Srodka ku obwodowi plyty (rys. 6). Energie potencjalna sit zewnetrznych
przedstawia w danym razie nastepujace wyrazenie:
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(2.16) Ez:—zanAf [qa—(q—qy) 7] ' —6a*r* + 5a')rdr,
0

w ktérym czynnik |qa—(q— q,)r] @ odpowiada obcigzeniu jednostkowemu

w odlegtosci r od Srodka plyty.
Pamietajac, ze energie odksztal-

cenia przedstawia wzor (2.4), otrzy-

muje sie ostatecznie po uwzgled- : 7 / \

nieniu warunku (1.7) warto$¢ wspot- SWY} J

i 5 |\
czynnika A rowna i // L\ \\\\

(2.17) A=
3(1—»") (117 q 4 128 q,) I

560 (7 + 64) E o° )
oraz ugiecie w $rodku ptyty rowne
(2.18) Wmar =

3(1—»*)(117q + 128 q,)

112(7 + 6 1) E 6°

Gdy q=q,, to znaczy gdy obcig-
zenie ptyty jest rownomierne, wow-
czas prawa strona wzoru (2.18) przy- Rys. 6

biera obliczong poprzednio warto$é

(2.5), jak by¢ powinno. Gdy q, = 0, to znaczy gdy powierzchnia obciazenia
posiada ksztalt powloki stozka kolowego prostego o wysokosci g (rys. 7),
wowczas ugiecie w srodku ply-
ty jest réwne

s

(2.19) Wimax —

_ 351(1—)at
T 1127+ 60 E0* Y

Rozwigzanie Scisle powyzszego

T przypadku nie jest autorowi zna-

g ne, jednakze istnieje podstawa

iy i 1 l l i 1 1 1 l i J do przypuszczenia, ze blad roz-

V7777 7 77 & wiazania przyblizonego nie po-

-% G 'f}'? winien przekroczy¢ w danym ra-
Rys. 7 zie kilku procent.
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3. Plyty kolowe utwierdzone sztywnie na obwodzie

Rozpatrzmy teraz przykiady omoéwione w poprzednim paragrafie
przyjmujac, ze brzeg plyty jest sztywnie utwierdzony.

3.1. Piyta kolowa utwierdzona sztywnie na obwodzie, poddana obcig-
zeniu rownomiernie roztozonemu (rys. 8; por. réwniez rys. 2). Réwnanie
osi odksztatconej belki o dlugosci 2a, obustronnie utwierdzonej sztywnie
i obciazonej réwnomiernie, przyjmuje nastepujaca postaé, gdy poczatek
osi wspoéirzednych umieszczony zostaje w potowie rozpietosci belki:

(3.1) w= A ([ — a*)?;
A jest tutaj pewna wielkos$cig statg. Tak dobrana funkcja ugiecia spelnia

na obu koncach belki (r = % a) przepisane zadaniem warunki brzegowe

(3.2) w=—=—0,

, l /’ natomiast druga pochodna w wzgle-
l ! l l l l I l 1 1 l l i l l‘a l I l ~ | dem r, przedstawiajaca w pewnej ska-
s \ "

DN SN2 ¢ 1i moment zginajacy, oraz trzecia po-

S 20 7~ chodna, przedstawiajaca sile poprzecz-

) Rys. 8 ng, sa na obu koncach belki rézne od
zera, jak by¢ powinno.

N

Zgodnie z wyjasnionym poprzednio postepowaniem przyjmujemy, ze
ugiecie plyty przedstawia ta sama funkcja (3.1). Wowczas na podstawie
wzoru (1.5) otrzymuje sie po wykonaniu prostych przeksztalcen

(3.3) 522

, (324'D—Aq)

i w dalszym ciggu z warunku (1.7)

_3(1—»)
(3.4) A=

Wobec tego wielkos¢é ugiecia jest rowna
(G0 w=2520 g2 g g

1 najwieksze ugiecie w $rodku piyty (r = 0) jest

3(1—»?)at

(36) Wmax — 16E 6}‘_‘ q
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Jezeli poréwnaé obliczona warto$¢ wmar z wartoscig doktadng tej wiel-
kosci, uzyskang na drodze rozwigzania odpowiedniego réwnania réznicz-
kowego (zwanego roéwnaniem zginania plyty), to okazuje sie, ze wzoér
(3.6) przedstawia warto$¢ dokladng. Jest to rzeczg zrozumialg, gdyz w da-
nym przypadku funkcja (3.1) przedstawia catke réwnania rézniczkowego,
ktora spelnia wszystkie przepisane zadaniem warunki brzegowe [posta-
ci (3.2)], stanowi zatem S$ciste rozwigzanie zagadnienia 7).

3.2.- Plyta kolowa utwierdzona sztywnie na obwodzie i poddana obcig-
zeniu rownomiernie rozlozonemu w czeSci Srodkowej piyty (rys 9; por.
réwniez rys. 3). Przyjmujemy posta¢ plyty po odksztalceniu zgodnie z za-
lozeniem Ritza (3.1). Wykorzystujemy obliczone w poprzednim przy-
ktadzie wyrazenie dla energii sprezystej [wedtug wzoru (3.3)], wobec cze-
go energia potencjalna ukladu przyjmuje posta¢ nastepujaca:

(3.7) Bl= %%7a DA'——quAf r?—a?)?rdr.
Po wykonaniu odpowiednich prze- -
ksztalcen i uwzglednieniu warunku —[ >
(1.7) otrzymuje sie l l l l l l I /;/_l
(3.8) A= Z AW 7
,,/-—-—~——-20 IETISEY 7
D3l e =S a'w+ 3a')c? Rve. 9
- 16Ed°a q ik

i w dalszym ciggu najwieksze ugiecie w $rodku ptyty rowne

3(1 :—v'j')P V(ci—3c‘-’a2 —}—Egi)
16 7 E §* a’ ’

(39) Wmax —

gdzie przyjeto oznaczenie

(3.10) Rt

Gdy obcigzeniu ulega pole kota wspotsrodkowego o promieniu row-
nym polowie promienia konturu plyty (¢ = a/2), to najwieksze ugiecie
w $rodku plyty jest rowne w przyblizeniu

_3(L»eP
(3.11) Winax = Ty 2,313

i rézni sie od dokladnie obliczonego ugiecia w tym miejscu [odpowiada
mu wspotczynnik liczbowy we wzorze (3.11) rowny 2,577] o okoto 9,5%.

) Por. np. [4] lub [5].
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Rozpatrzmy przypadek graniczny, gdy ¢ = 0, to znaczy gdy ptyta ule-
ga obcigzeniu sila skupiong P przylozona w jej srodku. Ze wzoru (3.9)
otrzymuje sie w tym przypadku wartos¢ najwiekszego ugiecia réwnag

3(1—)a?P

(3.12) Wriad==t= T ()3v 0,75.

Wobec tego ze warto$S¢ wma. obliczona w sposob Scisty przedstawia
pierwszy czynnik (utamkowy) po prawej stronie wzoru (3.12), zatem btad
otrzymanego przyblizenia siega 25%. Jak juz o tym byla poprzednio
mowa, blad ten mozna znacznie obnizy¢, jezeli w zalozeniu R it z a
zamiast jednego uzy¢ dwoch wyrazow. Aby uniknaé zigczonych z tym
do$¢ zmudnych rachunkéw, postapimy jednak odmiennie, mianowicie po-
stuzymy sie zalozeniem R it z a jednowyrazowym, lecz specjalnie do-
branym dla danego przypadku granicznego. Rozwazmy w tym celu linie

ugiecia belki obustronnie sztywnie
P utwierdzonej i obciazonej w Srodku sitg
Z skupiong P (rys. 10). Jak wiadomo,
linia ugiecia sklada sie w tym przy-
padku z dwoch gatezi rozdzielonych
linig dzialania sity i przedstawionych
dwoma odrebnymi réwnaniami. Rownanie np. prawej gatezi, odniesione
do ukladu osi wspélirzednych o poczatku na lewej podporze, posiada na-
stepujaca posta¢ podang w podrecznikach statyki:

Rys. 10

,_,,P S O = 3
w~—48EJ|3l(l x)?—4(1— )],

gdzie | jest dlugoscia belki. Przenoszac poczatek ukiadu do srodka plyty
1 oznaczajac wspolczynnik wystepujacy przed nawiasem kwadratowym
przez A otrzymujemy

(3.13) sz(a+2r)(a~—r)'-’.

Wzor ten traktujemy jako zalozenie R it z a dla rozpatrywanego
szcezegoblnego przypadku obcigzenia ptyty ®).

Na zasadzie wzoru (1.5) znajdujemy teraz tatwo energie potencjalna
uktadu w postaci

(3.14) 2=9na'DA>—Pa’ A

®) Zalozenie powyzsze spelnia, jak latwo sprawdzi¢, warunki brzegowe [w],_, =0
oraz [dw/dr],_ ,=0i ponadto, odpowiadajacy symetrii obciazenia. warunek [dw/dr],_,=0.
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i w dalszym ciaggu na podstawie warunku (1.7) wartosé¢ sfalej A 16v/ng

P
(3.15) A= 18 7aD "
Najwieksze ugiecie w $rodku plyty jest w danym razie rowne

(316) Wmax — 3(1 _ 1'—) a~P

wobec czego blad uzyskanego przyblizenia wynosi okoto 11%, to znaczy
nieomal dwa i trzy dziesigte razy mniej niz poprzednio.

W drugim przypadku granicznym, gdy obcigzenie pokrywa réwno-
miernie calg powierzchnie ptyty, wzér (3.9) dla ugiecia maksymalnego
przechodzi we wzor (3.6) wyprowadzony bezposrednio dla rozpatrywa-
nego przypadku granicznego, jak by¢ powinno.

3.3. Plyta kolowa utwierdzona
sztywnie na obwodzie i poddana
obcigzeniu réwnomiernie rozlozone-
mu na obwodzie kota wspoéisrodko-
wego (rys. 11). Przyjmujemy, jak
w poprzednich przyktadach, zaloze- 20
nie Ritza w postaci przedstawio- Rys. 11
nej przez wzor (3.1).

Jak poprzednio jest

2c

\

N

N\
—{ Qb

ANNRRAN

32 . )
(3.17) Es= 3 wa’ D A?,
natomiast energia potencjalna sit zewnetrznych przybiera zrozumiatg

warto$é
(3.18) E.=—(c*—a*) AP.

Po uwzglednieniu warunku (1.7) i prostych przeksztalceniach otrzy-
mujemy
RO (1 =0)(ct—"at):

(3:19) 4 6=Eo'a® ©

i w dalszym ciagu najwieksze ugiecie w $rodku plyty rowne

9(1—7) (¢ — a2

{3-20] Wmax =" 16 2E o' a’

Gdy promien kota, na ktérego obwodzie roztozone jest obcigzenie row-
nomierne o wielko$ci P, zdgza do zera (¢ — 0) przy niezmiennej wartosci P

15



wowczas ugiecie maksymalne (3.20) zdgza do wartosci przedstawionej
przez wzor (3.12), jak byé¢ powinno. Dla oszacowania biedu uzyskanego
przyblizenia wWpmar wedlug wzoru (3.20) przyjmijmy, ze ¢ = a/2, to znaczy
ze linia obcigzenia dzieli promien ptyty na dwie réwne czesci.
Przeksztalémy w tym celu prawg strone wzoru (3.20) w nastepujacy
sposob:
3(1—»*) P 3(c2—a??

(3-21) Wmax = 94 E ()3 o 8 a._y

Dla ¢ =a/2 drugi czynnik przyjmuje wartos¢ 0,211 a®>. Poniewaz w roz-
wigzaniu Scistym wartosé tego czynnika wynosi 0,202 a®, to blad uzyska-
nego przyblizenia nie przewyzsza 4,5%.

3.4. Plyta kolowa utwierdzona sztywnie na obwodzie i poddana obcig-
zeniu wzrastajagcemu liniowo od Srodka ku obwodowi plyty (rys. 12). Po-
dobnie jak w poprzednich przykiladach energia odksztalcenia przybiera
posta¢ nastepujaca:

32

(3.22) E;= 3 7a’ D A®

Natomiast energie potencjalng sit
zewnetrznych przedstawia wzor

(3.23) FJ‘z —_— — Z 2L q A ’lr‘_’ (rJ .
a !

0

L-*-a

—27r%a®> + al)dr.

Po prostych przeksztalceniach

] l ” \ ! otrzymuje sie
\ q 32 . 16 ;
9= _—nwa'DA*——ama’qA
“H“h. .Hl””l | 3 I5EE
N 2a 1 w dalszym ciggu na podstawie
Rys. 12 warunku (1.7)
_ 1 g
(3.24) A—MOD.

Wobec tego najwieksze ugiecie w srodku ptyty jest rowne
a ol
(325) Wmax =— '5 140 .
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Warto$é wspotczynnika liczbowego wystepujacego w powyzszym wzorze
jest wedlug wzoru $cistego réwna 1/1509). Zatem blad uzyskanego roz-
wigzania przyblizonego wynosi 7%b.

4. Plyty kolowe z otworem kolowym

Dla ptyt kotowych z otworem kotowym wydawaloby sie naturalne po-
réwnanie linii ugiecia promienia ptyty (Scisle zas — jego czeSci pozostate]j
poza otworem) z osig odksztatcong belki wspornikowej, utwierdzonej na
obwodzie plyty i skierowanej wzdluz je] promienia. Jednakze tego ro-
dzaju zalozenie zawieraloby w sobie zasadniczg nieScistos¢, ktéra ujawnia
sie wyraznie, gdy S$rednica otworu maleje do zera i plyta posiadajaca
otwor przeobraza sie w plyte jednolita bez otworu. W tym przypadku gra-
nicznym powierzchnia $rodkowa odksztalconej ptyty przy obranym zalo-
zéniu posiadataby w $rodku ostrze, co byloby sprzeczne z sama istota zja-
wiska. W zwigzku z tym wartoSci pochodnych funkeji ugiecia, ktore wy-
stepuja we wzorze podstawowym dla energii potencjalnej (1.5), bytyby
obarczone znacznymi bledami, co w rezultacie doprowadzitoby do fat-
szywej oceny wielko$ci ugiecia,
zwlaszcza w przypadku otwordow 777 / 7
o matej Srednicy. Rozwigzane przy- 9% j’i >
klady potwierdzaja ten wniosek. 7 T
Przyjmiemy zatem dla plyt koto- 7
wych posiedajgcych otwoér te same
zalozenia Ritza, ktére przyjelismy K '_!
poprzednio dla piyt bez otworu,
w zalezno$ci od rodzaju utwierdze-
nia brzegu.

4.1. Plyta kolowa z otworem I l l lj 1
kolowym oparta swobodnie na ob- ' 7
wodzile 1 poddané obcigzeniu réw- i o |
nomiernie rozlozonemu (rys. 13). | 20 .
Przyjmujemy dla powierzchni od- Rys. 13
ksztalconej ptyty to samo zalozenie,
ktore przyjeliSmy poprzednio dla plyty bez otworu opartej swobodnie na
obwodzie [por. wzér (2.1)]:

NN

N\

=
[BINN

T

(4.1) w=A@r'—6a’r*+ 5a?).

Pomijajac, oczywiscie, powierzchnie otworu otrzymuje sie wyrazenie
dla energii sprezystej odksztalcenia w postaci

P or 3]
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g

(d*>w\* dAwdw , 1 [dw\®
L e l‘“

lub po uwzglednieniu zalozenia (4.1)

f14

|3

(4.2) E,=16xD A? www@v—ﬁ¢w+9my%

4oy ldd — b (b' —6ab® + 9a'>|}»

Energie potencjalng sit zewnetrznych przedstawia nastepujacy zrozu-
mialy wzor:
(43) E.=—2xnq ] wrdr—=-—mq A

b

7 6 __ R2 7]; ! 2 L2 71‘
50 b(gb 3a2b +5a).

\

Oznaczmy wyrazenie w nawiasie figurowym we wzorze (4.2) przez
K, a wyrazenie w nawiasie prostokatnym we wzorze (4.3) przez L. Wow—
czas energia potencjalna uktadu jest réwna

(4.4) 3=16aDKA*—axqL A.
Przy uwzglednieniu warunku (1.7) otrzymuje sie

L

(4.5) A:32DKq

i w dalszym ciggu najwieksze ugiecie na brzegu otworu rowne

_ (bt —=6a*br=5a’)L
(4.6) Wmax — 39DK
Gdy b = 0, to znaczy gdy plyta nie posiada otworu, wyrazenie powyz-
sze dla ugiecia maksymalnego przybiera posta¢ (2.5), jak by¢ powinno.
Sprawdzmy dokladno$¢ otrzymanego wzoru (4.6) np. dla b = a/2 oraz
» = V4. Otrzymujemy wowczas po wykonaniu prostych obliczen

1
(47) Wmax = 6(14% 3,96

Wobec tego ze wspélczynnik liczbowy w powyzszym wzorze przybiera we

wzorze Scistym warto$¢ 3,93, zatem blad otrzymanego przyblizenia jest
w danym przypadku szczegdlnym rowny 0,8%o.
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4.2. Plyta kolowa z otworem kolowym oparta swobodnie na obwodzie
i obcigzona roéwnomiernie wzdtuz brzegu otworu (rys. 14). Wartoéé energii
odksztalcenia pozostaje, zgodnie z przyjetym zalozeniem, taka sama jak
w przykladzie poprzednim, to znaczy réwna

(4.8) E;=16axDK A®.
Energia potencjalna sil zewnetrznych jest natomiast réwna
(4.9) E.=—(b'"—6ad’b>+5a')P A,

jezeli wielko$¢ obcigzenia calkowitego oznaczy¢ przez P. Uwzglednienie
warunku (1.7) doprowadza do nastepujacej warto$ci wspdlczynnika A:

., (b'—6a’b*+5a")P
(4.10) A= T :

W dalszym ciagu najwieksze ugie-
cie na brzegu otworu okazuje sig

rowne
(411) Wmax — P
(e ieels s 9
32xDK 7 .
1; AN
Gdy P pozostaje niezmienne oroz ’ 2b
b=0, to znaczy gdy plyta nie po- 2 2a |

siada otworu, wyrazenie powyzsze Rys. 14
przybiera postaé (2.12), jak by¢ po-
winno. W tym bowiem granicznym przypadku zagadnienie dotyczy plyty
opartej swobodnie i obcigzonej w $rodku silg skupiong P.

. Sprawdzmy dokladno$é otrzymanego wzoru (4.11) np. dla b = a/2 oraz
» = V4. Otrzymujemy wowczas po wykonaniu prostych obliczen

Pa?

(412) Wmax — 176;7715 2,79

Wspotczynnik liczbowy wystepujacy w powyzszym wzorze przybiera we
wzorze Scistym warto$é 3,02. Wynika stad, ze blad otrzymanego przybli-
zenia wynosi w danym przypadku 7,6%.

4.3. Plyta kolowa z otworem kolowym utwierdzona sztywnie na obwo-
dzie i poddana obciazeniu rownomiernie roztozonemu (rys. 15). Przyjmu-
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jemy zalozenie R itz a w postaci (3.1) odpowiadajgcej linii ugiecia belki
obustronnie sztywnie utwierdzonej.

Na energie potencjalng uktadu skiadajg sie w danym przypadku ko-
lejno:

(413) E;=16aDA® [[107° —8a®r® + 2a'r + 2 (31" —4a*r* + a'r)| dr
b
oraz

(4.14) EZ:_2nqu(T‘r’——2a3r3 Sanjdn
b

Po wykonaniu catkowania i prostych przeksztalceniach otrzymujemy

(4.15) E,—16xDK A®

: !H” HHJ [tz oraz
NN X & NN J
78
2b 7 (4.16) E.=——aqLA,
Z 2a .
Rys. 15 gdzie przyjeto nastepujace ozna-
czenia:

4.17) K=

w| o

a® — (g b —2a?b% + a") b — (b — 2a%b? + at)» b,

(4.18) L— 313 a —(g bt —a?b? 4 a‘)bz.

Na podstawie warunku (1.7) otrzymuje sie kolejno wspoétczynnik R i-
tza A réwny
L

oraz najwigksze ugiecie na brzegu otworu réwne

(420) Wngxi— assore—aadd

Gdy promien otworu staje sie rowny zeru (b = 0), to rozpatrywany przy-
padek przechodzi w przypadek poprzednio rozwazony 3.1. Woéwczas ugie-
cie Wmar okreSlone wzorem (4.20), przybiera wartosé

_3(1—n)a’
(421) Wmax == 16 E o° q,

ktdra jest identyczna z warto$cig (3.6) w przypadku 3.1, jak by¢ powinno.
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Sprawdzmy dokladno$é wzoru (4.20) np. dla b = a/2 oraz » Y.

Otrzymujemy w tym przypadku

3(1—»Y)atq

(4.22) Winax — 4E S

0,082.

We wzorze $cistym zamiast wspétczynnika liczbowego 0,082, jaki otrzyma-
no na drodze obliczen przyblizonych, wystepuje wspotczynnik 0,085. Zatem
blad otrzymanego przyblizenia nie wiele rozni sie od 3,5%.

4.4. Plyta kolowa z otworem kolowym, utwierdzona sztywnie na ob-
wodzie i obcigzona réwnomiernie wzdiuz brzegu otworu (rys. 16). Ener-
gia odksztalcenia sprezystego jest, jak w poprzednim przykiadzie, rowna

(4.23) E;=16xDK A>

N\ o \
Natomiast energia potencjalna sit % i
zewnetrznych, o ile przez P oznaczy¢ N N J
cglkovmte obcigzenie ptyty, przyj N - N f
biera w danym przypadku wartos¢ X 20 W
(4.24) E.=—(a®*—Db*? P A. Rys. 16

Na podstawie warunku (1.7) otrzymujemy

__(@—=b)*P
(4.25) A—=

i w dalszym ciggu najwieksze ugiecie na brzegu otworu réwne

(@ —b)'P
(426) Wmax — 3972DK °

Gdy promien otworu b zmierza do zera przy ustalonym P, to rozpa-
trywany przypadek zdaza do przypadku granicznego rozpatrzonego po-
przednio jako 3.2.

W granicy otrzymujemy dla ugiecia maksymalnego (plyty bez otworu
obcigzonej posrodku sitg skupiong P) wyrazenie

9(1—»)a’P

(4.27) Wnax =~ —m s

identyczne z wyrazeniem (3.12), jak by¢ powinno.



Sprawdzmy dokladnos¢ otrzymanego wzoru przyblizonego (4.26) dla
Wmax, Np. dla b = a/2 oraz » = Y. W, tym przypadku wzor przybiera
postaé
3(1—»?)a*P
 4zE&

(428) . Wmax =— 0,33

Wspotczynnik liczbowy wystepujacy w powyzszym wzorze posiada we

wzorze $cistym wartosé 0,36. Zatem biad otrzymanego przyblizenia wy-
nosi 8,3%o. :

4.5. Plyta kolowa z otwo-

> rem koltowym utwierdzona sztyw-

' 2—7 fl nie na obwodzie i poddana ob-

X l ‘ ‘ ¥y iy ‘ l ‘ 4 cigzeniu wzrastajgcemu liniowo

N \ ?‘ ku obwodowi plyty (rys. 17).

- Energia odksztalcenia sprezyste-

L 2a Z go posiada w danym przypadku

Rys. 17 takg samg warto$¢ jak w przy-

ktadzie poprzednim. Jest zatem

NN

(4.29) E;=16 DK A

Natomiast energia potencjalna sit zewnetrznych jest rowna

Af(r—‘b)(T'ﬁ—2a2r:" +a‘r’)dr:—ﬂ—MqA,
b

@Bk, A
a—b

‘ a—b
gdzie przyjeto oznaczenie

a'_"a“b_b3 ;7al__ a

16 . 1 (5 9 e
ey M=105 3 (3 5. 21

Na podstawie warunku (1.7) otrzymujemy

(£ A= 35— b)DK

i w dalszym ciggu najwieksze ugiecie na brzegu otworu réwne
(433) (Wmad===av =

Gdy rozpatrywana ptyta przeobraza sie w plyte bez otworu, to znaczy gdy
przyjete zostaje b = 0, wowczas wzor (4.33) przybiera postac

22



atq

(4.34) Wimmax — 1’4A0 D,

ktora jest zgodna z wynikiem przedstawionym przez wzor (3.24), jak by¢
powinno.

5. Plyty kolowe wspornikowe
Dla ptyt kotowych wspornikowych (rys. 18) linie ugiecia promienia
plyty upodabniamy do linii ugiecia belki wspornikowej obcigzonej réwno-
miernie. R6wnanie tej ostatniej we wspéirzednych r, w (przedstawionych
na rys. 18a) posiada nastepujaca postac:

(5.1) w=A |[(r—b)!—4c(r—b)®+ 6c*(r— b)|.

Przyjmujemy zatem wyrazenie (5.1) jako przedstawiajgce powierzchnie
ugiecia ptyty wspornikowej.

Obliczamy energie sprezysta odksztalcenia na podstawie wzoru (1.5.1)
z odpowiednio zmieniong dolng granica catkowania:

(5.2) E;=xD ’ [r (d Tw) 4, dwadw 1(4w)‘jdr.

L

Uwzgledniajac wzor (5.1) otrzymujemy po diuzszych przeksztalceniach
(5.3) E;=16w7DK A~
gdzie przyjeto oznaczenie

(54) K=2Yo'—11a7b+20a'b?— 0

e 1 Wi
8§78 2KH2 | G R
- 3ab 4ab | 5ab b +

i) 2 — 2 | H3)2 ais_ ,7]; ) 7;5 L R
L(3a>b—3ab b)lnb‘61(6a ab‘2ab

_10 3 :—:Aﬁs 2934 1;1 6\
3abK2ab ablﬁb.

Podamy teraz rozwigzanie dwu przykiladow bardziej charakterystycznych.
5.1. Plyta kolowa wspornikowa obcigzona réwnomiernie (rys. 18).

W tym przypadku energia potencjalna obciazenia jest rowna [por. wzory

(1.5) oraz (5.1)]

(55) E.=—2aqA "r [(r—0b)' —4(a—Db)(r—>b)* + 6 (a—Db)* (r—b)*|dr

b
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lub po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen
(5.6) E.=—2aqLA,
gdzie przyjeto oznaczenie

_§ 6 5 4 ‘.’.__1767 3 K3 2 1 _4 5_1 6
(5.7) L-—15a 4a’b+ 7a'b 3ab+ab% 5ab 3b.

Zatem jest na podstawie wzorow (5.3) i (5.6)

(5.8) 5=162DK A*—2aqL A.

/'/"_‘.{i_'\"\ -

07//,’7 b /'\'\\.‘.J._._,./ -
P / / ,,—""__'JL_‘“‘\\
i i i«===0 |
7% //// \ T
. =
7 / \4__/
) \.\_\\.-'! '_—///'
___._EC_._._
17| P11
Zid S :
N N
L :
Rys. 18

Uwzgledniajagc warunek (1.7) otrzymuje sie wartos¢ parametru A réwna

_qL
(5.9) A

Wobec tego ze najwiekszego ugiecia nalezy oczekiwa¢ na swobodnym:
konturze ptyty, tj. dla » = a, otrzymujemy w tym miejscu

(5.10) Whnar =3 A(a'—4a’b+ 6a’b>—4ab’® + bl).
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Przyjmijmy dla przyktadu, ze $rednica 2b stupa, na ktérym zawieszona
jest plyta, wynosi polowe $rednicy plyty oraz ze jest » = 14. Wowczas
otrzymuje sie
qa'

(511) Wmax — 32*5 0728

Warto$é ta rézni sie o 3,5% od wartoéci ugiecia maksymalnego, obliczo-
nej w sposob fcisty [w tym przypadku wspélczynnik liczbowy we wzorze
(5.11) jest rowny 0,29]. Gdy Srednica 2b staje si¢ rowna zeru, woéwczas po
obréceniu rys. 18 otrzymuje sie przypadek przedstawiony na rys. 20a,
jezeli przez P oznaczy¢ calkowite obcigzenie plyty. Przypadek ten odpo-
wiada obcigzeniu stopy fundamentowej okragtej sita skupiona P, gdy odpor
podloza traktowany jest jako réwnomiernie roziozony wzdiuz catej po-
wierzchni spodniej ptyty. Otrzymuje sie wowczas

qa'
. max —— - U, 2
(5.12) Wita; D 0,09

Wartos¢ ta roézni sie o 5,2°/, od
wartosci Wpey obliczonej w sposéb
Scisty (wspdlezynnik liczbowy wy-
nosi w tym przypadku 0,097).

5.2. Plyta kolowa wspornikowa
poddana obcigzeniu réwnomiernie
roztozonemu na obwodzie plyty
(rys. 19). Energia potencjalna sit
zewnetrznych jest w danym przy-
padku réwna

(5.13) E.= — Pw(a)=— 3 PAM,

gdzie przyjeto nastepujace ozna-
czenie:

(5.14) M=a'—4a’b |
1L 6a’b>—4ab’® -} b

Wobec tego energia potencjalna ukiadu jest rowna [por. wzor (5.3)]

(5.15) S —=16wD.A?K— 3 PA M.

W dalszym ciagu, uwzgledniajac warunek (1.7), otrzymuje sie wielkos¢
parametru A réwng

3PM
(R) A= DK

25



oraz w miejscu r = a wielko$¢ ugiecia maksymalnego

9P M*
0.117 Max ==t —=: .
(5.17) v 32 7DK
Zatézmy dla przykiadu b = a/2 oraz » = Y. Wowczas na podstawie

wzorow (5.4), (5.14) oraz (5.17) otrzymuje sie

Pa?

18 max = 7ana 0
(6.18) - 64 7 D

1,63.

Wartos¢ wspoétczynnika liczbowego w powyzszym wzorze wynosi dla wzo-
ru Scistego 1,65. Zatem bigd uzyskanego przyblizenia jest nieco wiekszy

od 1,2%p.
Gdy Srednica 2b staje sie rowna zeru, otrzymujemy przypadek gra-
niczny przedstawiony na rys. 20b (w polozeniu obréconym w stosunku
‘ do rys. 19). Przypadek ten cdpowiada

P plycie kolowej opartej swobodnie na ob-
2 s wodzie i obciazonej w Srodku silg sku-
7707 0 2 piong P. Zostal on rozpatrzony poprzed-
l {1 1 I I I ! i iTi nio przy omawianiu szczeg6lnych przy-
3 } padkow przykladu 2.2 |por. wzér (2.12)].
, 2a = W danym razie dla » = ', otrzymuje
1P sie na podstawie wzoru (5.16) przyjmu-
& A jac b=10:
7 7 - " Pai135
2a (5.19) Wmax = 162D 53
Rys. 20 Przeksztal¢émy wyrazenie dla S$cistej
wartosci ugiecia (przy »—="/,), przedsta-

wione przez pierwszy czynnik wzoru (2.12), do postaci podobnej do (5.19).
Otrzymujemy wowczas Scisla warto$¢ ugiecia rowna

Pa? 1§
(520) Wmax =— i‘6 ,'TiD "5 .

Wyrazenie przyblizone (5.19) dla wma. 0trzymane przy zalozeniu powierzch-
ni ugiecia plyty wedlug wzoru (5.1) rozni sie zatem od Scislej wartosci
ugiecia maksymalnego (5.20) o 1,9%. Poprzednio stosujac w przykladzie
2.2 zatozenie (2.1) otrzymaliSmy blad kilkakrotnie wiekszy.
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6. Plyty prostokatne

Rozpatrzymy tutaj jedynie plyty oparte swobodnie na obwodzie
(rys. 21). Przedstawimy wyrazenie dla energii sprezystej odksztatce-
nia (1.1) w postaci nastepujacej:

o nR 5

' dwdw )(o- )

et e e

dxdy.

Stosujac przyjeta poprzednio analogie pomiedzy ugieciem belek i ugie-
ciem plyt zalozymy, ze plyta ugina sie wzdiuz linii réwnolegtych odpo-
wiednio do osi x i y tak jak belka wolnopodparta '?). Zatem ugiecie pasm
plyty ronolegtych do osi & przedstawia w obranym ukladzie wspoéirzed-
nych funkcja [por. wzér (2.1)]

(6.2.1) w, = A, (x'—6a*x* + 5a’),
za$ ugiecie pasm rownolegltych do osi y funkeja
(6.2.2) w, = A, (y' —6b%y* + 5b).

t.aczac oba powyzsze wzory obieramy powierzchnie ugiecia plyty w po-

staci

(6.3) w=A(x'"—6a’x* +5a')(y* —6b’y> + 5b'),

gdzie A jest nieznanym parametrem, ktéry wypadnie wyznaczy¢ ).
Obliczamy kolejno catki sktadnikéw funkeji podcatkowej we wzorze

(6.1). Otrzymuje sie wowczas po prostych przeksztatceniach:

a b

(6.4.1) J|:4J ‘ (%'—;f;f)'dxdy:387o,72a*b“ AZ,
56
a l)
(6.4.2) it ‘ ‘ ( ! ) dxdy = 3870,72a" b® A?,
() ()
a [
(6.4.3) J,,;4’ ’ ‘; (()) " drdy — 3864,96 a7 b7 A2,

0 0

1) Przypominamy, ze zalozenie to nie oznacza bynajmniej, ze plyta traktowa-
na jest jako faktyczny zespo6t krzyzujacych sie belek; por. uwagi podane w p. 1.

'y W szczegbélnym przypadku plyt prostokgtnych metoda uzyta w niniejszej
pracy doprowadza do zatozenia Ritza (6.3), identycznego z zalozeniem . przyjetym
przez A. i L. Fopplow, por. [4].

Do
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a b
0w \? I,
(6.4.4) J,,_ff(m) dxdy = 3860,48 " b” A2,
00

Zastepujac wspolczynniki liczbowe wystepujace w powyzszych wzo-
rach jednym wspolczynnikiem $rednim 3865 otrzymujemy nastepujaca
przyblizong warto$¢ Ej:

(6.5) Es =1933 a® b’ (¢ 4 b*)> D A>.
Przedstawmy teraz energie potencjalna obcigzenia w ogdlnej postaci
(6.6) E.=—=—AM,

gdzie M oznacza dla danej plyty wyrazenie zalezne od rodzaju obcigze-
nia. Wéwecezas energie potencjalng uktadu przedstawia wzor

(6.7) D=1933a° b’ (a® + b2 D A*— A M,

z ktérego przy uwzglednieniu warunku (1.7) otrzymuje sie warto$é¢ wspoi-
czynnika A réwng

M

16.8) A= 38650515 (@ + 022D °

Dla obliczenia ugiecia plyty wystarczy zatem znaé warto$é wyrazenia M.
6.1. Plyta prostokatna oparta swobodnie na obwodzie i poddana dzia-

laniu obcigzenia réwnomiernie roztozonego (rys. 21b). Wyrazenie M we

- 2a i . ruﬁ

= 5

? I L g
e

wzorze dla energii potencjalnej obciazenia przyjmuje w danym przypad-
ku nastepujaca warto$é:
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h

‘(@' —6a*x*+ 5al)(y' —6b%y* + 5b')dardy ~41a’b’q.

(69) M—4q
0

O

3
Wobec tego wspotczynnik A, przedstawiony wzorem (6.8), jest rowny

== = q—
(6.10) A=0,0108 s e

i w dalszym ciggu najwieksze ugiecie w Srodku piyty (x = y = 0) wed-
tug wzoru (6.3) jest réwne, przy zalozeniu » = ¥/10.

o 707,187(1713’ -
E¥1+2a®+a)’

(611) Wmax —

gdzie przyjeto oznaczenia: B = 2b, a = b/a.
Oznaczmy symbolem [ wyrazenie

) 0,18
(6.12) P =Trsata
Tablica 1
}\ P Weatug Wedtug wystepujace we wzorze (6.11). Wartos¢ te-
« .| wzoru(6.12) | Poradnika[s]  8° wyrazenia, zalezng od stosunku wymia-
row piyty, przedstawia z dokladnoscia do
i” gg: 3'83 dwoch znakow dziesietnych tablica 1, w kto-
5 ' 0:11 0:12 rej dla porownania przytoczono wartosei
3 0,13 | 0.15 wyrazenia, odpowiadajacego wspolczynni-
~o 0,14 0,18 kowi f, wedlug Poradnika Mechaniki Tech-
nicznej [5].

Jak widaé¢, rozbiezno$ci pomiedzy obu kolumnami warto$ci wspétczyn-
nikow f, zwlaszeza dla mniejszych stosunkéw a : b, nie sa zbyt znaczne.
6.2. Plyta prostokatna oparta
swobodnie na obwodzie i poddana . 2a

dziataniu sity skupionej w $rodku | '
plyty (rys. 22). W danym przypad- I §
ku jest 2 o Q §
(6.13) M=25a"b*P l §
. : <
i w dalszym ciggu wedlug wzoru p
(6.8) l
G 7/ 7 )

5 12
6. SR R e S Vs
( 14) 2 773 ab (az -+ b..)2D Rys. 22
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Wobec tego najwieksze ugiecie w Srodku plyty (x — y = 0) jest na pod-

stawie wzoru (6.3) rowne, przy zalozeniu » = /4,
1,83a*b* P
15 /m.\‘: TRUTD
{528 Wmas = 55 (a? o b2

Dla plyty kwadratowej (b = a) otrzymujemy z powyzszego wzoru
wartos¢ najwiekszego ugiecia
Pa®
(616) Wmax — 0 47 Efji,
ktéra niewiele rozni sie od wartosci uzyskanej przez A. i L. Fopplow,
[4], i réwnej 0,46-0,48 w zalezno$Sci od przyjetego sposobu obliczenia.
6.3. Plyta prostokatna oparta

=Y ——— swobodnie na obwodzie i pod-
[} ———IN dana dzialaniu obcigzenia cig-
; —\ glego, wzrastajacego liniowo w
21 TN kierunku diuzszych bokéw ply-
| N ty (rys. 23). Obciazenie g, na jed-
i —_—:é nostke powierzchni ptyty w ukta-

dzie osi wspodlrzednych, obra-

= nych jak na rys. 21, przedsta-
9 wia nastepujacy wzor:
;Mi“””““ R
_A[x sl q
6.17) v— = (x +a).
Rys: 23 ( q 2 a( T

Wyrazenie, oznaczone poprzednio przez M, we wzorze dla energii poten-
cjalnej sit zewnetrznych przybiera w danym przypadku postac

ab
(6.18) M:—zqa [[ @+ a) @ —6a*a® + 5d) (y' —6b*y* +5bY)dxdy

—a—b
lub po wykonaniu catkowania

512 5
(6.19) M= 95 -a’b’ q
Obliczamy wspotczynnik A wystepujacy w zalozeniu R it z a na
podstawie poprzednio wyprowadzonego wzoru (6.8). Po uwzglednieniu
wartosci M wedlug wzoru (6.19) otrzymuje sie

(1 —?)
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Wobec tego ugiecie w srodku plyty jest rowne [por. wzor (6.3) przy zato-
Eraviot @8 = ) = (]
0,099 g (1 —+»*) B*
6.21 sro— - ) P
(6:21) YT ES 1+ 2a +af)

gdzie, jak poprzednio, przyjeto oznaczenia: a = b/a oraz B = 2b. Przy za-

fozeniu » = ?/10 wzor powyzszy przybiera nastepujaca postaé:
0,09 q B'
6.22 e .
(6:22) YT B 1+ 24+ oY)
Tablica 2 Warto$¢ tego wyrazenia bedgcego funkcja
\i'\ P | Wedlug | Wedtug stosunku wymiaréw plyty przedstawia dla

« .| wzoru(6.22) | Poradnika[5] ~réznych stosunkéw a/b tablica 2, w ktorej
- . dla poréwnania podano réwnoczesnie od-

1 0,02 0,02 . . ‘oo B 13

9 0.06 0.06 powiednie wartosci ugiecia wedlug Porad-
3 007 | 008 nika [5].

4 0,08 ‘ 0.09 W tablicy 2 symbol [ oznacza jak w

przykladzie poprzednim iloraz gB'/Ed®.
6.4. Plyta prostokatna oparta swobodnie na obwodzie i poddana dzia-
laniu czterech réwnych i symetrycznie rozstawionych sit P/4 (rys. 24).
Przyjmujac wymiary jak na rys. 24 obliczamy cze$¢ wyrazenia dla energii
potencjalnej obcigzenia oznaczong poprzednio przez M [por. wzor (6.6)]:

y
(6.23) M:42l—7§a‘b' P. < N
P 24,

Wobec tego parametr A przed- ,, T j N .
stawiony wzorem (6.8) przybiera ﬁ ______ P
nastepujaca wartose: 1
(6.24) A=

s R l ! o

~ 104355 ab(® FOUPD < |zt % At

Rys. 24
Na podstawie wzoru (6.3),

przyjmujac w tym wzorze x =y = 0, obliczamy najwieksze ugiecie w $rod-
ku ptyty

0,1a*b* P
(625) Wmax —

(’az J b-_’j‘: D’
Przyjmijmy, ze w pewnym przypadku szczegbélnym jest stosunek wy-
miaréw plyty rowny a/b = %/3 i oznaczmy szerokos$¢ piyty 2b przez B.

31



Woéwezas ze wzoru (6.25) otrzymuje sie nastepujgca, oczywiscie jak zaw-
sze przyblizong, wartos¢ ugiecia maksymalnego

B*P
(6.26) Wmax = 0,008 D -

Wartos¢ ta rézni sie niewiele od wartosci ugiecia obliczonej przy uzyciu
rachunku réznic skonczonych przez K. Beyera, (6] 1?):
BiIR

(6.27) Wmax — 0,007 "'Df -

6.5. Plyta prostokatna oparta swobodnie na obwodzie i poddana
dziataniu sity skupionej P przylozonej mimosrodowo (rys. 25). Przyjmu-
jemy wymiary jak na rys. 25. Warto$¢ parametru A obliczona w przy-
kiadzie poprzednim [wzér (6.25)] nie ulegnie w danym przypadku zmia-
nie. Zatem na podstawie wzoru (6.3) otrzymujemy wartos¢ ugiecia
w miejscu przylozenia sity rowna

Y (628) wp = >
2a T \
{ = Zatézmy, ze jest w przy-

P f padku szczegdlnym a/b="1/,.
; Woéwezas przyjmujac ozna-
J ' czenie B == 2b otrzymujemy-

P 2
l (6.29)  w, = 0,005 BDP

G )

Rys. 25 lub, jezeli poprzesta¢ na dwoch
znakach po przecinku,
B*P

(6.30) wp = 0,01 =5

12) Formalnie rzecz biorac roznica jest mniejsza (odpowiednie wspoélezynniki
liczbowe wynosza bowiem 0,0077 oraz 0,0073), jednakze czwarta cyfra po przecinku
jest niewatpliwie przy uzyciu obu metod niepewna., Nalezy zwroéci¢c uwage, ze meto-
da roznic skonczonych, dosé¢ zreszta zmudna w danym przypadku pod wzgledem ra-
chunkowym, doprowadza rowniez do wynikéw przyblizonych, podobnie jak meto-
da Ritza. Stusznie jednak pisze w tej sprawie K. Beyer: «Zastosowaniu teorii
zginania w przypadku dowolnego obcigzenia i oparcia plyt.. stoja na przeszkodzie
trudno$ci matematyczne. Zadowalamy sie zatem w tych razach z reguly rozwigzania-
mi przyblizonymi, zwlaszcza ze zalozenia dotyczace fizykalnych wlasnosci mate-
riatu i sposobu oparcia nie sa w zadnej mierze dokladnie spelnione», [6], str. 680.
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K. Beyer, [6],otrzymal w danym przypadku wspéiczynnik licz-
bowy 0,010. Wypada uzna¢, nie bez podstaw, ze metoda réznic skonczo-
nych zastosowana przez K. B ey e r a doprowadza w ogo6lnosci do
rezultatéw doktadniejszych, jednakze prostota rachunkéw i szybko$é
uzyskania wynikow koncowych sa w metodzie R it z a niewatpliwie
znacznie wieksze 13).

6.6. Plyta prostokatna oparta swobodnie na trzech krawedziach
i poddana obcigzeniu réwnomiernie roziozonemu (rys. 26). Przyjmujemy
wymiary plyty oraz ukiad wspoélrzednych jak na rys. 26. Stosujac przy-
jeta poprzednio analogie pomiedzy ugieciem plyt i ugieciem belek zato-
zymy, ze plyta ugina sie wzdluz linii réwnoleglych do osi y jak belka
wolnopodparta, zas wzdluz linii row-

nolegtych do osi x jak belka wspor- -~~~ 00y
nikowa (chociaz w istocie wzdtuz kra- 40 ) 7 x — o
wedzi pokrywajacej sie z osig y ptyta A % ::\
jest oparta przegubowo, a nie utwier- . Z —
dzona sztywnie). Wobec tego ugiecie ' . \
pasm plyty rownolegtych do osi y  ~ ’ =t
przedstawia w obranym ukladzie - 7 — N
wspolrzednych funkcja [por. wzér 7 - \
(6.2.2), w ktorym nalezy zastapi¢ y : I
przez y — b/2 oraz b przez b/2| Z Z 1
(6.31.1) w,=A4,(y'—2by® +by), Z —=
7 7 // 4 e
a ugiecie pasm roéwnolegtych do osi =0 g~
x funkcja [por. wzor (5.1) przyjmujac " '
w tym wzorze b= 0, c=a oraz )
UL
A 1

(6.31.2) w, = A, (x! —
Rys. 26

— i@ gt = B @ ek
L.aczac oba powyzsze wzory obieramy ksztalt powierzchni ugiecia plyty
w postaci
(6.32) w=A(x"'—4ax® 4 6a’x”)(y' —2by® + b*y).

Obliczamy energie odksztalcenia sprezystego na podstawie wzoru
(6.1), wykonujac kolejno catkowanie wzgledem zmiennej x (w granicach

) Dla poréwnania: rozwiazanie przykiladu 6.5 zajmuje w znanym podreczniku
K. Beyera, [6], blisko cztery strony, w tym sze$¢ tablic.
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od 0 do a) oraz zmiennej y (w granicach od 0 do b). Po prostych prze-
ksztalceniach otrzymuje sie ostatecznie

(6.33) Es=a’b°D A? [5,55a* + 0,71 b* + (5,00 — 5,83 ») a® b?].

Przyjmijmy nastepujace symboliczne oznaczenie dla energii poten-
cjalnej sit zewnetrznych:

Wowecezas z warunku minimum energii potencjalnej uktadu (1.7) otrzy-
mujemy

K
{6:20) A= SF Y DL

gdzie symbol L przedstawia wyrazenie objete nawiasem kwadratowym
we wzorze (6.33).

Dla obcigzenia rownomiernego o wielko$ci jednostkowe] g wspoi-
czynnik K przybiera nastepujacg wartosé:

ab

(6.36) K=q Jf (x' —4ax® + 6a*x?) (y' —2by® + b’ y)dxdy :—z%a"’bf’q.
00

Wobec tego na podstawie wzoru (6.35) otrzymuje sie wartoS¢ parametru

A rowna

_ 34

(6.37) A_25DL'
Mozna przypuszczaé, ze najwieksze ugiecie plyty zachodzi w miejscu

potozonym na $rodku krawedzi swobodnej, czyli dla wartosci x = a oraz

y=Db/2. Podstawiajgc te wartosci do wzoru (6.32) otrzymujemy

R e
(3.38) Wiay = {60 bt A

i w dalszym ciggu przy uwzglednieniu zaleznosci (6.37)

27(I'=v)abq

(6.39) Wmax =— 20 E o° E

Jezeli stosunek wymiaréow pilyty b/a oznaczy¢ przez a, wowczas wzor
powyzszy przyjmuje nastepujaca ostateczng postac:

q b’ 1,35 (1 —»?)
6.40 Max T o oy e e
L) Wmax = 7s% 0,71 a* + (5— 5,83 ) a2 + 5,55
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Obierzmy warto$¢ wspoélczynnika Poissona » rowng */10. Woéw-
czas jest

bl
(641) Wmax — g:? ﬁy
gdzie przyjeto oznaczenie

1,23 Tablica 3
(642) A= T 3050 1 555" 5| wedtug

8
& \‘ wzoru(6.42)
Warto$¢ wspoélezynnika f dla kilku warto- |

Wedtug
Poradnika [5]

o § o ) 1 | 0,13 l 0,14
Sci a podano w tablicy 3, w ktérej pomie- | 0.19 1 0.16
szczono réwnoczesnie odpowiednie warto$ci 1, 1 0,21 ‘ 0,17

wedlug danych Poradnika |5].

6.7. Plyta prostokatna oparta swobodnie na trzech krawedziach

i poddana obciazeniu malejacemu liniowo ku wolnej krawedzi plyty

(rys. 27). Warto$¢ energii odksztalcenia sprezystego obliczona w przy-

kladzie poprzednim nie ulega juz

:///// 00000 _—_% 4 w danym razie zmianie. Natomiast
4o

7 7 | wspotczynnik K [por. wzory (6.34)
% 7, i (6.36)] przyjmuje inng wartosé,
/; \ gdyz obciazenie jednostkowe g«
7 \ przedstawia funkcje wspolrzednej
// \\ x, mianowicie
e \

(6.43) qc=gq (1 = ax)

Ostatecznie wiec jest

R H HhHiHiiHhn

A..uaul'lHH”“

i N .
S (6.44) K= QJJ(l_a)(x“—
HHH“ g m6at )yt = byl
B y)dedy = a'biq.
Rys. 27 15

Obliczamy z kolei warto$¢ parametru A na podstawie wzoru (6.35)
i otrzymujemy

_ 1 aq
(6.45) A——30 S
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Wobec tego wielkos¢ ugiecia maksymalnego [por. wzor (6.38)] jest rowna

31— )atbiq
(646) Wmax =— 8E o I

Przeksztalcamy powyzszy wzor, podobnie jak w przykiadzie poprzed-
nim, ktadge w nim a =b/a. Otrzymujemy wowczas
qb! 0;37(1==)

(047 s = E 0T aT T (5— 5,830)a® + 5,55

/

i w szczeg6lnosci dla » =2/,

b’l
(6.48) Wiax = 35 B,

gdzie przyjeto oznaczenie

0,34
ey P=0mia T 3254+ 555
Obliczamy teraz warto§é wspoiczynnika f valiies o
kolejno dla wartoéci a réwnych np. 1, /8 l Wedlug Wedtug
'/o i '/,. Uzyskane wyniki liczbowe po- wzoru (6.49) | Poradnika (5]
daje tablica 4, w ktérej dla por6wnania 1 ’ 0,04 0,04
pomieszczono rownoczesnie dane wedtug i. ’ 8:82 g:gs

Poradnika [5].

Na zakonczenie wspomnimy jeszcze o jednym zadaniu, ktérego roz-
wigzanie pozostawiamy czytelnikowi. Dotyczy to zadania plyty kwadra-
towe] posiadajgcej symetrycznie polozony otwoér
7/ 7 kwadratowy (rys. 28); wedlug opinii O. Foppla,
// [4], nie zostalo ono dotychczas rozwigzane (mowa
l o - o 1933 r.).

a- C Przyjmijmy, ze ptyta jest oparta swobodnie na
l obwodzie i poddana dzialaniu obcigzenia roztozone-

go réwnomiernie. Wowcezas stosujac dla ugiecia
plyty wzoér (6.3), w ktérym nalezy przyja¢ b = a,
i przeprowadzajac obliczenia analegiczne do obliczen
podanych w przykladzie 4.1, znajdziemy bez zasadni-
czych trudnosci ugiecie maksymalne na brzegu
otworu. W podobny sposéb postapi¢ mozna przy odmiennym sposobie
oparcia brzegow plyty i odmiennym sposobie obcigzenia.

a
Rys. 28
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Pe3wmwMm>s

OIPEJIEJIEHHE [NPUBJIWHEHHOI'O 3HAYEHHA IIPOT'HBA I[MJJACTHHOK
C INOMOIIIBXO METOJA PUTIIA

Padora mpexcraBiasger coboii paciuyMpeHye MeToxa, IPYMMEHEeHHOr0 aBTO-
pom B pabore [1] OTHOCMTENBHO IPMOJMKEHHOTO OMpeAesIeHMs Tpormnda
TIJIACTMHOK.

DyHKIMY, BRICTYHAIOLME B IIpeanocklike P u rtigra (1. 6), onpegena-
IOTCA IMyTEM CpaBHEHMA M3ruba IJIaCTMHOK C M3rmboMm 0aJsiok (IpyuMepbl
Takoro obpasza [geiicTBMA NPUBELEHbI yKe B [4]). Vicmonp30BaHMe 3TOM aHa-
JIOTMY, BIIPOYEM YMCTO (POPMAaJILHO, JAaeT BO3MOZKHOCTBH TIOJIYYMUTH CPaBHM-
TEJILHC TOYHOE pPEeIIeHMe yIKe MNPy yIoTpebdseHmn ogHOoM dyHKIMM (MHOLO-
JIeHA).

B mepBoit wactu paboThl paccMOTpeHbI KPYTIJible IJIACTUMHKM OMEPThIe
J1 HarpyzKeHHbIe 0CeCHMMMETPUIHO.

B maparpadpe 2 mpuBeieHbI peLIeHN A NI KPYTJbIX IIJaCTUHOK, ONEPTHIX
CBOOOJHO ITI0 KOHTYPY ¥ Harpy:KeHHBIX JMOO PaBHOMEPHO II0 BCEW CBOEN
noBepxHOCcTM (cour. 2), ymbO TOJBKO B CBOEN IEHTPAJIbHON dacTy (cur. 3);
Jajlee — C Harpy3KOM PacCIIOJIOXKEHHOJ II0 KOHIIEHTPUYHOM OKPYZKHOCTU
(pur. 4) may ymMeHBHIAIOLIENCA JIMHENHO OT IeHTpa K KpadAM ILJacTUHKU
(domr. 5).

B maparpade 3 paccMOTpeHbI KpyTrJible MNIACTMHKM 3alleMJIEHHbIE II0
KOHTYPY ¥ Harpy:KeHHble TaKzKe, KakK IJJACTMHKM PacCMOTPeHHbIe B I1apa-
rpacpe 2 (dwur. 8, 9, 11, 12).

ITaparpad 4 3aHMMAaeTCs KOJIbLEOOpa3sHBIMM TJIACTMHKAMM (OIMparo-
MuCca CBODOMHO MJIM 3allleMJIEHHBIMM) C Pa3HOOOpa3HBIMM HArpys3KaMmu
(dbur. 13, 14, 15, 16 n 17).

Jus pacuera mpornba KOJIbIE0OPa3HBIX KOHCOJIBHBIX IIJIACTMHOK (mapa-
rpad 5) npunaTo pyHrimo P um T iya B dopme (5.1), T. e. Takoin Ke,
KaK [JIA HATPYZKEeHHOJ PaBHOMEPHO KOHCOJBHOM OaJsku.
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IlpuBesieHbI AeTadbHbIe PellleHnsa 00Jiee XapaKTEePHbIX IIPUMEPOB IIpel-
CTaBJIEHHBIX Ha dour. 18 u 19.

Bo Bropoit yacTy (HauyHaA ¢ LIECTOro naparpada) pacCMOTPEHBI IIPAMO-
VTOJIbHBIE IJIACTMHKM, JIJs KOTOPBIX IIPEANOCchIIKa P m T I a mnpeacras-
JeHa popmyJion (6. 3). PemreHHble mpuMepbl OTHOCATCA K CUCTEMaM IIpen-
craBaeHHBIM Ha dur. 21b, 22, 23, 24, 25, 26 n 27. CpaBHeHMEe ¢ PEHICHUAMMA,
MOJIyYEHHBIMM METOZOM KOHEYHBIX pasHocTel, [6], mpuBoaMT K 3aKJ/IIOYe-
Huto (rmpuMepsl 6.4 1 6.5), 9TO X0TA TOCTeHMII MeTos Dojiee TOUeH, TO IIPO-
CTOTa BBIUMCJIEHUIA ¥ CKOPOCTD ITOJIYYEHUA Pe3yJabTaToB 1o MeTony P u 1-
1 a ropaszno Gosbie. Brpouem HeT IPMHIMIMATIBLHBIX 3aTPYAHEHMI Hazke
TIPM PEIIeHUM CJIOKHBIX IPMMEPOB (KakK HanpyuMep NpAMOYTOJIbHAS I1J1ac-—
TUMHKa C OTBEPCTUEM, YIOMAHYTadA B [4]).

Summary

APPLICATION OF THE RITZ’S METHOD FOR APPROXIMATE
CALCULATION OF DEFLECTION OF PLATES

The present paper is a development of the method used by the author
in the paper Ref. [1], for approximate determination of deflection of plates.

The functions in Ritz s assumption (1.6) are chosen by confronting
bending of plates with that of beams (examples of such procedure have
been already given in the paper Ref. [4]). Using formally that analogy
it is sufficient to take only one function (a polynome) to obtain a com-
paratively exact solution.

In the first part of the paper circular plates are investigated with
circularly symmetrical supports and loads.

In Sec. 2 the solution is given for circular plates simply supported on
the periphery and subjected to a load uniformly distributed over the
whole surface (Fig. 2), or its central part (Fig. 3), or uniformly distributed
along a concentric circle (Fig. 4), or linearly diminishing from the centre
to the edge of the plate (Fig. 5).

In Sec. 3 circular plates are discussed, fixed along the periphery and
loaded in the same manner as in Sec. 2 (Figs 8, 9, 11 and 12).

Sec. 4'presents an investigation of circular plates simply supported or
fixed with one concentric circular hole, loaded in various manners
(Figs 13, 14, 15, 16 and 17).

To calculate the deflectipns of circular cantilever plates (Sec. 5) the
function Ritz’s is taken in the form of (5.1), i. e. as for an uniformly
loaded cantilever beam.

For more characteristic problems, presented in Figs 18 and 19, detailed
solutions are given.
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In the second part (beginning with Sec. 6) rectangular plates are
investigated, for which Ritz’ s assumption is expressed by Eq. (6.3). The
problems solved concern Figs 21b, 22, 23, 24, 25, 26 and 27. A comparison
with the solution obtained by means of the method of finite differen-
ces, [6], leads to the conclusion [problems (6.4) and (6.5)] that although the
latter method is more exact, Ritz s method involves a more simple and
quick calculation, presenting no major difficulties even in more compli-
cated cases like of a rectangular plate with a hole, mentioned in [4].

Praca zostata zltozona w Redakcji dnia 14 czerwca 1953 7.
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