
ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
POLSKIEJ A KADEMII NAUK

VIII

JERZY NOWIŃSKI

Wyznaczenie przybliżonej wielkości ugięcia płyt 
na podstawie metody Ritza

WARSZAWA 19 5 3



ROZPRAWY INŻYNIERSKIE

ZAWIERAJĄ PRACE BADAWCZE Z ZAKRESU TEORII SPRĘŻYSTOŚCI 
I PLASTYCZNOŚCI, HYDRO- I AEROMECHANIKI, TERMODYNAMIKI 

ORAZ PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW KONSTRUKCJI

KOMITET REDAKCYJNY

WITOLD NOWACKI - PRZEWODNICZĄCY 

JULIAN BONDER, MICHAŁ BROSZKO 
WACŁAW OLSZAK, BOHDAN STEFANOWSKI 
STANISŁAW TURSKI, WITOLD WIERZBICKI 
JERZY NOWIŃSKI-SEKRETARZ NAUKOWY

Adres Redakcji
WARSZAWA, ul. Śniadeckich 8, I p.

PAŃSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE



ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

WYZNACZENIE PRZYBLIŻONEJ WIELKOŚCI UGIĘCIA PŁYT 
NA PODSTAWIE METODY R1TZA

ROZPRAWY 
INŻYNIERSKIE

VIII

WARSZAWA 19 5 5
państwowe wydawnictwo naukowe



A R C H I W U M

ROZPRAWY INŻYNIERSKIE (VIII)
Copyright 1953 by Państwowe Wydawnictwo Naukowe 

Warszawa (Poland). Printed in Poland.

Ali rights reserved
No part of this book may be translated or reproduced 
in any form, by mimeograph or any other means, 

without permission in writing from the publishers.

Redaktor techniczny: JÓZEF JANICZEK

Nakład 1000-i 150 egz. Papier druk. sat. 70x100 16, 70 g. Arkuszy wydawniczych 3. Arkuszy drukaiskich 2,i 
Oddano do składania dn. 27.VII.53 r. Druk, ukończono dn. li.XII.53 r. Zam. 151. 4-B-55425. Cena zł 8.—

Warszawska Drukarnia Naukowa, Warszawa. Śniadeckich 8



1. Wzory ogólne

W innej pracy rozpatrzono zastosowanie metody R i t z a do wy­
znaczenia ugięcia belek i podano wyjaśnienia ogólne dotyczące tej me­
tody. Przyjmując, że są one znane czytelnikowi, podamy tutaj przykła­
dy zastosowania metody R i t z a do wyznaczenia ugięcia płyt, w szcze­
gólności płyt okrągłych.

Obierzmy osie x i y prostokątnego układu osi współrzędnych x, y, z 
w płaszczyźnie środkowej płyty i oznaczmy przez ó jej grubość, przez 
E i v odpowiednio moduł Younga i liczbę Poissona oraz przez w 
ugięcie płaszczyzny środkowej pod wpływem obciążenia pionowego, roz­
łożonego w sposób ciągły, o wielkości q (x,y) na jednostkę powierzchni 
płyty.

Wiadomo 2), że energię sprężystą odkształcenia płyty przedstawia na­
stępujące wyrażenie:

2) Por. np. [2].

(1.1) E 

— 2(1—r)
d2 w d2 w 
d x2 dy2

d x d y,

gdzie

12(1 —

jest tak zwaną sztywnością płyty, a F oznacza powierzchnię płyty przed­
stawiającą obszar całkowania.

Załóżmy, że płyta posiada kształt kołowy i że zarówno jej obciążenie, 
jako też rodzaj oparcia brzegów są kołowo symetryczne. Początek układu 
współrzędnych biegunowych r, <p umieśćmy w środku koła przedstawia­
jącego płaszczyznę środkową płyty (rys. 1).

b Por. [1]. Nawiasem prostokątnym oznaczono numer kolejny prac wymienio­
nych w wykazie literatury na końcu niniejszej pracy.
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Wówczas można przyjąć, że ugięcie w jest również wielkością kołowo 
symetryczną i, co za tym idzie, nie zależy od zmiennej ę>:

w = w (r).

Z oczywistych zależności
x = r cos y, 

r2 + y2 = r2

wynikają znane związki
d r
d x — COS <p,

d <p 
d x

1 .sinę?. r

Wobec tego jest w danym przypadku

d w_ dw dr 
d x dr d x

i w dalszym ciągu

(1.2)
d2 w 
d x2

d2w 
dr

(1.4) d2 w 
dx dy

dw—— cos w dr

, 1 dw .cos2 tp d---- -- sim q>. r dr

Podobnie otrzymujemy wartość drugiej 
pochodnej ugięcia względem zmiennej y 
oraz pochodnej mieszanej względem obu 
zmiennych x i y:

(1.3) d2 w 
dy2

d2w . „ , 1 dw „„ sm“ q> d  , cos- w, dr r dr

d2 w 
~dr2

1 dw\ ., sm w cos ®. r dr

Po uwzględnieniu powyższych związków (1.2)-(1.4) i wykonaniu cał­
kowania względem zmiennej rp, wzór (1.1) dla energii odkształcenia przy­
biera następującą postać we współrzędnych biegunowych:

(1.5.1) Es
d2w\2 d2wdw 1 ldw\2
dr2 ar dr r \ dr 

gdzie a oznacza promień płyty kołowej.
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Zatem energię potencjalną 3 układu sił sprężystych i obciążenia przed­
stawia wzór

a
2

(1.5) 3 = nD
d2 w d w
dr2 dr

dr— 2 wrdr.
2

| + 2 v
o o

Jeżeli założyć zgodnie z postępowaniem przyjętym przez W. R i t z a, 
że nieznana funkcja w daje się przedstawić w postaci sumy pewnych 
funkcji fi(r), i = 1,2, spełniających (niekoniecznie wszystkie) wa­
runki brzegowe zagadnienia:

(1-6) w — A, f, (r) 4* A2 f2 (r) + ... + An fn (r),

to twierdzenie o minimum energii potencjalnej układu w stanie równo­
wagi trwałej dostarcza n warunków postaci

(1.7)
3 

dAt (i = 1, 2,..., n)

dla wyznaczenia wartości n stałych Ai.
Funkcje fi (r) występujące w tzw. założeniu Ritza (1.6) mogą być, 

oczywiście, dobierane w różnej postaci. W rozpatrzonych dalej przy­
kładach będziemy się opierali stale na porównaniu zginania płyt ze zgi­
naniem belek3). Wykorzystanie tej analogii fizycznej pozwala uzyskać 
— jak wykazują przykłady — na ogół wystarczająco dokładne rozwią­
zanie przybliżone już przy użyciu jednej funkcji ft (r), co znacznie upra­
szcza obliczenie.

3) Przykłady takiego postępowania w odniesieniu do płyt prostokątnych podali 
już w pewnych szczególnych przypadkach A. i L. Fópp Iowie, [4].

W tym celu przyjmujemy, że funkcja ugięcia dowolnej średnicy 
płaszczyzny środkowej płyty posiada postać podobną do funkcji ugięcia 
osi belki, której końce oparte są w taki sam sposób jak brzeg płyty. 
Obciążenie hipotetycznej belki stanowi obciążenie przypadające na śred­
nicę belki. Na przykład dla płyty, utwierdzonej sztywnie na obwodzie 
i obciążonej równomiernie, kształt średnicy odkształconej przyjęty zo- 
staje jako podobny do kształtu osi odkształconej belki, obustronnie sztyw­
nie utwierdzonej i poddanej działaniu obciążenia równomiernego. Oczy­
wiście, wobec założenia, że ugięcie płyty nie zależy od wartości kąta <p, 
otrzymuje się w ten sposób równocześnie kształt całej płaszczyzny środ­
kowej płyty po wystąpieniu odkształcenia.

Należy wyraźnie zaznaczyć, że przyjęte założenie co do kształtu po­
wierzchni odkształconej przedstawia założenie czysto formalne i nie 
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oznacza bynajmniej, że płyta jest traktowana jak wiązka belek, przecho­
dzących przez środek płyty i w określony sposób ze sobą współpracują­
cych. Przeciwnie, wykorzystanie nasuwającej się w danym przypadku 
analogii pomiędzy pracą belki i pracą płyty służy wyłącznie do ustalenia 
przybliżonego kształtu powierzchni środkowej płyty; po określeniu po­
staci funkcji ugięcia fi (r) można w pełni abstrahować od przesłanek fi­
zycznych, które doprowadziły do jej ustalenia.

Jest rzeczą zrozumiałą, że w przyjętej przez nas metodzie postępo­
wania postać funkcji ugięcia zależy jedynie od sposobu oparcia brzegów 
płyty, nie zależy zaś od sposobu obciążenia. Wynika stąd, że dla płyt o tym 
samym typie podparcia energia odkształcenia Es (wzór 1.5.1) daje się 
obliczyć efektywnie raz na zawsze. Jak stwierdzimy na przykładach, po­
woduje to znaczne skrócenie rachunków, zwłaszcza że obliczenie zależ­
nej od rodzaju obciążenia energii potencjalnej sił zewnętrznych sprowa­
dza się na ogół do prostego całkowania wielomianów.

Aby uzyskać możność porównania otrzymanych wyników przybliżo­
nych z rozwiązaniami ściślejszymi, rozpatrywać będziemy w ogólności 
tylko takie przykłady, których rozwiązania okazały się znane. Jednakże, 
jak można stwierdzić po dokładniejszym zapoznaniu się z zastosowaną 
dalej metodą, również inne, bardziej skomplikowane zagadnienia dadzą 
się rozwiązać bez zasadniczych trudności. Nie obejdzie się jednak w przy­
padkach nie typowych bez pewnej pomysłowości rozwiązującego.

Zauważmy, że naprężenia występujące w płycie kołowej przyjmują 
w danym przypadku następującą postać 4):

(1-8)

(1.9)

^Ez
1—v‘

/ d~ w v d w\ 
\dr2 + r ~dr)’

Ez
1—r2

daw 1 dw\ 
dr2 ' r dr i

We wzorach powyższych wskaźnik r oznacza naprężenie normalne pro­
mieniowe, a wskaźnik <p naprężenie normalne obwodowe; naprężenia 
styczne rrf równoległe do płaszczyzny środkowej płyty są tożsamoś- 
ciowo równe zeru.

2. Płyty kołowe oparte swobodnie na obwodzie

2.1. Płyta kołowa oparta swobodnie na obwodzie, poddana obciążeniu 
równomiernie rozłożonemu (rys. 2). Równanie osi odkształconej belki 
prostej o długości 2a, obciążonej równomiernie, przybiera następującą

*) Por. [7], 
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postać, gdy początek osi współrzędnych umieścić w połowie rozpiętości 
belki:
(2.1) w = A (p4 — 6 a2 r2 5 a4).

Funkcja powyższa spełnia przepisane w danym razie warunki brzegowe 
na obu końcach belki (dla r = ± a):

(2.2)
d2 w w = -—r d r- = 0.

Odpowiednie warunki dla płyty swobodnie podpartej są (dla r = a)

(2.3)

Jeżeli 
stawione

| w = 0, 
I Or= 0.

ugięcie płyty przed- 
będzie przez funkcję

(2.1), wówczas pierwszy z wa­
runków (2.3) jest spełniony. Na­
tomiast drugi warunek, jak wy­
nika ze wzoru (1.8), nie jest 
spełniony, gdyż wartość pochod­
nej dw/dr nie jest równa zeru 
na obwodzie płyty. Istnieje za­
tem tutaj pewien bieżący mo­
ment zginający o wielkości Rys. 2

— I Or zz = 8 AD pd~

na jednostkę długości obwodu. Chociaż funkcja (2.1) nie spełnia wszyst­
kich warunków brzegowych, obierzemy ją jako funkcję przedstawiającą 
ugięcie płyty. Zastosowanie bowiem metody R i t z a pozwoli i w tym 
przypadku uzyskać — jak się zaraz przekonamy — wystarczająco do­
kładne rozwiązanie przybliżone.

Na podstawie wzoru (1.5) otrzymujemy po wykonaniu prostych prze­
kształceń wartość energii potencjalnej układu równą

(2.4) 3 = -^- |32 (7 + 6 r)D A2 — 7 >1 q| 
O

i w dalszym ciągu z warunku (1.7)

21(1—r2)
16(7 + 6v)Ed
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Wobec tego największe ugięcie w środku płyty jest równe

(2.5) 3(1 — v)(5 + r)a\ 35(1 + ?)
16 EÓ3 Q ' (5+ v)(7 + 6v) ’

gdzie pierwszy czynnik przedstawia ugięcie maksymalne obliczone na 
podstawie wzorów ścisłych 5). Wartość drugiego czynnika przy założeniu, 
że współczynnik Poissona v jest równy np. *4, wynosi 0,98; za­
tem błąd rozwiązania przybliżonego nie przewyższa 2°/o.

5) Por. [5], W dalszym ciągu, porównując otrzymane wyniki przybliżone z obli­
czeniami ścisłymi lub ściślejszymi, mamy na względzie głównie wyniki obliczeń ze­
brane w podręcznikach A. N. D i n n i k a, [5], i K. B e y e r a, [6],

2.2. Płyta kołowa oparta swobodnie na obwodzie, poddana obciąże­
niu równomiernie rozłożonemu w części środkowej płyty (rys. 3). Wyko­
rzystujemy obliczoną poprzednio wartość energii sprężystej odkształce­
nia, która na podstawie wzoru (2.4) jest równa

(2.6) E« = — (7 + 6 >-) TT aG D A2. O

Energię potencjalną Ez sił ze­
wnętrznych przy założeniu R i t z a 
(2.1) przedstawia następujące wy­
rażenie [por. drugi składnik po pra­
wej stronie wzoru (1.5) ]:

(2.7) E, = — 2TiqA f (r‘— 
o

— 6 a2r2 + 5 a4) r dr.

Po wykonaniu prostych przekształceń otrzymuje się

(2.8) + 6 v) na* D A2 — n c2 I — 3 d2 c2 + 5 a41 q A

i w dalszym ciągu na podstawie warunku (1.7)

A(2.9) (c4 — 9 a2 c2 + 15 a1) c2
6,4 (7 + 6r)a6D ą'

Wobec tego największe ugięcie w środku płyty jest równe

(2.10) ^max —
15(1 —v2) (c4 — 9 a2 c2 + 15 a4) c2

16(7 + 6v)Ei3a2
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Gdy obciążenie jest rozłożone równomiernie na całej powierzchni pły­
ty (c = a), wówczas wzór (2.10) przechodzi we wzór (2.5), jak być powin­
no. Oznaczmy teraz całkowite obciążenie przypadające na płytę przez P. 
Wówczas jest

P = nc2q 
oraz

_3P(1—r2) 5(c4 —9a2c2 + 15a4)
' Wmax }6ttE^ (7 + 6v)a2

Gdy c zdąża do zera przy niezmiennej wartości siły P, wówczas pra­
wa strona wzoru (2.11) zdąża do wartości

w =3P(l-d(3+d«2 75 (1 + y)
max 4(3 + v)(7 + 6vj

i wartość ta odpowiada przypadkowi granicznemu, gdy płyta ulega zgi­
naniu pod działaniem siły skupionej P, przyłożonej centrycznie (rys. 5).

Pierwszy czynnik po prawej stronie wzoru (2.12) przedstawia wielkość 
ugięcia obliczoną w sposób ścisły. Drugi czynnik, dla v równego np. 
wynosi 0,85. Zatem błąd otrzymanego przybliżenia jest równy w rozpa­
trzonym przypadku szczególnym około 15°/o. Jest to błąd dość znaczny, 
który daje się atoli usprawiedliwić prostotą użytych środków. Błąd ten 
można by zmniejszyć wydatnie np. przez zastosowanie założenia R i t z a, 
które zawierałoby dwa wyrazy, a nie jeden, jak w przeprowadzonym 
wyżej obliczeniu, lub przez przyjęcie innego założenia dla rozpatrzonego 
przypadku granicznego 6).

Odpowiednich obliczeń nie będziemy jednak tutaj przeprowadzali. Gdy 
obciążenie rozłożone jest na większej powierzchni, wówczas błąd otrzy­
manego przybliżenia ulega znacznemu zmniejszeniu. Na przykład, gdy 
długość średnicy koła, którego pole poddane jest działaniu obciążenia, 
wynosi połowę długości średnicy płyty, wówczas dla v = % wartość 
drugiego czynnika po prawej stronie wzoru (2.11) jest równa 7,54. Czyn­
nik ten we wzorze ścisłym przybiera inną postać i jego wartość w przy­
padku rozpatrywanym jest równa 8,16. Zatem błąd otrzymanego przy­
bliżenia wynosi około 7,6%.

“) Por. [1], przykład 2.2. Por. również dalej przykład 5.2 jak również 3.2. W ogól­
ności należy zaznaczyć, że przy wyznaczeniu wielkości ugięcia chodzi często o wy­
znaczenie «rzędu» tej wielkości. Jest bowiem sprawą w pewnych przypadkach dru­
gorzędną, czy ugięcie wynosi np. 5 mm albo 6 mm, tzn. o 20°/o więcej, natomiast 
nie jest obojętne, czy wynosi ono 5 mm lub też 2 cm. Można zatem częstokroć do­
puścić przybliżoną ocenę wielkości ugięcia, nawet jeżeli jest ona obarczona błędem 
dość znacznym, co nie byłoby dopuszczalne przy obliczeniu np. momentu zginają­
cego. Por. również opinię Fópplów w [4],
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2.3. Płyta kołowa oparta swobodnie na obwodzie i obciążona równo­
miernie wzdłuż obwodu koła współśrodkowego (rys. 4). Jak już była o tym 
poprzednio mowa, wartość energii odkształcenia pozostaje w danym 
przypadku ta sama jak w przykładzie 2.1, wzór (2.4). Energia potencjal­
na sił zewnętrznych jest natomiast równa

(2.13) E,= — P (c4 — 6 a2 c2 + 5 a4) A,

Rys. 4

jeżeli P oznacza wielkość obciąże­
nia przypadającego na całkowity 
obwód koła o promieniu c.

Postępując jak wyżej otrzymuje 
się po prostych przekształceniach

(2 14) A =
64 (7 + 6 v) n a6 D

i w dalszym ciągu wielkość ugię­
cia maksymalnego w środku płyty 
równą

3(1—p2)P
(2.15) Wrrtax— o i? A3

15 (c4 — 6 a2 c2 + 5 a4) 
+ 6 r) a-

Gdy c zmierza do zera, wówczas wmax zmierza do wartości przedstawionej 
przez wzór (2.12), czyli do wartości ugięcia w punkcie przyłożenia siły 
skupionej, jak być powinno (rys. 5). Gdy obciążenie jest rozłożone wdłuż
koła, którego średnica jest, powiedz­
my, dwukrotnie mniejsza od śred­
nicy płyty, wówczas dla v = 1 ( dru­
gi czynnik po prawej stronie wzo­
ru (2.15) przybiera wartość równą 
0,786 a2. Wartość tego czynnika (po­
siadającego inną postać) we wzo­
rze ścisłym wynosi 0,802 a2, skąd 
wynika, że błąd otrzymanego przy­
bliżenia jest nieco mniejszy od 2°/0.

2.4. Płyta kołowa oparta swo­
bodnie na obwodzie i poddana ob­
ciążeniu malejącemu liniowo od 
środka ku obwodowi płyty (rys. 6)

Rys. 5

Energię potencjalną sił zewnętrznych 
przedstawia w danym razie następujące wyrażenie:
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(2.16) E.
9 _ a

------- A f |qa— (q— q0)r| (r1— 6aar2 + 5a')rdr, 
CL JO

w którym czynnik |qa— (q — q0)r] a odpowiada obciążeniu jednostkowemu 
w odległości r od środka płyty.

Pamiętając, że energię odkształ­
cenia przedstawia wzór (2.4), otrzy­
muje się ostatecznie po uwzględ­
nieniu warunku (1.7) wartość współ­
czynnika A równą

(2.17) A —

3(1 -r2) (117 q+ 128 q0)
560 (7 + 6 v) E Ó3

oraz ugięcie w środku płyty równe

(2.18) wmax =

_ 3 (1 — v2) (117 q + 128 q0) 
112(7 + 6r)Ed3

Gdy q = q0, to znaczy gdy obcią­
żenie płyty jest równomierne, wów­
czas prawa strona wzoru (2.18) przy­
biera obliczoną poprzednio wartość
(2.5), jak być powinno. Gdy q„ = 0, to znaczy gdy powierzchnia obciążenia 
posiada kształt powłoki stożka kołowego prostego o wysokości q (rys. 7),

Rys. 7

wówczas ugięcie w środku pły­
ty jest równe

(2.19) Wmax =

351 (1 —ł+a4
112 (7 + 6 r) E d3 q'

Rozwiązanie ścisłe powyższego 
przypadku nie jest autorowi zna­
ne, jednakże istnieje podstawa 
do przypuszczenia, że błąd roz­
wiązania przybliżonego nie po­
winien przekroczyć w danym ra­
zie kilku procent.
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3. Płyty kołowe utwierdzone sztywnie na obwodzie

Rozpatrzmy teraz przykłady omówione w poprzednim paragrafie 
przyjmując, że brzeg płyty jest sztywnie utwierdzony.

3.1. Płyta kołowa utwierdzona sztywnie na obwodzie, poddana obcią­
żeniu równomiernie rozłożonemu (rys. 8; por. również rys. 2). Równanie 
osi odkształconej belki o długości 2a, obustronnie utwierdzonej sztywnie 
i obciążonej równomiernie, przyjmuje następującą postać, gdy początek 
osi współrzędnych umieszczony zostaje w połowie rozpiętości belki:

(3.1) w = A (ra — a2)2;

A jest tutaj pewną wielkością stałą. Tak dobrana funkcja ugięcia spełnia 
na obu końcach belki (r = ± a) przepisane zadaniem warunki brzegowe

dw 
dr 0,w(3.2)

Rys. 8

natomiast druga pochodna w wzglę­
dem r, przedstawiająca w pewnej ska­
li moment zginający, oraz trzecia po­
chodna, przedstawiająca siłę poprzecz­
ną, są na obu końcach belki różne od 
zera, jak być powinno.

Zgodnie z wyjaśnionym poprzednio postępowaniem przyjmujemy, że 
ugięcie płyty przedstawia ta sama funkcja (3.1). Wówczas na podstawie 
wzoru (1.5) otrzymuje się po wykonaniu prostych przekształceń

(3.3)
77 G*’

3 = ' (32 A2D— Aq)O

i w dalszym ciągu z warunku (1.7)

(3.4) 16 Eó3 q

Wobec tego wielkość ugięcia jest równa

(3.5) 3(1 —r2).2 2.2"'Twr1' ’
i największe ugięcie w środku płyty (r = 0) jest

(3.6) ^max
3(1 —*2) a1

16 Eó3 q’
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Jeżeli porównać obliczoną wartość w„mx z wartością dokładną tej wiel­
kości, uzyskaną na drodze rozwiązania odpowiedniego równania różnicz­
kowego (zwanego równaniem zginania płyty), to okazuje się, że wzór 
(3.6) przedstawia wartość dokładną. Jest to rzeczą zrozumiałą, gdyż w da­
nym przypadku funkcja (3.1) przedstawia całkę równania różniczkowego, 
która spełnia wszystkie przepisane zadaniem warunki brzegowe [posta­
ci (3.2)], stanowi zatem ścisłe rozwiązanie zagadnienia 7).

3.2. Płyta kołowa utwierdzona sztywnie na obwodzie i poddana obcią­
żeniu równomiernie rozłożonemu w części środkowej płyty (rys 9; por. 
również rys. 3). Przyjmujemy postać płyty po odkształceniu zgodnie z za­
łożeniem Rit za (3.1). Wykorzystujemy obliczone w poprzednim przy­
kładzie wyrażenie dla energii sprężystej [według wzoru (3.3)], wobec cze­
go energia potencjalna układu przyjmuje postać następującą:

32 c ‘
(3.7) 3 = — na  D A2 — 2 n q A f (r2 — a2)2 rdr.6

’) Por. np. [4] lub [5].

3 ó

Po wykonaniu odpowiednich prze­
kształceń i uwzględnieniu warunku 
(1.7) otrzymuje się

(3.8) A =

3 (1 —v2) (c4 — 3 c2 a2 + 3 a4)c2 
16Eó%'^ q

i w dalszym ciągu największe ugięcie w środku płyty równe

(3.9)
3(1 —r2)P (c1 —3c2a2 + 3a‘)

16 7rEd8 a2

gdzie przyjęto oznaczenie 

(3.10) P = ttc2 q.

Gdy obciążeniu ulega pole koła współśrodkowego o promieniu rów­
nym połowie promienia konturu płyty (c = a/2), to największe ugięcie 
w środku płyty jest równe w przybliżeniu

_3^— r^a-P „(3*11) Wmax--  17^3 2,3131 O 7T Ł O

i różni się od dokładnie obliczonego ugięcia w tym miejscu [odpowiada 
mu współczynnik liczbowy we wzorze (3.11) równy 2,577] o około 9,5%.
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Rozpatrzmy przypadek graniczny, gdy c = 0, to znaczy gdy płyta ule­
ga obciążeniu siłą skupioną P przyłożoną w jej środku. Ze wzoru (3.9) 
otrzymuje się w tym przypadku wartość największego ugięcia równą

(3.12) Wmax
3(1—y2) a2 P 

4aEós 0,75.

Wobec tego że wartość wmax obliczoną w sposób ścisły przedstawia 
pierwszy czynnik (ułamkowy) po prawej stronie wzoru (3.12), zatem błąd 
otrzymanego przybliżenia sięga 25%. Jak już o tym była poprzednio 
mowa, błąd ten można znacznie obniżyć, jeżeli w założeniu R i t z a 
zamiast jednego użyć dwóch wyrazów. Aby uniknąć złączonych z tym 
dość żmudnych rachunków, postąpimy jednak odmiennie, mianowicie po­
służymy się założeniem R i t z a jednowyrazowym, lecz specjalnie do­
branym dla danego przypadku granicznego. Rozważmy w tym celu linię

ugięcia belki obustronnie sztywnie 
utwierdzonej i obciążonej w środku siłą 
skupioną P (rys. 10). Jak wiadomo, 
linia ugięcia składa się w tym przy­
padku z dwóch gałęzi rozdzielonych 
linią działania siły i przedstawionych 

dwoma odrębnymi równaniami. Równanie np. prawej gałęzi, odniesione 
do układu osi współrzędnych o początku na lewej podporze, posiada na­
stępującą postać podaną w podręcznikach statyki:

w = aw f |3l(l —x)2 —4(1 —x)8], 
Ł J

8) Założenie powyższe spełnia, jak łatwo sprawdzić, warunki brzegowe [w], a = 0 
oraz [dw 'dr],_ a = 0 i ponadto, odpowiadający symetrii obciążenia, warunek [dw dr |r n = 0.

gdzie l jest długością belki. Przenosząc początek układu do środka płyty 
i oznaczając współczynnik występujący przed nawiasem kwadratowym 
przez A otrzymujemy

(3.13) w = A (a -|- 2 r) (a — r)2.

Wzór ten traktujemy jako założenie R i t z a dla rozpatrywanego 
szczególnego przypadku obciążenia płyty 8).

Na zasadzie wzoru (1.5) znajdujemy teraz łatwo energię potencjalną 
układu w postaci

(3.14) 3==9^a'DA’ — Pat A
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i w dalszym ciągu na podstawie warunku (1.7) wartość stałej A równą

(3.15) A= P 
18 itaD

Największe ugięcie w środku płyty jest w danym razie równe

(3.16) Wmax
3(1 v2)d2P 0,89,

wobec czego błąd uzyskanego przybliżenia wynosi około ll°/o, to znaczy 
nieomal dwa i trzy dziesiąte razy mniej niż poprzednio.

W drugim przypadku granicznym, gdy obciążenie pokrywa równo­
miernie całą powierzchnię płyty, wzór (3.9) dla ugięcia maksymalnego 
przechodzi we wzór (3.6) wyprowadzony bezpośrednio dla rozpatrywa­
nego przypadku granicznego, jak być powinno.

5.3. Płyta kołowa utwierdzona 
sztywnie na obwodzie i poddana 
obciążeniu równomiernie rozłożone­
mu na obwodzie koła współśrodko­
wego (rys. 11). Przyjmujemy, jak 
w poprzednich przykładach, założe­
nie R i t z a w postaci przedstawio­
nej przez wzór (3.1).

Jak poprzednio jest

Rys. 11

(3.17) Es = ^nd’DA2, 
O

natomiast energia potencjalna sił zewnętrznych przybiera zrozumiałą 
wartość
(3.18) E, = — (c2 — a2)AP.

Po uwzględnieniu warunku (1.7) i prostych przekształceniach otrzy­
mujemy

(3.19)
9(1 — r)(c2 d2)2

iSirE&a*

i w dalszym ciągu największe ugięcie w środku płyty równe

(3.20) _ 9 (i — k2) (c2 — a2)2 p 
16nEÓ3a2

Gdy promień koła, na którego obwodzie rozłożone jest obciążenie rów­
nomierne o wielkości P, zdąża do zera (c -> 0) przy niezmiennej wartości P 
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wówczas ugięcie maksymalne (3.20) zdąża do wartości przedstawionej 
przez wzór (3.12), jak być powinno. Dla oszacowania błędu uzyskanego 
przybliżenia wmax według wzoru (3.20) przyjmijmy, że c = a/2, to znaczy 
że linia obciążenia dzieli promień płyty na dwie równe części.

Przekształćmy w tym celu prawą stronę wzoru (3.20) w następujący 
sposób:

(3.21) 3(1— ^P 3(c2 —a2)2 
wmax^ 2nEd3 8 a2

i w dalszym ciągu na podstawie 
warunku (1.7)

(3.24)

Wobec tego największe ugięcie w środku płyty jest równe

_qa' 1
= ~D“ 140 '

Dla c = a/2 drugi czynnik przyjmuje wartość 0,211 a2. Ponieważ w roz­
wiązaniu ścisłym wartość tego czynnika wynosi 0,202 a2, to błąd uzyska­
nego przybliżenia nie przewyższa 4,5%.

3.4. Płyta kołowa utwierdzona sztywnie na obwodzie i poddana obcią­
żeniu wzrastającemu liniowo od środka ku obwodowi płyty (rys. 12). Po­
dobnie jak w poprzednich przykładach energia odkształcenia przybiera 
postać następującą:

Rys. 12

(3.22) Es — — na" DA , tj 2

Natomiast energię potencjalną sił 
zewnętrznych przedstawia wzór

9 a(3.23) Ez= — ą A (r ^ — 
a J

2
o

— 2raa2 + a')dr.

Po prostych przekształceniach 
otrzymuje się

3 = -  n a" DA  — ~ na" q A2 2
3 1U5

A = 1.5.
140 D ’

(3.25)
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Wartość współczynnika liczbowego występującego w powyższym wzorze 
jest według wzoru ścisłego równa 1/150 9). Zatem błąd uzyskanego roz­
wiązania przybliżonego wynosi 7%.

4. Płyty kołowe z otworem kołowym

Dla płyt kołowych z otworem kołowym wydawałoby się naturalne po­
równanie linii ugięcia promienia płyty (ściśle zaś — jego części pozostałej 
poza otworem) z osią odkształconą belki wspornikowej, utwierdzonej na 
obwodzie płyty i skierowanej wzdłuż jej promienia. Jednakże tego ro­
dzaju założenie zawierałoby w sobie zasadniczą nieścisłość, która ujawnia 
się wyraźnie, gdy średnica otworu maleje do zera i płyta posiadająca 
otwór przeobraża się w płytę jednolitą bez otworu. W tym przypadku gra­
nicznym powierzchnia środkowa odkształconej płyty przy obranym zało­
żeniu posiadałaby w środku ostrze, co byłoby sprzeczne z samą istotą zja­
wiska. W związku z tym wartości pochodnych funkcji ugięcia, które wy­
stępują we wzorze podstawowym dla energii potencjalnej (1.5), byłyby 
obarczone znacznymi błędami, co w rezultacie doprowadziłoby do fał­
szywej oceny wielkości ugięcia, 
zwłaszcza w przypadku otworów 
o małej średnicy. Rozwiązane przy­
kłady potwierdzają ten wniosek. 
Przyjmiemy zatem dla płyt koło­
wych posiadających otwór te same 
założenia Ritza, które przyjęliśmy 
poprzednio dla płyt bez otworu, 
w zależności od rodzaju utwierdze­
nia brzegu.

4.1. Płyta kołowa z otworem 
kołowym oparta swobodnie na ob­
wodzie i poddana obciążeniu rów­
nomiernie rozłożonemu (rys. 13). 
Przyjmujemy dla powierzchni od­
kształconej płyty to samo założenie, 
które przyjęliśmy poprzednio dla płyty bez otworu opartej swobodnie na 
obwodzie [por. wzór (2.1)]:

(4.1) w = A (r’ — 6 a- r2 + 5 a4).

Pomijając, oczywiście, powierzchnię otworu otrzymuje się wyrażenie 
dla energii sprężystej odkształcenia w postaci

s) Por. [3].
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a
( d2 w dw , 1 Id w+ 2 r -, H----  dr- dr r \ dr dr

lub po uwzględnieniu założenia (4.1)

(4.2) Es = le^D^p-^-b2^
| o \ o

b1 — 6 d- b2 + 9 a1

i w dalszym ciągu największe ugięcie na brzegu otworu równe

+ v |4aG — b2 (b4 — 6 a2 b2 + 9 a4)]|.

Energię potencjalną sił zewnętrznych przedstawia następujący zrozu­
miały wzór:

(4.3)
a

Ez = — 2^q I wr dr = — q A 
b

7 , 
3“ I— b1 — 3 a2 b2 + 5 a4 

\

Oznaczmy wyrażenie w nawiasie figurowym we wzorze (4.2) przez 
K, a wyrażenie w nawiasie prostokątnym we wzorze (4.3) przez E. Wów­
czas energia potencjalna układu jest równa

(4.4) 3 = 16rrDKA2 — rrąLA.

Przy uwzględnieniu warunku (1.7) otrzymuje się

(4.5) A — L a32 D K q

(4.6) _(b‘-
Wmax —

6 a2 b2 + 5 al)L
32DK q-

Gdy b = 0, to znaczy gdy płyta nie posiada otworu, wyrażenie powyż­
sze dla ugięcia maksymalnego przybiera postać (2.5), jak być powinno.

Sprawdźmy dokładność otrzymanego wzoru (4.6) np. dla b = a/2 oraz 
v = %. Otrzymujemy wówczas po wykonaniu prostych obliczeń

G CŁ1(4.7) Wmax = W 3,96.
64 D

Wobec tego że współczynnik liczbowy w powyższym wzorze przybiera we 
wzorze ścisłym wartość 3,93, zatem błąd otrzymanego przybliżenia jest 
w danym przypadku szczególnym równy 0,8%.
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4.2. Płyta kołowa z otworem kołowym oparta swobodnie na obwodzie 
i obciążona równomiernie wzdłuż brzegu otworu (rys. 14). Wartość energii 
odkształcenia pozostaje, zgodnie z przyjętym założeniem, taka sama jak 
w przykładzie poprzednim, to znaczy równa

(4.8) Es = lGnDKA2.

Energia potencjalna sił zewnętrznych jest natomiast równa

(4.9) Ez = — (b1 — 6 a2 b2 + 5 a4) P A,

jeżeli wielkość obciążenia całkowitego oznaczyć przez P. Uwzględnienie 
warunku (1.7) doprowadza do następującej wartości współczynnika A:

(4.10) (b' — 6 a2 b2 + 5 a4) P 
32 ^DK

W dalszym ciągu największe ugię­
cie na brzegu otworu okazuje się 
równe

(4.11) Wmax —

_ (b4 — 6 a2 b2 + 5 a4)2 P
32 n D K

Gdy P pozostaje niezmienne oraz 
b = 0, to znaczy gdy płyta nie po­
siada otworu, wyrażenie powyższe 
przybiera postać (2.12), jak być po­
winno. W tym bowiem granicznym przypadku zagadnienie dotyczy płyty 
opartej swobodnie i obciążonej w środku siłą skupioną P.

Sprawdźmy dokładność otrzymanego wzoru (4.11) np. dla b = a/2 oraz 
r = Otrzymujemy wówczas po wykonaniu prostych obliczeń

(4.12) Wmax —
Pa2 

^^2,79. 16 n D

Współczynnik liczbowy występujący w powyższym wzorze przybiera we 
wzorze ścisłym wartość 3,02. Wynika stąd, że błąd otrzymanego przybli­
żenia wynosi w danym przypadku 7,6%.

4.3. Płyta kołowa z otworem kołowym utwierdzona sztywnie na obwo­
dzie i poddana obciążeniu równomiernie rozłożonemu (rys. 15). Przyjmu­
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jemy założenie R i t z a w postaci (3.1) odpowiadającej linii ugięcia belki 
obustronnie sztywnie utwierdzonej.

Na energię potencjalną układu składają się w danym przypadku ko­
lejno:

(4.13) Es — 16 nD A2 J 110 r5 — 8a2r3 + 2a4r + 2 v(3r5 — 4a2r3 + a4r)| dr 
b

oraz

(4.14) Ez — — 2 q A J (r5 — 2a2r3 + a4r)dr.
b

Po wykonaniu całkowania i prostych przekształceniach otrzymujemy

Rys. 15

(4.15) Es = 16 nDK A2

oraz

(4.16) Ez = — śtqLA,

gdzie przyjęto następujące ozna­
czenia:

2/5 \
(4.17) K = -a6— -b4 —2a2 b2 + a4 b2 —(b4 —2a2b2 + a4)vb2, o \ O I

(4-18) r 1 CL = a6 —
O

/I
\3

b4 — a2 b2 + a‘ b2.

Na podstawie warunku (1.7) otrzymuje się kolejno współczynnik R i- 
t z a A równy

(4-19) A 32KD Q

oraz największe ugięcie na brzegu otworu równe

(4.20) ^max
_(a2 — b2YL

32DK q

Gdy promień otworu staje się równy zeru (b = 0), to rozpatrywany przy­
padek przechodzi w przypadek poprzednio rozważony 3.1. Wówczas ugię­
cie wmax określone wzorem (4.20), przybiera wartość

(4.21) 3(1 — v2) a4 
wmax- 1QEÓ3 q,

która jest identyczna z wartością (3.6) w przypadku 3.1, jak być powinno.
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Sprawdźmy dokładność wzoru (4.20) np. dla b = a/2 oraz v 
Otrzymujemy w tym przypadku

(4.22) wmax= 3(1~^g4q 0,082.
JEj O

We wzorze ścisłym zamiast współczynnika liczbowego 0,082, jaki otrzyma­
no na drodze obliczeń przybliżonych, występuje współczynnik 0,085. Zatem 
błąd otrzymanego przybliżenia nie wiele różni się od 3,5%.

4.4. Płyta kołowa z otworem kołowym, utwierdzona sztywnie na ob­
wodzie i obciążona równomiernie wzdłuż brzegu otworu (rys. 16). Ener­
gia odkształcenia sprężystego jest, jak w poprzednim przykładzie, równa

(4.23) Es = 16 n DK A2.

Natomiast energia potencjalna sił 
zewnętrznych, o ile przez P oznaczyć 
całkowite obciążenie płyty, przy­
biera w danym przypadku wartość

(4.24) E. = — (a3 — b2)2 P A. Rys. 16

Na podstawie warunku (1.7) otrzymujemy

(4.25)
(a2—b2)3P

A~ 32 nDK

i w dalszym ciągu największe ugięcie na brzegu otworu równe

(4-26) ’ 32 nDK 'Wmax

Gdy promień otworu b zmierza do zera przy ustalonym P, to rozpa­
trywany przypadek zdąża do .przypadku granicznego rozpatrzonego po­
przednio jako 3.2.

W granicy otrzymujemy dla ugięcia maksymalnego (płyty bez otworu 
obciążonej pośrodku siłą skupioną P) wyrażenie

(4.27) ^max
9 (1 — v2) a2 P 

IGnEd3

identyczne z wyrażeniem (3.12), jak być powinno.
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Sprawdźmy dokładność otrzymanego wzoru przybliżonego (4.26) dla 
wmax, np. dla b = a/2 oraz v = %. W tym przypadku wzór przybiera 
postać

(4.28) wmax = 0,33.4 n E ó3

Współczynnik liczbowy występujący w powyższym wzorze posiada we 
wzorze ścisłym wartość 0,36. Zatem błąd otrzymanego przybliżenia wy­
nosi 8,3%.

Rys. 17

4.5. Płyta kołowa z otwo­
rem kołowym utwierdzona sztyw­
nie na obwodzie i poddana ob­
ciążeniu wzrastającemu liniowo 
ku obwodowi płyty (rys. 17). 
Energia odkształcenia sprężyste­
go posiada w danym przypadku 
taką samą wartość jak w przy­
kładzie poprzednim. Jest zatem

(4.29) Es = 16 nDK A2.

Natomiast energia potencjalna sił zewnętrznych jest równa

(4.30) E, =---------A (r — b) (r3 — 2 a2 r" + a1 r) dr =------------- $ A,
a — b J a — b

b

gdzie przyjęto oznaczenie

1 fi 1 / 5 9 1 \H.31) M = w-5 «’--«• 6- b> (3«* - 5 - 25 b j ■

Na podstawie warunku (1.7) otrzymujemy

(4.32)
Mq 

32 (a — b)DK

i w dalszym ciągu największe ugięcie na brzegu otworu równe

(4.33)
(a2 —b^Mg 
32(a_b)DK‘

Gdy rozpatrywana płyta przeobraża się w płytę bez otworu, to znaczy gdy 
przyjęte zostaje b = 0, wówczas wzór (4.33) przybiera postać
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z a1 q
(4.34) Wmax== 140 D’

która jest zgodna z wynikiem przedstawionym przez wzór (3.24), jak być 
powinno.

5. Płyty kołowe wspornikowe

Dla płyt kołowych wspornikowych (rys. 18) linię ugięcia promienia 
płyty upodabniamy do linii ugięcia belki wspornikowej obciążonej równo­
miernie. Równanie tej ostatniej we współrzędnych r, w (przedstawionych 
na rys. 18a) posiada następującą postać:

(5.1) w = A |(r — b)’ — 4c(r — b)3 + 6 c2 (r — b)2|.

Przyjmujemy zatem wyrażenie (5.1) jako przedstawiające powierzchnię 
ugięcia płyty wspornikowej.

Obliczamy energię sprężystą odkształcenia na podstawie wzoru (1.5.1) 
z odpowiednio zmienioną dolną granicą całkowania:

a
, f / d2 w\2 , „ d2 w d w , 1 ldw\2 ,(5.2) Es = rrD r +2 + - - dr.I \ dr- I dr- dr r \dr / 

b

Uwzględniając wzór (5.1) otrzymujemy po dłuższych przekształceniach

(5.3) Es — IG tt D K A2,

gdzie przyjęto oznaczenie

(5.4) K = ~ a6 — 11 a’’ b + 20 a1 b2--- — a3 b3 —~ a2b2 + —- a b3 — b6 +60 3 4 5

+ (3 a2 b — 3 a b2 4- b3)2 In + 6 a1’ — a5b + ~ a1 b2 —
0*6 2

— a3 b3 + %2 b4 — a b3 + | b6j.
3 2 o /

Podamy teraz rozwiązanie dwu przykładów bardziej charakterystycznych.
5.1. Płyta kołowa wspornikowa obciążona równomiernie (rys. 18). 

W tym przypadku energia potencjalna obciążenia jest równa [por. wzory 
(1.5) oraz (5.1)]

a

(5.5) E, = — 2 tt q A | r |(r — b)1 — 4 (a — b) (r — b)3 + 6 (a — b)2 (r — b)2| dr 
b
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lub po wykonaniu odpowiednich przekształceń

(5.6) E? = — 2 n q L A,

gdzie przyjęto oznaczenie

(5.7) L = ^| a® — 4 a5 b + 7 a4 b2 — ~ a3 b3 + a2 b4 + ™ a b:’ — - b®. 
15 3 5 3

Zatem jest na podstawie wzorów (5.3) i (5.6)

Uwzględniając warunek (1.7) otrzymuje się wartość parametru A równą

(5.9) A = ~~q~L
16DK

Wobec tego że największego ugięcia należy oczekiwać na swobodnym, 
konturze płyty, tj. dla r = a, otrzymujemy w tym miejscu

(5.10) wmax = 3 A (a1 — 4 a3 b + 6 a2 b2 — 4 a b3 + b4).
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Przyjmijmy dla przykładu, że średnica 2b słupa, na którym zawieszona 
jest płyta, wynosi połowę średnicy płyty oraz że jest r = ^. Wówczas 
otrzymuje się

o cP
(5.11) Wmax = 097-, 0,28.ly

Wartość ta różni się o 3,5°/o od wartości ugięcia maksymalnego, obliczo­
nej w sposób ścisły [w tym przypadku współczynnik liczbowy we wzorze 
(5.11) jest równy 0,29]. Gdy średnica 2b staje się równa zeru, wówczas po 
obróceniu rys. 18 otrzymuje się przypadek przedstawiony na rys. 20a, 
jeżeli przez P oznaczyć całkowite obciążenie płyty. Przypadek ten odpo­
wiada obciążeniu stopy fundamentowej okrągłej siłą skupioną P, gdy odpór 
podłoża traktowany jest jako równomiernie rozłożony wzdłuż całej po­
wierzchni spodniej płyty. Otrzymuje się wówczas

(5.12) wmax = 0,092.

Wartość ta różni się o 5,2% od 
wartości wmax obliczonej w sposób 
ścisły (współczynnik liczbowy wy­
nosi w tym przypadku 0,097).

5.2. Płyta kołowa wspornikowa 
poddana obciążeniu równomiernie 
rozłożonemu na obwodzie płyty 
(rys. 19). Energia potencjalna sił 
zewnętrznych jest w danym przy­
padku równa

(5.13) Ez — — Pw(a) = — 3PAM, 

gdzie przyjęto następujące ozna­
czenie:

(5.14) M = a'—4a3b +

+ 6 a2 b2 — 4 a b3 + b4.
Rys. 19

Wobec tego energia potencjalna układu jest równa [por. wzór (5.3)]

(5.15) 3 = 16 tt D A2 K — 3 PA M.

W dalszym ciągu, uwzględniając warunek (1.7), otrzymuje się wielkość 
parametru A równą

(5.16)
3PM

32 nDK
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oraz w miejscu r = a wielkość ugięcia maksymalnego

(5.17) Wmax —
9PJVP

32 tiDK'

Załóżmy dla przykładu b = a/2 oraz r = (4- Wówczas na podstawie 
wzorów (5.4), (5.14) oraz (5.17) otrzymuje się

(5.18) wmax — „ . „ 1,63.64 n D

Wartość współczynnika liczbowego w powyższym wzorze wynosi dla wzo­
ru ścisłego 1,65. Zatem błąd uzyskanego przybliżenia jest nieco większy 
od 1,2%.

Gdy średnica 2b staje się równa zeru, otrzymujemy przypadek gra­
niczny przedstawiony na rys. 20b (w położeniu obróconym w stosunku

b

a

Rys. 20

do rys. 19). Przypadek ten odpowiada 
płycie kołowej opartej swobodnie na ob­
wodzie i obciążonej w środku siłą sku­
pioną P. Został on rozpatrzony poprzed­
nio przy omawianiu szczególnych przy­
padków przykładu 2.2 |por. wzór (2.12) |. 
W danym razie dla v = 1 4 otrzymuje 
się na podstawie wzoru (5.16) przyjmu­
jąc b —0:

(5.19) Pd1 135
Wmax~ 16 7t D 53 ’

Przekształćmy wyrażenie dla ścisłej 
wartości ugięcia (przy > = 1 4), przedsta- 

wionę przez pierwszy czynnik wzoru (2.12), do postaci podobnej do (5.19). 
Otrzymujemy wówczas ścisłą wartość ugięcia równą

(5.20) Pd- 13
Wmav^ 16.^0 5 '

Wyrażenie przybliżone (5.19) dla w,nax otrzymane przy założeniu powierzch­
ni ugięcia płyty według wzoru (5.1) różni się zatem od ścisłej wartości 
ugięcia maksymalnego (5.20) o 1,9%. Poprzednio stosując w przykładzie 
2.2 założenie (2.1) otrzymaliśmy błąd kilkakrotnie większy.
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6. Płyty prostokątne

Rozpatrzymy tutaj jedynie płyty oparte swobodnie na obwodzie 
(rys. 21). Przedstawimy wyrażenie dla energii sprężystej odkształce­
nia (1.1) w postaci następującej:

Stosując przyjętą poprzednio analogię pomiędzy ugięciem belek i ugię­
ciem płyt założymy, że płyta ugina się wzdłuż linii równoległych odpo­
wiednio do osi x i y tak jak belka wolnopodparta 40). Zatem ugięcie pasm 
płyty rónoległych do osi x przedstawia w obranym układzie współrzęd­
nych funkcja [por. wzór (2.1)]

(6.2.1) w, = A, (x4— 6 a2 x2 + 5 a4),

zaś ugięcie pasm równoległych do osi y funkcja

(6.2.2) w2 = A2(y' — 6 b2 y2 + 5 b4).

Łącząc oba powyższe wzory obieramy powierzchnię ugięcia płyty w po­
staci
(6.3) w = A (x4 — 6 a2 x2 + 5 a') (y4 — 6 b2 y2 + 5 b*),

gdzie A jest nieznanym parametrem, który wypadnie wyznaczyć n).
Obliczamy kolejno całki składników funkcji podcałkowej we wzorze 

(6.1). Otrzymuje się wówczas po prostych przekształceniach:
a b

(6.4.1) J, = 4 j I (dx dy — 3870,72 a5 b9 A2,

0 o
a b

(6.4.2) J2 = 4 I I dzdy = 3870,72 a9 b5 A2,

ó ó
a b

(6.4.3) J-3 = ^ I I ^dzdy = 3864,96 a‘b' A2,
4 J J dr 

ó ó
“') Przypominamy, że założenie to nie oznacza bynajmniej, że płyta traktowa­

na jest jako faktyczny zespół krzyżujących się ibelek; por. uwagi podane w p. 1.
n) W szczególnym przypadku płyt prostokątnych metoda użyta w niniejszej 

pracy doprowadza do założenia R i t z a (6.3), identycznego z założeniem przyjętym 
przez A. i L. F ó p p 1 ó w, por. [4],
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a b
C f I d2 w\2(6.4.4) I dxdy = 3860,48 a7 b7 A2,

o o
Zastępując współczynniki liczbowe występujące w powyższych wzo­

rach jednym współczynnikiem średnim 3865 otrzymujemy następującą 
przybliżoną wartość Es:

(6.5) Es = 1933a5b5(a2 + b2)2DA2.

Przedstawmy teraz energię potencjalną obciążenia w ogólnej postaci

(6.6) E; = — AM,

gdzie M oznacza dla danej płyty wyrażenie zależne od rodzaju obciąże­
nia. Wówczas energię potencjalną układu przedstawia wzór

(6.7) 3 = 1933 b^ (a2+ b2)2 DA2 —AM,

z którego przy uwzględnieniu warunku (1.7) otrzymuje się wartość współ­
czynnika A równą

M 
(6'8) A = 3865 a5 b5 (a2 + b2)2D ’

Dla obliczenia ugięcia płyty wystarczy zatem znać wartość wyrażenia M.
6.1. Płyta prostokątna oparta swobodnie na obwodzie i poddana dzia­

łaniu obciążenia równomiernie rozłożonego (rys. 2Ib). Wyrażenie M we

wzorze dla energii potencjalnej obciążenia przyjmuje w danym przypad­
ku następującą wartość:

28



a b
(6.9) M — 4 q ( [ (x4 — 6 a2 x2 + 5 a4) (y' — 6 b2 y2 + 5 b4) dx dy 41 a  b  q. 

ó ó
5 5

5 P
(6.14) A = —3 “b(a2 + b2)2D ■

*
Wobec tego współczynnik A, przedstawiony wzorem (6.8), jest równy

(6.10) A = 0,0106 _q_
(a2 + b2)2 D

i w dalszym ciągu największe ugięcie w środku płyty (x = y = 0) wed­
ług wzoru (6.3) jest równe, przy założeniu v = 3/io.

(6.11)
0,18 qB4 

wmax — E 2 a2 + ,

gdzie przyjęto oznaczenia: B = 2b, a = b/a. 
Oznaczmy symbolem wyrażenie

(6.12) 0,18
1 + 2 a2 + a4

Tablica 1

R
 li-

*/ Według 
wzoru (6.12)

Według
Poradnika [5]

występujące we wzorze (6.11). Wartość te­
go wyrażenia, zależną od stosunku wymia-
row płyty, przedstawia z dokładnością do

1 0,04 0,04 dwóch znaków dziesiętnych tablica 1, w któ-
V/2
2

0,08
0,11

0,09
0,12 rej dla porównania przytoczono wartości

3 0,13 0.15 wyrażenia, odpowiadającego współczynni-
CO 0,14 0,18 kowi fi, według Poradnika Mechaniki Tech-

nicznej [5|.
Jak widać, rozbieżności pomiędzy obu kolumnami wartości współczyn­

ników fi, zwłaszcza dla mniejszych stosunków a: b, nie są zbyt znaczne.
6.2. Płyta prostokątna oparta 

swobodnie na obwodzie i poddana 
działaniu siły skupionej w środku 
płyty (rys. 22). W danym przypad­
ku jest

(6.13) M = 25a4b4P

i w dalszym ciągu według wzoru 
(6.8)
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Wobec tego największe ugięcie w środku płyty (x = y = 0) jest na pod­
stawie wzoru (6.3) równe, przy założeniu r = '/«,

(6.15) 1,83 a3 b3P
Wmax ~~ E ó3 (a2+ b2)2 ’

Dla płyty kwadratowej (b — a) otrzymujemy z powyższego wzoru 
wartość największego ugięcia

(6.16)
„ Pa2

^max — 0,47 ?
E <r

która niewiele różni się od wartości uzyskanej przez A. i L. F ó p p 1 ó w,
przyjętego sposobu obliczenia.[4], i równej 0,46-0,48 w zależności od

6.5. Płyta prostokątna oparta 
swobodnie na obwodzie i pod­
dana działaniu obciążenia cią­
głego, wzrastającego liniowo w 
kierunku dłuższych boków pły­
ty (rys. 23). Obciążenie qx na jed­
nostkę powierzchni płyty w ukła­
dzie osi współrzędnych, obra­
nych jak na rys. 21, przedsta­
wia następujący wzór:

(6.17) q, = -Ł(x + a).

Wyrażenie, oznaczone poprzednio przez M, we wzorze dla energii poten­
cjalnej sił zewnętrznych przybiera w danym przypadku postać

a b

(6.18) M = ~- [ f (x-f-a) (x4— 6 a2 x2 + 5 ci1) (y'— 6 b2 y2 + 5 b1) dx dy 
l* CL J •'

—a—b

lub po wykonaniu całkowania
512(6.19) M = -a5 b5 q.Li 3

Obliczamy współczynnik A występujący w założeniu R i t z a na 
podstawie poprzednio wyprowadzonego wzoru (6.8). Po uwzględnieniu 
wartości M według wzoru (6.19) otrzymuje się

(6.20)
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Wobec tego ugięcie w środku płyty jest równe [por. wzór (6.3) przy zało­
żeniu t = y = 0]

(6.21) 0,099 q (1 — v2) B*
E83(l + 2a2 + aiY

gdzie, jak poprzednio, przyjęto oznaczenia: a = b/a oraz B = 2b. Przy za­
łożeniu v ~ 3/io wzór powyższy przybiera następującą postać:

(6.22) 0,09 qB‘
W" “ E ó3 (1 + 2 a2 + a4) ’

Tablica 2

-x\
a \

Według 
wzoru (6.22)

Według 
Poradnika [51

1 0.02 0,02
2 0,06 0,06
3 0,07 0.08
4 0,08 0,09

Wartość tego wyrażenia będącego funkcją 
stosunku wymiarów płyty przedstawia dla 
różnych stosunków a/b tablica 2, w której 
dla porównania podano równocześnie od­
powiednie wartości ugięcia według Porad­
nika |5].

W tablicy 2 symbol fl oznacza jak w 
przykładzie poprzednim iloraz qB' Ed3.

6.4. Płyta prostokątna oparta swobodnie na obwodzie i poddana dzia­
łaniu czterech równych i symetrycznie rozstawionych sił P/4 (rys. 24). 
Przyjmując wymiary jak na rys. 24 obliczamy część wyrażenia dla energii 
potencjalnej obciążenia oznaczoną poprzednio przez M [por. wzór (6.6)]:

418(6.23) M= 27 a4 b'P.

Wobec tego parametr A przed­
stawiony wzorem (6.8) przybiera 
następującą wartość:

(6.24) A

418
104355 a b (a2 + b2)2 D

Rys. 24
Na podstawie wzoru (6.3),

przyjmując w tym wzorze x = y = 0, obliczamy największe ugięcie w środ-
ku płyty 
(6.25)

Qla3b3P 
w^-(a2 + b2)2D-

P

Przyjmijmy, że w pewnym przypadku szczególnym jest stosunek wy­
miarów płyty równy a/b = 4/3 i oznaczmy szerokość płyty 2b przez B.
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Wówczas ze wzoru (6.25) otrzymuje się następującą, oczywiście jak zaw­
sze przybliżoną, wartość ugięcia maksymalnego

(6.26)
B-P 

wmax = 0,008 .

Wartość ta różni się niewiele od wartości ugięcia obliczonej przy użyciu 
rachunku różnic skończonych przez K. B e y e r a, [6] 12) :

(6.27)
D2 p

Wmax = 0,007 D .

6.5. Płyta prostokątna oparta swobodnie na obwodzie i poddana 
działaniu siły skupionej P przyłożonej mimośrodowo (rys. 25). Przyjmu­
jemy wymiary jak na rys. 25. Wartość parametru A obliczona w przy­
kładzie poprzednim [wzór (6.25)] nie ulegnie w danym przypadku zmia­
nie. Zatem na podstawie wzoru (6.3) otrzymujemy wartość ugięcia 
w miejscu przyłożenia siły równą

(6.28) _ 0,06 a3 b3 P
Wp~^+b^b'

Załóżmy, że jest w przy­
padku szczególnym a/b = 4/a.

Wówczas przyjmując ozna­
czenie B — 2b otrzymujemy

B3 P (6.29) wp = 0,005

lub, jeżeli poprzestać na dwóch 
znakach po przecinku,

(6.30)
d2 p

wp 0,01 .

ls) Formalnie rzecz biorąc różnica jest mniejsza (odpowiednie współczynniki 
liczbowe wynoszą bowiem 0,0077 oraz 0,0073), jednakże czwarta cyfra po przecinku 
jest niewątpliwie przy użyciu obu metod niepewna. Należy zwrócić uwagę, że meto­
da różnic skończonych, dość zresztą żmudna w danym przypadku pod względem ra­
chunkowym, doprowadza również do wyników przybliżonych, podobnie jak meto­
da Rit z a. Słusznie jednak pisze w tej sprawie K. Beyer: «Zastosowaniu teorii 
zginania w przypadku dowolnego obciążenia i oparcia płyt... stoją na przeszkodzie 
trudności matematyczne. Zadowalamy się zatem w tych razach z reguły rozwiązania­
mi przybliżonymi, zwłaszcza że założenia dotyczące fizykalnych własności mate­
riału i sposobu oparcia nie są w żadnej mierze dokładnie spełnione», [6], str. 680.
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K. B e y e r, [6], otrzymał w danym przypadku współczynnik licz­
bowy 0,010. Wypada uznać, nie bez podstaw, że metoda różnic skończo­
nych zastosowana przez K. B e y e r a doprowadza w ogólności do 
rezultatów dokładniejszych, jednakże prostota rachunków i szybkość 
uzyskania wyników końcowych są w metodzie R i t z a niewątpliwie 
znacznie większe 13).

6.6. Płyta prostokątna oparta swobodnie na trzech krawędziach 
i poddana obciążeniu równomiernie rozłożonemu (rys. 26). Przyjmujemy 
wymiary płyty oraz układ współrzędnych jak na rys. 26. Stosując przy­
jętą poprzednio analogię pomiędzy ugięciem płyt i ugięciem belek zało­
żymy, że płyta ugina się wzdłuż linii równoległych do osi y jak belka 
wolnopodparta, zaś wzdłuż linii rów­
noległych do osi x jak belka wspor­
nikowa (chociaż w istocie wzdłuż kra­
wędzi pokrywającej się z osią y płyta 
jest oparta przegubowo, a nie utwier­
dzona sztywnie). Wobec tego ugięcie 
pasm płyty równoległych do osi y 
przedstawia w obranym układzie 
współrzędnych funkcja [por. wzór 
(6.2.2), w którym należy zastąpić y 
przez y — b/2 oraz b przez b/2]

(6.31.1) W|=A1(y1 — 2b y3 + b3 y),

a ugięcie pasm równoległych do osi 
x funkcja [por. wzór (5.1) przyjmując 
w tym wzorze b = 0, c — a oraz 
r = x\

(6.31.2) w2 = As (x' —

■— 4 ar' - 6 a2 x~).

Łącząc oba powyższe wzory obieramy kształt powierzchni ugięcia płyty 
w postaci
(6.32) w = A (x4 — 4 a x3 + 6 a’ x2) (y‘l — 2 b y3 + b8 y).

Obliczamy energię odkształcenia sprężystego na podstawie wzoru 
(6.1), wykonując kolejno całkowanie względem zmiennej x (w granicach

ls) Dla porównania: rozwiązanie przykładu 6.5 zajmuje w znanym podręczniku 
K. Beyera, [6], blisko cztery strony, w tym sześć tablic.
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od 0 do a) oraz zmiennej y (w granicach od 0 do b). Po prostych prze­
kształceniach otrzymuje się ostatecznie

(6.33) Es = a5 b5 D A2 [5,55 a4 + 0,71 b4 + (5,00 — 5,83 r) a2 b2].

Przyjmijmy następujące symboliczne oznaczenie dla energii poten­
cjalnej sił zewnętrznych:
(6.34) EZ = — AK.

Wówczas z warunku minimum energii potencjalnej układu (1.7) otrzy­
mujemy 

gdzie symbol L przedstawia wyrażenie objęte nawiasem kwadratowym 
we wzorze (6.33).

Dla obciążenia równomiernego o wielkości jednostkowej q współ­
czynnik K przybiera następującą wartość:

a b a
(6.36) K = q I [ (x4 — 4 a x3 + 6 a2 x2) (y1 — 2 b y3 + b3 y) dxdy = —-a5b5q. 

o o

Wobec tego na podstawie wzoru (6.35) otrzymuje się wartość parametru 
A równą

(6.37) 25 DL’

Można przypuszczać, że największe ugięcie płyty zachodzi w miejscu 
położonym na środku krawędzi swobodnej, czyli dla wartości x — a oraz 
y=b/2. Podstawiając te wartości do wzoru (6.32) otrzymujemy

(3.38) 15 4Ł4 A Wmax = a4 b A16

i w dalszym ciągu przy uwzględnieniu zależności (6.37)

(6.39) Wmax
27(1 — r2) a4b4q

20 EÓ3 ” E ’

Jeżeli stosunek wymiarów płyty b/a oznaczyć przez a, wówczas wzór 
powyższy przyjmuje następującą ostateczną postać:

/K _ 1,35(1—r2)
1 Ed3 0,71 a4 + (5 — 5,83 v) a2 + 5,55’
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Obierzmy wartość współczynnika Poissona v równą 3/io. Wów­
czas jest

(6.41) Wmax — £ P’

gdzie przyjęto oznaczenie

(6.42) 0 Q 71 a4 + 3 25 q3 + 5 55 •

Wartość współczynnika 0 dla kilku warto­
ści a podano w tablicy 3, w której pomie­
szczono równocześnie odpowiednie wartości 
według danych Poradnika [5|.

Tablica 3

a
Według 

wzoru (6.42)
Według

Poradnika [5]

1 0,13 0,14
72 0,19 0,16

0,21 0.17

6.7. Płyta prostokątna oparta swobodnie na trzech krawędziach 
i poddana obciążeniu malejącemu liniowo ku wolnej krawędzi płyty 
(rys. 27). Wartość energii odkształcenia sprężystego obliczona w przy­

Rys. 27

kładzie poprzednim nie ulega już 
w danym razie zmianie. Natomiast 
współczynnik K [por. wzory (6.34) 
i (6.36)| przyjmuje inną wartość, 
gdyż obciążenie jednostkowe qx 
przedstawia funkcję współrzędnej 
x, mianowicie

(6.43) qx = q(l—

Ostatecznie więc jest 

a b

(6.44) K = q ff 
o o

— 4 a x3 + 6 d1 x2) (y4 — 2 b y3 +

+ b3 y)dxdy = -^a5b&q.

Obliczamy z kolei wartość parametru A na podstawie wzoru (6.35) 
i otrzymujemy

(6.45) 30 DL'
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Wobec tego wielkość ugięcia maksymalnego [por. wzór (6.38)] jest równa

(6.46) ^max
3 (1 —r2) a^g

8 E ó3 L

Przekształcamy powyższy wzór, podobnie jak w przykładzie poprzed­
nim, kładąc w nim a = b/a. Otrzymujemy wówczas

(6.47) wmax
qb4 0,37(1—v2)
EÓ30,71 a4 + (5 —5,83 r) a2 + 5,55

i w szczególności dla v = 3/10

(6.48) _ q b1 o W,nax — Eó3P,

gdzie przyjęto oznaczenie

(6.49) 0,34
0,71 a4+ 3,25 a2+ 5,55 ’

Obliczamy teraz wartość współczynnika fi 
kolejno dla wartości a równych np. 1, 
V2 i Uzyskane wyniki liczbowe po- 
daje tablica 4, w której dla porównania 
pomieszczono równocześnie dane według 
Poradnika [5j.

Tablica 4

Według 
wzoru (6.49)

Według 
Poradnika [51

1 0,04 0,04
1/
/2 0,05 0,06

7< 0,06 0,07

Na zakończenie wspomnimy jeszcze o jednym zadaniu, którego roz­
wiązanie pozostawiamy czytelnikowi. Dotyczy to zadania płyty kwadra­

towej posiadającej symetrycznie położony otwór 
kwadratowy (rys. 28); według opinii O. F ó p p 1 a, 
[4], nie zostało ono dotychczas rozwiązane (mowa 
o 1933 r.).

Przyjmijmy, że płyta jest oparta swobodnie na 
obwodzie i poddana działaniu obciążenia rozłożone­
go równomiernie. Wówczas stosując dla ugięcia 
płyty wzór (6.3), w którym należy przyjąć b = a, 
i przeprowadzając obliczenia analogiczne do obliczeń 
podanych w przykładzie 4.1, znajdziemy bez zasadni­
czych trudności ugięcie maksymalne na brzegu

otworu. W podobny sposób postąpić można przy odmiennym sposobie 
oparcia brzegów płyty i odmiennym sposobie obciążenia.

0 =
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P e 3 K) M 3

OnPE/4EJIEHHE nPHBJIHJKEHHOrO 3HAHEHBB nPOPHBA njIACTHHOK 
C nOMOIUblO METODA PHTB,A

PaóoTa npepcTasjineT coSoił pacpiwpeHMe Meropa, npMMeHeHHoro aBTo- 
poM b paóoTe [1] OTHoenTejibHO npn6jiM>KeHHoro onpepe.neHMH npornBa 
HJiaCTMHOK.

^yHKpnu, BbicTynatoippe b npepnocbiJiKe P m t p a (1. 6), onpepejia- 
iotch nyTeM cpaBHeHMH M3rjf6a njiacTMHOK c kstmOom 6ajiOK (npuMepti 
TaKoro oópasa peitCTBjiH npMBepenbi yace b [4]). Hcnojib3OBaHMe otom aHa- 
jiotmm, BHponeM hmcto 4>opMajiŁHO, paeT bosmojkhoctb nojiyHMTb cpaBHM- 
TejibHO TOHHoe pemeHne ynte npn ynoTpeSjieHMM opHoił cjDyHKpnn (mhoto- 
HJiena).

B nepBofi nae™ paOoTti paccMOTpeHbi Kpyrjibie njiacTMHKM onepTbie 
m narpyHceHHbie ocecMMMeTpMHHO.

B naparpacjae 2 npnBepeHbi peineHMH ajih Kpyrjibix njiacTMHOK, onepTbix 
cboBoaho no KOHTypy m HarpyjKeHHbix jtm6o paBHOMepno no Bceił CBoeił 
n0BepxH0CTji (4)nr. 2), jim6o TOJibKO b CBoeił peHTpajibHoił nac™ (c^nr. 3); 
pajiee ■—• c Harpy3Koi4 pacno.no>KeHHoił no kohpchtphhhom OKpyjKHOCTM 
(4>nr. 4) mjim yMenbmajoipeiłcH jinneiiHO ot penTpa k KpanM njiacTMHKn 
(4»ir. 5).

B naparpac£>e 3 paccMOTpeHbi Kpyrjibie njiacTMHKPt 3ameMJieHHbie no 
KOHTypy u Harpy>KeHHbie TaKJKe, kbk njiacTMHKn paccMOTpeHHbie b napa- 
rpac|>e 2 (4Mir. 8, 9, 11, 12).

naparpac£> 4 saHMMaeTCH KOJibpeo6pa3HbiMw njiacTMHKaMM (onnpato- 
HtMMMCH CBo6opHO MJiM sanjeMJieHHbiMn) c pa3HOo6pa3HbiMM Harpy3KaMM 
($nr. 13, 14, 15, 16 n 17).

/Jjih pacneTa HpornSa KOJibn,eo6pa3Hbix K0HC0JibHbix njiacTMHOK (napa- 
rpacja 5) nptiHHTO (JiyHKpMio P m t p a b cjjopMe (5.1), t. e. TaKoił ace, 
KaK hjih HarpyjKeHHoił paBHOMepno kohcojibhom 6ajiKH.
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IIpHBefleHM ^eTanbHbie pemeHna bojiee xapaKTepHbix npuMepoB npe/j- 
CTaBJieHHbix na cjmr. 18 u 19.

Bo BTopoił nacTM (HaHHHaa c mecToro naparpacjja) paccMOTpeHbi npHMo- 
yrojibHbie njiacTMHKii, KOTopbix npe^nocbwiKa P m t p a npepcTas- 
Jiena 4)opMyjioił (6. 3). PemeHHbie npuMepbi othochtch k cncTeMaM npe.a- 
CTaBjieHHbiM na cjmr. 21b, 22, 23, 24, 25, 26 u 27. CpaBHeroie c pememmMM, 
nOJiyHeHHblMM MeTOflOM K0H6HHbIX pa3H0CTSM, [6], npMBOpJTT K 3aKJIK)He- 
hmjo (npmwepbi 6.4 w 6.5), hto xoth nocjiepnuił MeTop Gojiee Touen, to npo- 
CTOTa BbiHMCJieHwił m CKOpocTb nojiyneHMH peayjibTaTOB no Merony P m t- 
p a ropaspo Gojinme. BnponeM hot npMHpnnMajibHbiK saTpypHeHnił pa>Ke 
npn pemeHim cjio>KHbix npiiMepoB (kuk nanpnMep npHMoyrojibHan njiac- 
TMHKa c OTBepcTneM, ynoMHHyTan b [4]).

S u m m a r y

APPLICATION OF THE RITZTS METHOD FOR APPROXIMATE 
CALCULATION OF DEFLECTION OF PLATES

The present paper is a development of the method used by the author 
in the paper Ref. [1], for approximate determination of deflection of plates.

The functions in R i t z’ s assumption (1.6) arę chosen by confronting 
bending of plates with that of beams (examples of such procedurę have 
been already given in the paper Ref. [4]). Using formally that analogy 
it is sufficient to take only one function (a polynome) to obtain a com- 
paratively exact solution.

In the first part of the paper circular plates are investigated with 
circularly symmetrical supports and loads.

In Sec. 2 the solution is given for circular plates simply supported on 
the periphery and subjected to a load uniformly distributed over the 
whole surface (Fig. 2), or its central part (Fig. 3), or uniformly distributed 
along a concentric circle (Fig. 4), or linearly diminishing from the centre 
to the edge of the piąte (Fig. 5).

In Sec. 3 circular plates are discussed, fixed along the periphery and 
loaded in the same manner as in Sec. 2 (Figs 8, 9, 11 and 12).

Sec. 4 presents an investigation of circular plates simply supported or 
fixed with one concentric circular hole, loaded in various manners 
(Figs 13, 14, 15, 16 and 17).

To calculate the deflectipns of circular cantilever plates (Sec. 5) the 
function R i t z’s is taken in the form of (5.1), i. e. as for an uniformly 
loaded cantilever beam.

For morę characteristic problems, presented in Figs 18 and 19, detailed 
Solutions are given.
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In the second part (beginning with Sec. 6) rectangular plates are 
investigated, for which R i t z’ s assumption is expressed by Eq. (6.3). The 
problems solved concern Figs 21b, 22, 23, 24, 25, 26 and 27. A comparison 
with the solution obtained by means of the method of finite differen- 
ces, [6], leads to the conclusion [problems (6.4) and (6.5)] that although the 
latter method is morę exact, R i t z’ s method involves a morę simple and 
quick calculation, presenting no major difficulties even in morę compli- 
cated cases like of a rectangular piąte with a hole, mentioned in [4].

Praca została złożona w Redakcji dnia 14 czerwca 1953 r.
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