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Geodezja i Kartografia. Tom III. Zeszyt 4

Lajos Fialovszky 
Budapeszt

Wpływ błędu układu osiowego teodolitu 
na pomiar kątów poziomych

Referat niniejszy został po raz pierwszy wygłoszony na posiedzeniu Ko
mitetu Geodezyjno-geofizycznego Węgierskiej Akademii Nauk w dniu 
23 października 1952 roku. W wyniku przeprowadzonej dyskusji referat 
został uzupełniony i rozszerzony. Opracowany następnie w języku nie
mieckim, został wygłoszony przez autora dwukrotnie w czasie jego po
bytu w Polsce, a mianowicie na zebraniu Stowarzyszenia Naukowo-Tech
nicznego Geodetów Polskich w Warszawie w dniu 4 stycznia 1954 r. oraz 
we Wrocławiu w dniu 7 stycznia 1954 r.

Wykonawstwo geodezyjne domaga się narzędzi coraz dokładniejszych. 
Przemysł precyzyjny czyni wysiłki, aby sprostać tym wymaganiom. 
W związku z tym produkuje się obecnie teodolity z układem optycznym 
soczewkowo-zwierciadlanym, których lunety dają 80-krotne powiększenie, 
zapewniające zdolność rozdzielczą odpowiadającą współczesnym optycz
nym mikrometrycznym urządzeniom odczytowym, precyzji podziału lim- 
busa (naniesionego zazwyczaj na płycie szklanej) oraz wysokiej pewności 
prowadzenia osi alidady. Ostatnio wymieniony warunek osiąga się przez 
osadzenie alidady na tak zwanym „wieńcu kulkowym". Przy istnieniu 
wspomnianej odpowiedniości elementów konstrukcyjnych teodolitu lub — 
inaczej mówiąc — gdy dokładność wymienionych czterech elementów, 
określających precyzję instrumentu, może być równomiernie i w całej 
pełni wykorzystana, wówczas błędy przypadkowe pomiaru, mające swoje 
źródło w niedoskonałości instrumentu, są minimalne.

W związku ze wzrostem wymagań co do dokładności pomiaru aktu
alne staje się zagadnienie określenia źródła błędów systematycznych, ich 
wpływu na pomiar kątów poziomych i sposobu jego eliminacji. Celem 
niniejszego referatu jest rozważenie kwestii, w jaki sposób przy pomiarze 
kątów poziomych powstają i wzajemnie się nakładają błędy systematy
czne, mające swoje źródło w niedoskonałości układu osiowego teodolitu.

W literaturze i praktyce geodezyjnej znane są już od dawna wzory 
do obliczenia wartości liczbowej błędu określenia kierunku, spowodowa
nego istnieniem kolimacji, inklinacji (nachyleniem osi poziomej obrotu 
lunety) i niecentrycznością linii celowej. Istnieją też wskazania meto

n*
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dyczne, pozwalające wyeliminować wpływ tych błędów układu osiowego, 
a mianowicie przez dokonywanie pomiaru kąta w dwu położeniach lunety 
i wyprowadzenie wartości średniej z obu położeń, którą przyjmuje się 
jako wartość ostateczną, prawdziwą. Jest rzeczą znaną i łatwą do udowo
dnienia na drodze poglądowej, że przy istnieniu jednego z wymienionych 
trzech błędów instrumentalnych średnia z dwu położeń jest wolna od 
jego wpływu na wynik pomiaru. Nie można jednak z góry twierdzić, że 
to samo zachodzi również w przypadku równoczesnego występowania 
owych trzech źródeł błędów instrumentalnych.

Przeglądając literaturę nie znalazłem odpowiedzi na pytanie, czy śre
dnia z dwu położeń lunety jest — z całą ścisłością — wolna od suma
rycznego wpływu błędów pochodzących z wspomnianych trzech źródeł. 
Wydaje się raczej, jak przyjmuje się ogólnie, że pomiar w dwu położeniach 
lunety eliminuje wpływ wszystkich błędów instrumentalnych nie z pełną 
ścisłością, lecz ze znacznym do tej ścisłości przybliżeniem. Wskazywałoby 
na to również między innymi zalecenie znajdujące się w niektórych pod
ręcznikach, według którego należy drogą starannej rektyfikacji sprowa
dzić do minimum wartości kolimacji, inklinacji i niecentryczności, gdyż 
sumaryczny wpływ błędów z tych trzech źródeł na wynik pomiaru 
w dwóch położeniach lunety eliminowany jest tylko wówczas, gdy wartości 
wymienionych błędów instrumentalnych są dostatecznie małe ilł. Nie 
znajdziemy jednak nigdzie odpowiednich wskazań odnośnie do granic, 
w jakich należy utrzymać wielkości błędów instumentalnych, oraz co do 
tego, jak kształtuje się wpływ sumaryczny tych błędów na średnią z dwóch 
położeń lunety, gdy owe błędy przyjmują określone wartości. A tymcza
sem zagadnienie to jest ważne zarówno dla geodety, jak i dla konstruktora 
instrumentu, gdyż tylko jednoznaczne, zdecydowane wyjaśnienie tej 
kwestii pozwala ocenić, czy danym teodolitem można osiągnąć żądaną do
kładność. Dopiero dzięki wyjaśnieniu tej kwestii zyskujemy podstawę do 
ustalenia granicznych wielkości błędów instrumentalnych, poniżej których 
należy zejść przy rektyfikacji instrumentu, aby żądana dokładność po
miaru stała się realna do osiągnięcia.

Pragnę zauważyć, że zupełne usunięcie kolimacji i niecentryczności 
linii celowej nie jest możliwe, gdyż celowanie na punkty o różnej odle
głości wywołuje zmianę położenia linii celowej. Przyczyna leży w tym, 
że wskutek potrzeby każdorazowego nastawiania na ostrość obrazu nie 
mamy pewności, że położenie linii celowej jest stałe.

Powszechnie znany podręcznik Jordana-Eggerta pt. ,,Handbuch der 
Vermessungskunde“ zajmuje się szczegółowo wpływem błędu układu osio
wego. Do przeprowadzonego tam toku rozumowania pragnę jednak do
rzucić dwie uwagi. Po pierwsze, w zamieszczonych tam rozważaniach 
nad wpływem błędów instrumentalnych na wyznaczenie kierunku wiel
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kość tego wpływu wyprowadzono przyjmując pewne uproszczenia, wobec 
czego wzory ujmujące wartość błędu wyznaczenia kierunku mają charak
ter wzorów przybliżonych. W praktyce, wobec na ogół nikłych wartości po
szczególnych składników błędu układu osiowego, wzory te w zasadzie są 
wystarczająco dokładne, nie zawsze jednak nadają się przy rozważaniach 
prowadzonych z Całą ścisłością. Po drugie, wpływ błędów instrumental
nych nie jest tam rozpatrywany łącznie jako jedno złożone zagadnienie, 
lecz jest analizowany w odniesieniu do każdego składnika z osobna wzię
tego. Jordan sam zresztą stwierdza, że wyprowadzony wzór, wyrażający 
sumaryczny wpływ kolimacji, inklinacji i niepionowości osi instrumentu 
na wyznaczenie kierunku, jest ścisły tylko o tyle, o ile ścisłe są wzory na 
każdy z tych składników z osobna. Jordan nadmienia przy tym, że jeśli 
wzory dla poszczególnych składników błędu układu osiowego zawięrają 
wyrazy wyższych potęg, to wzór na błąd sumaryczny zawierać będzie 
jeszcze iloczyny składników błędu układu osiowego w różnych potęgach. 
Z tego wynika, że zwykła suma składników omawianego błędu nie może 
być uważana za sumaryczny błąd wszystkich składników. Jordan poprze- 
staje na tym stwierdzeniu, wskutek czego nie usuwa wątpliwości, czy 
średnia z pomiaru w dwóch położeniach jest całkowicie wolna od wpływu 
wymienionych powyżej składników błędu układu osiowego.

Profesor Ehrenfeucht (Ryga) zajmuje się również szczegółowo zagad
nieniem błędu układu osiowego. Rozważa on przy tym problem sumarycz
nego oddziaływania kolimacji, inklinacji i niepionowości osi instrumentu 
na pomiar kąta poziomego. Ehrenfeucht wyznacza w tym celu nawet 
szereg wartości liczbowych. W wyprowadzonym wzorze dowodzi, że 
wpływ kolimacji i inklinacji zostaje usunięty z wyniku, który jest średnią 
arytmetyczną z pomiaru w dwóch położeniach lunety. Jednakże Ehren
feucht nie badał wpływu niecentryczności linii celowej, wobec czego rezul
tat jego badań nie wyjaśnia kwestii eliminującego działania pomiaru 
w dwóch położeniach lunety na wpływ z tytułu niecentryczności linii 
celowej, a przecież, ten składnik błędu układu osiowego występuje prawie 
zawsze.

Ścisłą wartość sumarycznego wpływu błędów instrumentalnych na 
wyznaczenie kierunku można otrzymać w drodze następujących rozważań. 
Przyjmujemy przy tym, że wpływ ten wynika z istnienia kolimacji, inkli
nacji oraz niecentryczności linii celowej. Po uzyskaniu wyrażenia na suma
ryczny wpływ błędów instrumentalnych będziemy mogli przystąpić do 
rozważenia sprawy, czy średnia z pomiarów w dwóch położeniach lunety 
wolna jest od tego wpływu.

Niechaj OC oznacza pionowo ustawioną oś instrumentu (rys. 1); AB ■— 
poziomą oś obrotu lunety; O — środek instrumentu (punkt przecięcia się 
osi instrumentu z osią obrotu lunety); D — cel ziemski widoczny pod
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Rys. 1

kątem a nad horyzontem, przy czym oznaczając OD = t oraz rzut punktu 
D na płaszczyznę horyzontu przez D' otrzymamy OD' = t'=t • cos a. Dalej 
przyjmujemy, że:

oznacza wartość kolimacji,
e2 oznacza wartość inklinacji osi poziomej obrotu lunety, 

eh = OE oznacza wartość niecentryczności osi celowej, mierzonej wzdłuż 
osi obrotu lunety od środka instrumentu O do punktu E, w któ
rym oś celowa przecina się z osią obrotu lunety,

a oznacza wysokość horyzontalną punktu D, otrzymaną z pomiaru 
(wartość ta jest różna od wysokości rzeczywistej a), 

ój , 2,3 oznacza wartość sumaryczną wpły wu 3 błędów instrumen
talnych.

W odniesieniu do rys. 1 wyjaśniamy dodatkowo, że
MNLG oznacza koło horyzontalne zakreślone z punktu O promieniem 

równym t,
MCL oznacza płaszczyznę przechodzącą przez oś instrumentu (OC) 

i oś obrotu lunety (AB),
CG oznacza ćwiartkę wertykału prostopadłego do płaszczyzny MCL, 

CDF oznacza ćwiartkę wertykału przechodzącego przez punkt D, 
ARKDB oznacza półokrąg zatoczony dokoła punktu O promieniem rów

nym t, przy czym odcinek OK jest prostopadły do AB, zaś ER 
jest równoległy do OK, czyli prostopadły do AB.
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Na rys. 2 uwidoczniono fragment rys. 1 z tym, że płaszczyznę 
ARKDB obrócono dokoła osi AB aż do przylegania do płaszczyzny 
arkusza.

Z rys. 2 czytamy

/? = y + es = 90°—et + f3. (1)
Z trójkąta EOD wynika

ehsin s8 = — • cos , 
t

czyli
. / eh \f3 = arc sin I---- cos e,); (2)

Z trójkąta sferycznego BCD (rys. 1), przedstawionego odrębnie na 
rys. 3, wynika

cos =sin^! — f8)=sin a ■ sin e2 + cos a ■ cos e2 • sin ój, 2,3 (3)
oraz

sin u = sin e2 • sin (et — e3) + cos e2 ■ cos (e, — s3) sin d, (4)
wobec czego

cos a = j/i — [sin s2 • sin (ex — e3) + cos e2 • cos (gj — e8) • sin a'p . (5) 
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W równaniach (4) i (5) należy podstawić wyrażenie (2), po czym otrzy
mamy z równania (3)

. . ( sin(s, — e2) — sin a • sin e21 ,, .ó1>2,8=arcsml----—--------------------- -pfOh, Sn), (6)
I cos a • cos e2 |

gdzie w miejsce e3 podstawiono wyrażenie (2), w miejsce sin a — wyra
żenie (4) oraz w miejsce cos a — wyrażenie (5).

Wzór (6) ujmuje w sposób ścisły wartość na błąd określenia kierunku. 
Błąd ten powstał na skutek jednoczesnego występowania kolimacji, inkli
nacji i niecentryczności osi celowej. Ze wzoru (6), który jest matema
tycznie ścisłym wyrażeniem na sumaryczny wpływ 3 błędów instrumen
talnych, widzimy, że wartość sumarycznego wpływu błędów nie jest 
zwykłą sumą poszczególnych trzech składników.

Przejdziemy teraz do znalezienia odpowiedzi na pytanie, jakim błędem 
obarczona jest średnia z pomiarów w dwóch położeniach lunety.

Przyjmujemy, że rys. 1 przedstawiał instrument w położeniu I, wobec 
czego wyrażenia na et, s2 i en należy przyjąć ze znakiem dodatnim. Po
nadto będziemy błąd sumaryczny, odniesiony do I położenia lunety, 
oznaczać w dalszych rozważaniach przez ój. Po przechyleniu lunety przez 
zenit i ponownym nacelowaniu na punkt D wartości bezwzględne 3 błę
dów instrumentalnych pozostają takie same, zmieniając jedynie znak. 
Dla położenia II otrzymamy więc wzór sumaryczny wtedy, jeśli w wyra
żeniach (2), (4), (5) i (6) w miejsce Ej, s2 i eh podstawimy — ś, , — s2 i — eh .

Otrzymujemy więc ze wzoru (2)
I — I

e3n = arc sin I —-— cos (— et) I = — e3l, (7)

potem ze wzoru (4)
sin an = sin (— s2) • sin (— Ej + £3) + cos (— ej • cos (— Ej + e3) • sin a =

=sinaI = sina (8)
oraz ze wzoru (5) 

cos au = cos aj = cos a . (9)
W tym miejscu należy zauważyć, że uzupełnienie wzorów (8) i (9) na

stąpiło wobec oczywistości faktu, iż kąt « (wysokość horyzontalna punktu
D) jest niezależny od położenia lunety.

Wreszcie po podstawieniu wartości z równań (7), (8) i (9) otrzymujemy
ze wzoru (6)

<5n=f( — ej, , . f sin ( — £, + £»)—sin a • sin ( — £„)- £2, - eh) = arc sin {----1—1---- -------------'
l cos a • cos (— s2)

— arc sin sin (st — e3) — sin a • sin sa
cos a ■ cos s2

= -f(ei,£2,eh)= “^i • (10)
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Stwierdzamy, iż f («i,e2, en) jest funkcją nieparzystą, skąd wypływa 
wniosek, że średnia z pomiarów w dwóch położeniach lunety jest wolna 
od wpływu kolimacji, inklinacji i niecentryczności linii celowej również 
w tym przypadku, gdy wymienione 3 błędy instrumentalne występują 
jednocześnie. Słuszność tego wniosku nie jest ograniczona do przypadku, 
gdy składniki błędu układu osiowego są wielkościami małymi, lecz jest 
od nich niezależna, a otrzymany wzór (10) jest matematycznie ścisły.

Rozwińmy teraz na szereg wzór (6) z uwzględnieniem wyrazów w trze
ciej potędze. Po dość uciążliwych rachunkach otrzymamy następujące wy
rażenie

1 / Bh \m---- ;-e3-tga' + ^akrt,m-^ ■ ĄI—) +R, (11) 
cos « \ t / 

gdzie k, l oraz m mogą przyjąć wartości 0, +1, +2, +3, zaś k + l + m = 3. 
Zauważamy także, że liczba wyrazów w trzeciej potędze pod znakiem 
sumy £ równa jest liczbie wszelkich możliwych 3-członowych kombinacji 
z 3 elementów, czyli równa 10.

Wyraz R (oznaczający resztę) zawiera wyłącznie wyrazy nieparzystych

potęg e,, e2 i — począwszy od piątej potęgi wzwyż. Wartości współczyn- 
t

ników Ok, [, m zależą jedynie od wielkości pomierzonego kąta a'.
We wzorze (11) nie mamy wyrazów w kwadracie i w wyższych parzy

stych potęgach. Jeśli odrzucimy wyrazy od potęgi trzeciej wzwyż, to pozo
staną we wzorze wyłącznie składniki liniowe i otrzymamy

<5 = ——; — I — I • - ,-e2- tg a ,
cos a \ t ' cos a

co oznacza, że sumaryczny wpływ błędu układu osiowego równy jest 
sumie wpływów poszczególnych składników tego błędu.

Otrzymany wynik, opublikowany zresztą częściowo w innym wydaw
nictwie [6], nie zadowala nas jednak całkowicie. Przy wyznaczaniu błędów 
instrumentalnych mówiliśmy dotąd jedynie o poziomej składowej niecen
tryczności linii celowej, gdyż przyjęliśmy, że linia celowa przecina oś 
obrotu lunety w odległości eh, liczonej od środka instrumentu. W rzeczy
wistości jednak linia celowa i oś obrotu lunety są na ogół prostymi wichro
watymi. Obok składowej poziomej niecentryczności linii celowej istnieć 
więc będzie również pionowa składowa niecentryczności tejże linii.

W dalszych rozważaniach przyjmiemy przeto przypadek najogólniejszy, 
to znaczy wyznaczać będziemy wartość błędu określenia kierunku przy 
założeniu jednoczesnego istnienia kolimacji, inklinacji oraz poziomej 
i pionowej składowej niecentryczności linii celowej.
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Na rysunku 4 przy zastosowaniu dotychczas używanych symboli
OC oznacza pionowo ustawioną oś instrumentu,
AB oznacza poziomą oś obrotu lunety,

O oznacza środek instrumentu,
D oznacza cel ziemski, widoczny, pod kątem a nad horyzontem, 

przy czym OD^t, zaś rzut poziomy odległości celu od instru
mentu OD'=t' = t ■ cosa,

SD oznacza linię celu,
oznacza wartość kolimacji,

f„ oznacza wartość inklinacji.

Odcinek e — OS nazwiemy absolutną wartością niecentryczności linii 
celowej, którą zdefiniujemy następująco:

Absolutna wartość niecentryczności linii celowej e jest to odcinek 
łączący środek instrumentu O z punktem S, w którym przecina się linia 
celowa z normalną do niej, przechodzącą przez środek instrumentu O; kąt 
zawarty pomiędzy osią obrotu lunety i elementem liniowym niecentrycz
ności linii celowej oznaczamy przez co.

Składowa pionowa niecentryczności linii celowej, to jest odległość 
punktu S od osi obrotu lunety, wynosi

ES=e, =e-sin co. (12)
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Składowa pozioma niecentryczności linii celowej — równa odległości 
środka instrumentu O od punktu E, w którym prostopadła do linii celowej 
w punkcie S przecina się z osią obrotu lunety — wynosi

OE=eh=e-cos &>. (13)
Ponadto wprowadzamy jeszcze następujące symbole:

CG oznacza ćwiartkę wertykału prostopadłego do płaszczyzny ABC, 
CDF oznacza ćwiartkę wertykału przechodzącego przez punkt D, 
ADB oznacza półokrąg zatoczony dokoła punktu O promieniem rów

nym t.
Płaszczyzna półokręgu ARKB, zatoczonego promieniem t, jest równoległa 
do linii celowej SD; odcinek OK jest prostopadły do AB, zaś odcinek ER 
równoległy do OK.

Punkt D" jest rzutem prostokątnym (spodkiem) punktu D na płasz
czyźnie ARKB, odcinek DD" jest więc równy składowej pionowej niecen
tryczności osi celowej ES=ev, przy czym oba odcinki są do siebie równo
ległe. Płaszczyzna ODD" jest prostopadła do płaszczyzny ARKB, zaś 
łuk ARKB przecina płaszczyznę ODD" w punkcie D'", wskutek czego 
OD"'=t.

MŃLG oznacza koło horyzontalne o promieniu t i środku w punkcie O, 
MCL oznacza półokrąg zatoczony z punktu O promieniem t w płasz

czyźnie przechodzącej przez oś instrumentu OC i oś obrotu 
lunety AB.

Z trójkąta prostokątnego OD"D, przed- 
przedstawionego oddzielnie na rys. 5, 
otrzymujemy

. Cr sin = — 
t

(14)
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oraz

OD" + t" = t • (15)

przy czym wartość pierwiastka należy brać zawsze ze znakiem dodatnim. 
Z trójkąta D"EO, przedstawionego oddzielnie na rys. 6, czytamy:

sin(90° — et)sm e3 = eh-------—----— (16)

Z równań (15) i (16) otrzymujemy:

C/i ’ COS

Ci. 
■ t

Ponadto z prostokątnego trójkąta sferycznego BDD'", przedstawionego 
oddzielnie na rys. 7, otrzymujemy:

cos BD=cos (90° — et + e3)-cose4 (IB)
oraz

. A, sin£4 sine4sm Aa — -—.... 4.. = - .. — . J(19)
sin BD ]/l — sin? (e, — • cos2 e4

Uwzględniając teraz wzór (14) otrzymamy

gdzie znak przed pierwiastkiem jest również zawsze dodatni, gdyż 
le4|<90°.

Z równań (17), (18) i (20) otrzymujemy



Wpływ błędu układu osiowego teodolitu 221

Wreszcie z trójkąta sferycznego BCD, przedstawionego oddzielnie na rys. 8, 
wynika

cos BD—sin u ■ sin £, + cos a • cos • sin ó (22)
oraz

sin a = sin e2 • cos BD + cos e2 • sin BD ■ sin (a +4a)
lub uwzględniając (18)

sin a = sin e2 ■ sin (f, — £3) • cos £4 +
+ cos f2 • sin (a+Aa) ■ } 1—sin2^ —cs) • cos2 e4. (23)

Konfrontując równania (21) i (22) otrzymujemy

=A(e1 ,e2,eh, e,), (24)
gdzie w miejsce sin« należy podstawić wartość (23), zaś w miejsce cos a 
wartość wynikającą z zależności cos a— |/1 — sin2a. Zamiast Aa należy we 
wzorze (23) podstawić wartość ze wzoru (19).

Równanie (24) jest matematycznie ścisłym wyrażeniem na wartość 
błędu określenia kierunku, który wywołany został wpływem kolimacji, 
inklinacji oraz poziomej i pionowej składowej niecentryczności linii 
celowej.

Rozważając przypadek pomiaru w dwóch położeniach lunety przy 
jednoczesnym występowaniu wszystkich składników błędu układu osio
wego teodolitu zauważymy, że po przechyleniu lunety przez zenit i ponow
nym nacelowaniu na punkt D w położeniu II wielkości ,s2,eh i e? zmie
niają znaki zachowując te same wartości bezwzględne. Należy więc we 
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wzorze (24) podstawić odpowiednio —elt — e2(—i — er, aby otrzymać 
wzór na błąd określenia kierunku w położeniu II, który ma postać

Ón=A(-ei,-e2,-eh, -e>) =
• i ■ ~6h • COS ( — / —e>\2 . , .sm — e. — arc sin —, . ■ 1/ 1 — ----- 1 — sin a • sin (— ł2)

\ j't2 —( —e>.)2 ! V \ t I
= arcsin ----------------- -----------—--------------------------------- —

= — arc sin

. . eh • cos e.sin e, — arc sin——l lA2-e2
cos « • cos e2

—. f”(ei > e2 > eh > e”) — ■ (25)
Widzimy, że Ói,2,3,4 = Me,, e2, en , e>) jest funkcją nieparzystą, czyli

ój = — Ón . (26)

Tym sposobem udowodniliśmy, że średnia z pomiarów w dwóch położe
niach jest wolna od wpływu kolimacji, inklinacji oraz poziomej i pionowej 
składowej niecentryczności linii celowej, nawet w przypadku jednoczes
nego występowania wymienionych błędów. Ponieważ przy wyprowadzeniu 
wzorów nie czyniliśmy żadnych założeń co do ej, r2 , en i e„, przeto słusz
ność udowodnionej tezy nie ogranicza się do przypadku, gdy wielkości te 
są małe, lecz rozciąga się w całej pełni na występowanie wymienionych 
błędów instrumentalnych jednocześnie i w dowolnej wartości.

Przeprowadzając dowód eliminacji wpływu błędów drogą pomiaru 
w dwóch położeniach lunety podstawialiśmy do wzoru (25) zamiast sin « 
i cos a wyrażenie (23) lub jego przekształcenie, w myśl znanej zależ
ności cos a=j/l —sin2a. Do takiego postępowania upoważniał nas fakt, że 
rzeczywista wysokość horyzontalna punktu D równa jest kątowi a w obu 
położeniach lunety, niezależnie od tego, że pomierzone wartości nt i an są 
od siebie różne.

W odniesieniu do równań (10) i (26) możemy jeszcze zauważyć, że jeśli 
wykluczymy z rozważań pionową składową niecentryczności linii celowej, 
to oba położenia lunety przy nacelowaniu na punkt D są symetryczne 
względem wertykału przechodzącego przez środek instrumentu O i cel 
ziemski D. Tę tezę udowodnić można poglądowo, lecz oprócz tego posiada 
ona uzasadnienie matematyczne, zawarte w stwierdzeniu, że wyrażenie (6) 
jest funkcją nieparzystą zmiennych ex, es i eh-

Sprawa przedstawia się odmiennie, gdy uwzględniamy istnienie piono
wej składowej niecentryczności linii celowej. Wykazaliśmy wprawdzie, że 
wyrażenie (24) jest również funkcją nieparzystą błędów instrumental
nych, to jest zmiennych e,, e2, en oraz e„, lecz wobec tego, że e. występuje 
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w równaniu (24) wyłącznie w drugiej potędze, wartość ó jest niezależna 
od znaku e,. Oba położenia lunety w chwili nacelowania na punkt D 
byłyby symetryczne względem wertykału OD tylko wówczas, gdyby 
znaki błędów instrumentalnych s,, e2, i en były dla obu położeń przeciwne, 
zaś znak dla ev nie ulegał zmianie. Ponieważ jednak przy niezmienionych 
wartościach i znakach dla e,, e2, i oraz przy zmiennej tylko co do znaku 
wartości e,, wartość błędu określenia kierunku nie ulega zmianie, to 
oba położenia instrumentu, określone niecentrycznością + e, oraz — e,, są 
symetryczne względem płaszczyzny wyznaczonej przez oś obrotu lunety 
ĄB i punkt D. Oba położenia instrumentu — wyłączając lunetę — są 
również w tym przypadku symetryczne względem wertykału OD. Wi
dzimy więc, że średnia ż dwóch położeń lunety jest całkowicie wolna od 
wpływu błędów instrumentalnych także wtedy, gdy istnieje pionowa 
składowa niecentryczności linii celowej. Inna rzecz, że dowód drogą po
glądową jest tu znacznie trudniejszy niż w przypadku poprzednim.

Zbadajmy dokładniej wyrażenie (24) w założeniu, że błędy instrumen-
Ch Crtalne e. , e„, — , oraz — są wielkościami małymi I rzędu. Rozwijając wzór 

' t t
(24) aż do wyrazów drugiej potęgi włącznie, otrzymamy przy uwzględnie
niu (17)

(Ch \
— r P + wyrazy III rzędu (28)

oraz ze wzoru (20)
1 / Cr \2cosr, = l----- |—1 + wyrazy III rzędu. (29)
2 \ t /

Jednocześnie wynika ze wzorów (19), (28) i (29) 

g"+wyrazy III rzędu,

ponadto jeszcze ze wzorów (23), (28), (29) i (30):

sin a = sin a + (— - i • cos a + wyrazy II rzędu, 
\t !

skąd otrzymujemy:

+ wyrazy II rzędu.

(30)

(31)

(32)

Podstawiając równania (28), (29), (31) i (32) do wzoru (24), otrzymamy 

+ wyrazy III rzędu
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i wreszcie
a ei i eh\ o' . /e> \ tg a'

cos d \ t I cos a' “ \ t / cos d
/ eh \l ev\ ,, tgd / e„ \ 1 ,- -— -o -----------7 «2- — -------
\ t I \ t / cos a \ t I cos" u

+ wyrazy III rzędu. (33)
Pierwsze trzy wyrazy równania (33) są to kolejne składniki błędu okre
ślenia kierunku <5, , d2 i ó3, powstałe wskutek istnienia kolimacji e,, po
ziomej składowej niecentryczności linii celowej eh i inklinacji osi obrotu 
lunety e2. Suma czwartego, piątego i szóstego wyrazu stanowi wpływ 
pionowej składowej niecentryczności linii celowej er. Ze wzoru (33) wno
simy, że pionowa składowa niecentryczności linii celowej wywiera wpływ 
na -pomiar tylko wówczas, gdy występuje nie sama, lecz jednocześnie co 
najmniej z jednym jeszcze składnikiem błędu układu osiowego.

Przez porównanie wzorów (11) i (23) możemy poza tyrn stwierdzić, że 
w przypadku istnienia pionowej składowej niecentryczności osi celowej 
wyrazy w drugiej potędze, występujące we wzorze na błąd określenia 
kierunku, nie znikają. Przypadek ten zachodzi natomiast wtedy, gdy 
istnieje jedynie składowa pozioma niecentryczności linii celowej. Liniowe 
wyrazy we wzorach (11) lub (33) charakteryzują wpływ błędu układu 
osiowego znacznie dokładniej wówczas, gdy pionowa składowa niecen
tryczności jest wielkością małą lub równą zeru.

Należy jeszcze zwrócić uwagę na pozorną sprzeczność w dotychczaso
wych wywodach. Ponieważ w równaniu (33) znajdują się też wyrazy 
w drugiej potędze, można by dojść do wniosku, że pomiar w dwóch poło
żeniach lunety nie eliminuje sumarycznego wpływu jednocześnie wystę
pujących czterech składowych błędu układu osiowego w przypadku, gdy 
występują jednocześnie. Wniosek ten .jest sprzeczny z naszym stwierdze
niem uczynionym przy omówieniu wzoru (26). Wątpliwości nasze rozwieją 
się jednak niezwłocznie, jeśli weźmiemy pod uwagę, że przy istnieniu pio
nowej składowej niecentryczności nie mierzymy rzeczywistej wartości 
kąta, a (wysokości horyzontalnej punktu D), lecz kąty aj i an, różne co do 
swej wartości dla każdego położenia lunety. Jeśli do wzoru (33) podsta
wimy odpowiednie wartości błędów instrumentalnych dla położenia II (tj. 
— , — e2, — en, — e„) oraz wartość pomierzonego kąta «n > to otrzymamy 
w wyniku tę samą wartość absolutną na błąd ó, lecz z przeciwnym znakiem, 
niż to wynika ze wzoru (33) przy podstawieniu odpowiednich wartości dla 
położenia I (tj. e1,e2,eh,ev i aj).

Na podstawie wzoru (33) obliczyłem i zestawiłem w poniższej tabelce 
liczbowe wartości wpływu składników błędu określenia kierunkuj , <52, 
i ó4), spowodowanych istnieniem różnych wartości kolimacji e4, inkli-
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Tabela 1

Dla: £j = 10' ! e2=—10'
e/> _
- = -10

•> 
t10

a ó2 -

0 10' 0' 3'26,26" 0,6 "
45° 14' 8,53" 10' 4'51,70" 2,34"
80° 57'35,20" 56’42,77" 19'47,83" 46,29"
85° 1° 54'44,23" 1° 54'18,03" 39'26,62" 3'04,78"
89° 9° 32'59,22" 9C 32'53,98" 3° 18'58,71" 44'06,67"

Tabela 2

Dla: ei,-~ = -2-10-1
ep 
-2-10-' 
t i

U _ _ i
0 1' 0 41,25" 0,01"

45° 1’24,85" 1' 58,34" 0.05"
80 5'45,52" 5'40,26" 3'57,56" 1,05"
85' 11'28,42" 11'25,80" 7'53,22" 4,24"
89° 57'17,92" 57'17,39" 39'33,74" 1'39,30"

Tabela 3

• Dla: e,=20" r2= —20"
ei, :
— = -10-J 
t

-10 1 
t

a (>i <S3 <5,

0 20,00" 0 20,63” 0,002"
45° 28,28" 20,00" 29,17" 0,01 "
80° 1'55,17" 1'53,43" 1'58,78" 0,19 "
85° 3'48,16" 3'48,60" 3'56,66" 0,79 "
89° 19'05,90" 19'05,80" 19'41,88" 19,91 "

nacji osi obrotu lunety e2, poziomej składowej niecentryczności osi celo
wej eh oraz pionowej niecentryczności e.. Z tabel wynika, że wpływ 
pionowej składowej niecentryczności na określenie kierunku (54) jest 
daleko mniejszy od wpływu pozostałych składników błędu układu osio
wego. Trzeba jednak podkreślić, że przy krótkich celowych i znacznych 
wysokościach horyzontalnych celu ziemskiego wpływ tego błędu może 
znacznie przewyższyć błąd ogólny określenia kierunku, charakteryzujący 
dany instrument. Wpływ ten może osiągnąć duże wartości zwłaszcza wów
czas, gdy pionowa składowa niecentryczności osiąga znaczne wartości, co

15 Geodezja i Kartografia — T. III 
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zachodzi na przykład przy tachimetrach redukcyjnych Hammera (dawniej
szego typu), dla których e„ = 40 mm [7], Dla tych instrumentów wpływ 
pionowej składowej niecentryczności ma tym większe znaczenie, że po
miar może być dokonywany tylko w jednym położeniu lunety.

Należy wspomnieć, że pionowa składowa niecentryczności osiąga duże 
wartości również w nowoczesnym tachimetrze redukcyjnym typu „Zeiss 
RDH“, gdzie e,. = 23 mm.

Rozważania przeprowadzone w referacie można zreasumować w nastę
pujących kilku punktach:

1. Przy pomiarze kątów poziomych występuje obok znanych i wszech
stronnie przeanalizowanych błędów instrumentalnych jeszcze jedno źródło 
błędu systematycznego: pionowa składowa niecentryczności osi celowej. 
Jej wpływ na określenie kierunku uwydatnia się jednak tylko wówczas, 
gdy występuje jednocześnie z innym błędem instrumentalnym. Przy uży
ciu nowoczesnych instrumentów wpływ pionowej składowej niecentrycz
ności jest na ogół znikomy, wyłączając przypadki o krótkich celowych 
i znacznym kącie pochylenia (dużej wysokości horyzontalnej celu ziem
skiego).

2. Za pomocą podanych w referacie wzorów można obliczyć ścisłą 
wartość sumarycznego wpływu błędów instrumentalnych na określenie 
kierunku. Ponadto można również obliczyć wpływ poszczególnych błędów, 
to jest wpływ kolimacji, inklinacji poziomej osi obrotu lunety oraz po
ziomej i pionowej składowej niecentryczności linii celowej.

3. Znany od dawna wzór, ujmujący wpływ błędów instrumentalnych 
w formie zależności liniowej, jest słuszny tylko wówczas (do wyrazów 
w drugiej potędze włącznie), gdy instrument jest wolny od składowej pio
nowej niecentryczności linii celowej. Natomiast przy istnieniu tego skład
nika błędu układu osiowego wspomniana liniowa zależność jest nieścisła, 
gdyż nie uwzględnia różnych od zera wyrazów w drugiej potędze, t

4. Stwierdzamy, że przez utworzenie średniej arytmetycznej z pomia
rów w dwóch położeniach lunety wpływ błędów instrumentalnych na wy
znaczenie kierunku zostaje całkowicie wyeliminowany, a w szczególności 
wpływ kolimacji, inklinacji osi poziomej obrotu lunety oraz dwóch skła
dowych (poziomej i pionowej) niecentryczności linii celowej. Twierdzenie 
to jest słuszne dla dowolnie dużych wartości wymienionych błędów instru
mentalnych.
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PE31OME

8 Haciosipen paóore aBTOp pasSnpaeT aonpoc cobmocthoto bjihshhs qeTbipex 
HHCTpyMeHTajibHwx norpeujHOCiefi TeononHTa Ha onpenejieHHe HanpaBneHHS. Hbtop 
BbIBOgHT 4>opwyny CyMMapHOro BUHSHHS KOaJlHMapHH, HHKJlHHapHH TOpH3OHTa.nbHOH OCH 
noBopoTa TpySbi h 2-x cocTaBH5tiomnx (ropH3OHTanbHOM h BepTHKajibHOH) HepeHTpHH- 
HOCTH BH3HPHOH J1HHHH. KpOMC TOro, aBTOp pasSHpaeT BOnpoC HCKJHOMeHHSt 3TOrO 
BnHSHHH nyieM H3MepeHHs npn nsyx nojioweHHsu Tpyfibi.

B 3aKBK>MeHne aBTop KOHcraTHpyeT cnenyioiuee;
1. ripn H3MepeHHH ropH3OHTa^hHblX yrjlOB Kpowe H3BeCTHblX H BCeCTOpOHHe npo- 

aHajiH3HpoBaHHbix HHCTpyMeHTajibHbix norpeuJHoCTeH hmcct mccto eme ohhh hctohhhk 
CHCieMaTHHecKHx oiuhóok: BepTHKanbHas cocTaBamoipas HepeHTpHHHOCTH bhshphoh och. 
Ee B/iHSHHe Ha onpeneneHHe HanpaBneHHs nposBjiseTcs, oAHaao, TOjibKo b tom cny- 
qae, Korna BbicrynaeT ogHOBpeMeHHO c flpyrofi HHCTpyMeTajibHOH oujhSkom. B coBpe- 
MeHHblX HHCTpyM6HTaX BnHSHHe BepTHKajibHOH COCTaBJlSKDmeii He peHTpHMHOCTH B OÓmeM 
HHMTOHKHO, HCKJHOMaS CnyH8H KOpOTKHX BHHHH H 3HaMHTenbHOPO yfna HaKJlOHa (ÓOJlbPJOH 
ropH3OHTajibHOH BbicoTbi 3eMHoro npenMera).

2. HpH nOMOUJH BblBeneHHblX <})OpMyjl MOKHO BblMHCnHTb TOMHOe 3HaH6HHe CyM- 
MapHoro bjihshhs HHCTpyMeHTaabHbix oluh6ok Ha onpepeneHHe HanpaBneHHn. KpoMe 
TOPO MO5KHO TaK H<e BbmHCnHTb BJlHSHHe OTflenbHblX OUJHÓpK, T. e. KOnnHMapHH, HHKnH- 
HaUHH OCH nOBOpOTa TpySbl H ropH3OHTajlbHOH H BepTHKa/lbHOH COCTaBJ15HOlHHX HepeH- 
TpHMHOCTH BH3HpHOH J1HHHH.

3. JJaBHO H3BecTHasi 4>opMyna, Bbipawaiomas bjihshhb MHCTpyMeHTanbHbix norpe- 
LUHOCTeii b BHfle nHHeitHOH 38bhchmocth, npasnnbHa tojibko Torna (no nneHOB bo bto- 
pofi CTeneHH), Korna HHCTpyMeHT CBOóoneH ot BepTHKanbHofi cocTaBnatomefi HepeH- 
TpHHHOCTH BH3HpHOH BHHHH. B CJiyHae, KOrna 3Ta POrpeiPHOCTb HMCCT MCCTO. yK33aH- 
Haa /iHHeHHast 3aBHCHMOCTb HeTOHHa, Tan KaK ona He yaHTbiBaeT h/ichob bo BTopofi 
creneHH, OTJiHHHbix ot Hyns.

4. npH H3MepeHHH yrna npn p,Byx noao>KeHH5ix Kpyra, b cpe«Hen apH<j)MeTHqecKOH 
H3 «Byx H3MepeHHH BjiHSHHe HHCTpyMeHTajibHbix norpeipHoCTefi Ha onpeneneHHe Ha- 
npaBJieHHS HCKnKJMaeTCSI penHKOM. H B MaCTHOCTH BJlHSHHe KOJUlHMapHH, HHKBHHapHH, 
ropH3OHTa.nbHOH OCH Tpydbl H flByX COCTaBn$llOipHX (rOpH3OHTajlbHOH H BepTHKajlbHOH) 
HepeHTpHHHOCTH BH3HpHOH jiHHHH. rioJio>KeHMe 3to BepHo ans nio6bix 3HaMeHHH nepe- 
HHCneHHbIX HHCTpyMeHTanbHblX OLUHÓOK.

resume

L’auteur envisage dans cet ouvrage le probleme de 1’influence commune des 4 er- 
reurs instrumentales de theodolite sur la fixation de direction. Etablissant la formule 
de 1’influence scmmaire de collimation, de 1’inclinaison d’axe horizontal de rotation 
de lunette, ainsi que de 2 composantes (horizontale et verticale) d’excentricite de 
l’axe de direction, il analyse aussi le probleme d’elimination de cette influence par 
la methode de mesurage en deux positions de lunette.

15*
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En conclusion 1’auteur constate ce qui suit:
1. Pendant le mesurage des angles horizontaux a cóte des erreurs bien connues 

et sous tous les aspects analisees intendent encore une autre source d’erreur syste- 
matique, & savoir: une composante verticale d’excentricite de l’axe de direction. 
Cependant son influence sur determination de direction ressort seulement et unique- 
ment quand elle parait en commun avec une autre erreur instrumentale. Neanmoins. 
en appliquant les Instruments modernes, 1’influence de composante horizontale 
d’excentricite est en- generał minime, a l’exception des cas des courtes visśes et 
d’un angle d’inclinaison assez important (la grandę hauteur horizontale de but ter- 
restre).

2. A l’aide des formules etablies on peut calculer la valeur exacte de 1’influence 
sommaire des erreurs instrumentales sur determination de la direction. Outre cela 
on peut calculer aussi 1’influence des erreurs respectives, c’est a dire de collimation, 
dhnclinaison de l’axe horizontal de rotation de lunette et de composante horizontale 
et verticale d’excentricite de ligne de direction.

3. La formule ibien comme depuis longtemps, qui saisit 1’influence des erreurs 
instrumentales sous formę de dependance lineaire est juste uniquement (a partir de 
terines eleves a la deuxieme puissance incluse), quand 1’instrument est librę de 
corńposante verticale d’excentricite de ligne de direction. Cependant a l’existence 
de cet element d’erreur du systeme axial, 1’influence lineaire susmentionnee n’est pas 
exacte, car elle ne prend pas en consideration des differents elements a partir de 
zóro eleves & la deuxieme puissance.

4. Par la formation de la moyenne arithmetique de mesurage en deux positions 
de lunette, 1’influence des erreurs instrumentales sur determination de la direction 
devient tout a fait eliminee, et specialement 1’influence de collimation, d’inclinaison 
de l’axe horizontal de rotation de lunette, ainsi que de deux composantes (verticale 
et horizontale) d’excentricite de ligne de visee.

Cette affirmation est juste pour les valeurs quelconques des erreurs instrumen
tales citóes.



Geodezja i Kartografia. Tom. III. Zeszyt 4.

Wiesław Opalski

O metodach bezpośrednich wyznaczania azymutu

1. Przez bezpośrednie wyznaczanie azymutu rozumiemy astrono
miczne wyznaczenie osi celowej instrumentu połączone z nawiązaniem 
kierunku celu ziemskiego, do kierunku ciała niebieskiego za pomocą 
mikrometru okularowego, bez obrotów narzędzia i odczytywań koła po
ziomego. Do obserwacji azymutalnych bezpośrednich nadaje się więc naj
lepiej narzędzie przejściowe, chociaż i instrument uniwersalny może być 
z powodzeniem stosowany.

Koncepcja wyeliminowania z obserwacji odczytywania limbusu jest 
sama przez się uwagi godnym momentem w zagadnieniu dokładności. 
Do stosowania metod bezpośrednich zachęca nadto inna okoliczność, która 
występuje przy ich użyciu. Z reguły pomiar zwielokrotnia się tu przez 
obserwacje przejść nie jednej, lecz całego szeregu gwiazd przez wspólny 
wertykał. Wiadomo zaś, że już obserwacja przejść dwóch gwiazd przez 
ten sam wertykał pozwala obejść się przy redukcji bez znajomości do
kładnej wartości jednej • ze współrzędnych geograficznych, traktując ją 
w rachunku jako drugą niewiadomą obok azymutu. Daje to niewątpliwą 
korzyść z uwagi na zmniejszony nakład pracy dzięki temu, że odpada po
trzeba osobnego wyznaczenia jednej ze współrzędnych. Nadto unika się 
obciążenia azymytu błędem wyznaczenia tej właśnie współrzędnej.

Przy tej sposobności może warto przypomnieć, w jaki sposób błędy wy
znaczenia długości geograficznej wpływają na azymuty wyznaczane me
todą przejść gwiazdy Polaris; azymuty geodezyjne, obliczone z równania 
Laplace’a, mają w rezultacie wagi zależne od szerokości geograficznej. Ich 
błędy średnie wzrastają, caeteris paribus, proporcjonalnie do tg 9.

Oznaczając azymuty oraz długości geodezyjne i astronomiczne odpo
wiednio przez A i a, L i 2, mamy z równania Laplace’a:

A = a — (2 — Dsiny,

skąd wzór na błąd średni:

sin2 9.
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Wpływ błędów szerokości i długości geograficznych oraz pozycji gwia
zdy na azymut astronomiczny wyraża się wzorem różniczkowym:

, sina-cosz . , cos ócoso . , — coso • cos óda4-sinqdó
sin z sin z sin z

Ponieważ we wzorze tym występuje sin z cos (p (dla Polaris) w mia
nownikach wszystkich współczynników przy różniczkach, można napisać 
ogólnie:

ma—m0 ■ sec <p,

gdzie przez m0 będziemy rozumieli teoretyczną wartość „równikową11, od
powiadającą analogicznym warunkom obserwacji na szerokość <p 0.

Podobnie, oznaczając przez „równikową" wartość błędu wyzna
czenia długości, mamy:

mi = m,; • sec <p .

Wobec tego

= mo'sec"’ (P + ’ sec2 ' s’n2 + tg2 ff + m2 ■ tg2 <p
m2A = mg + (mg 4- mg) tg <p.

Wynika stąd, że azymuty geodezyjne otrzymane z obserwacji przejść 
Polaris i z równania Laplace’a, obarczone są błędem wyznaczenia A, 
przy czym dokładność wyznaczenia azymutów geodezyjnych maleje ze 
wzrostem cp. Okoliczność ta stwarza problem tzw. wysokich szerokości, 
ponieważ przy astronomiczno-geodezyjnym wyrównaniu wielkich sieci 
geodezyjnych, obejmujących obszary wysokich szerokości, wagi azymu
tów w poszczególnych częściach sieci znacznie różnią się między sobą. 
Z tego powodu w ZSRR, gdzie problem wysokich szerokości nabiera du
żego znaczenia, astronomowie, jak Marinbach [1], Bielajew [2], szukają 
dróg zaradzenia tym brakom, sięgając do prób bezpośredniego wyznacze
nia azymutu geodezyjnego z obserwacji astronomicznych, z pominięciem 
wyznaczania dokładnego azymutu astronomicznego z Polaris i dokład
nych współrzędnych astronomicznych. Do tego celu nadaje się właśnie 
metoda bezpośrednia z przejść dwóch (lub więcej) gwiazd przez wertykał 
przedmiotu. Ideami astronomów radzieckich zajmierny się w dalszej 
części artykułu, przedtem zaś omówimy krótko ważniejsze prace, które 
dotyczą metod bezpośrednich wyznaczania azymutów astronomicznych.

Warto jeszcze zauważyć, że świeżo opublikowana metoda Z. Czer
skiego [3] wyznaczania azymutu astronomicznego z pomiaru kąta paralak- 
tycznego obywa się w zupełności bez znajomości długości geograficznej 
i co za tym idzie, dostarcza wartości azymutów nie obarczonych błędem 
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wyznaczenia długości. Szerokość zaś potrzebna tu jest z małą dokładnością 
i może być wyznaczona jednocześnie z tej samej obserwacji, jeżeli tylko 
zostały wykonane dodatkowo odczyty na kole pionowym.

2. Metoda bezpośrednia może być stosowana w dwu wariantach, które 
Niethammer [4] nazywa: 1) metodą A — łączne wyznaczanie azymutu 
i czasu przy znanej szerokości i 2) metodą B -— łączne wyznaczanie azy
mutu i szerokości przy znanej poprawce zegara. Odpowiednie wzory róż
niczkowe mają postać następującą:

Dla metody A:
. , cosó. cosó.,cosq, cosq2 , ._ ._ .da =tg a tg q>-A<p--------- !------ =-----^--—^-(AT., — zlTJ

cos (p cos a sin (z2 + zj

cos tp cos a
sin z2 cos z1AT1 + sin Zj cos z2AT2

sin (z2 + z,)
Dla metody B:

. , cosd,cosq., cosz,AT.> + cosó. cosq, cosz2 • ATt
sin (z2 + zj

cosy^ cosó2cosq2sinz1• dT2 — cos ó, cos q, sinz3 • dT, 
tg a sin a • sin (z, + z,)

Widać stąd, że metoda A jest korzystna do stosowania w wertykałach 
niezbyt odległych od południka; dopuszczalna odległość od południka za
leży głównie od dokładności, z jaką znana jest szerokość geograficzna 
miejsca obserwacji. Ma ona i tę zaletę, że wpływy na azymut ewentual
nych stałych systematycznych błędów rejestracji czasu (np. błąd osobowy) 
eliminują się, co wynika z budowy drugiego wyrazu we wzorze na Aa.

Metoda B ma natomiast tę zaletę, że dokładność wyznaczenia azymutu 
nie zależy tu od wartości samego azymutu i wobec tego dla stosowania tej 
metody nie ma ograniczeń w azymucie.

Pierwszą z tych metod stosował w praktyce już Stechert [5] przed ro
kiem 1913, przystosowując wzory rachunkowe do obserwacji gwiazd pa
rami. Prace Stecherta nie przystosowały metody do wyznaczeń o wyso
kiej dokładności.

Na możliwości te zwrócił uwagę Kępiński [6], przewidując nadanie jej 
charakteru precyzyjnego przez zastosowanie narzędzia przejściowego 
i nowoczesnych sposobów rejestracji czasu.

W r. 1938 wykonane zostały pomiary azymutów metodą bezpośrednią 
w Rumunii przez Stamatina [7], przy czym poprawki chronometru wyzna
czano niezależnie z sygnałów radiowych. Obserwator ten może się po
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szczycić wysoką dokładnością wyniku: ±0,35" jako błąd średni azymutu 
z obserwacji 4 gwiazd.

W zimie 1939 r. rozpocząłem obserwacje metodą A na narzędziu przej
ściowym Askania AP 50, ustawionym na słupie centralnym Obserwato
rium Zakładu Astronomii Praktycznej Politechniki Warszawskiej i zao
patrzonym w mikrometr bezosobowy i chronograf. Obserwacje te, jak 
również i teoria metody przedstawione są szczegółowo w osobnej publi
kacji [8]. Tu poprzestaniemy na poruszeniu paru momentów, oświetlają-, 
cych omawiane zagadnienie oraz na uwagach nowych, nie zawartych 
w oryginale publikacji.

W ciągu 12 wieczorów obserwowałem średnio po 4 pary gwiazd; każda 
z par zawierała gwiazdę północną i południową, przy czym suma odle
głości zenitalnych obu gwiazd pary była możliwie bliska 90fl, co odpowiada 
optymalnemu warunkowi pomiaru. Redukcje obserwacji wykonane zo
stały sposobem par według układu wzorów Stecherta (logarytmicznych) [5] 
lub wzorów własnych, korzystniejszych przy rachunku maszynowym. Re
dukcja sposobem par nie jest konieczna; można by było zastosować np. 
wyrównanie metodą najmniejszych kwadratów. Sposób par ma tę zaletę, 
że lepiej zapewnia zasadniczy warunek metody bezpośredniej, tj. zachowa
nie identycznego wertykału obserwowanych gwiazd, gdyż postulat nie
zmienności azymutu instrumentu jest znacznie realniejszy dla jednej pary 
gwiazd (w ciągu ok. 30 minut) niż dla kilku lub kilkunastu gwiazd (2—3 
godziny).

Średnie błędy wyznaczeń azymutu z 1 pary, obliczone z odchyłek od. 
średniej ze wszystkich par danego wieczoru, oraz wartości azymutu śred
nie dla danego wieczoru — zestawione są w poniższej tabelce.

Data
1939

Liczba 
par

Błąd średni 
azymutu z 1 pary

Średni azymut 
ze wszystkich par

I 31d 1 10° 17' 42,9" -0,2"
II 23 5 ±0,99" 41,3 + 1,3
II 25 5 ±1,29 41,9 + 0,7
II 26 3 ±0,10 43,1 -0,5

III 4 5 ±0,45 43,7 -1,1
III 5 5 ±0,96 43.5 -0,9
IV 4 5 ±0,70 43,2 -0,6
IV 11 5 ±0,91 43,1 -0,5
IV 21 3 ±1,36 42,4 + 0,2
IV 26 4 ±1,00 42,8 -o.i
IV 27 3 ±1,30 42,1 + 0.5
VI 7 3 ±0,75 41,5 + 1,1
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Niejaką komplikacją bezpośrednich wyznaczeń jest ukośne w stosunku 
do nitek przesuwanie się obrazów gwiazd. Wskutek krzywizny równoleż
nika gwiazdy i jego ukośnej, pozycji symetrii nitek instrumentu nie odpo
wiada symetria momentów przejść gwiazdy. Z tego powodu w przypad
kach gwiazd o znacznym nachyleniu równoleżnika (q 0) i wysokiej de
klinacji należy wprowadzać poprawki do zaobserwowanych momentów 
przejść. W praktyce poprawki te można pomijać w 50°/o obserwowanych 
gwiazd, jak przedstawiłem to przy dyskusji i zastosowaniu wypro
wadzonego przeze mnie wzoru, który ma pewne zalety w porównaniu 
ze stosowanym powszechnie wzorem o innej postaci, jak np. u Nietham- 
mera [4].

Zwróćmy tu uwagę na jeszcze jeden szczegół obserwacyjny, który daje 
powody do zastrzeżeń krytycznych w stosunku do metody bezpośredniej, 
a mianowicie na błędy powodowane skręceniem siatki nitek pionowych 
(lub nitki ruchomej mikrometru bezosobowego). Jak wiadomo, wpływ 
błędu skręcenia nitek eliminuje się wówczas, kiedy droga gwiazdy w polu 
widzenia jest symetryczna względem środka nitek. Kępiński [6] zaleca 
stosowanie siatek z urządzeniem Dołgowa, które pozwala przez nastawie
nie pary nitek prowadzących na właściwą wartość kąta q, zapewnić z góry 
przejście gwiazd przez środek krzyża. Gdy jednak stosuje się sposób 
obserwowania każdej gwiazdy w obu położeniach koła, z przekładaniem
lunety w łożyskach w środku obserwacji, wówczas symetrię przejść
gwiazd w stosunku do środka ,ko- 
limacyjnego obserwator może uzy
skać bez specjalnego dodatkowego 
urządzenia w sposób następujący. 
Powinien zapamiętać, w jakiej od
ległości h (rys. la) od nitki poziomej 
znajdowała się gwiazda w chwili 
zaprzestania ruchu nitki ruchomej; 
następnie zaś po przełożeniu lunety 
w łożyskach musi ruchem lunety 
w wysokości osiągnąć to, aby wejście gwiazdy na nitkę ruchomą nastąpiło 
w zapamiętanej odległości h od nitki poziomej (rys. Ib). Przy zachowaniu 
tej ostrożności błąd skręcenia nitek przestaje być groźny.

W ostatnio poruszonym zagadnieniu skręcenia nitek widzimy jeszcze 
jeden wzgląd przemawiający za przewagą narzędzia przejściowego nad 
uniwersalnym w odniesieniu do obserwacji bezpośrednich. Przekładanie 
bowiem lunety w łożyskach stanowi o eliminacji szeregu błędów instru
mentalnych, jak kolimacja, paralaksa piór chronografu, błędy symetrii 
siatki nitek stałych, skręcenie nitek. Dochodzi do tego większa stabilność 
narzędzia przejściowego. Jednak przenośne narzędzia przejściowe, stoso
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wane do pomiarów azymutalnych, powinny być zaopatrzone w urządzenie 
do łatwego centrowania, czego nie spotyka się w rozpowszechnionych 
obecnie ich typach. Centrownik bardzo by też usprawnił przestawianie 
narzędzia przejściowego z jednego wertykału na inny, co ważne jest ze 
względu na kolejne wyznaczenia azymutów szeregu kierunków z danego 
punktu obserwacyjnego.

3. Przechodząc obecnie do zagadnienia azymutów geodezyjnych, omó
wię pewne nowe idee astronomów radzieckch, znajdujące swój wyraz 
w szeregu opublikowanych prac, przede wszystkim [1] i [2].

Pobudką do poszukiwania nowych dróg są słabe strony klasycznego 
sposobu astronomicznego wyznaczania azymutów geodezyjnych z obser
wacji azymutu astronomicznego z przejść Polaris i z równania Laplace’a. 
Przy tej procedurze wyznaczanie kierunków między punktami geodezyj
nymi wymaga dokładnych wyznaczeń współrzędnych astronomicznych, 
które — jeśli chodzi o samo wyrównanie astronomiczne sieci geodezyjnej 
— nie są tu celem, a tylko wielkościami pośredniczącymi. Nadto postępo
wanie to ma dwa istotne braki: 1) wszystkie błędy wyznaczeń A wpływają 
na wartości azymutu; 2) dokładność wyznaczania azymutów pogarsza się 
ze wzrostem ę>, szczególnie zdecydowanie dla wysokich szerokości.

Zasługą autorów radzieckich, przede wszystkim Marinbacha, jest spo
strzeżenie, że do azymutu geodezyjnego można dojść poprzez przyjęte 
z dość grubym przybliżeniem wartości współrzędnych i azymutu, nie ubie
gając się o ich dokładne wyznaczenie astronomiczne. Jedyną obserwacją 
astronomiczną, wiodącą do wyznaczenia azymutu, jest obserwacja przejść 
co najmniej dwóch gwiazd przez wertykał przedmiotu oraz odbiór radio- 
sygnałów czasu na chronometr roboczy.

Jest to przypadek szczególny metody Marinbacha; należy on do metod 
bezpośrednich. W ogólniejszej swej formie metoda Marinbacha przewi
duje astronomiczne wyznaczanie azymutu geodezyjnego z pomiaru różnic 
azymutu między kierunkiem na przedmiot ziemski a kierunkami co naj
mniej trzech gwiazd, z których co najmniej jedną zaobserwować należy 
w wertykale różnym od dwu pozostałych. Ta ogólna postać metody należy 
do metod pośrednich, ponieważ nawiązanie kierunków gwiazd i przed
miotu wymaga pomiaru kątów za pomocą koła poziomego.

Dla wyjaśnienia swych koncepcji Marinbach wprowadza pojęcie obli
czeniowych (sczislitielnych) współrzędnych geograficznych i obliczenio
wego azymutu. Obliczeniowymi współrzędnymi jakiegoś punktu na Ziemi 
nazywamy parę wartości y0 i Ao obranych dowolnie z jednym tylko wa
runkiem, aby różnice między prawdziwymi (nieznanymi) a obliczeniowymi 
współrzędnymi: £0 — (p—i »/o=(A—ź0) cos <p0 były małe. Stosownie do 
tego będziemy mówili o zenicie obliczeniowym na sferze niebieskiej 
i o południku lub wertykale obliczeniowym, tj. przechodzącym przez zenit
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obliczeniowy. Azymutem obliczeniowym a} będziemy nazywali kąt mię
dzy południkiem obliczeniowym i wertykałem obliczeniowym.

Wyznaczenie azymutu geodezyjnego metodą Marinbacha polega na wy
znaczeniu z obserwacji astronomicznej azymutu obliczeniowego, a następ
nie na przeliczeniu go z zenitu obliczeniowego na zenit geodezyjny według 
równania Laplace’a, gdzie oczywiście współrzędne astronomiczne i A za
stąpione są przez obliczeniowe (p0 i Ao. Zaznaczając wskaźnikiem M wiel
kości odnoszące się do punktu ziemskiego M, napiszemy równanie o formie 
identycznej z równaniem Laplace’a.

Am — — (Ao — L) sin yo + ^oM' tg hw (1)

gdzie w ostatnim, z reguły bardzo małym wyrazie (gdyż zazwyczaj hM^ 0), 
5cm ma, jak zwykle w geodezji, znaczenie:

^om — cos sin Oqm •

Przewaga azymutów obliczeniowych nad astronomicznymi polega na 
tym, że zenit obliczeniowy jest punktem dowolnie obranym, a więc q>0 i Ao 
są bezbłędne w przeciwieństwie do wyznaczanych z obserwacji <p i A; ina
czej mówiąc, azymut obliczeniowy jest wolny od błędów współrzędnych

i Ao. Dzięki temu dokładność wyznaczeń azymutu obliczeniowego jest 
niezależna od szerokości miejsca obserwacji.

!. 2

Rozpatrzmy teraz krótko interesujący teoretycznie ogólny przypadek 
metody Marinbacha, gdy przedmiot ziemski (M) i obserwowane gwiazdy 
znajdują się w różnych wertykałach. Wówczas potrzebne jest nawiązanie 
przez pomiar kąta, który oznaczamy 
przez Q. Na rys. 2 P przedstawia bie
gun; Zo i Zo — zenit astronomiczny 
i obliczeniowy, M — przedmiot ziemski; 
G — położenie gwiazdy w momencie 
obserwacji, na odległości zenitalnej z; 
obserwacji tej niechaj odpowiada astro
nomiczny wertykał instrumentalny ZaH 
(centralna nitka, punkt zerowy mikro
metru), wspólny dla wszystkich nasta
wień nitki ruchomej; zalecany przez 
Marinbacha sposób obserwacji przejść 
polega na kilku kolejnych ustawieniach 
nitki ruchomej z odczytaniami mikro
metru.

W celu wyprowadzenia równania roboczego (równania błędów) zauwa
żamy najprzód z rys. 2, że

aoM = dM + zlaoM+£oM' tg hw,
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gdzie:
“om — oznacza poszukiwany azymut obliczeniowy przedmiotu;
dM — znaną przybliżoną wartość tegoż azymutu;

Ja0M — poprawkę, której dostarczyć musi obserwacja astronomiczna.

Wyobraźmy sobie wertykał obliczeniowy Z0H przechodzący przez taki 
punkt fikcyjny Hhoryzontu, żeHMH = Q = HMH. Wobec tegoHH = HMHM = 
= da0M. Spuśćmy jeszcze z G luk prostopadły do ZoH oznaczając odpo
wiednie punkty przecięcia przez Go, G', G. Z trójkątów Z0GG' i HG'G0 
wynikają równości:

GG =zl«0M'Sinz 
G'Gp = Co • cos z
GGo = Ja0M • sin z+Co • cos z •

Oznaczając GG = fo i G0G = f, napiszemy ostatecznie równanie robocze:

/ia0M-sinz + Co• cosz—(f0—f) =0 . (2)

W tej formie jest to równanie o dwóch niewiadomych jauM i Co, które 
można wyznaczyć z obserwacji co najmniej dwóch gwiazd w tym samym 
wertykale. Wyraz wolny f0—f jest wiadomy: f jest to odległość nitki od 
punktu zerowego mikrometru, a f0 można obliczyć (drogą nieco skompli
kowaną), rozpatrując odpowiednie trójkąty sferyczne. Położenie bowiem 
punktu G dane jest przez współrzędne gwiazdy a i <5 oraz notowany czas 
gwiazdowy jej przejścia T+u, gdzie poprawka u względem południka PW 
pewnego wyjściowego punktu sieci musi być znana z odbioru sygnałów 
czasu; położenie zaś wertykału Z0H dane jest przez współrzędne oblicze
niowe <p0, oraz azymut aM+Q- W przypadku Q=0 (metoda bezpośred
nia) wzory do obliczenia f0 upraszczają się znacznie. Marinbach kładzie 
nacisk na wprowadzanie poprawek na krzywiznę równoleżnika i aber
rację dzienną do odczytów mikrometru, nie zaś do momentów obserwacji 
lub do azymutu, jak to czynią wszyscy inni cytowani przezeń autorowie 
przy traktowaniu metod azymutalnych. Postępowanie zalecane przez 
niego jest szczególnie celowe w przypadkach obserwacji w pobliżu zenitu 
lub elongacji, kiedy niedopuszczalne jest wprowadzanie poprawek bądź 
do azymutu, bądź do czasu. Wydaje się jednak, że poza tymi raczej wy
jątkowymi przypadkami postępowanie takie nie przynosi korzyści i nie 
opłaca się ze względu na zbyt skomplikowany rachunek.

Jeżeli do równania (2) podstawić

4 0 = »/0 • cos a — f 0 • sin a ,
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gdzie a jest przybliżoną wartością azymutu gwiazdy (a = aM + Q), wówczas 
otrzymamy formę równania błędów o trzech niewiadomych: z1aoM)

AaoM • sin z + cos a ■ cos z — sin' a ■ cos z — (f — f0) = 0 . (3)

Trzy (lub więcej) gwiazdy zaobserwowane w co najmniej dwóch różnych 
wertykałach pozwalają wyznaczyć te trzy niewiadome.

Równanie (3) rozwiązuje problem łącznego wyznaczenia współrzęd
nych geograficznych tp = <f0+^0; ż = ż0+>/0 oraz azymutu obliczeniowego 
Oom—Qm+, z którego następnie otrzymuje się azymut geodezyjny:

Am~ aoM'~ (^0 — L) sin .

Autor metody zwraca uwagę, że łączne wyznaczanie trzech niewiado
mych, streszczające się w równaniu (3), zawiera w sobie uogólnienie wszy
stkich azymutalnych metod wyznaczeń astronomicznych: np. wyznaczenie 
czasu lub szerokości narzędziem przejściowym w południku lub I werty- 
kale odpowiada przypadkowi szczególnemu: Q=0 i aM=0, 180 lub 
Q = 0 i !aw =90 ; azymut z Polaris (przy znanym f i y) jest przypadkiem 
szczególnym, gdy zamiast n gwiazd obserwuje się n razy Biegunową.

Przejdziemy teraz do szczególnie ważnego praktycznie przypadku me
tody Marinbacha. Dotyczy on wyznaczania azymutu geodezyjnego na pod
stawie obserwacji momentów przejść gwiazd przez wertykał przedmiotu 
(Q=0; metoda bezpośrednia) wraz z odbiorem radiowych sygnałów czasu. 
Przypadek ten przedstawię w ujęciu artykułu Bielajewa [2], dochodząc 
od równania Laplace’a poprzez przekształcenia analityczne do równań (1) 
i (2), przy czym w ujęciu tym wyraz wolny równania (2) oblicza się w spo
sób prostszy. Warto wspomnieć na marginesie, że dla przypadku gwiazd 
okołobiegunowych w pobliżu elongacji Bielajew wprowadza w oryginalny 
sposób poprawkę na krzywiznę równoleżnika i nachylenie osi poziomej 
oraz mikrometryczną różnicę azymutów przedmiotu i gwiazdy do dekli
nacji obserwowanej gwiazdy. W przypadku zaś gwiazd okołozenitalnych 
trzeba stosować obliczenie wyrazu wolnego według Marinbacha.

Wyjdziemy z równania Laplace’a:

A = a — (ź — L) sin ę; + [(ź — L) cos <f cos a — (</ — B) sin a] cotg zM, (4) 

w którym astronomiczne współrzędne ź, i azymut a są nieznane; wpro
wadzimy przybliżoną wartość a„ i przybliżone y0, (współrzędne obli
czeniowe). Praktycznie wystarczy znajomość <p , /. i a w grubym przybliże- 
żeniu do ±5'. Oznaczając odpowiednio przez u i u0 poprawkę względem 
południka astronomicznego i obliczeniowego, mamy, licząc ź dodatnio na 
wschód: u—u0 = A —ż0. Oznaczając przez toi kąt godzinny (względem 
południka obliczeniowego) jakiejś i-tej gwiazdy w momencie jej przej
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ścia, mamy: tOi = Ti+uu ai. Azymuty obliczeniowe poszczególnych za
obserwowanych gwiazd oblicza się ze wzoru tangensowego:

x ’ cotg di ■ sec cp • sin toi , _.tga4=- ——;----- —-------- • (5)
1 — cotg di • tg <p • cos toi

Oznaczając teraz symbolami różniczek różnice między bliskimi sobie 
wartościami odpowiednich wielkości, napiszemy:

9' = 9o+d<p a = a0 + da
ź=A0 + dż a=ai+dat,

przy czym dl=du=u — u0. Jest więc da = (aj —a0) + daf.

Równanie (4) można teraz przepisać w formie:

A = a„ + da —(ż0 + dż—L) sin ę> + [(żu + dż —L) cos q cos a
— (<p0 + d<p — B) sin a] cotg zM

albo, łącząc wyrazy zawierające różniczki:

A = an + (da — d^ sin + (dż cos (p cos a — d<p sin a) cotg zM~ (^o ~ L) sin (p +
+ [(ż0 — L) cos (p cos a — — B' sin a] cotg zM •

Ostatnie dwa wyrazy są to znane wyrazy z równania Laplace’a, z tą 
tylko różnicą, że zamiast współrzędnych astronomicznych figurują w nich 
obliczeniowe. Prawą stronę będzie można obliczyć, jeżeli wiadome będą 
wartości wyrażeń w nawiasach w wyrazie drugim i trzecim. Oznaczymy 
je symbolami:

zlrr = da —dż sin <p = (aj —a0) + d«i —dżsin <p (6) 
— Ay = dl cos <p cos a — d<p sin a .

Są one odpowiednio identyczne z daoM i w symbolice Marinbacha.
Po astronomicznym wyznaczeniu Ax i Ay azymut obliczeniowy przed

miotu wyliczy się ze wzoru

A = a0 +Ax +Ay ■ cotg zM , (7)
po czym otrzymuje się azymut geodezyjny:

A = A —(ż0 —L) sin ę? + ęoM cotg zM . (8)

Ostatnie wyrazy w obu tych wzorach są zazwyczaj do odrzucenia jako 
znikomo małe.

Przy wyprowadzaniu równań błędów do wyznaczania. Ax, Ay okaże 
się, że „błędy“ ( — dq>, — dż) przyjętych do rachunku współrzędnych znoszą 
się wzajemnie. Wyraźmy w tym celu da, przez dq i dż znanym wzorem 
różniczkowym, przy czym weźmiemy pod uwagę od razu dwie gwiazdy 
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(i=l; 2), uwzględniając przy tym, że gwiazda druga obserwowana jest po 
przeciwnej stronie zenitu niż gwiazda pierwsza i punkt ziemski (a.,180° = 
= at = a):

dat sin — sin a • cos Z)dę> + cos ó, cos g^dTi + dż) — df*
(9) 

da2 sin z2 = sin a • cos z2d<p + cos ó2 cos q2(dT2+dź) — df *
(df* i dj* oznaczają wyrazy pozycyjne).

Tworząc teraz wyrażenia -sinz, +Ay • coszt oraz dx sin z2—żly • cosz2 
według (6) i stosując podstawienie (9), otrzymujemy po prostych prze
kształceniach trygonometrii sferycznej:

■ sinz, + dy • cos z, = (a, — a0) sin z, +cos ó, cosq1dTl — df*
• sinz2 — dy • cosz2 = (a2 —a0) sin z2 + cos ó2 cos q2dT2—df*.

W obu tych równościach ostatnie dwa wyrazy prawych stron symboli
zują tylko wpływ błędów rejestracji czasu i błędów pozycji. Opuszczając 
je i oznaczając (aj —a,,) sin z< = Fj, mamy proste wzory robocze:

/1x • sin Z[ + zły • cosz, = F, 
dx ■ sin z.. — Ay • cos z2 = F, 

albo

dx-sin(z1 + z2) = F1 cosz2 + F2cosz, 
dy ■ sin (z, ±z2) = F5 sin z2 — F2 sinzj .

Postępowanie rachunkowe polega więc na: 1) wyliczeniu azymutów 
obliczeniowych gwiazd według (5); 2) rozwiązaniu równań (11) dla znale
zienia dy; 3) rachunku azymutu obliczeniowego przedmiotu podług 
wzoru (7) i azymutu geodezyjnego podług (8).

Co się tyczy strony obserwacyjnej, to pomiar azymutu z przejść Po- 
laris jest oczywiście prostszy pod względem obserwacji i jej przygoto
wania, ale komplikacja ta wynagradza się dzięki odpadnięciu wyznaczeń 
współrzędnych przy stosowaniu omawianej metody.

W końcu swego artykułu Bielajew przytacza przykłady obserwacji 
i rachunków. Jako wynik z obserwacji 5 par otrzymuje wielkości i dy 
z błędami średnimi: mx= + 0,22"i my =+ 0,32". Na podstawie dotychczas 
zebranego materiału obserwacyjnego autor wypowiada tezę, że przy 
użyciu mikrometru bezosobowego do rejestracji momentów przejść wy
starczy zaobserwować 6—9 par gwiazd w ciągu 3 godzin na przenośnym 
narzędziu przejściowym, aby otrzymać azymut geodezyjny z dokładnością 
±0,30" do ±0,40". Tymczasem z analizy wielkiej liczby wyznaczeń 
prostych i odwrotnych azymutów na punktach sieci triangulacyjnej 
ZSSR ustalono, że błąd azymutu geodezyjnego na średnich szerokościach 
ma wartość około ±0,7".
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Błąd średni azymutu geodezyjnego z wyznaczenia metodą bezpośrednią 
poprzez azymut obliczeniowy wyraża się po opuszczeniu wyrazu 
m* cotg2 zM wzorem:

m2+m*2 , 2 •
mA = mx = ™ -------- - ----G(Zi, z2) + sm (p, (12)p p

w którym autor na podstawie praktyki obserwacyjnej ocenia poszczególne 
błędy w sposób następujący:

mQ = ±0,5” — błąd mikrometrycznego pomiaru kąta dla 1 pary 
m=±0,75 — „ obserwacji przejścia gwiazdy

m* = ±0,15 — ,, pozycji
mj=±0,I5 — „ odbioru sygnałów czasu

p = 9 — liczba par gwiazd
<p = 60

cos2zx +cos2z2 (Przy spełnieniu warunku zt+zi = 90:' funkcja
sin2(z! + z2) G=l).

Przy dyskusji optymalnego doboru par gwiazd autor dochodzi do 
wniosku, że teoretycznie najkorzystniej jest obserwować obie gwiazdy 
w horyzoncie po przeciwnych stronach zenitu, wtedy bowiem błędy

m2 = (m2+m*2) • G
nty = (m2 + m*2) • E,

, . _ sin2z1 + sin2z2 , ... . . ...gdzie E — --------------- wpływają najmniej na błąd azymutu obli-
sin2(z1 + z2)

czeniowego :
+ my • cotg2 zM ■ (13)

Wzór (13) jest ogólniejszy od cytowanego poprzednio (12), w którym 
zachowano tylko pierwszy wyraz.

Wniosek powyższy o najkorzystniejszych warunkach obserwacji opiera 
się na założeniu, że przyz1 = 90°=z„ funkcje G i E cotgzM przybierają swe 
wartości minimalne, równe V*. W rzeczywistości jest jednak nieco inaczej. 
Funkcja G staje się nieoznaczona dla zt = 90°=z2 i w otoczeniu tego 
punktu może przyjmować dowolne wartości między i 1. Natomiast 
funkcja E jest nieciągła w punkcie zx = 90° = z2. Wprawdzie można oka
zać, że E cotg zM dąży do *4 przy specjalnym założeniu zt = z2=zM i z->90°, 
ale założenie to jest sztuczne, nie posiada fizycznego uzasadnienia. Oko
liczności te mają swój odpowiednik w równaniach roboczych (11), gdzie 
współczynniki przy Ax i Ay dążą do 0, gdy zx+z2 dąży do 180J.

Ta uwaga krytyczna ma zresztą znaczenie raczej teoretyczne, bo ze 
względu na wpływy refrakcji bocznej i ekstynkcji obserwacje w hory
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zoncie nie wchodzą praktycznie w rachubę, a i sam autor, oceniając do
kładność metody, bierze pod uwagę przypadek z1+za = 90°.

Przy końcu artykułu znajdujemy zdanie, dające wyraz ostrożnemu 
i rzetelnemu stanowisku autora: „Objektywniejszy sąd o zaletach i bra
kach, a także i o możliwej dokładności wyznaczania azymutów geodezyj
nych z obserwacji momentów przejść gwiazd przez wertykał azymutal- 
nego punktu można wyrobić sobie dopiero po bardziej solidnym praktycz
nym wypróbowaniu metody w rozmaitych warunkach polowych i gdy 
otrzyma się dane porównawcze wyznaczeń ... metodą bezpośrednią 
i zwykłą metodą Polaris wraz z wyznaczeniem długości11.

Jakkolwiek słuszna jest ostrożność wyrażona w tej wypowiedzi, należy 
stwierdzić, że dotychczasowe wyniki są zachęcające i można przewidywać, 
że metoda rozwijana przez uczonych radzieckich, ma przed sobą przyszłość. 
Znaczenie jej polega na tym, że zmierza ona do dużej oszczędności pracy 
obserwacyjnej: dokładność wyznaczania współrzędnych astronomicznych 
i rozmieszczenie tych wyznaczeń na punktach sieci geodezyjnej byłyby 
przy jej stosowaniu dyktowane nie zadaniem uzyskania azymutów dla 
wyrównania sieci, a tylko potrzebami badań figury Ziemi, tj. konieczną 
dokładnością "wyznaczeń odchylenia pionu dla potrzeb astronomiczno-gra- 
wimetrycznej niwelacji.

Na tle zastosowań geodezyjnych i tych nowych koncepcji zagadnienia 
metod azymutalnych bezpośrednich i pokrewne im zagadnienia łącznych 
wyznaczeń nabierają nowego aspektu praktycznego i tym bardziej zasłu
gują na badania.
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PE3KJME

Meronti acipoHOMHMecKoro onpenejieHHs a3HMyra 6e3 n3MepeHHs ymoB npn no- 
mouih ropH3OHTanbHoro Kpyra mmciot SonbiuMe uoctohhctb3 Korna penb muct o toh- 
hsix a3HMyTax.

HaSnKwasi npoxowneHHe 3Besn nepea sepTHKan npenMera mm He bboumm oujhSok, 
CBB3aHHbix c otchctom Kpyra u, KpoMe Toro. ocBo6o«naeMC5i ot Heo6xonwMOCTn tohhoto 
onpeneneHMa ouhom H3 reorpa<j>nHecKnx KoopuHHaT, Hnp. nonroTbi.

3to SB/iaeTca ocoSchho BbiroHHbiM b 6onbuiHX iunpoTax, me aanMyrbi, onpenens- 
eMbie no cnocoóy nonspHOM, oSpeweHeHbi omn6KaMn onpeneneHHs nonroTbi w me tom- 
HOCTb nx yMeHbiuaeTca c reorpacfiHHecKOH umpoTofi. C upyrofi CTopoHbi, npMMeHCHHe 
nacca>KHoro HHCTpyMeHTa no3Bonser ocBoSonHTbcs ot pana npyrwx oluhSok MncrpvMeH- 
TanbHoro npoHCXo>KfleHHa.

B craTbe, nocne aHajiH3a UH<t>epeHUMajibHbłx <|>opMyn, oTHocsmMxcs k Merony non- 
apHOM u HenocpeucTBeHHbiM MeronaM, aBTop nepezogm k KparKOMy paaóopy HeKOTOpbix 
pa6or, OTHocsmHxcs k HenocpeucTBeHHbiM onpeueneHHaM acTpoHOMHHecKoro a3HMyTa, 
u k npMMeHaHHMM nononHsiomHM paHee H3jiaHHyK> pabory aBTopa. JJanee, c HeKOTopbiMH 
KpHTHHeCKHMH HpHMeHaHHSMH pa36HpaiOTCS HOBbie HfleH COBeTCKHX aCTpOHOMOB KaCatO’ 
mnecsi acrpOHOMHHecKoro onpenejieHHs TOHHbix reone3HHecKHx asHMyTOB MHHya TOHHbie 
onpeuejieHHM reorpacfjMMecKHz KoopuHHar, a ony6nnKOBaHHbie R. B. MapnH6axoM 
u H. R. BenseBbiM.

Oco6chho Ba>KHbiM c/iysaeM Merona MapnH6axa sBnaerca onpeneneHHe a3HMyra 
HenocpencrBeHHbiM MeronoM (b BeprHKane npenMera).

Meron MapnH6axa no3Bonser acrpoHOMHHecKH onpenensTb reone3HHecKne asHMyrbt 
cBoSonHbie ot rex o6me H3BecTHbix HegocraTKOB, KOTopwe hmciot mccto b KnaccHnecKOM 
cnocoSe onpeneneHHs a3HMyra no nonspHofi. KpoMe toto HCKjnoHaercs Heo6xonMMOCTb 
tokhoto onpeneneHHa acrpoHOMHHecKHx KoopuHHar. 3th oScToarenbCTBa cocraBJiaiOT 
SOHbLUHe nOCTOHHCTBa Merona BBHny 3KOHOMHH pa60Tbl, npM Ha6mOHeHHaX M OUHHa- 
KOBbix BecoB a3HMyroB npw acrpoHOMo-reonesMaecKOM ypaBHHBaHHM rpnaHTy.naiinoHHbix 
cerefi. B ony6nwKOBaHHbix npnMepax nojiyaeHa 6onbmaa roaHOCTb peaynbTaroB. 
B CCCP Benyrca paSorbt u HaKannHBaiOTca MarepHanw, no KoropbiM mojkmo 6yner naTb 
3aKnioMeHwe o npaKTwaecKOM uchhoc™ Merona.

RESUME

Les metholdes astronomigues de determination dazimut sans mesurage des angles 
a l’aide du cercie horizontal ont des grands avantages quand il s’agit des azimuts 
de precision. Pendant l’observation de passage des etoiles par le vertical de 1’objet, 
on n’introduit pas d’erreurs qui sont liees a la lecture du cercie et en plus de cela 
on se dispense de la necessite de determination exacte d’une des coordonnees geo- 
graphiques, par exemple de longitude 'geographique. Cela doit etre specialement 
appreció dans les hautes latitudes, ou les azimuts determines par la methode de 
1’etoile Polaire sont charges des erreurs de determination de longitude et sa pre
cision diminue avec latitude geographique. De 1’autre cóte, par application d’instru- 
ment de passage on peut obtenir 1’elimination de toute une rangee d’erreurs de la 
naturę instrumentale.

Dans cet article, apres la discussion des formules differentielles se rapportant 
a la methode Polaris et aux methodes directes, 1’auteur arrive a un court debat des 
quelques travaux d’observation concernant la determination directe d’azimut astro- 
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nomique et aux remarques complementaires relatives a un autre travail a ce sujet 
qui fut edite auparavant par lui-meme.

Ensuite 1’auteur discute, avec quelques remarques critiques, les nouvelles con- 
ceptions des astronomes sovietiques qui ont ete publiees par A. B. Marinbach et 
N. A. Bielajew, concernant une determination astronomique des azimuts gćodć- 
siques de prćcision sans entremise des determinations precises des coordonnćes 
geograpl)iques.

Le cas spćcial trćs important de la methode de M. B. Marinbach c’est la dćter- 
mination d’azimut par la methode directe (dans le vertical de l’objet).

La methode de M. B. Marinbach permet & une determination astronomique des 
azimuts geodesiques exempt des bien connus defauts, qui sont lies a la mćthode 
classique de la determination d’azimut de Polaris.

Le fait qu’on n’est pas oblige a une determination exacte des coordonnćes astro- 
nomiques est un autre avantage. Ces circonstances consituent sans doute des grands 
avantages en consideration d’une economie de travaux d’observations et les memes 
poids des azimuts pendant une correction astronomo-geodesique de la chaine de 
triangulation.

Les travaux assemblant tout materiał d’observations pour editer une opinion 
definitive de la valeur pratique de cette methode sont en train d’ćlaboration en 
USRR.

On peut cependant deja constater, d’apres les exemples d’observations publićs. 
qu’une exactitude de rćsultat fut hien reussie.

is»
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Jan Panasiuk

Dopuszczalna dokładność współrzędnych przybliżonych 
w przypadku wyrównania obserwacji 

metodą spostrzeżeń pośrednich

Metoda spostrzeżeń pośrednich polega na ułożeniu dla każdej obser
wacji (zmierzonej długości lub kąta.) równania błędów typu:

w którym: ?obS+v = y0 + dy (1)

9obs — wielkość zaobserwowana,
v — poprawka, jaką należy dodać do wielkości zaobserwowanej, by 

otrzymać najprawdopodobniejszą wielkość wyrównaną,
ę0 — wielkość przybliżona yObs obliczona na podstawie przyjętych 

współrzędnych przybliżonych,
Jy — najprawdopodobniejszy przyrost wielkości przybliżonej.
Przyrost funkcji zły figurujący w równaniu (1) może być zastąpiony 

przez różniczkę zupełną dy stanowiącą część główną przyrostu funkcji, 
jeżeli przyrosty zmiennych niezależnych są dostatecznie małe. Najczęściej 
warunek ten zachodzi w praktyce geodezyjnej, gdy współrzędne przy
bliżone, na podstawie których obliczamy wielkość przybliżoną <p0 są do
statecznie dokładne. Jeżeli dokładność współrzędnych przybliżonych jest 
zbyt mała, może okazać się, że przyrost funkcji dy nie da się zastąpić 
przez różniczkę zupełną dtp. W tym przypadku zastąpienie Atp róż
niczką zupełną dtp nadmiernie zniekształci nam najprawdopodobniejsze 
poprawki v do obserwacji yobs i przyrosty współrzędnych przybliżonych.

Naszym celem obecnie jest wyznaczenie i zbadanie warunków, jakim 
muszą podlegać współrzędne przybliżone, aby Zly można było zastąpić róż
niczką zupełną dtp, bez wpływu na obniżenie dokładności wyznaczanych 
wielkości wyrównanych.

Ponieważ poruszony tu problem jest ściśle związany z istotą równania 
błędów, niezhĘdbe jest przeanalizowanie całego procesu wyrównawczego 
tak pod względem analitycznym, jak i geometrycznym, posiłkując się przy
kładem.
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Przypuśćmy, że w trójkącie o dwóch punktach stałych (rys. 1) zmierzono 
dwa boki S2 oraz kąt a3 między nimi zawarty. Każda z tych trzech obserwacji 
dostarczy nam jednego miejsca geometrycznego (okręgu koła). Gdyby obserwacje 
nasze S,, S2, a3 były bezbłędne, miejsca geometryczne przecięłyby się w jednym 
punkcie i wyrównanie obserwacji stałoby się zbyteczne. Ponieważ w praktyce

Rys. 1

obserwacje obarczone są pewnymi błędami, 
wyżej omawiane miejsca geometryczne nie 
przetną się w jednym punkcie,, lecz utwo
rzą w otoczeniu punktu P pewien krzywo
liniowy trójkąt błędów.

Wyrównanie więc naszych obserwacji 
będzie polegało na znalezieniu takich po
prawek v do obserwacji ^obs, które zamie
nią nam krzywoliniowy trójkąt błędów na 
punkt, przy jednoczesnym spełnianiu wa- 
runku [u + minimum.

Po tego rodzaju interpretacji geometrycznej postaramy się wyżej omawiane 
zagadnienie ująć w formie analitycznej.

Niechaj współrzędne zmiennego punktu P będą i, r) ; wielkości obserwowane — 
Si^iobs, Ss^aobs- “s^soba- oraz najprawdopodobniejsze poprawki obserwa
cyjne — Vi, »2> «3-

Równania miejsc geometrycznych wyznaczających trójkąt błędów wyrażą się 
ogólnie układem:

(2)

Układ ten jest sprzeczny i nie może być spełniony przez żadną parę pierwiastków £, tj 
(bowiem wszystkie trzy miejsca geometryczne, będące funkcją naszych obserwacji^na 
ogół nie przecinają się w jednym punkcie).

Wobec tego, celem wyznaczenia najprawdopodobniejszych niewiadomych $=x'’ 
H=y', będących funkcją położenia, wymiarów i kształtu trójkąta błędów, musimy 
do lewych stron układu równań (2) dodać w tej chwili bliżej nie określone poprawki v 
(co geometrycznie będzie oznaczało nadanie wyżej omawianym krzywym pewnych 
swobód ruchu) i nałożyć na nie warunek [v u] = minimum.

Warunek, ten uczyni, że ze wszystkich możliwych przesunięć miejsc geometrycz
nych wybrane zostaną te, które wyznaczają najprawdopodobniejsze położenie okre
ślanego punktu o współrzędnych af, y'.

Wielkości przesunięć miejsc geometrycznych zamieniających trójkąt błędów 
na punkt i podporządkowanych warunkowi [u v] = minimum noszą nazwę „naj
prawdopodobniejszych poprawek obserwacyjnych".

A więc, najprawdopodobniejsze niewiadome x', y', i poprawki obserwacyjne
vt, Vs, v3. będą wyznaczone przez układ równań:
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T, obs+v>=,Pi(x',y’)

(3)

?>30b8 + «3 = 9’3(^'> v')

[u u] = minimum

Jeżeli funkcje <p}(x\ y'), fAxr, y'), ^(a', y') są nieliniowe, układ równań (3) jest 
trudno rozwiązalny. Ponieważ w praktyce geodezyjnej przeważnie mamy do czy
nienia z funkcjami nieliniowymi, celem uproszczenia rozwiązania zagadnienia, spo
strzegamy konieczność sprowadzenia ich do formy liniowej. Do tego są nam 
potrzebne współrzędne przybliżone określanego punktu Po(xo, y0).

Jeżeli znamy współrzędne przybliżone x', y' , możemy funkcje <ł>Ax, y) 
V-Ax', y'), 'h(x, y) figurujące w układzie (3) rozwinąć na szereg Taylora \

, , dw, 1 / d2®, 1ii/-)--—-y2 + 
dx dy 2 \ dx2 dx dy dy2 I

. , &p2 1 / 82y2 aV2 d2^ 1
+ (4)

ł>3 obs + v3=v3łx'o, y„) + x + y + y+ 2 ^^7 W + + • ’ ‘
8.r 8y 2 \ Sar2 dx dy dy'2 /

[v u]=minimum

gdzie przez x, y oznaczono przyrosty współrzędnych przybliżonych x0, ya. Wszystkie 
zaś pochodne cząstkowe figurujące z prawej strony układu równań (4), są obliczone 

dla x'=x^, y=y\t.
Układ równań (4) jest identyczny z układem równań (3) i nosi nazwę uogólnio

nego układu równań błędów.
Jeżeli bowiem wielkości x, y są małe (współrzędne przybliżone r0, y0 bardzo 

dokładne), tak że ich kwadraty i iloczyny można zaniedbać w rozwinięciach szeregów 
Taylora, wyżej omawiane funkcje tp^', y), <p7x , y'), <p3(x’, y') możemy aproksy- 
mować wielomianem pierwszego stopnia, ograniczając się do pierwszych pochodnych 
cząstkowych włącznie.

Po odrzuceniu w układzie równań (4) wyrazów drugiego i wyższych stopni 
względem przyrostów zmiennych niezależnych, otrzymamy:

, , 8<Pi 8^,
V.ob8+wi=(Mx<>,yo)+-£y*+ -5-7’ v dx dy

. , &pt dq>2
..bs+= <P-Axn, y„) + - x + ydx dy

, , ‘d<p-i b<p3
^3 ob>+v3=9M:Eo,?/0)+—-rx+-— y 

cx cy

(5)

[v u] = minimum

1 Szeregi w ten sposób uzyskane będą tym bardziej zbieżne, im przyrosty współ
rzędnych przybliżonych x, y będą bliższe zera. Zagadnienie sprowadzenia dowolnego
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W układzie tym równania błędów są już liniowe i posiadają następującą inter
pretację geometryczną. W pobliżu krzywoliniowego trójkąta błędów obieramy sobie 
punkt o współrzędnych , yj i przesuwamy doń początek układu współrzędnych 
(rys. 2).

W punktach K, N, M, przecięcia się miejsc geometrycznych , <p2, z osią 
rzędnych przesuniętego układu wystawiamy do krzywych proste styczne ti, ts, t3. 
W ten sposób uzyskane proste styczne będą nam aproksymowały w pobliżu szuka
nego punktu niewielkie odcinki miejsc geometrycznych będących bokami krzywo
liniowego trójkąta błędów.

W rezultacie (ijak widzimy z wyżej przeprowadzonego rozumowania) układ równań (5) 
zamienia nam na punkt nie krzywoliniowy trójkąt błędów, P,, P2, P3, lecz prosto
liniowy p", p", Ps uzyskany na drodze uproszczeń układu równań (4).

Gdybyśmy rozwiązali dwa układy równań — (3) i i(5), tzn. gdybyśmy wyznaczyli 
dwa różne punkty, odpowiadające tym dwu rozpatrywanym trójkątom błędów, 
odległość między tymi punktami będzie nam charakteryzowała wielkość zaniedby
wanej reszty szeregów Taylora. Jeżeli odległość ta przekroczy określone granice, 
wyrównanie nasze okaże się nieracjonalne.

Wyznaczenie więc warunków, jakim powinny podlegać współrzędne 
przybliżone, będzie polegało na obliczeniu zaniedbywanych reszt szeregów 
Taylora w równaniach błędów i zażądaniu, by reszty te nie przekroczyły 
dokładności wielkości zaobserwowanych.

układu równań nieliniowych do formy liniowej polega na znalezieniu tak wielkiej 
zbieżności szeregów rozwinięć naszych funkcji, by wyrazy drugiego i wyższych 
rzędów nie odgrywały praktycznego znaczenia.
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Uogólnione równanie błędów dla elementu .obserwowanego

<pi = ^i^ + x, y0 + y,---u0+u) będzie:

x 

y'

gdzie x = { >*o =

oraz x=x0+x, zać & 
skalarny współczynnik

i w przedziale:

pewien 
zawarty

xo 
yi y

u uuo

Trzeci wyraz związku (6) jest zarazem zaniedbywaną resztą szeregu:

(7)

2 Kwadraty i symetryczny krakowian, złożony z drugich pochodnych cząstkowych 
funkcji <p{x, y, ...u), znajdujący się w trzecim wyrazie rozwinięcia szeregu Taylora.
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Weźmy więc pod uwagę funkcję długości boku dowolnej sieci geode
zyjnej S2=(x2-x1)2 + (y2-y1)2 (rys. 3)

s-dS

Rys. 3

i obliczmy jej drugie pochodne cząstkowe względem poszczególnych 
zmiennych x1} ylt x2, y2 3

2 Sds= —2 (xt-xl) dXj + 2 (x2-xt) dxs-2 (y2-yt) dy, + 2 (yt-yj dy2

x2-x, x3-x, y2-yL . , y2-yi J
S S S S

1 1
S — (x2~ Xi) — (x2 — a.’,) S — (y2 — y,)—(y2 — y,)

' S S^-A^ &S S
i? = s, ; — = -

S^—Ay3 i)2S ~ ~(x2—x1) 2-(y2—y1) —AxAy
“ “~S» ’ ?~x^y, ” 2-S-S2 S3 ’

a2S 2(y2-y1) (x2~x}) AxAy
Sy,Sx2 2-S3 ’

(xa—Xj)
, -S+(xa-Xi)

d2S S _ -Ss + dx2
HxiSx2 S- S3

symbolicznie powstaje przez kwadrat transpozy krakowiana

d?> 
Sx

‘dy

x
y

oj
a w rzeczywistości jest pochodną, —przy x =

dx

8<p 
&u

u

3 W trakcie wyprowadzenia konkretnych wzorów oznaczono:
x — jednokolumnowy krakowian zmiennych x, y,.. .u
jo— „ „ „ przybliżonych x0, Po••• “o
dx — ,, przyrostów zmiennych niezależnych dx, dy... du.
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&S Vi 1/1 S ~ -SP+dy*

Zy&ih ~ .S* ’ S’

&S (x2—X,) 2(y2—y,) AxAy
8x^2 2-S-S* ’

&S —2 (x2—xj (y2—y,) —AxAy
8x,8y2 — FF ~ ’

8xł & S8 !

^s-^-y^-y,)

ss s’ :
A więc, dla przyjętej funkcji długości boku dowolnej sieci geodezyjnej,

reszta szeregu Rs będzie:

dxt S2 — Ax2 AxAy ~S2 + Ax- AxAy dx

1 dy. — AxAy S2—Ay2 AxAy -S2 + Ay2 dy
Ks 2S3 dx2 -S2+Ax2 AxAy S2~Ax2 — AxAy

dy2 AxAy -S2 + Ay2 — AxAy S^-Ay2 dy-.
1 x~xo+0dx

w formie trygonometrycznejco daje się wyrazić również

. „ sin 299 . .. sin2a)dx, sinli99 sm- q> dxx
2 2

dy^
sin 299 „ sin 299 2--------- — cos <p --------— cos^ 99 dyt

1 2 2
Ks

2S
dx2

. .. sin 299 . „ sin 299— sin2 99 ------- sin2 99---------— dx2
2 2

sin 299 „ sin 299'
dy2 ------- zł _ COg* ---------- cos"5 99 dy2

2 2

’ <p=<po + d(p 
\0=1

gdzie przez 99 oznaczono azymut kierunku 1—2 i ostatecznie

dxJ 
dyj 

dx2'

sin 99 
— cos (p 
— sin rp

cos 99
\<p = (p0 + d<p
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Zakładając dxl — dy1=dx2=dy2 — dS oraz uwzględniając, że I sin <p | =

- i += ; cos <p| = —otrzymamy:
Rs=—-— (8)

Analogicznie jak dla długości, obliczając drugie pochodne cząstkowe 

dla funkcji kąta a = arc tg— arc tg -—------ (rys. 4) 
yi.~yc--------------- yp~~yp

Rys. 4

względem zmiennych xL, y^, xP, yP,xc,yc, będziemy mogli obliczyć resztę 
szeregu Ra; a mianowicie: 

1 1
- (yL - ycy 5--------v ' (yP - y^----------c (vL-vc> yP~yc

da = —------------------------------ 1--------------------------------- da;- +(yp-ycF+tep^cy J C
XT ~xr

(V^-VCy‘

L (yL-yc)2+(xL-xc)2

Xp — XC

(xp—yc)2+(Xp~xcyi _ dyc+

(yL-y^+^L-^ (yŁ“Vc)2 + UL-a:c)2
dVŁ+

1 ■ / Xp \
- (yP - yc)2  -------- ; {yP - ycY -  --------- —(yp-v^ p c \ (yP-yc)2l

—|— —- —-............. - ..... . - —i—_____________________ _______________ d,ij
(yP-ycY+(xp-xcy p (.yP-yc)2+{xp-xc)2 p

■^a ~(Vu~yc^xl.^'xC> -(Vp-yc>^xP~xc> -*2^xIAylj ■ 2Axpdyp
[(.yL-yc)2^(.xL-xcy]‘i+ [(yP-vcY+(.xp~xc)2]2 + Sp

82a (yL-yc)2+(xL-xc^~2 (yL-y^ (y^y^
dxc8yc [(yL—yc)2+(xL~xc)2]s +

-Kl/p-ycy‘1 + (-xP-xc>^+2(yP-xcyi st-2^yl S^-2zly2p
+ l(yp-yc)2+(xp-xcw2 - S4 -,
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ć)2a 2(yL-yc)(xL xc> 2<dxL4yL
Hxc3xl [(yL-yc)‘+(xL-xc)aP s[

d2a 2(yp yg) (Xp Xq) 2dXpdyp

8xc8xp Atyp-yc^+^p-^2^ sf,

&a _-l(yir-vc)2+(xL2?&2Ż^^  ̂ ~sl+^y[

^xcdyL l(yL-ycF+(xL+xc)2]2 s[

t^a (Xp Xq)~ 4" (Pp ycY 2 (yp Pę) (Pp Pę) Sp 2z1 Pp 
8xc8yp [(pP-pcyi + (xp-xcy]2 Sp

&a 2(xŁ—xc)(pL—yc) 2(Xp-xc)(yp-yc) 2Axu^pL 2dxpdyp 
'^c VyP-yc^+^xp~xc^2 s[ s^,

82a — 2 (xL—xc) (yŁ—y^) — 2/lxLzipL
l(pL-pcY+(xŁ--xcy‘y s* 

ł^a [(yL—pc)2 + (xL~xc)2] + 2(xL~xci~ —S^ + dxL y2a
-----------=---------------------------- ----- -- -------------------= .. ------------ ; ----- ------= O
8yL8xL [(yL-yc)2+(xL-xc)!]2 s[ 8xL8xp

2 (Xp Xę} typ Pq) 2AXpdyp '^a
----- ------ =-------- -------------------------:=----------------- ; ------= O 
8Pc8yP Kyp-yc)>1+(Xp-xc)2]2--------------------------- 8xL8yp

d2a 2 (xL — xc) (.y^—Pq) — 2zlxLzlyŁ ^2a
------=-----------------------------------= -------- --- - ;  = O 
8X2L [(yL-Pcy+(xL-xcy],i---------------------------- 8yL8xp

^a ^L~yc)2+(xL~~xc)2~~%(XL~XC^ ^Ł~ 2^xL 82a
~8yc8xL [(yc~yc)2+(xL~xc^2 s[ ’ ^yLc>yp~0’

d2a _ 2(xL-xc)(yL-yc) _ 2AxIAyL 
8y2L [(yL-ycyi+(xL-xcy]i s*l

Wa -2(Xp-xc)(yp-pc) ~2dxpdyp

8Vp [(vP - y^2+^p _ ^cl2!2 s4

ć)2a 2 (yp-yc} (xp-xc) 2^Xpdyp

8xp [(.Pp-Pc}2+(Xp-xc)2y-

1

liPp P(j)~^(Xp x^)2]-h2 (Pp Pq)~ Sp~ł~2App

8xp3yp [(.yp-ycP+(Xp-xc)2]i s4p

82a -[(yP-yc)2 + (Xp-xc')2]+2(Xp-xcy -Sp+2Jx2p

8yc8xp l(yp~ycy+(xp-xc]2]2 Sp
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Dla funkcji kąta, podobnie jak dla długości, zaniedbywana w równa-

dxL — 2AxLAyL ~Sl + 2Axl 
sl

0 0
sl

dyL
-Sl+2Ax2L 2AxLAyL 0 0

sl sl

dxP 0
2AxPAyP — Sp-\-2Ayl

Ra^ —

0
sl A

, 
02

2
dyP 0 0

~Śl+2Ayl — 2AxPAyP

CO
 

U
* sl

dxc
2da?LdyŁ Sl + 2Ayl 2zlxp Ay p S2P-2Ay2p

sl sl s4P Ca

dyc
Sl~2Axl -2AxLAyL Sp 4“ 2AxP 2AxPAyP

sl sl 02
 

U
* sl

lub też w formie

dxL -sin 2^ cos 2^ł 0 0CMco sl

dyL COS 2VL sin 2<pL 0 0
sl to M

dxP 0 0
sin 2<pP — cos 2^

02 *o
 W s2P

2
dyP 0 0

— cos 2yP 
S2P

— sin 2yP

dxc
sin 29’l — Cos 29^ —sin 2<pP cos 2yp

sl

CMco

CMCo s2P

dyc
— cos 2^ -sin 2vl cos 2(pP sin 2^p

sl sl

n
D
. 

co sl
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niach błędów reszta szeregu Taylora wyrazi się wzorem:

2AxLAyL 
si

_ Si-2dxj 
Si

dxv

-Sl+2Aył — 2dxŁ Ayp
dyL

si si
-2AxPAyP -Si+2Axi

si si
dxP

SP—2Ayi 2AxPAyP
dyP

s4P

«a. 
co

— 2AxLAyL 2AxPAyP St~2Ayi S2P~2Ay2P

i

C
o 

-i

C
O

 i
U

* j si si
dxc

S2L-2Ay2L SP — 2dyi 2AxpAyL 2AxPAyP
si si co

 r*
 ■ 

co
dyc

trygometrycznej i a?=x0+ Odx

sin 2^ — cos 2yL dxŁ
si si

— cos 2^ — sin 2<fv dyc

co si
—sin 2^P cos 2<pP dxP

si

04̂

cos 2<pP sin 2wP
dyP

s2P

«a. 
co

— sin 2yL , sin 2<pP cos 2^l cos 2<fP

M 0.
co 

F.CM *J
co

CM 0. 
co 

To 

i dxc

cos cos 2<fP sin 2yL sin 2(pP
dyc

C
o i 1 i i

C
O
 i

■0
“ l

Co

1

CO
 1

•Pp—fo+dępp 
0 = 1



256 Jan Panasiuk

gdzie przez <pL znaczono kierunek lewego ramienia kąta, 
zaś przez (py znaczono kierunek prawego ramienia kąta.

Dla 2ę>L = 2ę>P=45°, reszta szeregu R, osiąga swoje maximum. Analo
gicznie jak dla Rs, zakładając:

dx । = dy j = dxp = dyp = dxc = dyc = dS oraz
V 2sin 2<pL = (ćos 2 <pL) = (sin 2<pP) = (cos 2ęP) = ——

2 
będziemy jnieli:

x 16(dS)2-^- x 16(dS)8-^

i ostatecznie:
n 4p2(dS)s , 4y2(dS)2

— ------i----- -  -I----------- ------ — •
si si

Oznaczając przez Sm długość krótszego ramienia kąta, otrzymamy:

Sm
Wyprowadzone wzory (8) i (9) wyczerpująco odpowiadają na wyżej po

stawione zagadnienie. Jeżeli zaniedbywane reszty szeregów Taylora (dlii 
długości lub kąta) Rs lub Ra będą większe od dokładności wyznaczenia 
wolnych wyrazów w równaniach błędów typu (1), wówczas należy się 
liczyć z nadmiernym zniekształceniem poprawek do obserwacji i wyrów
nanie nasze będzie mało wartościowe:

Załóżmy na przykład, że w pewnej siatce triangulacyjnej, o najmniejszym boku 
trójkąta Sm=5 km, pomierzono kąty z dokładnością Ra— ±1" i do wyrównania obser
wacji metodą pośredniczącą użyto współrzędnych przybliżonych z dokładnością 
± 5 m.

Maksymalna wielkość zaniedbywanej reszty — będzie zgodnie ze wzorem (9)

8-1,4-(5)- 280=----—V =---------------= 0,000011.
“ (5000)2 25 000 000

Widzimy z tego przykładu, że Ra ^ 2" > na, a więc dysponowane współrzędne 
przybliżone są zbyt mało dokładne i na pewno w procesie wyrównania popsują 
nasze obserwacje.

PE31OME

ypaBHHBaHMe HaómojieHHM no cnocoóy nocpeącTBeHHbix M3MepeHnii TpeóyeT 3H3hhs 
npHÓJlHWCHHblK KOOpgHHaT, Ha OCHOBC KOTOpblX BblHHCJISeTCS npHSjIHłKeHHOC 3HaHCHHe 
HaóniofleHHOH BenHHWHbi. CTeneHb npn6nH>KeHMs (tohhocth) oóycaasjiHBaeT BenwMHHy 
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wcKOMbix BeposTHeHUJHx npHpameHHH npH6nH>KeHHbix KoopnHHaT, onpenenseMbix chctc- 
moh HopMa.nbHbix ypaBHeHHH Taycca. noHSTHO, hto Korna HMetouiHecs npnSnHiKeHHbie 
3HaneHH3 KoopnHHaT HenocraTOHHO tomhw, Torna MomeT oKasaTbcsi, hto pasJiowewne 
pana Tafinopa b ypaBH6HH»x ouihóok no HacTHbix npon3BonHbix nepsoro nopanKa He 
COOTBCTCTByeT TpeÓOBaHHSM H OHO MOWeT npHBeCTM K H3J1HU1HHM HCKaweHHSM CHCTCMbl 
HaóntoneHHH. Mouny tcm ycnoBHe pasnoweHMa <J>yHKUHH b pan Tafinopa c orpaHHHeHHeM 
,no qacTHbix npoH3BonHbix nepsoro nopanna ne>KHT b ochobb ypaBHMBaHHa HaónioneHHH 
M3 CHCTeMbi n«HeiiHbix ypaBHeHHH. Bo H36ea<aHHe h3jihuihhx HCKaHteHHH chctcmbi, 
HT'o6bi He nonycTHTb noHHHteHHa tohhocth Ha6juoneHHbix BenHHHH b npopecce ypaB- 
HHBaHHa, Heo6xonnMO noBbicHTb tohhoctb npH6nHH<eHHbix KoopnHHaT Tan, HTo6bi npe- 
He6peraeMbie ocraTKH paajioweHHa panoB Tannopa b ypaBHeHHax oluhóok 6binn 6e3- 
ycnoBHO MeHbiue cpenHHx ouihóok HaónioneHHbix aenHHHH. B craTbe na« bhboh npHÓHH- 
>«eHHbix 4>opMyn npeHe6peraeMbix oct3tkob panoB Tafinopa b ypaBHeHHax ouihóok nna 
<j>yHKpHH CTOpoHbi h yma ihoóoh reone3HqecKOH ce™ b 33bhchmocth ot tohhocth 
npHÓnHH<eHHbix KoopnHHaT. nonyneHbi cnenyioutHe 4>opMynbi:

4(dS)2 8j/f(dS)2
Ks —-----------  , Ka — ___________ •

S „2 ’

rne:

Rs — npeHeSperaeMbiH ocraTOK pana nna H3MepeHHOH nnHHbi CTopoHbi,

Ra — npeHeSperaeMbiH oct3tok pana nna H3MepeHHoro yrna,

S — nnHHa H3MepeHHOH CTopoHbi hbh ee npHÓJiHiKeHHoe 3HaHeHHe,

Sm — nnHHa kopotkoh cropoHbi H3MepeHHoro yrna,

dS — npennonaraeMoe HanSonbuiee npHpameHHe npn6nH>KeHHbix KoopnHHaT.

RESUME

Afin . d’egaliser les obseryations par la methode indirecte on emploie les 
coordonnees approximatives a 1’aide desquelles on calcule une valeur approximative 
de la grandeur observee. Le degre de leur approximation (exactitude) stipule la 
grandeur des accroissements cherches les plus reels des coordonnees approximatives 
qui sont determines par le systeme d’equations normales de Gauss. II est evident que, 
si les coordonnees approximatives disposees sont peu exactes, il est insuffisant de 
se borner aux premieres derivees partielles du developpement de la serie de Taylor 
des fonctions observees dans les equations des erreurs (ce qui est par consequence 
une condition de compensation des observations sur base de systeme des equations 
lineaires) car cela peut occasionner une deformation excessive des observations. 
Afin d’eviter cet inconveniant, c’est a dire une diminution d’exactitude des grandeurs 
obseryees dans les procedes de compensation, il faut augmenter l’exactitude des 
coordonnees approximatives pour que les restes negliges des series de Taylor dans 
les equations des erreurs soient absolument plus petits des erreurs moyennes des 
grandeurs observees.

Dans cet article 1’auteur etablit des formules approximatives pour le reste 
neglige des series de Taylor dans les equations des erreurs des fonctions de la 
longueur du cóte et de l’angle d’un reseau geodesique quelconque en dependance 
d’exactitude des coordonnees approximatives.

17 Geodezja i Kartografia — T. III
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Voila les formules suivantes:

HdS)1 8]'2(dsy
Rs----------- ; —-------------;

S S2m

dont:

R.< — reste neglige de la serie pour une longueur mesuree du cóte

Ru — reste neglige de la serie pour l’angle mesure

S — longueur du cóte mesure ou sa valeur approximative

Sm— longueur du cóte plus court de 1’angle mesure

dS — le plus grand accroissement prevu des coordonnees approximatives.



KOMUNIKAT

Komitet Geodezji PAN w porozumieniu z Komitetem Historii Nauki 
PAN przystępuje do zbierania materiałów związanych z historią geodezji 
i kartografii w Polsce. Materiały te posłużą do opracowania historii nauki 
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Do opracowania przewidziany jest przede wszystkim okres 1'794—1864, 
a więc okres początkowy tworzenia się kapitalizmu w Polsce.

Komitet Geodezji zaprasza najszersze rzesze geodetów do współ
pracy w tej tak ważnej dla naszej dyscypliny działalności, której inicja
tywa wyszła zresztą ze Stowarzyszenia Naukowo-technicznego Geodetów 
Polskich.

Współpraca ta polegać powinna przede wszystkim na zbieraniu i nad
syłaniu wszelkich wiadomości, bibliografii, opisów instrumentów, instruk
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Materiały powinny być kierowane na adres: Polska Akademia Nauk, 
Wydział III, Komitet Geodezji, Warszawa, Nowy Świat 72.

Komitet Geodezji'
Polskiej Akademii Nauk
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ARCHIWUM MECHANIKI PRZEGLĄD GEOGRAFI- --
STOSOWANEJ . 4 60,— CZNY . . ........................... 4 40,—

BIUL. PAN WYDZ. II] J o. 4 20,— PRZEGLĄD HISTORYCZ-
„ „ „ HI N Q P 10 50,— NY................................................ . 4 48,—

„ „ „ iv 5 4 20,— PRZEGLĄD STATYSTYCZ-
BIUL. PAN WYDZ. ID 4 20,— NY................................................ 4 48,—

.................................... III N X aro 10 50,— PRZEGLĄD ORIENTALI- •

.................................... IV 4 20, STYCZNY ......................... 4 48,—
CHROŃMY PRZYRODĘ

OJCZYSTĄ ...... 6 24, -

ROCZNIKI CHEMII . . . 
SPRAWOZDANIA Z CZYN-

4 80,-

CZASOPISMO GEOGRA- NOSCI I PRAC PAN . . 4 40, —
FICZNE .... 4 28,— WIADOMOŚCI ARCHEO-

EKOLOGIA POLSKA 4 28,— LOGICZNE............................... 4 48,—
EKONOMISTA........................
FOLIA BIOLOGICA . . .
GEODEZJA I KARTO-

4
4

60,—
48,— WIADOMOŚCI CHEMICZNE

WSZECHŚWIAT ....
12
12

48, —
48,— ’

GRAFIA .... 4 40,— ZYCIE SZKOŁY WYZSZEJ 12 96,—

ZAMÓWIENIA I WPŁATY
Wpłaty na prenumeratę należy przekazywać na konto PKO nr 1-110-14000, Centralna 
Ekspedycja PPK „Ruęh“ w Warszawie, ul. Srebrna 12, z podaniem tytułu 

zamawianego czasopisma.
Instytucje i biblioteki zamawiające różne czasopisma naukowe winny równocześnie 
z przekazaniem należności podać pod powyższym adresem wykaz poszczególnych 

czasopism, ilość egzemplarzy oraz okres prenumeraty.
W Warszawie i miastach wojewódzkich „Ruch“ przyjmuje zamówienia zbiorowe 
na czasopisma z dostawą bezpośrednią. Instytucje i biblioteki mogą kierować zamó
wienia: w Warszawie — do Delegatury „Ruchu", ul. Rutkowskiego 25, tel. 696-96, 

w miastach wojewódzkich — do miejscowych oddziałów wojewódzkich „Ruchu".
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