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Geodezja i Kartografia. Tom III. Zeszyt 1.

A. Łobanow, M. Konszyn 
Moskwa

Metody sporządzania map topograficznych na podstawie 
zdjęć lotniczych i zasad fotogrametrii

Aerofotogrametria w Związku Radzieckim rozwija się w ścisłym 
związku z rozwojem całej gospodarki narodowej. Bodźcem, który zapo
czątkował rozwój aerofotogrametrii, był znany dekret W. I. Lenina 
o utworzeniu Wyższego Urzędu Geodezyjnego dla kartografowania ob
szaru Związku w celu podniesienia i rozwoju wytwórczych sił kraju oraz 
zaoszczędzenia sił technicznych, środków pieniężnych i czasu. Przy roz
wiązaniu zadania postawionego przez W. I. Lenina geodeci radzieccy zwró
cili szczególną uwagę na aerofotogrametrię, której stosowanie rozpoczęło 
się właśnie od tego czasu.

Początkowo aerofotogrametria w ZSRR była stosowana do sporządza
nia fotoplanów sytuacyjnych na osnowie współrzędnych geodezyjnych 
czterech punktów, zidentyfikowanych na każdym zdjęciu. Jednakże roz
wój gospodarki narodowej podczas pierwszej pięciolatki stalinowskiej po
stawił przed aerofotogrametria zadanie skrócenia terminów kartografo
wania i wysunął nowe żądania co do treści i jakości otrzymywanej mapy. 
Wymagania te doprowadziły do opracowania w ZSRR kombinowanej me
tody zdjęcia aerofototopograficznego. Metoda kombinowana pozwoliła na 
zredukowanie ilości polowych prac geodezyjnych i na sporządzenie pełno
wartościowej mapy topograficznej z warstwicami. Dalszy nieprzerwany 
wzrost gospodarki narodowej wymagał jak najszybszego sporządzenia map 
topograficznych w skali 1 : 100 000 dla całego obszaru Związku Radziec
kiego. Dla zapewnienia realizacji tego zadania opracowano w ZSRR ste- 
reofotogrametryczną metodę zróżnicowaną oraz różne sposoby fotograme
trycznego zagęszczenia osnowy wysokościowej. W wyniku szerokiego za
stosowania tych sposobów osiągnięto duże sukcesy w kartografowaniu ob
szaru Związku Radzieckiego w skalach 1 : 50 000 i 1 : 100 000.

Olbrzymi stalinowski plan przeobrażenia przyrody — wielkie budowle 
komunizmu wymagają sporządzenia map w dużej skali dla znacznych 
obszarów i w krótkim terminie. Zadania te rozwiązuje się obecnie na pod
stawie zdjęć lotniczych i fotogrametrii.

i*
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Z podanego wyżej krótkiego przeglądu widać, że aerofotogrametria 
w ZSRR służy potrzebom gospodarki narodowej i pokojowego budownic
twa w ramach ogólnego systemu planowania gospodarki narodowej. Tu 
tkwi istotna różnica w porównaniu z krajami kapitalistycznymi, w któ
rych aerofotogrametria służy interesom agresywnej, imperialistycznej po
lityki. Nie jest to przypadkiem, że Stany Zjednoczone Ameryki kartogra- 
fują obszary krajów kolonialnych i półkolonialnych, uważanych przez nich 
za bazy wypadowe agresywnych przedsięwzięć, a nie zajmują się zdję
ciami swoich terenów macierzystych.

Szybkie tempo rozwoju gospodarki narodowej ZSRR doprowadziło do 
wspaniałego rozwoju teorii i techniki fotogrametrii, która wyprzedziła 
w wielu dziedzinach osiągnięcia przodujących krajów kapitalistycznych. 
Opracowywanie zagadnień zdjęć lotniczych było przy tym podporządko
wane zadaniu jak największego zredukowania zakresu polowych. prac to- 
pograficzno-geodezyjnych jako najbardziej kosztownych i hamujących 
wydajność pracy przy sporządzaniu mapy topograficznej.

Szybki i nieprzerwany rozwój fotogrametrii tłumaczy się i tym, że 
w Związku Radzieckim praca naukowa jest ściśle związana z produkcją 
i że cały kolektyw pracowników produkcji aerofotogeodezyjnej bierze 
udział w doskonaleniu i dalszym rozwijaniu tej dyscypliny. Duże znacze
nie przy jej szybkim opanowywaniu ma stosowanie nowych metod i przy
rządów oraz odpowiednie wykorzystywanie doświadczeń przodujących ro- 
botników-stachanowców, pozwalające na wprowadzenie zmian do procesu 
technologicznego i do organizacji prac, co podnosi wydajność i zapewnia 
wysoką jakość produkcji.

Wielkie znaczenie dla rozwoju fotogrametrycznych metod sporządza
nia map mają prace teoretyczne uczonych radzieckich: zasłużonego dzia
łacza nauki i techniki RSFRR N. M. Aleksapolskiego, członka-korespon- 
denta Akademii Nauk ZSRR M. G. Kiella, prof. F. W. Drobyszewa, 
prof. M. N. Konszyna, prof. N. A. Urmajewa, prof. G. W. Romanowskiego, 
prof. A. S. Skirydowa i innych.

Wykonywanie zdjęć lotniczych
Wykonawstwu zdjęć lotniczych stawia się z jednej strony żądanie, aby 

były one najwyższej jakości i odpowiedniej dokładności, z drugiej zaś 
strony — aby jak najdokładniej spełniły postawione warunki co do po
krycia obszaru. Podstawowym wymaganiem jest jak największa dokład
ność wyniku końcowego (opracowanej mapy) przy jak najmniejszym za
sięgu polowej osnowy geodezyjnej i jak największej prostocie opracowa
nia fotogrametrycznego.

Zgodnie z tym zdjęcia lotnicze w ZSRR są wykonywane zawsze przy 
założeniu pionowego kierunku osi optycznej fotoaparatu; zdjęć ukośnych 
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nie stosuje się. Z tej przyczyny używa się tylko fotoaparatów jednoobiek
tywowych, a poprzednio używane wieloobiektywowe nie znajdują dziś 
zastosowania.

Do uzyskania możliwie największej dokładności zdjęć stosuje się jedno
obiektywowe kamery lotnicze z dostatecznie wielkim kątem pola widze
nia. Obecnie stosuje się obiektywy konstrukcji M. M. Rusinowa z kątem 
pola widzenia 60°, 100° i 120° (za granicą obiektywy z kątem pola widze
nia 100° zostały wyprodukowane przez firmę Zeiss dopiero w dwa lata po 
wyprodukowaniu obiektywów radzieckich, a przez firmę amerykańską 
dopiero 5 lat później. Obiektywów z kątem widzenia 120n do chwili obec
nej nigdzie więcej nie wyprodukowano).

Obiektywy wmontowane w aerofotoaparaty (kamery lotnicze) typu 
..Topograficzeskij elektriczeskij“ odznaczają się wysokimi zaletami po
miarowymi. W odróżnieniu od szeregu aerofotoaparatów zagranicznych 
(np. amerykańskich typu K-17B i innych) w aerofotoaparatach radziec
kich płyta wyrównująca umieszczona jest w korpusie kamery, co daje 
gwarancję zachowania elementów orientacji wewnętrznej przy zmianie 
kaset. Standardowy wymiar zdjęć wynosi 18X18 cm.

Przy zdjęciach lotniczych stosuje się samoloty o szybkości przelotowej 
do 350 km/godz.

Pokrycie zdjęć zakłada się na 60% w kierunku podłużnym (w celu 
zapewnienia fotogrametrycznego zagęszczenia osnowy poziomej i stereo- 
fotogrametrycznego opracowania rzeźby terenu) i na 30—40% w kierun
ku poprzecznym. Dla zapewnienia wzajemnej równoległości szeregów sto
suje się kompasy słoneczno-cieniowe konstrukcji A. P. Lubimowa.

Długości szeregów ustala się w zależności od skali sporządzanej mapy, 
lecz nie mniejsze od poczwórnej szerokości trapezu arkusza odpowiedniej 
skali. Skalę zdjęcia obiera się zwykle około półtora raza mniejszą od skali 
sporządzanej mapy, z wyjątkiem zdjęć w skali 1 : 100 000 i 1 : 50 000, przy 
których, odwrotnie, skala zdjęcia jest półtora raza większa niż skala mapy 
(dla odczytania drobnych obiektów).

Samoloty do zdjęć lotniczych należy wyposażyć w statoskopy i wyso- 
kościomierze. Statoskop, oparty na zasadzie podanej przez wielkiego uczo
nego rosyjskiego D. I. Mendelejewa, pozwala na pomiar różnicy ciśnień 
w punktach fotografowania w odniesieniu do jednego z nich, przyjętego 
za wyjściowy, a tym samym wyznacza różnicę wysokości lotu.

Oprócz statoskopu na samolocie ustawiony jest wysokościomierz, który 
rejestruje rzeczywiste wysokości lotu w stosunku do terenu. Wskazania 
wysokościomierza fotografują się jednocześnie ze zdjęciem terenu i wska
zaniami statoskopu, co umożliwia określenie skali dla każdego zdjęcia.

Obecnie przy wykonywaniu zdjęć w skalach 1 : 25 000 i 1 : 10 000 na
leży zalecić stosowanie jednoobiektywowych aerofotoaparatów typu ,,To- 
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pograficzeskij-elektriczeskij“, wyposażonych w obiektywy prof. M. M. Ru
sinowa o ogniskowej 70, 100 i 200 mm przy formacie zdjęcia 18X18 cm. 
Zdjęcia lotnicze należy wykonywać bezwzględnie z rejestrowaniem wska
zań statoskopu i wysokościomierza przy zastosowaniu kompasów słonecz- 
no-cieniowych. Pokrycie podłużne należy przyjąć jako równe 60°/o, po
przeczne zaś — 30—4O°/o. Skalę zdjęć należy ustalać w zależności od cha
rakteru kartografowanego terenu oraz skali sporządzanej mapy, mniej 
więcej półtora raza mniejszą niż skala mapy.

Fotogrametryczne zagęszczenie osnowy geodezyjnej
Jak już wyżej wspomniano, podstawowa tendencja technicznego roz

woju aerofotogrametrii sprowadza się do możliwie jak największego 
zmniejszenia zakresu polowych prac geodezyjnych i do zastąpienia ich 
pracami kameralnymi. Dlatego też metody fotogrametrycznego zagęsz
czenia połowęj osnowy geodezyjnej mają dominujące znaczenie we współ
czesnej produkcji aerogeodezyjnej.

Obecnie w Związku Radzieckim znajdują zastosowanie trzy grupy spo
sobów zagęszczenia fotogrametrycznego. W pierwszej grupie wyznacza się 
jednocześnie wszystkie trzy współrzędne przestrzenne, tzn. położenie po
ziome i cechy wysokości punktów. Sposoby tej grupy stosują się przy kar- 
tografowaniu rejonów górskich. Do drugiej grupy należą sposoby pozwa
lające na wyznaczenie tylko cech wysokości sfotografowanych punktów. 
Do trzeciej grupy należą takie sposoby, które pozwalają wyznaczyć tylko 
położenie sytuacyjne fotografowanych punktów. Sposoby tej grupy mają 
zastosowanie bądź to samodzielnie przy kombinowanej metodzie sporzą
dzania mapy, bądź też w połączeniu ze sposobami drugiej grupy przy ste- 
reofotogrametrycznej metodzie sporządzania map terenów równinnych lub 
pagórkowatych. Należy zauważyć, że wykorzystanie wskazań statoskopu 
i wysokościomierza przy fotogrametrycznym zagęszczeniu pozwala na 
znaczne podniesienie dokładności sieci fotogrametrycznych.

Wyznaczenie wszystkich trzech współrzędnych przestrzennych dla sfo
tografowanych punktów osiąga się sposobem opartym na zastosowaniu 
multipleksu i sposobem nieskażonego modelu.

Rozwinięcie przestrzennej sieci fototriangulacyjnej na multipleksie 
sprowadza się do wykonania szeregu kolejnych etapów pracy na jednym 
i tym samym przyrządzie. W ZSRR skonstruowano multipleksy pozwala
jące na opracowanie zdjęć o różnych ogniskowych, włączając w to i 70 mm, 
co odpowiada kątowi 120° pola widzenia kamery rzutującej. Należy nad
mienić, że w ZSRR opracowano metodę wykorzystania zdjęć z przekształ
ceniem wiązek promieni rzutujących (prace prof. Konszyna i innych). Ko
nieczność takiego przekształcenia powstaje wtedy, gdy kąt pola widzenia 
kamery rzutującej nie odpowiada kątowi pola widzenia kamery do zdjęć.
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Metoda nieskażonego modelu oparta jest na wyznaczeniu poprawki do 
pomierzonej różnicy paralaks podłużnych na podstawie paralaksy po
przecznej.

Fotogrametryczne zagęszczenie samej tylko osnowy poziomej wyko
nuje się obecnie sposobami fotopoligonometrii i fototriangulacji. Naj
większe zastosowanie znalazł sposób fotopoligonometrii oparty na wyko
rzystaniu wskazań wysokościomierza. Przy tym sposobie wyznacza się 
najpierw położenie poziome wszystkich wierzchołków ciągu, z których 
za pomocą wcięć znajduje się następnie położenie punktów do przetwa
rzania.

Sposób triangulacji poziomej znalazł zastosowanie w graficznym wa
riancie dla oddzielnych szeregów.

Do drugiej grupy sposobów, pozwalających na wyznaczenie tylko cech 
wysokości sfotografowanych punktów, należą: zróżnicowany sposób foto
triangulacji przestrzennej, sposób linii prostej i sposób dowiązywania 
(przedłużania) na stereometrze.

W zróżnicowanym sposobie fototriangulacji przestrzennej cały proces 
zagęszczenia osnowy wysokościowej podzielony jest na szereg etapów, 
z których każdy wykonuje się oddzielnie. Etapy te są następujące: wyzna
czenie elementów orientacji wzajemnej, obliczenie kątów nachylenia 
zdjęć w stosunku do jednej płaszczyzny nachylonej, pomiar różnic para
laks podłużnych, wprowadzenie do nich poprawek na kąty nachylenia 
zdjęć, obliczenie przewyższeń (różnic wysokości) i zewnętrzna orientacja 
modelów.

Sposób linii prostej polega na wybraniu trzech lub więcej punktów 
położonych na linii prostej, w przybliżeniu prostopadłej do bazy na jed
nym ze zdjęć, oraz na pomiarze odchyleń trzeciego punktu od prostej łą
czącej dwa pozostałe punkty na drugim zdjęciu. Odchylenie trzeciego 
punktu wyraża różnicę paralaks podłużnych, na podstawie której oblicza 
się jego przewyższenie w stosunku do prostej przestrzennej, łączącej dwa 
pozostałe punkty terenu. W chwili obecnej sposób linii prostej ma stosun
kowo, ograniczone zastosowanie.

Sposób dowiązywania (przedłużania) na stereometrze pozwala na wy
konanie zagęszczenia osnowy wysokościowej w drodze kolejnego orien
towania zdjęć na stereometrze.

W ten sposób w ZSRR opracowano dość dużą ilość sposobów fotogra
metrycznego zagęszczenia osnowy poziomej i wysokościowej. Wszystkie 
te sposoby znajdują zastosowanie w zależności od skali sporządzanej ma
py, fizyczno-geograficznych warunków kartografowanego terenu oraz sze
regu innych czynników.

Zgodnie z powyższym w praktyce zagęszczenie osnowy poziomej w te
renach pagórkowatych i równinnych należy wykonywać sposobem foto- 
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poligonometrii przy wykorzystaniu znanej skali zdjęć. W rejonach gór
skich zagęszczenie osnowy poziomej zaleca się przeprowadzać na multi
pleksie z wykorzystaniem wskazań przyrządów rejestrujących w czasie 
lotu elementy orientacji zewnętrznej. Zagęszczenie wysokościowe rejonów 
górzystych najlepiej przeprowadzać na multipleksie albo sposobem nie
skażonego modelu; w rejonach pagórkowatych — sposobem zróżnicowa
nym fototriangulacji przestrzennej, a w rejonach równinnych — sposobem 
dowiązywania na stereometrze.

Metody sporządzania oryginału mapy na podstawie zdjęć lotniczych

W ZSRR stosowane są dwie podstawowe metody sporządzania orygi
nału mapy na podstawie zdjęć lotniczych: kombinowana i zróżnicowana. 
Metody te zostały opracowane przez uczonych radzieckich.

Przy metodzie kombinowanej kontury sytuacji na mapie otrzymuje 
się w wyniku fotomechanicznego lub optycznego przetwarzania pojedyn
czych zdjęć, a rzeźbę terenu zdejmuje się w polu posługując się meto
dami zdjęć stolikowych. Przy metodzie zróżnicowanej sytuację nanosi się 
na mapę w drodze przetwarzania optycznego pojedynczych zdjęć, a rzeźbę 
terenu zdejmuje się stereoskopowo za pomocą specjalnego przyrządu, 
zwanego stereometrem.

Metoda kombinowana

Kombinowana metoda zdjęcia aerofototopograficznego została, opraco
wana w roku 1924 pod kierunkiem zasłużonego działacza nauki i techniki 
RSFRR prof. N. M. Aleksapolskiego.

Zdjęcie przy tej metodzie przeprowadza się albo na fotoplanach, albo 
na pojedynczych odbitkach. Fotoplany zestawia się w tych przypadkach, 
kiedy błędy ze względu na rzeźbę terenu dla punktów leżących w obrębie 
roboczej powierzchni zdjęcia nie powodują na mapie błędów większych 
niż 0,4 mm.

Punkty oporowe, niezbędne do przetwarzania zdjęć i zestawienia foto- 
planów, otrzymuje się w wyniku założenia sieci pomiarowej w pblu i póź
niejszego jej zagęszczenia sposobami fotogrametrycznymi.

Przy zdjęciu na fotoplanach podstawowe procesy metody kombinowa
nej są następujące:

1) sporządzenie projektu technicznego,
2) połowę przygotowanie zdjęć,
3) zagęszczenie oporowej sieci poziomej,
4) przetworzenie zdjęć i zestawienie fotoplanów,
5) zdjęcie rzeźby terenu na fotoplanie i odczytanie sytuacji.
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Projekt techniczny sporządza się na mapie lub na reprodukcji prowi
zorycznego montażu zdjęć. Sporządzenie projektu technicznego powinno 
być poprzedzone starannym przestudiowaniem materiałów fotolotniczych 
i innych materiałów kartograficznych odnoszących się do obszaru prac. 
Na podstawie tych materiałów sporządza się na mapie lub też na 
reprodukcji prowizorycznego montażu projekt sieci poziomej i wyso
kościowej.

Punkty oporowe osnowy poziomej są niezbędne do redukowa
nia sieci fotogrametrycznych. Odległości między tymi punktami za
leżą od skali zdjęcia oraz od jakości materiału aerozdjęciowego 
i dokładności fotogrametrycznego sposobu zagęszczenia sieci oporowej; 
projektuje się zastosowanie tego sposobu przy kameralnym opracowa
niu zdjęć.

Punkty oporowe osnowy wysokościowej są niezbędne dla zdjęcia 
rzeźby terenu. Punkty te wyznacza się na podstawie punktów niwelacyj
nych i geodezyjnych, istniejących na terenie robót. Odległość od dowol
nego punktu na arkuszu mapy do najbliższego punktu wysokościowego 
nie powinna na mapie przekraczać 8 cm w terenie otwartym i 12 cm — 
w zakrytym. Przy projektowaniu osnowy wysokościowej zaznacza się 
trasy poligonów wysokościowych, trasy ciągów i położenie punktów odo
sobnionych.

Wybór sposobu wyznaczania punktów oporowych zależy w głównej 
mierze od fizyczno-geograficznych warunków kartografowanego rejonu. 
W terenie otwartym sieć oporową rozwija się w drodze wcięć z punktów 
triangulacyjnych. W terenie zakrytym wykonanie osnowy przeprowadza 
się za pomocą ciągów teodolitowych lub ciągów stolikowych, prostopadle 
do kierunku szeregów.

Prace połowę rozpoczyna się od wywiadu w terenie, co jest niezbędne 
dla podniesienia dokładności projektu technicznego oraz sporządzenia 
planu prac. Następnie, zgodnie z projektem technicznym, prowadzi się po
miary połowę i obliczenia, w wyniku których otrzymuje się współrzędne 
polowych punktów oporowych. Punkty oporowe odczytuje się i zaznacza 
na fotozdjęciach.

Zagęszczanie sieci oporowej sytuacyjnej wykonuje się bądź za pomocą 
fototriangulacji graficznej, bądź przy użyciu multipleksu, bądź też spo
sobem fotopoligonometrii.

Do przetwarzania fotozdjęć używa się różnych przetworników. Ory
ginalne konstrukcje przetworników zostały opracowane przez profesora 
N. M. Aleksapolskiego i P. P. Sokołowa.

Zdjęcie rzeźby terenu na fotoplanie przeprowadza się za pomocą 
stolika i kierownicy — wysokościomierza konstrukcji G. J. Stodoł- 
kiewicza. Równocześnie ze zdjęciem rzeźby terenu prowadzi się od
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czytywanie sytuacji. Na fotoplan nanosi się przy tym nieodtworzone 
przedmioty terenowe oraz przeprowadza się generalizację obrazu sy
tuacyjnego.

Z fotoplanu sporządza się niebieską odbitkę w odpowiedniej skali, 
a po wykreśleniu jej otrzymuje się oryginał arkusza mapy.

Metoda zróżnicowana i metoda uniwersalna

Zróżnicowana metoda zdjęcia aerofototopograficznego opracowana zo
stała w Centralnym Naukowo-Badawczym Instytucie Geodezji, Aerofoto- 
grametrii i Kartografii w latach 1932—1938 przez zespół uczonych, pro
fesorów: F. W. Drobyszewa, M. D. Konszyna, G. W. Romanowskiego, 
a także przez G. P. Żukowa, N. P. Kalikowa, G. D. Kraszennikowa i in
nych. Metoda zróżnicowana w odróżnieniu od metody kombinowanej 
pozwala otrzymywać na podstawie fotozdjęć nie tylko sytuację, lecz także 
i rzeźbę terenu. Poniżej podajemy opis tej metody.

Na odbitkach stykowych, otrzymanych z negatywów zdjęć lotniczych, 
rysuje się warstwice za pomocą stereometru i wykreśla się kontury sy
tuacji. Następnie warstwice i sytuację przenosi się z fotozdjęć na planszet 
za pomocą projektora optycznego drogą przetwarzania pojedynczych zdjęć 
według stref.

W ten sposób do wykreślenia rzeźby terenu nie trzeba uprzednio prze
twarzać nachylonych zdjęć lotniczych. Stanowi to wielką zaletę radziec
kiej metody zróżnicowanej w stosunku do amerykańskiej metody Brokka, 
która polega na uprzednim dokładnym przetworzeniu zdjęć.

Dla orientowania zdjęć na stereometrze niezbędne jest posiadanie 
4—6-oporowych punktów wysokościowych na każdej stereoparze, a dla 
przetwarzania zdjęć — 4 oporowych punktów osnowy poziomej na każdym 
fotozd jęciu.

Podstawowe procesy metody zróżnicowanej są następujące:
1) sporządzenie projektu technicznego;
2) połowę przygotowanie fotozdjęć;
3) zagęszczenie sieci oporowej;
4) zdjęcie rzeźby terenu na stereometrze;
5) sporządzenie mapy.
Projekt techniczny sporządza się na mapie lub na reprodukcji pro

wizorycznego montażu zdjęć. Na projekcie zaznacza się punkty trygono
metryczne istniejących w rejonie robót, a także oporowe punkty osnowy 
poziomej i wysokościowej, podlegające wyznaczeniu w polu. Oprócz tego 
ustala się sposoby polowego przygotowania fotozdjęć i wyznacza się 
kolejność wykonywania prac polowych. Odległości między punktami 
oporowymi zależą w głównej mierze od skali mapy.
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Przygotowanie połowę fotozdjęć składa się z wyznaczenia położenia 
punktów oporowych w stosunku do punktów triangulacyjnych i niwela
cyjnych, z odczytania fotozdjęć i z zebrania informacji w celu topogra
ficznego opisu rejonu robót. Jako punkty oporowe obiera się punkty 
sytuacyjne. Punkty te odczytuje się i oznacza na fotozdjęciach. Na pod
stawie odczytania w polu wykreśla się na fotozdjęciach sytuację, która 
ma być przedstawiona na mapie. Odczytywanie połowę fotozdjęć może 
być zupełne lub częściowe w zależności od skali zdjęcia i charakteru 
terenu. Na przykład przy zdjęciach w skali 1 : 100 000 w rejonach trudno 
dostępnych odczytuje się fotozdjęcia lotnicze tylko dla charakterystycz
nych fragmentów terenu otrzymując w ten sposób wzorce. Pozostałe foto
zdjęcia odczytuje się w warunkach kameralnych według wzorców.

Zagęszczenie sieci oporowej wykonuje się różnymi sposobami:
1) sposobem zróżnicowanym Centralnego Naukowo-Badawczego Insty

tutu Geodezji, Aerofotogrametrii i Kartografii,
2) sposobem nieskażonego modelu,
3) sposobem fototriangulacji przestrzennej na przyrządach uniwer

salnych.
Wybór tego czy innego sposobu określają takie czynniki, jak: rzeźba 

terenu, kąty nachylenia fotozdjęć, posiadane przyrządy fotogrametryczne, 
przygotowanie kadr itd.

Zdjęcie rzeźby terenu przeprowadza się na stereometrze prof. F. N. Dro- 
byszewa. Stereometr jest przyrządem oryginalnym w rodzaju stereokom- 
paratora z urządzeniami korekcyjnymi, które automatycznie wprowa
dzają poprawki do pomierzonych różnic paralaks podłużnych. Dzięki 
temu pomierzone na stereometrze różnice paralaks podłużnych odnoszą się 
do normalnego przypadku zdjęcia, to znaczy, że są one wolne od wpływu 
kąta nachylenia fotozdjęć i różnic wysokości fotografowania. Na pod
stawie pomierzonych na stereometrze różnic paralaks podłużnych można 
szybko obliczyć wysokości punktów terenu. Opracowanie fotozdjęć na ste
reometrze polega na zorientowaniu stereogramu i wykreśleniu warstwie.

Sporządzenie mapy polega na optycznym przetworzeniu fotozdjęć za 
pomocą projektora. Z fotozdjęć, na których są zarysowane warstwice 
i wykreślona sytuacja, sporządza się diapozytywy i rzutuje się je na plan- 
szet. Przetwarzanie fotozdjęć przeprowadza się według punktów opo
rowych. Sytuację i warstwice przenosi się na planszet według stref. 
Wysokość strefy ustala się w ten sposób, aby błędy ze względu na rzeźbę 
terenu nie przekraczały na mapie 0,4 mm.

Metodę zróżnicowaną stosuje się szeroko przy sporządzaniu map w róż
nych skalach, a zwłaszcza przy sporządzaniu mapy w skali 1 :100 000. 
Tłumaczy się to następującymi zasadniczymi zaletami metody zróżni
cowanej :
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1) szerokim zróżnicowaniem procesów, co pozwala na szybkie sporzą
dzanie mapy dzięki jednoczesnej pracy licznych wykonawców;

2) możliwością opracowywania na przyrządach, stosowanych przy 
metodzie zróżnicowanej, fotozdjęć otrzymanych za pomocą dowolnych 
kamer lotniczych;

3) prostą budową przyrządów, co pozwala stosować je nie tylko w wa
runkach kameralnych, lecz i pniowych;

4) możliwością zastosowania nieskomplikowanych sposobów wyko
rzystania wskazań statoskopu i innych elementów orientacji zewnętrznej, 
zarejestrowanych w czasie lotu.

W rejonach górzystych mapy sporządza się metodą uniwersalną na 
multipleksach, pozwalających na przeprowadzenie zdjęcia sytuacji 
i rzeźby terenu.

Zastosowanie metod aerofototopograficznych do sporządzania map 
w różnych skalach

Wyżej wymienione metody fotogrametryczne stosuje się w ZSRR dc 
sporządzania map w różnych skalach — od 1:2 000 do 1 : 100 000. Dla 
tych map przyjęto następujące wartości stopnia warstwicowego:

Skala mapy Stopień warstwicowy 
(w metrach)

1 5 000 1; 2; 5
1 :: 10 000 1; 2,5; 5
1 : 25 000 5
1 : 50 000 10
1 : 100 000 20

Dokładności map sporządzanych w terenach zagospodarowanych sta
wia się następujące podstawowe wymagania:

1) błędy wyznaczenia położenia punktów oporowych sytuacyjnych 
nie powinny przekraczać 0,2 mm na mapie w terenie otwartym i 0,4 mm 
w terenie zakrytym;

2) błędy punktów osnowy wysokościowej nie powinny przekraczać 
stopnia warstwicowego w terenach równinnych i % stopnia warstwico
wego w rejonach górzystych;

3) graniczny błąd w położeniu warstwicy wynosi % stopnia warstwi
cowego, jeżeli kąty nachylenia w terenie wynoszą od 2 do 6°.

Metody fotogrametryczne zapewniają spełnienie tych wymagań.
Mapa 1 : 5000. Zdjęcie w skali 1 : 5000 wykonuje się metodą kombi

nowaną, zróżnicowaną lub uniwersalną.
Zdjęcia lotnicze wykonuje się w rejonach górzystych aerofotoapara- 

tami o ogniskowej 200 mm, a w rejonach równinnych i pagórkowatych 
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aerofotoaparatami o ogniskowej 70 lub 100 mm. Skala fotozdjęć wynosi 
około 1 : 8000.

Przy zdjęciu metodą kombinowaną wykonuje się tylko poziome do
wiązanie fotozdjęć, a osnowę wysokościową tworzy się jednocześnie z ry
sunkiem rzeźby terenu. Przy zdjęciu metodą zróżnicowaną i uniwersalną 
wykonuje się dowiązanie fotozdjęć zarówno sytuacyjne, jak i wysokoś
ciowe.

Punkty oporowe osnowy poziomej zaznacza się w strefie poprzecznego 
pokrycia zdjęć. Odległości między tymi punktami wynoszą 34-5 krótszej 
długości bazy przy fototriangulacji graficznej i 64-7 krótszej długości bazy 
przy zakładaniu sieci poziomej na stereoplanigrafie lub przy sposobie 
fotopoligonometrii.

Dla każdego stereogramu wyznacza się cechy wysokości (koty) 4 punk
tów. Wyjątek stanowią tereny górzyste, dla których wyznacza się 4 punkty 
wysokościowe dla dwóch przyległych stereogramów.

Odczytywanie zdjęć wykonuje się w polu.
Mapę sporządza się na stereometrze i projektorze, jeżeli teren jest 

pagórkowaty, lub na multipleksie, jeżeli teren jest górzysty.
Mapa 1 :10 000. Zdjęcie w skali 1 : 10 000 wykonuje się metodą kom

binowaną oraz zróżnicowaną.
Zdjęcia aerofoto wykonuje się w skali 1 : 15 000 4- 1 : 17 000 za pomocą 

aerofotoaparatów o formacie zdjęć 18X18 cm. Przy zdjęciu terenów rów
ninnych stosuje się aerofotoaparaty o ogniskowej 70 lub 100 mm; dla 
pozostałych terenów — aerofotoaparaty o ogniskowej 100 lub 200 mm.

W punkty oporowe osnowy poziomej zaopatruje się każdy szereg. 
Odległości między tymi punktami w kierunku szeregu nie przekraczają 
9 km, jeżeli zagęszczenie osnowy poziomej wykonuje się na stereoplani
grafie lub sposobem fotopoligonometrii, bądź 7 km, jeżeli fototriangulację 
wykonuje się na multipleksie. W przypadku zastosowania fototriangu
lacji graficznej odległości pomiędzy punktami oporowymi osnowy po
ziomej nie powinny przekraczać 5 km.

Niekiedy punkty osnowy poziomej rozkłada się równomiernie na całym 
terenie zdejmowanego odcinka, lecz dowolnie w stosunku do szeregów. 
W tym przypadku graniczne odległości między tymi punktami zmniejsza 
się półtora raza w porównaniu z wymienionymi powyżej. Za osnowę wy
sokościową służą 4 punkty, położone w rogach każdego stereogramu.

Jeżeli zdjęcie wykonuje się metodą kombinowaną, wówczas rozkład 
wysokościowych punktów oporowych ustala się w zależności od charak
teru terenu i przyjętego stopnia warstwicowego. Przy zdięciu o stopniu 
warstwicowym 5 m zakłada się podstawowe ciągi wysokościowe tylko 
wzdłuż ramek arkusza. Dla zdjęcia o stopniu warstwicowym 2,5 m za
kłada się podstawowe ciągi wysokościowe lub rozwija się sieci wyso
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kościowe tak gęsto, aby odległości, wzdłuż których trzeba będzie za
kładać ciągi zdjęciowe, nie przekraczały 1,5—2 km.

Jeżeli zdjęcie wykonuje się przy stopniu warstwicowym 1 m, pod
stawowe ciągi wysokościowe zakłada się metodą niwelacji geometrycznej.

Mapa 1 : 25 000. Mapy w skali 1 : 25 000 sporządza się jedną z nastę
pujących metod: kombinowaną, zróżnicowaną lub uniwersalną.

Zdjęcia lotnicze wykonuje się w skali 1 : 17 000 4- 1 : 30 000 za pomocą 
aerofotoaparatów o ogniskowych 200, 100 lub 70 mm

Zdjęcie metodą kombinowaną wykonuje się zwykle na fotoplanach. 
Dla zestawienia foto,planów wyznacza się co najmniej po 5 punktów 
osnowy poziomej na każdy arkusz. Punkty te powinny być rozmieszczone 
po rogach i w środku arkusza.

Dla zróżnicowanej i uniwersalnej metody sporządzania map wyznacza 
się taką samą ilość sytuacyjnych punktów oporowych. Dla zdjęć terenów 
górskich punkty osnowy wysokościowej rozmieszcza się na każdym szeregu 
pośrodku i przy ramkach arkusza. W terenach pagórkowatych punkty 
osnowy wysokościowej rozmieszcza się w rogach każdego fotozdjęcia.

Współrzędne punktów oporowych osnowy poziomej wyznacza się 
w wyniku utworzenia sieci triangulacyjnych i założenia ciągów poligono
wych; wysokości punktów otrzymuje się drogą niwelacji geometrycznej.

W polu wykonuje się pełne odczytywanie fotozdjęć i zbiera się wia
domości potrzebne do sporządzenia opisu topograficznego rejonu prac.

Zagęszczenie sieci oporowej przeprowadza się metodą nieskażonego 
modelu lub na stereoplanigrafie.

Do sporządzenia mapy stosuje się multipleks, jeżeli teren jest górzysty, 
a także stereometr i projektor lub stereoplanigraf, jeżeli teren jest pa
górkowaty.

Powyższe metody sporządzania map zostały opracowane szczegółowo 
i wszechstronnie i są sprawdzone w produkcji. Znalazły one szerokie za- 
stosowaniewZSRR. Można je zalecić do wielkoskalowego kartografowania ja
ko współczesne metody wykonywania map na podstawie materiałów aerofoto.

Z powyższego można wyciągnąć następujące wnioski:
1. Wybitne osiągnięcia w rozwoju fotogrametrii w ZSRR są wynikiem 

stałej opieki i starań, których udziela nauce i technice partia i rząd 
radziecki.

2. Metody sporządzania map z materiałów aerofoto, opracowane przez 
uczonych radzieckich, są najbardziej doskonałe, ponieważ pozwalają na 
dokładne opracowanie fotozdjęć przy minimalnej osnowie geodezyjnej.

3. Skrócenie prac geodezyjnych w radzieckich metodach sporządzenia 
map osiąga się przez szerokie wykorzystanie elementów orientacji ze
wnętrznej fotozdjęć zarejestrowanych w czasie nalotu, a także w wyniku 
zastosowania przyrządów fotogrametrycznych o wysokiej dokładności.



Metody sporządzania map topograficznych 15

4. Pod względem przemyślenia konstrukcji przyrządów oraz techno
logii opracowania fotozdjęć metody radzieckie przewyższają metody spo
rządzenia map stosowane w USA, Anglii i innych krajach kapitalistycz
nych.

W ten sposób radzieckie metody sporządzania map można szeroko 
stosować jako uzasadnione naukowo i gwarantujące wysoką jakość pro
dukcji kartograficznej.

Na podstawie tego, co zostało powyżej podane, można postawić następu
jące wnioski, mające na celu rozwiązanie problemu kartografowania kraju:

1. Sporządzenie map jest najtańsze przy zastosowaniu metod aero- 
fotogrametrycznych, a w szczególności: a) w terenach równinnych —■ me
tody kombinowanej, b) w terenach pagórkowatych —- metody zróżnico
wanej, c) w terenach górzystych — metody uniwersalnej.

2. Zdjęcia lotnicze należy wykonywać aerofotoaparatami jednoobiek
tywowymi przy żądanym pionowym położeniu optycznej osi kamery 
lotniczej oraz z rejestracją wskazań statoskopu i wysokościomierza.

3. Zagęszczenie osnowy poziomej najlepiej wykonywać następującymi 
metodami: a) w terenach równinnych i pagórkowatych — metodami foto- 
poligonometrii lub fototriangulacji, b) w terenach górzystych — na multi
pleksie.

Zagęszczenie osnowy wysokościowej najlepiej wykonywać następują
cymi sposobami: w terenach pagórkowatych — zróżnicowanym sposobem 
fototriangulacji przestrzennej; b) w terenach górzystych — na multi
pleksie i innych przyrządach uniwersalnych lub sposobem nieskażonego 
modelu.

PE3IOME

R3pO<j>OTOrpaMMeTpM5I B CoBeTCKOM Corc>3e pa3BHBajiaCb B TeCHOH CB5I3H C pa3BHTMeM 
HaponHoro xo35iHCTBa. Xo3HMCTBeHHoe nnaHnpoBaHHe u ero peajiH3apna Ha mbcthocth 
Tpe6oBajin ot coBeTCKofl KapTorpa<J>oreoHe3HHecKoii c/iywSbi xopoiuHx Tonorpa$HHecKHx 
KapT b KpaTHafimHe cponn. PeuieHHe btoh 3anaMH Haxonnnocfa b npaMOH 33bhchmocth 
OT SbICTporo pa3BHTHH aspocJJOTorpaMMeTpHH.

Pa3Bn™e HaponHoro xo3aiicTBa b nepnon nepsofi CTajiHHCKoti nsmoieTKH nocTaBHno 
nepen aapo^oTorpaMMeTpMefł sanaHHe coKpameHHs cpoKOB KapTorpac|jHpoBaHHs u Bbin- 
BHHyno HOBbie Tpe6oBaHHS [no OTHOiueHMio k conepsKaHHio w naqecTBy nap™. Tpe6o- 
BaHMH stu npMBe™ b CCCP k paspaóoTKe KOMÓHHHpoBaHHoro Merona aspocjsoTOTonorpa- 
<J>nqecKofi cbeMKH. KoMÓMHHpoBaHHbiii Meron no3BonH5i coKpaTMTb oóieM reone3nqecKnx 
pa6oT h Ha psiny c sthm cosnaTb nonHOKaqecTBeHHbie TonorpacfsHBecKHe kapTbi. JJanb- 
HeiiLLiee HenpepbiBHoe pa3BHTne Haponnoro xo3SHCTBa Tpe6oBano CKopeiiuiero cocra- 
BneHMM Tonorpa<i>HMecKHx KapT b MacuiTafie 1 : 100 000 nns Bcefł TeppHTopHH CCCP.

C penbHj o6e3neqeHH3 pearmaapHH btoh sanasn 6bin paspaOoraH cobctckhh Meron 
nH$epeHpnpoBaHHbix npopeccoB crepeo^oTorpaMMerpHHecKoH cbeMKH a raKSKe paajiHM- 
Hbie cnocoóbi cfoTorpaMMeTpHHecKoro crymeHHa bbicothoh ochobbi.

PeajiH3apHa aaMenaTenbHoro crajiHHCKoro nnana npeoSpasoBanna npHponbi Tpeóyer 
coanaHHH b KpaTHaiłuiHe cpoKH KpynHOMacujTa6Hbix KapT nasi 6ojibujnx npocTpancTB.
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3aaaHM stu peuiaWTCa ceiiMac Ha ocHOBe aspocjjOTOCbeMKH u coapeMeHHbix mgtoaob 
<|?OTorpaMMeTpnH.

Ran bhaho b CCCP a3po$OTorpaMMeTpns cjiy>KHT MHTepecaM HapoflHoro xo3SMCTBa 
u MMpHoro CTpoHTejibCTBa. RBTopbi CTaTbM, npo4>. F\. Ho6aHOB M npocf>. M. Kohuihh, 
onHCbiBaiOT npuMeHsieMbie b CCCP weionbi a3po<|>OTOCT=eMKM, cnocoóbi c^OTOrpaMMeTpH- 
necKoro crymeHHs reonesHHecKoft ocHOBbi, MMetomwe uenbio coKpameHHe no MHHHMyw 
oó-bewa noneBbix reoHe3nnecKnx paóoT, a TaK«e npHMeHsewbie b CCCP Mer oh u co3fla- 
HH51 KapTbl Ha OCHOBe aapOt^OTOCHHMKOB — KOMÓHHHpOBaHHblH H HHcjjepeHUHpOBaHHblii 
MCTOftbl COCTaBJieHMB KapT. B KOHUe CTaTbM aBTOpbl npMBOnST OCHOBbI npMMCHeHHS 
a3po$oTorpaMMeTpnqeCKHx mbtohob uenew cocTaBneHMSt Tonorpa$HHecKkix Kapr 
b MaciiiTa6ax I : 5000, 1 :10 000 u 1 : 25 000.—

RESUME

La photogrammetrie aerienne en URSS s’est developpee en etroite liaison avec 
J’extension progressive de 1’economie nationale. Les plans economiąues et leur rea
lisation dans le pays necessitaient du service geodesiąue-cartographiąue sovietique, 
la production de bonnes cartes topographiąues, dans le plus bref delai. La condi- 
tion reąuise pour accomplir cette tache etait un developpement rapide de la photo- 
grammetrie aerienne.

Le developpement economiąue national pendant le premier ąuinąuennat stali- 
nien a impose a 1’aerophotogrammetrie la tache d’abreger les delais de la produc
tion cartographiąue et presente de nouvelles exigences quant au contenu des cartes 
et a leur ąualite. La conseąuence de ces exigences fut l’elaboration d’une methode 
combinee pour les prises de vues aerophototopographiąues. C’est cette methode 
combinee qui a permis de reduire le nombre des travaux geodesiques a effectuer 
et de produire des cartes topographiąues de pleine valeur. Le developpement econo
miąue et national qui est ininterrompu en URSS exigea dans la suitę une tres 
rapide preparation de cartes topographiąues a 1’echelle de 1 :100 000 pour toute 
l’etendue du territoire sovietique. Pour s’assurer la realisation de cette t&che, les 
Soviets ont cree la methode differenciee qui sert a elaborer les prises de vues 
stereophotogrammetriąues et ont aussi innove differentes autres methodes photo- 
grammetriąues pour 1’aerotriangulation spatiale.

La realisation de la transformation de la naturę d’apres 1’admirable plan stali- 
nien exigeait, a bref delai, la creation de cartes a grandes echelles pour des terri- 
toires etendus. Ces problemes sont actuellement resolus par les prises de vues 
aśriennes et les methodes modernes de la photogrammetrie.

On peut ainsi constater que Taerophotogrammetrie en URSS est au service 
de l’economie nationale et des travaux de construction pacifiąues.

Les auteurs de cet article, le prof. A. Łobanow et le prof. U. Konszyn, decrivent 
les methodes appliąuees en URSS pour executer les prises de vues aeriennes; ils 
donnent les moyens de franchir photogrammetriąuement les espaces depourvus de 
reperes d’altitude, ce qui a pour but de diminuer au minimum le nombre des tra- 
vaux geodesiąues champetres. Ils decrivent egalement 1’application en URSS des 
methodes qui permettent d’executer des cartes, en se basant sur les prises de vues 
aeriennes, c’est a dire la methode combinee et la methode differenciee.

En terminant, les auteurs donnent 1’application des methodes aerophotogram- 
metriąues pour l’execution des cartes topographiąues a Techelle de 1:5 000 
1 : 10 000, et 1 : 25 000.
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Stefan Hausbrandt

Wyrównanie sieci trygonometrycznych 
z odrzuceniem założenia bezbłędności punktów nawiazania

Przy wyrównywaniu metodą najmniejszych kwadratów układów obser- 
wacyj w sieciach geodezyjnych przyjmuje się zasadę stałości punktów 
wyższorzędnych.

Zestawia się więc — jeżeli będziemy posługiwać się metodą spostrze
żeń pośredniczących równania błędów dla obserwowanych elementów 
geodezyjnych. W równaniach tych jako zmienne niezależne, pośredniczące 
w procesie wyrównania obserwacyj, figurują wyłącznie poprawki dx, dy, 
jakie mają być w wyniku wyrównania przyporządkowane przybliżonym 
współrzędnym punktów wyznaczonych. Poprawki współrzędnych punktów 
wyższorzędnych przy zestawianiu tych równań przyjmuje się jako równe 
zeru. Z otrzymanego układu równań liniowych, który zgodnie z przy
jętym zwyczajem przedstawimy w postaci:

aix+biy+az.....+Zj = vż o błędzie średnim mi(i=l,2 . . . n) 
wyznacza się niewiadome, zakładając warunek minimum, czy to w formie 
ogólnej: 

w
mm

= minimum

czy też, przy przyjęciu równości błędów średnich obserwowanych elemen
tów, w formie uproszczonej:

[vv\ = minimum.

Tego rodzaju postępowanie jest zupełnie usprawiedliwione w wypadku, 
gdy dokładność obserwacji na sieci wyższorzędnej jest znacznie większa 
od dokładności obserwacji na sieci wyrównywanej. Jeśli bowiem przyj
mujemy, że poprawki współrzędnych punktów nawiązania są równe zeru, 
to tym samym stwierdzamy, że błędy średnie tych współrzędnych są 
znikome w porównaniu z błędami średnimi, jakimi obciążone będą współ
rzędne wyznaczanych punktów na skutek błędów pomiaru nawiązującego. 
W przypadku gdy sieć niższorzędna pod względem dokładności obserwacji

2 Geodezja 1 Kartografia 
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nie ustępuje sieci wyższorzędnej lub — co się obecnie niejednokrotnie 
zdarza — gdy sieć niższorzędna jest i lepiej zaobserwowana, i poprawniej 
skonstruowana od sieci wyższorzędnej, omawiane przyjmowanie zanied- 
bywalności błędów współrzędnych punktów nawiązania nie daje się logicz
nie usprawiedliwić. Powoduje ono w konsekwencji zniekształcenie do
brego materiału obserwacyjnego dla wypełnienia założeń rachunkowych, 
które nie są bynajmniej zgodne z metodą najmniejszych kwadratów.

Poprawniejsze naukowo podejście do zagadnienia wyrównywania tego 
rodzaju sieci można by sformułować jak następuje k Znajomość współ
rzędnych xw, yw pewnego punktu sieci wyższorzędnej oraz znajomość 
średnich błędów mx, my tych współrzędnych może być — z punktu widze
nia rachunku wyrównawczego — uważana za równoznaczną z zaobser
wowaniem długości xw z błędem średnim mx oraz długości yw z błędem 
średnim My. Wprawdzie długości te nie były bezpośrednio obserwowane, 
lecz określono je na drodze rachunkowej, opierając się na związkach 
funkcyjnych zachodzących między tymi wielkościami a wielkościami ele
mentów geodezyjnych obserwowanych w sieci wyższorzędnej. Niemniej 
jednak błąd średni wielkości x (bądź y) ustalony został w oparciu o duży 
materiał obserwacyjny i tylko w przypadku, gdyby błąd ten istotnie był 
równy zeru, czyli gdyby miara dokładności pośredniej obserwacji nad 
współrzędną x (bądź y) była nieskończenie wielka, byłoby słuszne z punktu 
widzenia rachunku wyrównawczego potraktowanie wielkości x (bądź y) 
w aktualnym procesie wyrównawczym jako wielkości stałej. W przeciw
nym, ogólnym przypadku wielkość tę — podobnie jak i wielkości fak
tycznie dokonanych obserwacyj — należy w procesie wyrównania uważać 
za wielkość zmienną i poddać ją zniekształceniu zgodnemu z warunkiem 
minimum. W konsekwencji współrzędnym punktów nawiązania, scharak
teryzowanym dokładnościowo przez błędy średnie mx, my należy przy
porządkować w procesie wyrównania poprawki vx, vy, podobnie jak całemu 
zespołowi wielkości obserwowanych bezpośrednio i scharakteryzowanych 
dokładnościowo przez błędy średnie m1 m2 . .. mn — przyporządkowu
jemy poprawki vlt v2 ... vn. Oczywiście musi być przy tym zachowany 
naczelny postulat wyrównania metodą najmniejszych kwadratów: suma 
kwadratów poprawek dzielonych przez kwadraty błędów średnich, od
powiadających obserwacyj, musi być najmniejszością:

vv ] ----- = minimum, 
mml 4

1 Zupełnie poprawnym podejściem byłoby łączne wyrównanie materiału obser
wacyjnego dotyczącego obu sieci, co jednak ze względu na nadmierne koszty w grę 
oczywiście nie wchodzi.
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Realizacja rachunkowa wyrównania sieci geodezyjnej przy propono
wanym odrzuceniu założenia niezmienności punktów nawiązania wynika 
w prosty sposób z tego., co było wyżej powiedziane i ma następujący 
przebieg:

1. Dla każdej, dokonanej w sieci obserwacji geodezyjnej, tzn. dla 
każdego pomiaru kąta (względnie „kierunku"), pomiaru długości, czy też 
pomiaru kąta nawiązania astronomicznego — zestawia się równanie błędu 
danej obserwacji. Jako niewiadome w tych równaniach figurują poprawki 
wyrównawcze dx, dy, współrzędnych wszystkich punktów sieci, a więc 
zarówno poprawki współrzędnych punktów wyznaczanych, jak i poprawki 
współrzędnych punktów nawiązania .2

— cos <pik — sin <pik cos q>ik sin <pik

Zestawienie równań obserwacji geodezyjnych tym tylko różnić się 
będzie od zestawiania odnośnych równań w zwykłej sieci geodezyjnej, 
tj. sieci, przy wyrównaniu której zakłada się bezbłędność punktów 
nawiązania, że na miejscu zer symbolizujących w takiej sieci 
poprawki współrzędnych punktów nawiązania, będą figurować niewia
dome dx, dy z odpowiednimi wskaźnikami charakteryzującymi oznacze
nie punktu.

2. Do otrzymanego zespołu równań dołączamy „równania błędów" dla 
współrzędnych każdego z punktów nawiązania:

dx = vX) o błędzie średnim mx, 

dy = vy, o błędzie średnim my,

2 Przypominamy postać tych równań:
Równanie błędu 
obserwacji kątowej 
(lub „kierunkowej")

Równanie błędu ob
serwacji liniowej

dxB dyŁ 
bl

dxp dyp | dxc dyc
AP BP I (AL ap^ (bl bp) + aprz—aobs^^

dxź dyi dxk dyk
d ^prz ^obs v 
2

Równanie błędu kąta 
nawiązania astrono
micznego

ldxź dyt dxk dyk
I Aik Bik Aik Bik

d" ^prz ^obs v

^prs — oznacza tu wartość elementu geodezyjnego (kąta, linii, kąta nawiązania astro
nomicznego, tzn. kąta osiowego obliczonego z azymutu astronomicznego) obliczoną 
z obranych przybliżonych współrzędnych; cpo6s — oznacza wartość elementu zaobser
wowanego i zredukowanego na płaszczyznę odwzorowania. A, B — są współczynni
kami kierunkowymi; dx, dy — poprawkami przybliżonych współrzędnych. Bliższe 
szczegóły podaję w publikacjach Nr 13 i 16, Geodezyjnego Instytutu Naukowo- 
badawczego, Warszawa 1952, oraz w pracy Rachunki geodezyjne, Państwowe Przed
siębiorstwo Wydawnictw Kartograficznych, Warszawa 1953.

2"



20 Stefan Hausbrandt

przy czym dx lub vx oznacza poszukiwaną poprawkę, jaką współrzędna x 
danego punktu nawiązania otrzyma w procesie wyrównania, zaś dy lub vy 
oznacza poszukiwaną poprawkę współrzędnej y3.

3 Oznaczmy przez xpri, ypre przybliżone wartości współrzędnych punktu nawią
zania, przez xobs, yobs „zaobserwowane" wartości tych współrzędnych, tzn. wartości 
tych współrzędnych wyznaczone z błędami średnimi mx, mtJ w wyniku operacji 
obserwacyjnych i wyrównawczych w sieci wyższorzędnej. Wyrównaną wartość współ
rzędnej punktu nawiązania wyrazić możemy jako sumę wartości przybliżonej i po
prawki wyrównawczej dx bądź dy, poszukiwanej w procesie wyrównania, lub też 
jako sumę wartości „zaobserwowanej", tj,. uzyskanej z sieci wyższorzędnej i po
prawki obserwacyjnej v. Mieć więc będziemy: xprz+dx=xobs + vx oraz ypTZ+dy= 
=yo6s+yv. Stąd otrzymamy równania błędów: dx+xprz—xobs=vr oraz dy+ypl,— 

yobs = vn •
Przy przyjęciu za wartości przybliżone współrzędnych ich wartości, „zaobserwo

wanych", tzn. uzyskanych z sieci wyższorzędnej, będzie: dx vr oraz dy=vy.
Oczywiście równania te można również otrzymać z równania obserwacji liniowej 

w postaci ogólnej (patrz odsyłacz 2), podstawiając cos<p=0 lub sin<p=0.

3. W zestawionym, w sposób omówiony w punkcie 1. i 2., układzie 
równań błędów dzielimy każde równanie przez, średni błąd odpowiada
jącej obserwacji otrzymując w wyniku tego dzielenia „zrównoważony 
układ równań błędów", lub — wyrażając się ściślej — układ równań, 
w którym stosunki poprawek obserwacyj do ich błędów średnich okre
ślonych a priori wyrażono jako funkcje liniowe niewiadomych poprawek 
współrzędnych. Ten układ równań bez obawy o nieporozumienia zasym- 
bolizować możemy jak następuje:

di । bf । Ci . , li Vi i o _ \------------- y+ z + . . . + = — (t=l, 2, . . . n), 
mi m{ mi----------------- mi m,

gdzie n oznacza ilość obserwacyj geodezyjnych dokonanych w danej sieci 
zwiększoną o podwójną ilość punktów nawiązania.

4. Od zrównoważonego układu równań błędów w sposób ogólnie znany 
przechodzimy do układu równań normalnych Gaussa pozwalającego wy
znaczyć wartości niewiadomych zagadnienia, spełniające postawiony 
warunek:

vv ]-----  = minimum.
mm I

Po wyznaczeniu wartości niewiadomych możemy podstawić te nie- 
wiadowe do zrównoważonego układu równań błędów i wyznaczyć dla 
każdej obserwacji stosunek jej poprawki do błędu średniego przyjętego 
a priori oraz samą poprawkę.
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Pierwiastkując sumę kwadratów stosunków poprawek do błędów 
średnich podzieloną przez ilość spostrzeżeń nadliczbowych znajdziemy 
wartość m0 :

/ r i
I / LwmJm0— 1/ --------- , (k - ilosc obserwacyj, p — ilosc punktów wyznaczanych).
I k—2p

Od wartości m0 w znany sposób przejdziemy do wyznaczenia średnich 
błędów niewiadomych wyznaczonych z układu równań normalnych 
Gaussa. Stosując symbolikę krakowianową wyrazimy średni błąd i — 
tej niewiadomej układu wzorem:

mi=m0 ,

gdzie a jest krakowianem współczynnikowym zrównoważonego układu 
równań błędów.

Parę uwag należałoby jeszcze powiedzieć na temat apriorycznego usta
lania wartości średnich błędów. Sprawa ta jest bardzo istotna dla wy
równywania układów spostrzeżeń dokonywanych nad wielkościami o róż
nych wymiarach (kąty i linie). Jest rzeczą zrozumiałą, że wyrównywanie 
sieci trygonometrycznych z odrzuceniem założenia bezbłędności punktów 
nawiązania dotyczyłoby wyłącznie niemal większych sieci wplecionych, 
zwanych u nas sieciami wypełniającymi. Punkty pojedyncze lub grupy 
punktów czwartorzędnych są bowiem z reguły skonstruowane i zaobser
wowane (mówię o naszej praktyce) dużo mniej dokładnie i poprawnie 
od sieci punktów, do których zostają nawiązywane, a więc postawienie 
założenia bezbłędności punktów oparcia jest tam logicznie uzasadnione. 
W sieciach wypełniających poprawne ustalenie wartości średniego 
błędu obserwacji kątowej nie nastręcza żadnych trudności. Obfitość 
materiału nadliczbowego pozwala na dokładne i szybkie oszacowanie przy
bliżonej wartości tego błędu choćby przez zastosowanie wzoru Ferrero. 
Nieco gorzej przedstawia się sprawa poprawnego szacowania wielkości 
średnich błędów współrzędnych, których rachunek w większości naszych 
sieci niestety przeprowadzany nie był. Trzeba tu oczywiście generalizo
wać opierając się na praktyce państw sąsiednich, a więc przede wszystkim 
na praktyce radzieckiej i niemieckiej. Sądzę, że przyjęcie jako normy 
błędu średniego wyznaczenia punktu wielkości ±55 mm, cytowanej jako 
średnia wartość w Handbuch der Vermessungskunde Jordana Eggerta, 
byłoby nieco optymistyczne, i że należałoby raczej mówić o średnim błę
dzie współrzędnej rzędu ca ±7 cm. Nie należy zresztą — jak to się często 
robi — zbyt wyolbrzymiać znaczenia takiego czy innego obrania wag.
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Istotą rzeczy jest w naszym zagadnieniu przyjęcie zmienności współ
rzędnych punktów nawiązania w procesie wyrównania. Jeżeli bowiem 
wartość któregoś z punktów nawiązania jest technicznie niska, to znaczy 
jeżeli współrzędne tego punktu są sprzeczne z rozważanym jako całość 
układem obserwacyj i pozostałych współrzędnych — wówczas i tak punkt 
ten w wyniku procesu wyrównawczego ulegnie poważnemu przesunięciu, 
o co prz’ecież właściwie tu chodzi, a obranie takiej czy innej wagi odgrywa 
już rolę raczej drugorzędną, tym bardziej że wątpliwości dotyczące za
kresu zmienności wagi są z reguły niewielkie.

*

* *

Ponieważ koncepcja wyrównywania sieci trygonometrycznych z od
rzuceniem założenia bezbłędności punktów nawiązania jest nieco obca 

przyzwyczajeniu geodety, wydaje się słuszne
zilustrować celowość tej koncepcji na przy
kładzie liczbowym tak skonstruowanym, aby 
celowość ta była logicznie widoczna przed 
rozwiązaniem przykładu. Weźmy w tym 
celu układ przedstawiony na załączonym 
obok rysunku.

Rys. 1

W czworoboku PQRS o punkcie central
nym T zmierzono wszystkie kąty otrzymując 
jako rezultaty pomiarów kątów 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8 — ściśle 45°, zaś jako rezultaty po
miarów kątów 9, 10, 11, 12 — ściśle 90°. 
Układ ten rozpatrywany w oderwaniu od 
punktów nawiązania jest układem obserwa-

cyjnym wewnętrznie zgodnym, nie wymagającym zniekształcania rezul
tatów obserwacji, gdyż wszystkie warunki (cztery sumy kątów w trój
kątach, jedna suma kątów wokółhoryzontalnych i jeden warunek sinu
sowy) są tu ściśle spełnione. Niech dalej współrzędne punktów nawiązania 
będą:

xp=0
a?Q=10 000,00 
xR = 10 000,10
xs=0

yp=o

yR = 10 000,10 
ys = 10 000,00

Łatwo zauważymy, że w największej zgodzie z układem obserwacyj
nym jest tu punkt P. Obydwa bowiem kąty zmierzone na tym punkcie 
będą ściśle zgodne ze współrzędnymi tego punktu i punktów sąsiadu
jących. Mniej zgodne z układem obserwacyjnym będą punkty Q oraz S. 
Zmierzone na tych punktach kąty 2 oraz 7 będą wprawdzie ściśle zgodne 
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ze współrzędnymi tych punktów i sąsiadującego z nimi punktu P, nato
miast kąty 3 oraz 6 zmierzone na tych punktach nie będą zgodne z war
tościami tych kątów wyznaczonymi ze współrzędnych. Zarówno wartość 
zmierzona kąta 3, jak i wartość zmierzona kąta 6 będą mniejsze od war
tości tych kątów obliczonych ze współrzędnych o wielkość (wyrażamy ją 
w mierze radialnej) da=0,00001. Najmniej zgodny z układem obserwa
cyjnym będzie punkt R. Obydwa bowiem zmierzone na nim kąty: 4 oraz 5 
będą większe od wartości tych kątów obliczonych ze współrzędnych 
o wielkość da=0,00001.

W myśl tego, co zostało powyżej powiedziane, najlog;czniej będzie 
przypuścić, że kąty zaobserwowane obciążone są tu znikomymi błędami, 
natomiast współrzędne punktów nawiązania są wyłączną niemal przy
czyną niezgodności układu. Współrzędne punktu P są przy tym prawdo
podobnie obciążone błędami znikomymi, znikome również będą prawdo
podobnie błędy rzędnej punktu Q oraz odciętej punktu S. Gdyby bowiem 
zmienić rzędną punktu Q lub odciętą punktu S — nie zmieniając współ
rzędnych punktu P i R — zgodność w kątach 1 i 8 przestałaby istnieć. 
Natomiast odcięta punktu Q oraz rzędna 
punktu ć> są prawdopodobnie nieco wię
ksze od wykazanych. Zwiększenie bowiem 
rzędnej punktu S oraz odciętej punktu Q 
o niewielkie długości spowoduje zwiększe
nie zgodności kątów 4 i 5, nie wpłynie zaś 
ujemnie na kąty 3 i 6. Wreszcie współ
rzędne punktu R dla zwiększenia zgodno
ści w układzie powinny obydwie ulec 
zmniejszeniu, gdyż wpłynie to dodatnio na 
kąty 5, 6, 3, 4.

Reasumując wyżej wypowiedziane Rys. 2
uwagi dojdziemy do wniosku, że logiczne
postawienie założeń przy czynnościach wyrównawczych powinno spowo
dować w efekcie wyrównania nadanie współrzędnym poprawek, których 
zwrot i stosunkową wielkość ilustruje rysunek 2.

Zaobserwowane wielkości kątów powinny ulec bardzo nieznacznym 
zmianom a to z uwagi na całkowitą zgodność wewnętrzną w zaobserwo
wanym układzie rozpatrywanym niezależnie od punktów nawiązania.

Jest przy tym bez omówień zrozumiałe, że wielkości poprawek w pew
nym stopniu zależne będą od takiego czy innego obrania wag w układzie, 
to znaczy od tego, jakie błędy średnie przyporządkujemy kątom a jakie 
współrzędnym. Przystępujemy teraz do wyrównania układu obserwacyj 
kątowych i współrzędnych punktów nawiązania łącznie, w sposób uprzed
nio omówiony, przy czym za błąd średni obserwacji kątowej przyjmiemy 



24 Stefan Hausbrandt

"± Hprz «obs — V , 
1

±2 , to znaczy m—±0,00001, zaś za błąd średni współrzędnej przyj- 
miemy ±0,10 metra.

Dla obserwacyj kątowych napiszemy tu 12 równań błędów, które mieć 
będą postać ogólną:

dyL dxP dyP dxc dyc
Al Bl -Ap -Bp -(Al-Ap) -(Bl-Bp)

przy czym dxL, dyL są poprawkami współrzędnych punktu na lewym 
ramieniu kąta, dxP , dxP są poprawkami współrzędnych punktu na pra
wym ramieniu kąta, dxc , dyc są poprawkami punktu w centrum kąta, A, 
B są współczynnikami kierunkowymi (wskaźniki £ dla lewego ramienia 
kąta, wskaźniki p dla prawego ramienia kąta), zdefiniowanymi przez 
równania:

A —- —- B=---—
zlx3±z/y2 z/;rs±zly2’

Uprz jest wartością kąta obliczoną z obranych przybliżonych współrzęd
nych, aobs jest wartością kąta zaobserwowaną, wreszcie symbol t przy 
zespole tabel prostokątnych oznacza, że tabele te mają być w trakcie 
rachunku rozwinięte jako tabele wyznacznikowe, których wyznaczniki 
podlegają zsumowaniu.

Jest więc np.:
I3 
. 2

2 |5
7 |3

Rys. 3

= 3 • 7 — 2 • 2±5 • 4 —3 • 1.
4i

Przy liczbowym opracowywaniu układu 
równań błędów najwygodniej jest napisać na 
szkicu wartości współczynników kierunko
wych, współrzędnych i wyników obserwacyj 
kątowych. Robimy to na poniższym szkicu 
(rys. 3), co ułatwi czytelnikowi śledzenie 
opracowania.

Za współrzędne przybliżone punktów na
wiązania przyjęliśmy oczywiście ich współ
rzędne wyjściowe, za współrzędne przybli
żone punktu wyznaczanego T przyjmujemy 
x = 5000,00 m y = 5000,00 m.

Obranie współrzędnych jest tu zresztą
mało istotne, gdyż wartości współczynników kierunkowych, jak również 
wartości kątów przybliżonych są tu łatwe do ustalenia bez bezpośredniego 
opierania się na wartościach współrzędnych.
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Rachunek kątów prowadzimy w układzie radialnym, tj. piszemy it/2 
zamiast 90° itp. Po zastosowaniu wzoru ogólnego do poszczególnych kątów 
otrzymamy następujący układ:

I dxQ
| 0,0001

© o dr p
— 0,0001

dyp
— 0,0001

dxp
0

dyp
0.0001 + 0 =

1

i dxT
! —0,0001

dyT
0,0001

' dxp
0,0001

dyp
0

dXQ
0

dyQ 
— 0,0001 + o = v2

i
dyR dxT dyT d^ę dyo

+ 0,00001
1 \0 0,0001 0,0001 — 0,0001 — 0.0001 0 = ^3

1 dxT dyT d*Q dyQ ^R dyR — 0,00001
1

1 —0,0001 — 0,0001 o 0,0001 0,0001 0 = ^4

I dys dxT dyT ^R dyR — 0,00001: —0,0001 0 0,0001 0,0001 0 — 0,0001 = ^5

| dxT dyT ^R dyR d^s dys
+ 0,00001

1| 0,0001 — 0,0001 — 0,0001 0 0 0,0001 = ve

dxp
0

dyp
— 0,0001

dxT
— 0,0001

dyT
0,0001 0,0001 o

T3

+ o = v- 
1

dxT dyT dxs dVS dxp dyp
+ 0 = v, 

10,0001 0,0001 0 — 0,0001 — 0,0001 0

0,0001
dyQ

— 0,0001
^R
— 0,0001

dyR 
— 0,0001

dxT
0

dyT 
0,0002

+ 0 = 
i

1 ^R dyR dxs dys dxT dyp
+ 0 = v19 

i0,0001 0.0001 0,0001 — 0,0001 — 0,0002 0

dys 1 dxp dyP dxT dyT ;
+ 0 = 

i— 0,0001 0,0001 | 0,0001 0,0001 0 — 0,0002 i

dxp
— 0,0001

dyP I 
— 0,0001 1

cŁrQ
— 0,0001

dyQ
0,0001

dxT
0,0002

dyT i 
0 1 + 0 = vlt

1

Błąd średni każdego równania w tym układzie wynosi ±0,00001.
Dołączając do tego układu równania błędów współrzędnych punktów 

nawiązania: 

dxP=v13 dyP=vli dxQ = v15 dyQ=v16 dxR=v17 dyR=v18 dxs=v19 dys=v20 
o błędach średnich poszczególnych równań ±0,10, otrzymujemy całkowity 
zespół równań błędów, który najpierw sprowadzimy do „równoważności11 
dzieląc każde równanie przez odpowiadający błąd średni, a następnie 
przekształcimy na układ równań normalnych Gaussa. Dzieląc każde rów
nanie przez jego średni błąd — przy jednoczesnym pisaniu równania 
w zwykłej postaci algebraicznej — znajdujemy:
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dxp dyp d«R dys dxT dyT 1

10 —10 —10 10 0
—10 —10 10 10 0

10 10 —10 —10 1
10 —10 —10 10 —1

—10 10 10 —10 —1
10 10 —10 —10 1

—10 —10 10 10 0
10 —10 10 —10 0

— 10 —10 — 10 10 20 0
10 —10 —10 —10 20 0

10 —10 10 10 —20 0
—10 10 10 10 0

10 0
10 0

10 0
10 0

10 0
10 0

10 0
10 0

Przekształcenie tej tabeli na tabelę układu równań normalnych Gaussa, daje:
500 —200 —100 —200 0 0 100 200 —400 200 0

—200 500 200 100 0 0 —200 —100 200 —400 0
—100 200 500 200 100 —200 0 0 —400 —200 + 10
—200 100 200 500 200 —100 0 0 —200 —400 —10

0 0 100 200 500 —200 —100 —200 —400 200 —20
0 0 —200 —100 —200 500 200 100 200 —400 oi-az: —20

100 —200 0 0 —100 200 500 200 —400 —200 —10
200 —100 0 0 —200 100 200 500 —200 —400 + 10

—400 200 —400 —200 —400 200 —400 —200 1600 0 + 20
200 —400 —200 —400 200 —400 —200 —400 0 1600 + 20

przy czym pierwsza z napisanych tabel jest tabelą współczynnikową, zaś 
druga — kolumną wyrazów wolnych układu równań normalnych ustawio
nych po przeciwnej stronie równań.

Rozwiązując ten układ równań metodą nieoznaczoną napiszemy:

dxp 0 5 —2 —1 —2 0 0 1 2 —4 2 ’ —1
dyp 0 —2 5 2 1 0 0 —2 —1 2 —4
dxo 10 — 1 2 5 2 1 —2 0 0 —4 —2

'o? 
dyo —10 —2 1 2 5 2 —1 0 0 —2 —4
drR 
dyR =

—20
—20

0 0 1 2 5 —2 —1 —2 —4 2
0 0 —2 —1 —2 5 2 1 2 —4

1
100

dxs —10 1 —2 0 0 —1 2 5 2 —4 —2
dys 10 2 —1 0 0 —2 1 2 5 —2 —4
dxT 20 —4 2 —4 —2 —4 2 —4 —2 16 0
dyT 20 2 —4 —2 —4 2 —4 —2 —4 0 16
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dxp 0 2484 64 844 896 116 —64 716 —896 1040 —130
dyp 0 64 2484 —896 716 —64 116 896 844 —130 1040

10 844 —896 2484 —64 716 896 116 64 1040 130
dyQ —10 896 716 —64 2484 —896 844 64 116 130 1040
dxR —20 116 —64 716 —896 2484 64 844 896 1040 —130 1
dyR Hi —20 —64 116 896 844 64 2484 —896 716 —130 1040 4160 ■ 100
dxs —10 716 896 116 64 844 —896 2484 —64 1040 130
dys 10 —896 844 64 116 896 716 —64 2484 130 1040
dxT 20 1040 —130 1040 130 1040 —130 1040 130 1365 o
dyT 20 —130 1040 130 1040 —130 1040 130 1040 0 1365

dxp 520 0,0012
dyp 520 0,0012
dxo 16120 0,0387
dyo —520 —0,0012
dxR] —16120 1 —0,0387
dyR

— —16120 416000 “ —0,0387
dxs —520 —0,0012
dys 16120 0,0387
dxT 9100 0,0219
dyT 9100 0,0219

Jak widać z rozwiązania, przewi
dywania nasze dotyczące wielkości 
i kierunku poprawek współrzędnych 
punktów nawiązania spełniły się 
w zupełności: poprawki współrzęd
nych punktu P są znikome (1 mm), 
odcięta punktu Q i rzędna punktu S 
otrzymały znaczniejsze poprawki 
(39 mm), rzędna punktu Q i odcięta 
punktu S1 praktycznie się nie zmie

niły (1 mm), przesunięcie punktu R jest największe a kierunkowo zgodne 
z przewidywaniem (po 39 mm na obu osiach).

Przystępujemy do obliczenia wartości błędów średnich położenia 
punktów sieci. Znajdziemy je mnożąc średni błąd jednostkowy m0 przez 
pierwiastki z elementów obliczonej już odwrotności położonych na głów
nej przekątnej. Będzie więc

mXp =m0 2484/416000 — j/0,0060 -mo
WQ = „ „ =/0,006Ó-mo
WR = „ „ = ^060 m0
mXs— „ „ =]/0^0060-Tno
mXT=m0 /13657416000=/OÓ33 • m0

m2/p=moV/2484/416OÓO=l/ 0,0060-mo 
myQ= „ „ =]/0,0060-m0
mvR — „ „ =]/O,OO6O-mo
mys= „ = ]/0,0060-m0
mVT=moy1365/416000=]/  O,OO33"mo

Błędy średnie punktów nawiązania będą więc (zgodnie zresztą z zało
żeniem) równe między sobą, zaś błąd średni punktu wyznaczanego będzie 
nieco mniejszy.

Dla obliczenia średniego błędu jednostkowego podstawimy otrzymane 
wartości poprawek dx, dy do równań błędów znajdując dla poszczególnych 
obserwacyj stosunki poprawek do błędów średnich v/m, po czym zsumu
jemy sumy ich kwadratów i podzielimy przez ilość spostrzeżeń nadlicz
bowych, równą 10.
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Znajdziemy też poprawkę każdej obserwacji v = (v/m)m, co pozwoli 
nam wyraźnie porównać efekt wyrównania z przewidywaniami oraz skon
trolować bezbłędność całego rachunku przez stwierdzenie zgodności w wy
równanej figurze.

Obliczenie stosunków v/m oraz poprawek obserwacyjnych v daje:
Obserwacja vim V

1 0.0240 0,05"
2 0,0390 0,08"
3 0,1630 0,34"
4 —0,2260 —0,47"
5 —0,2260 —0,47"
6 0,1630 —0,34"
7 0,0390 0.08"
8 0,0240 0.05"
9 0,0630 0,13"

10 0,0630 0,13"
11 —0,0630 —0,13"
12 —0,0630 —0,13"
13 0,0120 0,0012 metra
14 0,0120 0,0012 „
15 0,3870 0.0387 ,.
16 —0,0120 —0,0012 „
17 —0,3870 —0,0387 .,
18 —0,3870 —0,0387 ..
19 —0,0120 —0,0012 „
20 0,3870 0,0387 .,

Stąd suma kwadratów----- =0,7750 i błąd jednostkowy m0 = y 0,0775 = 
mm

= ±0,278 jak również błędy średnie współrzędnych: dla punktów stałych 
0,278 J/ 0,0060, tzn. ±0,022, oraz dla punktu wyznaczanego: 0,278]/ 0,0033, 
tzn. ±0,016.

Błędy średnie położenia punktu mp = ]/m^ + m2 wyniosą: dla punktów 
stałych ±0,022-1,41 =±0,03 oraz dla punktu wyznaczanego ±0,016 • 1,41 = 
= ±0,02.

Rzut oka na poprawki kątowe przekona nas, że ich układ jest najzu
pełniej zgodny z przewidywaniem: poprawki te są zupełnie znikome, naj
większe poprawki otrzymały kąty 4 i 5, najmniej zgodne z współrzędnymi 
punktów stałych.

Wynik wyrównania i analizy dokładności dla naszego przykładu — 
przy odrzuceniu założenia nienaruszalności punktów oparcia — wysłowić 
możemy krótko jak niżej: układ obserwacyjny został niemal że nie znie
kształcony — maksymalna poprawka kątowa jest nieco mniejsza od 0,5" — 
współrzędne punktów nawiązania zostały przez wyrównanie nieznacznie 
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skorygowane — maksymalna poprawka współrzędnej jest nieco mniejsza 
od 4 cm. Błąd średni punktu wyznaczanego wynosi ± 0,02, błędy średnie 
położenia punktów nawiązania są w świetle analizy równe +0,03.

Gdybyśmy przeprowadzili wyrównanie obstając przy zasadzie nie
zmienności punktów stałych otrzymalibyśmy — co łatwo sprawdzić wy
konując na ostatnich kolumnach tabeli na str. 26 znane ogólnie działania ■—■ 
układ równań normalnych Gaussa: 

1600 dxr + 0 dy-j---- 20 = 0
0 dj?r + 1600 dyq—■ 20 = 0 skąd dxT=dyr = 0,0125 ,

to znaczy praktycznie to samo co poprzednio. Jednak przyjęcie takiego 
układu wyrównawczego (współrzędne punktów P Q R S bez zmiany, 
współrzędne punktu T : XT—YT = 1500,012) jest równoznaczne z wielo
krotnie większym zniekształceniem obserwacji. Jeżeli bowiem obliczymy 
teraz wartości poprawek obserwacyjnych (mnożąc ostatnie kolumny ta
beli na str. 26 przez 0,0125, 0,0125. 1,000) znajdziemy:

Obserwacja v/m V

1 0 0"
2 0,25 0,5"
3 0.75 1,5"
4 —1,00 —2,0"
5 —1,00 —2,0"

r w i
6 0,75 1.5"------ = 3,5

L mm J
7 0,25 . 0,5"
8 0 0"

9 0,25 0,5" 1/ — = + 0,59
1/ 10

10 0,25 0,5"

11 —0,25 —0,5" — ± 0,59 1/ ----- = + 0,148
’ XT yT y i6oo

12 —0,25 —0,5" mT= ± 0,209

Wynik wyrównania i analizy dokładności dla naszego przykładu, przy 
przyjęciu założenia bezbłędności punktów oparcia, wysłowić możemy jak 
następuje: układ obserwacyjny został wybitnie zniekształcony — maksy
malna poprawka kątowa wynosi 2"; średnia kwadratów poprawek obser
wacji kątowych jest 180 razy większa jak poprzednio — współrzędne, 
punktów nawiązania zgodnie z założeniem zmianie nie uległy. Błąd średni 
punktu wyznaczanego wynosi ±0,21.

Ta paradoksalna odpowiedź, sprowadzająca się do tego, że dobry we
wnętrznie zgodny układ obserwacyjny został uznany za wadliwy, zaś po
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prawnie wyznaczony punkt został formalnie obciążony ogromnym błędem 
średnim, jest tylko logiczną konsekwencją nieprawidłowego operowania 
rachunkiem wyrównawczym — skoro bowiem wiadomo jest, co zawsze 
zachodzi, że punkty nawiązania nie są bezbłędne, nie jest słuszne zakła
danie ich bezbłędności w procesie wyrównawczym.

Zbyteczne wydaj e się podkreślać, że autor nie zaleca stosowania opi
sanej metody przy wyrównaniu pojedynczych punktów oraz grup w niż- 
szorzędnych zdecydowanie słabszych dokładnościowo sieciach (o czym 
zresztą już w innym miejscu wspomniano). Aczkolwiek pojęciowo byłoby 
to uzasadnione i w takich wypadkach, jednak nie zachodzi tu obawa wy
bitniejszego zniekształcenia układu wyrównawczego przez nieprawidłowe 
wyrównanie.

Na zakończenie słusznie będzie rozważyć, gdzie byłoby celowe stoso
wanie wyrównania sieci geodezyjnych z zarzuceniem założenia bezbłęd
ności punktów stałych. Wydaje mi się, że przede wszystkim dotyczy to 
wyrównania dużych układów obserwacyjnych w triangulacjach wypeł
niających. Istnieją dwie przyczyny przemawiające za celowością takiego 
podejścia w tego rodzaju sieciach.

Z jednej strony poziom techniczny tych sieci jest — zarówno z uwagi 
na pracę nowoczesnymi instrumentami, jak i na ogromną ilość obserwacji 
nadliczbowych — wyższy od poziomu sieci, do których zostają one nawią
zane. Z drugiej strony w niektórych przypadkach spotykamy się z małą 
wartośc;ą techniczną współrzędnych punktów nawiązania, o czym z góry 
nie jest wiadomo. Powoduje to omijanie stosowania najracjonalniejszej 
metody wyrównania — metody spostrzeżeń pośrednich, pozwalającej na 
pełną charakterystykę dokładnościową efektu pracy (średnie błędy współ
rzędnych) — stosowanie metod nacechowanych większą czy mniejszą do
wolnością założeń i nie pozwalających na pełną charakterystykę dokład
nościową pracy lub czyniących tę charakterystykę niesłychanie kosztowną. 
Przy wprowadzeniu wyrównania sieci z zarzuceniem założenia bezbłęd
ności punktów oparcia uzyskujemy też charakterystykę dokładnościową 
dla współrzędnych punktów oparcia, co wydaje się bardzo istotne już 
choćby z tego względu, że niejednokrotnie punkty te ulegają z biegiem 
czasu nieznacznym, lecz nie zaniedbywalnym przesunięciom.

Inną dziedziną, w której zarzucenie założenia bezpłodności punktów 
oparcia też wydawałoby się wskazane, byłyby pomiary o najwyższej pre
cyzji, gdzie niewątpliwie przyjęcie założenia niezmienności punktu może 
mieć ujemny i wyraźny wpływ na układ obserwacyjny przy jego wyrów
nywaniu.
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PE3KDME

ripn ypaBHeHHH Ha6.nioneHHM b TpnaHryji5mM0HHbix ceT»x aBTop npegnaraer oi6po- 
cmb nonoweHHe o 6e3ouiH6oHHOCTH onopHbix nyHKTOB, nocKonbKo oho Hacro npnBoąHT 
K He<t>OpMaUHH BbICOKOKaHeCTBeHHblX CHCT6M HaÓalOgeHHH, a BBOHHTb b npopecce ypaB- 
Henna nonpaBKH Ran b HenocpencrBeHHo Ha6jiK>geHHbie BejiHHHHbi Tan u b KOopgHHaTbi 
onopHbix nyHKTOB.

[VV 1 .
------ 1= MHHHMyM (u — nonpaBKa, m — cp. kb. oluhO- 
mm J

Ka, onpeHejieHHaa a priori) cnenyei:
1. HanncaTb CHCTeMy ypaBHeHHH ouihóok hjis npoH3BegeHHbix b ceru reoge3HHecKHx 

Ha6jiK)fleHHH:
aidx1+bidyi+cl-dx2+didy2+... li—vi co cp. kb. om.

2. npHCOegHHHTb K 3THM ypaBHeHHHM ypaBHCHHSI nonpaBOK KOOpgHHaT „HeH3MeHHbIx‘ ‘ 
nyHKTOB b BHge:

dx=Vax co cp. kb. olu. mx;
dy=Vdy „ „ „ „ my;

3. pasgejiHTb Ka>Kfloe H3 ypaBHeHHH nonyHeHHOH chctcmm Ha cooTBeTCreyiomyio cp. 
KB. OLUHÓKy H nepeHTH OT T3KOH „ypaBHOBetUeHHOH“ CHCTeMbi ypaBHeHHH OLUHÓOK 
k cHCTeMe HopMa.nbHbix ypaBHeHHH Taycca nyTeM npoH3BOflCTBa o6m,eH3BecTHbix 
flCHCTBHH.

OnHcaHHbiH cnoco6 nosBonseT c oahoh eropoHbi coxpaHHTb xopomyio h BHyTpeHHe 
cxoflHMyio cHCTeMy HaójuoneHHH ot ne<t>opMapHH, Bbi3biBaeMOH npHHKTHeM HenpaBHJib- 
HOTO nonOLKeHHS O 6e3OLUH6OHHOCTH OnopHblX nyHKTOB, C ftpyroil CTOpOHbi nO3BOJI5ieT 
parb xapaKTepHCTHKy tohhocth onpefl,ejieHHbix h HcxogHbix nyHKTOB.

B paSoTe npHBogHTCs hhcjioboh npHMep HnniocTpHpyiomHH npouecc hchhcjichhsi.

RESUME

Dang la compensation des reseaux de triangulation, 1’auteur propose de ne pas 
tenir compte de 1’hypothese en cours qui admet les points d’appui comme exempts 
d’erreurs. Cette hypothese cause souvent la deformation des systemes d’observations 
de haute precision. L’auteur propose donc d’introduire au cours de la compensation 
des corrections tant des grandeurs observees directement, que des coordonnees

[vv 1
I = mi

nimum (ou v signifie la correction des compensations et m 1’erreur moyenne corres- 
pondante etablie a priori) le calcul exige alors ces trois points:

1) etablir le systeme d’equations des erreurs pour les observations geodesiques 
accomplies dans le reseau:

aidx1 +bidy1+cidx2+didy2+ . . . lj=uź erreur moyenne m^,
2) ajouter a ces equations la correction des coordonnees des points fixes sous 

cette formę:

dx—v^x ofi 1’erreur moyenne est mx 
dy=vdyofi 1’erreur moyenne est my;
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3) diviser chaque equation du systeme obtenu par 1’erreur moyenne correspon- 
dante et passer d’un tel „systeme equilibre“ des equations normales de Gauss, en 
appliquant les regles generalement connues. Ce procede permet de preserver d’une 
part ce systeme d’observations qui est bon et interieurement concordant, contrę 
la deformation qui s’en suivrait si l’on admettait 1’hypothese injustifiee ou les points 
d’appui sont consideres comme exempts d’erreurs; d’autre part ce procede permet 
de caracteriser exactement aussi bien les points determines que les points donnes.

La notę contient egalement un exemple numerique, illustrant le procede des 
calculs.
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Tadeusz Michalski

Najkorzystniejszy przypadek wcięcia wstecz

Wyznaczenie punktu P (rys. 1) za pomocą wcięcia wstecz wymaga 
określenia trzech wewnętrznych celowych (jednostronnych) z punktu P do 
trzech znanych punktów A, B i C. Określenie celowych następuje przez 
ustalenie wzajemnego ich ułożenia za pomocą kątów a i pomierzonych

Rys. 1

z osobna metodą kątową, albo — jak to w praktyce najczęściej ma miejsce 
— przez pomierzenie na punkcie P kierunków do trzech znanych punktów 
metodą kierunkową.

Ostatecznie w zagadnieniu są znane kąty a i oraz odległości a i b 
między znanymi punktami jak również zawarty między nimi kąt y, przy 
czym ostatnie trzy elementy mogą być obliczone na podstawie znanych 
współrzędnych punktów A, B i C.

3 Geodezja i Kartografia
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Z trygonometrii wiemy, że zależność między sinusem kąta i przeciw
ległym mu bokiem w trójkącie pozwala określić średnicę koła opisanego 
tegoż trójkąta. Przy wcięciu wstecz, gdzie istnieją dwa trójkąty o wspól
nym boku PB, są ustalone dwa koła, mianowicie: koło o punkcie środko
wym Oa przechodzące przez punkty P, A i B, mające promień Ra, oraz 
koło o punkcie środkowym Ob przechodzące przez punkty B, C i P, ma
jące promień Rb. Wspomniane promienie wynoszą odpowiednio:

Ra= a—, Rb=-—--. (1)
2 sin a 2 sin p

Na ich podstawie można by określić współrzędne środków kół Oa i Ob. 
Następnie, znając te współrzędne, można by znów przy pomocy promieni 
Ra i Rb wyznaczyć współrzędne wciętego punktu P.

Z rysunku 1 widać, że geometryczna wartość wcięcia jest uzależniona 
od kształtu trójkąta OhP Oa, a głównie od tego, jak przecinają się promie
nie R a i Rh, bądź — ponieważ styczne poprowadzone w punkcie P układają 
się prostopadle do tych promieni — od kąta, pod którym przecinają się 
styczne Sa i Sb, czyli od kąta <p. Oznaczając kąt PB A przez óa i kąt CBP 
przez ób, przy czym óo+db = y, ibiorąc pod uwagę znane z geometrii twier
dzenie, że kąt zawarty między styczną i cięciwą równa się kątowi obwo
dowemu wspartemu na tej cięciwie, zauważymy charakterystyczny 
związek:

(p= (a + /S) + (óa+ób) = (« + /?) + / , (2)

czyli styczne przecinają się pod kątem równym sumie kątów pomierzo
nych i kąta danego zawartego między znanymi bokami a i b. Kąt ten może 
przybierać wartości między 0° a 360° i wobec tego jego wielkość decyduje 
o praktycznej przydatności wcięcia. Aby kąt <p zdążał do zera, punkty A i C 
muszą zdążać do nakrycia się, a punkty P i B muszą być położone wobec 
siebie w bardzo wielkiej odległości. Jeżeli kąt '/ miałby zdążać do 360°, to 
wyznaczany punkt P musiałby zdążać do nakrycia się z punktem B. Oba 
przypadki przedstawiają momenty krytyczne, w których zadanie staje się 
nierozwiązalne. Oczywiście istnieje jeszcze, jak wiadomo, trzeci moment 
krytyczny, gdy środki obu kół dążą do nakrycia się, czyli gdy punkty dane 
i wyznaczany znajdą się na okręgu jednego koła. Wówczas styczne Sa i Sb 
pokrywają się, a kąt y równa się 180°.

Z powyższego można wnioskować, że korzystne wcięcie wstecz ma 
miejsce wówczas, gdy styczne przecinają się pod kątem 90° bądź 270", 
tzn. pośrodku przedziałów między momentami krytycznymi 0", 180° i 360". 
W celu jednoznacznego zdefiniowania najkorzystniejszego przypadku 
wcięcia wstecz musimy więc przeprowadzić dodatkową analizę. W tym 
celu przyjrzyjmy się rys. 2. Jeżeli w trójkącie ABC kąt y zwiększy się
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o f, to przy niezmienionym kącie a — bok b zmniejszy się o wielkość 
CBn= Jb,a przy niezmienionym kącie fi — bok a zmniejszy się o wiel
kość CĄ = Ja. Łatwo zauważyć, że powstałe punkty Ao i Bo łącznie 
z punktami A i B tworzą czworobok wpisany w koło, ponieważ bok c jest 
widoczny zarówno z punktu Ao, jak i B„ pod kątem y0 = y + e.

Zauważmy dalej, że trójkąt A0CB0 jest podobny do trójkąta ACB, czyli 
kąt B0A0C = a i kąt CBQA0= fi, co wynika z następującego rozumowania: 
Kąt AA^B0 jako wsparty na cięciwie AB0 równa się kątowi (fi — e),
zaś kąt BoA0C = 1800 - (y0 + fi - e). 
a ponieważ wg (3) y0 — e = y, więc 
kąt B„AoC=18O°-(fi + y) = a.

Wobec powyższego prosta 
A0B0 jest równoległa do stycz
nej w punkcie C koła opisane
go na trójkącie ABC, a odstęp 
punktu C od tej prostej ozna
cza wielkość przesunięcia sty
cznej, wywołanego zmianą kąta 
y o e. Jeżeli zmiana tego kąta 
jest bardzo mała, np. jeżeli £ 
oznaczałoby błąd obserwacji ką
ta y, to prostą A0B0 można 
utożsamić ze stycznymi w pun
ktach Ao i Bo koła przedstawio

Rys. 2

nego na rys. 2. Zanim przejdziemy do właściwego zagadnienia, wyznacz
my wielkość przesunięcia stycznej, wywołanego zmianą kąta y o małą 
wielkość £.

Odstęp ten wynosi:
z=A0Csin a = Ja-sin a . (4)

W celu wyznaczenia wartości Ja zróżniczkujemy zależność:

c • sin aa =---------
sin y

w założeniu, że a i y są zmienne:

(5)

da = c , csina------ cos a • a a-------------- cos y ■ dy
siny sin2y

zastępując różniczki różnicami Ja, Ja i Jy, napiszemy:

Ja — —-— cos a ■ Ja — 
sin y

c-sina .----------- CQS y Jy _ 
sin2^

3*
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Po uwzględnieniu, że Aa= — 4y = — e i z uwagi na (5) otrzymujemy:

g
Ja=-------- — (c ■ cos a + a • cos y), 

sin y

a ponieważ ccos a + a cosy=b i wyrażając zmianę kąta w mierze łuko
wej, mamy ostatecznie:

Ja=— ---- -—. (6)
o siny

Podstawiając tę wartość do (4) i uwzględniając, że sin a : siny= a : c, 
otrzymujemy: 

czyli odstęp, o który przesunie się styczna na skutek zmiany kąta obwo
dowego, jest zależny od wielkości zmiany kąta i iloczynu jego ramion po
dzielonego przez cięciwę, o którą wsparty jest ten kąt.

Doszliśmy więc do wzoru podanego przez prof. Hausbrandta1 przy 
omawianiu analizy wcięć metodą tzw. „wstęgi wahań". Z rys. 2 widać, że 

1 Zob. ..Przegląd Geodezyjny" nr 9—10 z r. 1949, sir. 240—249.

chcąc wykreślić w punkcie C styczną do koła opisanego na trójkącie ABC, 
należy długość prawego ramienia odciąć na lewym ramieniu, a długość 
lewego ramienia na prawym, następnie przeprowadzić przez C równoległą 
do linii łączącej otrzymane punkty.

Posługując się „figurą 'błędu" powstałą przez przecięcie się dwóch

Rys. 3

wstęg wahań, jakie można wykreślić 
dla ‘wcięcia wstecz, możemy ostatecz
nie rozstrzygnąć, który przypadek 
wcięcia jest najkorzystniejszy. Wróć
my więc do rys. 1. Na skutek błędów 
obserwacji kątów a i fi styczne Sa i Sb 
podlegają poprzecznym przesunięciom 
w prawo i lewo o wielkości z wyrażo
ne wzorem (7). Szerokość każdej wstęgi 
wahań wynosi 2z, a figura błędów jest

równoległobokiem przedstawionym na rys. 3. Pole 
w razie jednakowej dokładności pomiarów wynosi:

tej figury błędów

2 za 2zb . 4e2 AP-BP BPCP sm (p= ------------------- ------ ----  
sin (p sin <p------------o2 sin cp a b
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Oczywiście najkorzystniejszy przypadek wcięcia ma miejsce wówczas, 
gdy pole figury błędów będzie zdążało do minimum. Warunek ten zaist
nieje, jeżeli:

1) sin <p osiągnie maksimum, tzn. gdy cos <p = 0 , czyli (p będzie równe 90° 
bądź 270°, w rezultacie więc — gdy figura błędów będzie kwadratem;

2) środkowa celowa BP (rys. 1), która we wzorze (8) występuje w dru
giej potędze — będzie możliwie krótka, a boki dane a i b możliwie długie;

3) błąd pomiaru kątów e będzie możliwie nieduży.
Posługując się wzorem (8) obliczmy teraz pola figur błędów dla kilku 

charakterystycznych przypadków, przyjmując długość celowych zasadni
czych 5,0 km i średni błąd
pomiaru kątów ±5". Pole 
figur podamy w cm2, a wy
ciągając pierwiastek kwa
dratowy otrzymamy szero
kość wstęgi wahań.

Na rysunku 4 jest pokaza
ne wcięcie wstecz, które 
spełnia warunek <p = 90°, tzn.
styczne przecinają się pod 
kątem prostym, a więc pole błędów jest kwadratem. Wynosi ono 1156 cm2, 
a wstęga wahań ma szerokość 34 cm.

Rysunek 5 przedstawia wcięcie wstecz, spełniające warunek ę>=270°, 
tzn. pole błędów jest także kwadratem. Jego wielkość wynosi 324 cm^ 
a szerokość wstęgi wahań osiąga 18 cm.

Na rysunku 6 mamy wreszcie wcięcie wstecz, które spełnia warunek 
99=270°, czyli pole błędów jest kwadratem. Jego wielkość wynosi 289 cm2, 
zaś wstęga wahań ma szerokość 17 cm.
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Porównując wartości w poszczególnych przykładach widzimy, że do 
korzystnych przypadków wcięć wstecz nie może być zaliczony przypadek, 
gdy <p = 90°. Równocześnie należy zwrócić uwagę na wielkie pogorszenie 
się geometrycznej wartości wcięcia, o ile odstąpimy od warunku korzyst
nego wcięcia (różnica między przykładem na rys. 5 i 6 jest minimalna).

Przypadek pokazany na rys. 6 wydaje się najbardziej korzystny, bo
wiem pole błędów jest najmniejsze, a styczne przecinają się pod kątem 
prostym. Tak jednak nie jest, ponieważ funkcja sin przy <p = 270°. 
osiąga wprawdzie swe maksimum, jednak zmiany w otoczeniu tego miej
sca nie są zbyt wielkie. Badając sprawę szczegółowiej ustalimy, że jeżeli 
w przypadku przedstawionym na rys. 5, gdzie punkty dane tworzą trójkąt 
równoboczny, punkt wyznaczany umieścimy w jego środku ciężkości 
i przyjmiemy jak na rys. 6 długość celowych wyznaczających po 5 km 
(wszystkie-jednakowo długie), to wprawdzie (p będzie równe 300°, czyli 
styczne nie będą się przecinać pod kątem prostym i pole błędów nie będzie 
kwadratem, jednak wielkość tego pola wyniesie tylko 262 cm2, a długość 
boku figury błędów tylko 16,2 cm.

Łatwo jednak zauważyć, że różnice są minimalne i bez praktycznego 
znaczenia. Po tych wywodach możemy już ustalić kryterium ustalające 
najkorzystniejszy przypadek wcięcia wstecz, mianowicie:

1) punkty dane powinny tworzyć trójkąt w przybliżeniu równoboczny;
2) suma pomierzonych kątów a i fi dodana do kąta zawartego między 

dwoma bokami danymi, powinna wynosić około 270°;
3) wyznaczany punkt powinien znajdować się ■wewnątrz trójkąta, utwo

rzonego przez punkty dane, w pobliżu jego środka ciężkości.

PE3KJME

Tomom CTaTbH aBHseTCH ycTaHOBnenne KpMTepMa, cornacHO KOTopony mowho 6bi 
6bino oaeHHTb reoMeTpnHeCKoe KanecTBo oSpamoM sacenKM no Tpen HanpaBnennsM.

B nadane craTbM aBTop noRasbiBaeT. hto reoweipHHecKoe nanecTBO o6pa™ofi 3a- 
ceaKM 3aBHcm ot yrna Mewny KacaTenbHbiMH Sa u (puc. 1) o6ohx oKpyrKHocreH' 
u npnBOHMT noKasaTejibCTBo Towy, mto stot yron pasen cyMMe M3wepeHHbix yrnoB a u /i 
u yrna y Mewny naBecTHbiMH ctopohsmm a u b. Yron <p nomer MSMeHMTbcsi b npenenax 
ot 0° no 360°. Hbtop nonasbiBaeT, hto cymecrBytoT Tpw KpnTHnecKMX MOMenra, npw ko- 
Topbix sanana He peuiaeTCsi, a menno npn r = 0°, 360° u 180°, Korna MMeeT mocto tbk 
H3B. ..onacHbifł Kpyr“.

Orctona aBTop bbibohht, hto Bbironnasi sacenKa mowot HMeTb wecTo Torna, Korna 
KacaTenbHbie nepeceKaroTcsi non, yrnow 90° mhh 270°, t. 3. nocpennne Memny KpnTHnec 
KHMH HOMCHTaMM.

C nenbro BHBecTH onnosnaMHoe onpenenenne HaMBbironHeHUiero cnynaM oópaTHon 
saceMKH aBTop bbibohmt 3aBMcnMOCTb MeH<ny H3MeHeHnew yrna a BennBMHOM nepeMe- 
meHkis KacaTenbHoti (<topwyna 7), aarew nepexonrrr k ananasy Bonpoca na ocHOBannn 
BenHHHHbi nona ohjh6ok, nonyHeHHoro nepecenenneM nsyx hosicob KoneSaHHM (puc. 3)-
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PaccwaTpMBas TpH xapaKTepHbix npHMepa aBTop gOKasbiBaeT, kto npw ^ = 90° (puc. 4) 
o6paTHyra saceMKy Henbsa npHMHCJiMTb k BbirogHbiM cjiyqaaM, a noceMy cnenyer npnHM- 
waib bo BHMwaHMe TOJibKO f>=270°. HaHMeHbmee nonę oiuh6ok (289 kb. cm.) hmcct 
cnyqaii, npHBegeHHbiił Ha puc. 6: flanbHefiuiHH anann3 noKa3biBaeT, kto HgeanbHbiH 
CJiyqaft o6paTHoii 3aceqKn ipefiyei, mtoSbi gaHHbie nyHKTbi cocTaBjw.nn paBHOCTopoHHHH 
TpeyronbHHK, a onpegejisieMasi TOKKa HaxogHnacb b pempe ero tsukccth. B stom cnyqae, 
Korna y>=300°, nonę oluhóok gocTHTHeT BejiHHHHbi 262 kb. cm. a uinpnHa hoscob Kone- 
óaHHii 16,2 cm. no cpaBHenmo c 289 kb. cm. h 17,0 cm.. BbiqwcneHHbix nasi npHMepa, npw- 
BeneHHoro Ha puc. 6.

HoCKonbKo pasHocrb noayqaeTCH MHHMMa.nbHOM, oda cnysasi Moryr óbiTb npM3HaHbi 
BbirOAHblMH.

RESUME
Cet article etablit un criterium permettant de juger la valeur geometrique 

du relevement basee sur trois visees.
Au debut 1’auteur demontre que la valeur geometriąue du revelement depend 

de l’angle formę par 1’intersection des tangentes Sa et Sb (dessin 1) aux deux 
cercles; il prouve que cet angle est egal a la somme des deux angles observes 
a et fi ainsi que l’angle y contenu entre les cótes connus a et b. L’angle y peut 
etre compris entre les limites 0° et 360°. L’auteur demontre qu’il existe trois mo- 
ments critiąues ou le probleme reste insoluble, a savoir pour<p=0° ou 360° et 180". 
lorsque nous avons a faire au „cercie perilleux“. L’auteur en conclut qu’un relevement 
avantageux peut avoir lieu lorsque les tangentes ferment un angle droit (90° ou 270°). 
c’est a dire au milieu des intervalles entre les moments critiques.

Afin de definir d’une maniere univoque le cas le plus avantageux du relevement. 
l’auteur introduit la relation entre la variation de l’angle et la grandeur du depla- 
cement de la tangente (formule 7). U passe ensuite a 1’analyse du probleme en se 
basant sur la grandeur du champ d’erreurs formę par 1’intersection des deux „ban- 
des d’indecision“ (dessin 3). En examinant les trois cas caracteristiąues 1’auteur 
prouve que lorsque <p = 90° (dessin 4) le relevement ne peut etre classe parmi les cas 
avantageux, de sorte qu’il ne faut prendre en consideration que le cas <p = 270°. 
C’est l’exemple que represente le dessin 6 qui a le moindre champ d’erreurs 
(289 cm2); cependant en poursuivant l’analyse on s’aperęoit que le cas ideał du rele- 
vement exige que les points donnes ferment un triangle equilateral et que le point 
designe se trouve a son centre de grayite. Dans ce cas bien que y soit egal a 300° 
le champ d’erreurs s’eleve a 262 cm2 et la largeur de la bandę d’indecision a 16,2 cm. 
tandis que les nombres respectifs! pour le cas represente par le dessin 6 etaient 
289 cm-’ et 17,0 cm.

La difference etant minime, on peut considerer les deux cas comme des cas 
avantageux du relevement.
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„Miernicka Nauka” Stanisława
(Recenzja)

Pierwsze próby piśmiennictwa technicznego 
u nas odnoszą się tematycznie do miernictwa; 
były to łacińskie kompilacje ze źródeł średniowiecz
nych.

Za pierw-szą z nich uchodzi „Practica geometriae" 
z końca XIV wieku, znajdująca się w bibliotece 
Jagiellońskiej. Drugą chronologicznie pracą w tej 
dziedzinie, wydaną na ziemiach naszych, jest rę
kopis pt. „Geometria Culmensis" (Chełmińska), 
obejmująca geometrię praktyczną, a ułożona z po
lecenia wielkiego mistrza Krzyżaków Konrada von 
Jungingen w roku 1407.

W połowie XV w. jeden z profesorów Akademii 
Krakowskiej, zwany dla biegłości w sztuce lekar
skiej Marcinem Królem (Re.v in medicinis), ułożył 
kurs geometrii praktycznej pt. „Geometria Regis“, 
gdzie streszcza znane wówczas metody pomiarowe 
i opisuje stosowane przy tych pomiarach 
narzędzia.

Były to więc — jak i większość ówczesnych prac naukowych — prace pisane po 
łacinie. Pierwszym polskim drukiem miała być wg Tadeusza Czackiego1 „Nauka 
miernicza" Andrzeja z Łęczycy z r. 1555 której urywek oglądał on w Bibliotece 
Załuskich.

Druk ten jednak nie został odnaleziony, wobec czego za pierwszą książkę polską 
o miernictwie, a zarazem i za pierwszą w ogóle książkę techniczną polską należy 
uważać piękne dziełko Stanisława Grzepskiego pt. „Geometria to iest Miernicka 
Nauka" z r. 1566. Jest to tym bardziej słuszne, że Grzepski, piszący jedenaście lat 
później, nie tylko o Andrzeju z Łęczycy nie wspomina, lecz o książce swej mówi, 
że „iest to rzecz nowa, a w ięzyku naszym przedtem niesłychana".

Historyk nauk technicznych w Polsce prof. inż. F. Kucharzewski dochodzi do 
wniosku, że przeglądana przez Czackiego „Nauka Miernicza" nie była może wykła
dem miernictwa, lecz tylko nauką formalności, przy rozgraniczeniu dóbr, stawianiu 
znaków granicznych itp.

T. Czacki, ,,O litewskich i polskich prawach“, Warszawa 1901 r.
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„Geometria" Grzepskiego została wydana po raz drugi w r. 1861 jako facsimile 
oryginału przez Juliana Bayera. Po raz trzeci ukazała się ona w r. 1929, wydana 
przez inż. Wacława Krzyszkowskiego, jako fotolitograficzna odbitka wydania 
Bayera 2

2 Reprodukcja strony tytułowej podana jest tu z wydania trzeciego.
3 Wymiar III wydania jest identyczny z egzemplarzem oryginału, znajdującym się w biblio

tece Uniwersytetu Warszawskiego.
4 Pierwsi nasi drukarze jak Ungler, Haller, Szarfenberg i inni byli Niemcami.
3 Kurs jest mniej więcej na poziomie klasy 8 naszej szkoły.

Na wstępie pokrótce omówię stronę typograficzną książki. Przede wszystkim — 
format.

Otóż książki naukowe były składane wówczas przeważnie in folio lub in ąuarto, 
tj. o wymiarach V2 i '/i arkusza; tu zaś mamy wymiar in octavo minori — małej 
ósemki, czyli format typowo kieszonkowy, przy wielkości kolumny stronicowej 
61/2X121/2 cm. Nie jest to chyba przypadkowe. Chodziło na pewno o to, aby ówcześni 
nasi miernicy mieli podręcznik połowy s.

Tekst polski drukowany jest czcionką gotycką, tzw. „szwabachą", a łaciński — 
„łacinką" o dwóch krojach: antykwą (Geometria) i kursywą (Corpus, lugerum, 
Linea). Poza tym są tam efektowne inicjały, a w miejscach wolnych między kolum
nami — ładnie skomponowane ozdobniki. Całość zawiera kart nieliczbowanych 64. 
Literami od A do Q oznaczane są tylko poszczególne arkusze, bez paginowania.

Pod ostatnim wyrazem każdej strony (składki) są umieszczone tzw. „kustosze", 
czyli początkowe wyrazy następnej strony; było to konieczne dla ułatwienia bez
błędnego składania, czyli falcowania poszczególnych arkuszy.

Rysunki wykonane w technice drzeworytniczej nie są na zbyt wysokim poziomie 
i mają pewne niedociągnięcia.

Zareagował na to w sposób na ogół nie praktykowany sam autor, dając pośrednio 
taką oto admonicję niezbyt utalentowanemu drzeworytnikowi: „Przy końcu tych 
tu książek mam cię upomnąć Czytelniku miły, iż figury nie wszędzie tak iakoby 
miały być, są uczynione: przeto iż Mistrz co ie rzezał, nie był po ternu".

Książkę tę, wydaną w Krakowie, „Łazarz Andrysowic wybijał". Był on pierw
szym samodzielnym drukarzem narodowości polskiej i posiadł tytuł Królewskiego 
typografa4. Będąc dobrym fachowcem utrzymywał on na wysokim poziomie swój 
warsztat, znany jeszcze jako „Drukarnia Łazarzowa" lub „Officina Lazari". Tak się 
więc złożyło, że pierwszą polską książkę techniczną „wybijał" pierwszy drukarz 
Polak, Łazarz Andrysowic ze Strykowa, powiatu sieradzkiego.

Po karcie tytułowej (bez nazwiska autora) idą wiersze łacińskie, a następnie 
dedykacja polska: Stanisławowi Miłoszewskiemu, Łowczemu Bełzkiemu, który ongiś 
Autora „za praeceptora używać raczył"..

Dalej następuje „Do Czytelnika Przedmowa", gdzie Grzepski perswaduję, aby 
nie zrażać się trudnościami studiów: „Przetoż ieśli zaraz nie wyrozumiesz czego, 
wyrozumiesz drugim razem, albo trzecim, według dowcipu. Rozum człowieczy iest 
takowy, im więcey co bierze przed sye, im częściey co rozmyśla, tym przestrzeniey 
sobie w oney rzeczy czyni, tym więcej obacza y naydzie, czego przedtem nie obaczył, 
nie znalazł". I dla zachęty czytelnika tak kończy: „... a im więcey sye będziesz 
tym bawił, tym lepszym będziesz Geometrem".

Dalej następuje wykład geometrii elementarnej (planimetrii)5 napisany piękną 
polszczyzną w sposób jasny i zrozumiały.

Grzepski miejscami objaśnia powoli, mozolnie, nieraz się powtarzając ,byle tylko 
czytelnika nauczyć. Nie kładzie on przy tym nacisku na stronę dowodową i w nie
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jednym miejscu pomija uzasadnienie danego twierdzenia. Materiał, ilustrowany 
wieloma rysunkami w tekście, podawany jest miejscami bez rozumowanego balastu 
dowodowego, szczególnie tam, gdzie twierdzenie jest oczywiste.

Opisując np. konstrukcję, niezbędną do wystawienia prostopadłej do danej pro
stej, kończy swój wywód w ten sposób: „A żeby to tak było, tegoby sye dowieść 
mogło, ale i kromie dowodów, każdy na figurę patrząc, obaczy że tak iest". Opi
sując kąty naprzemianległe, dochodzi do wniosku, że: „Tu nie trzeba przedłużać 
dowodząc długo, bo y sam wzrok to okazuje, iż kąty te które są y tam y sam 
położone, dwa a dwa ieden drugiemu są równe“.

Tą metodą dydaktyczną Grzepskiego zachwycił się profesor matematyki A. M. 
Rusiecki, pisząc w r. 1930„Jaka szkoda, że po 360 latach poglądy Grzepskiego 
nie są powszechnie przyjęte, a nauczyciel sili się dowodzić uczniom rzeczy, które 
im się wydają tak oczywistymi, że nie trzeba przedłużać dowodząc długo“.

Nie znaczy to oczywiście, że wykład „Geometrii" jest w ogóle pozbawiony pier
wiastka rozumowego. Tam, gdzie autor uważa to za konieczne, mamy wiele przy
kładów pięknie i dowcipnie przeprowadzonych rozumowań przy dowodzeniu danych 
twierdzeń, jak np. o sumie kątów w trójkącie, powierzchni figur równoważnych 
i inne.

Na planimetrii kończą się wiadomości wstępne z geometrii. Stereometrii Grzepski 
nie podaje, tłumacząc to tym, „iż Geometria jeszcze nigdy w Polskim ięzyku nie 
była, ani sye leszcze naszy takowym rzeczom przysłuchali, przetobych nie rad 
przedłużał ani zatrudniał, aby ci co czytać będą, łacniey się wyprawić mogli, 
a wszakże, gdy sye otrze naszym to o uszy może sye potem około tego y to co, y co 
drugiego da napisać"

Druga część wykładu zawiera mierzenie gruntów i wyczerpująco przeanalizowaną 
metrologię.

Podane tam są miary liniowe, jak: łokieć, laska, pręt i sznur oraz miary po
wierzchni. Przechodząc od mazowieckich miar powierzchni do używanych w innych 
częściach Polski, pracowicie analizuje autor różne pisma współczesne o mierzeniu 
łanów, porównywa je z włóką chełmińską a w końcu daje rozdziałek „O Morgu 
Rzymskim".

Dla historyka metrologii część wykładu o miarach gruntowych w Polsce 
wieku XVI jest źródłem pierwszorzędnym.

Najciekawsza jednak wydaje się trzecia i ostatnia część wykładu: „O mierzeniu 
Wysokości, Dalekości y Głębokości". Jest to niejako uwieńczenie całości kursu 
„nauki miernickiej": podane są tu sposoby obliczania wielkości niedostępnych do 
bezpośredniego pomiaru w oparciu o zasadę podobieństwa trójkątów.

Jak tego rodzaju umiejętność była ważna dla ówczesnych „mierników", świadczy 
fakt, że — według bezimiennego biografa — Grzepski do wydania swego dziełka 
„miał okazyą z przypadku znacznego, który się stał w Wilnie przy dworze króla, 
Augusta, dla Geometryi głupiej Mierników na Podlasiu, którzy czasem przez po- 
środek izby sznur ciągnęli, dziury przewierciawszy". Najwidoczniej miernicy pod
lascy, mając przeszkodę na trasie w postaci zabudowań wiejskich, nie umieli sobie 
dać z tym rady inacznej, jak dziurawiąc izby, gdyż sposoby obliczania odległości 
niedostępnych nie były im znane.

Chcąc dać próbkę stylu wykładów Grzepskiego, pozwolę sobie na nieco dłuższą 
cytatę o pomiarze wysokości przy pomocy laski:

6 „Parametr", czasopismo poświęcone nauczaniu matematyki, tom 1, zesz. 3, 1930 r.
7 Niestety dalszego ciągu „Geometrii" Grzepski nie zdążył napisać, zmarł bowiem 1 grudnia 

1570 r. mając lat 46.
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„Kiedyby cieniu nie było, a Dyoptry by też niemiał, a chciałby zmierzyć co wy
sokiego, tedy tak uczyń: weżmi laskę, iako długą chcesz, postawże ią prosto na 
równiey, potym zchyl sye na ziemie, albo sye układź, patrzże z ziemie pomykaiąc 
sye tak długo, aż przez samy wierzch oney laski uźrzysz wierzch wysokości tey 
którą chcesz zmierzyć. Jako na przykład: Niech będzie wysokość a. b. postawże 
laskę c. d. patrzże od ziemie przymykając sye, albo umykaiąc tak długo, aż przez 
wierzch laski d. uźrzysz wierzch a. Punkt gdzie oko twoje na ziemi iest, przezo- 
wiemy e. Tu widzisz, że dwa kliny są z równymi kąty.. itd.

Wywód podany jest piękną polszczyzną, w sposób prosty, a jednocześnie tak 
plastyczny (chciałoby się powiedzieć: „namacalny"), że nawet załączony tam rysunek 
wydaje się zbędny.

Godnym uwagi poza tym jest polskie słownictwo matematyczno-techniczne. Nie 
miał tu Grzepski zadania łatwego: trzeba było zebrać istniejące odpowiedniki, któ
rych w matematyce wówczas na pewno prawie nie było, a brakujące — tworzyć.

„Na stworzenie nowego wyrazu tyle prawie trzeba talentu, ile na stworzenie 
nowej myśli" — pisał Jan Śniadecki z okazji wprowadzania przez Kołłątaja do 
Akademii Krakowskiej polszczyzny jako języka naukowego zamiast przyjętej jeszcze 
wówczas łaciny.

Słownikarz dzisiejszej doby — inż. H. Chmielewski — wręcz twierdzi, że jak 
wykazała dotychczasowa praktyka, „narodziny nowego słowa trwają w mozolnym 
trudzie niekiedy całe lata" 8.

8 Inż. H. Chmielewski, „o polskie słownictwo techniczne”, „Przegląd Techniczny” 
nr 6 z 1953 r.

Niektóre próby Grzepskiego są dość nieśmiałe, jak np. Linea, w pierwszym przy
padku ma formę łacińską, a w innych niejako spolszczoną: Liniey, Linią i liczba 
mnoga: Lineae, Linie, Linearni itp. Natomiast charakterystyka linij jest już ściśle 
polska: „Okrągła Linea" (na rysunku okrąg), „Zatoczona" (na rys. spirala), „Krzywa" 
(na rys. coś w rodzaju sinusoidy), „Zamotana" (brak definicji i rysunku).

Podając łacińskie: circulus i circum-ferentia, nazywa je „koło" i „obwód", czyli 
rozróżnia pojęcia koła i okręgu koła. „Corpus, które może być rzeczono hrubość", 
jest to ciało lub bryła, a grubość nazywa się „miąższość". Trójkąt nazywa „klinem". 
„Dno" jest to podstawa trójkąta lub innej figury. „Równia" — płaszczyzna, „Nie 
równia" — powierzchnia nie płaska. „Końćzasty kąt" — ostry, „tępy kąt" — roz
warty. „Węgieł" — wierzchołek figury. „Zwierzchność" —- powierzchnia. „Połóż oko 
na Liniey" — celuj. Jest jeszcze Wiele innych, lecz wprost uderzający swą trafnością 
wydaje mi się „promień wzrokowy" na określenie celowej.

Należy więc uznać jeszcze jedną zasługę Grzepskiego: był on pierwszym naszym 
słownikarzem w dziedzinie matematyczno-geodezyjnej. Terminologię polską ma przy 
tym znacznie lepszą niż niektóre późniejsze książki matematyczne innych autorów.

Każde wydanie „Geometrii" miało swój oddźwięk wśród uczonych. Słynny nasz 
matematyk z XVII wieku — Jan Brożek, profesor Akademii Krakowskiej, tak ocenił 
tę książkę, że po roku 162S wydał rozprawę pt. „Księdza Jana Brosciusa Przydatek 
pierwszy do Geometryey Polskiey Stanisława Grzepskiego" i widać miał zamiar 
napisać więcej tych przydatków. Miał Brożek poza tym specjalny sentyment do 
tej pięknej książki, gdyż — jak wspomina w jednym ze swych dzieł — uczył go 
z niej geometrii ojciec.

Pod koniec XVII w. książka ta była widocznie wyczerpana, gdyż przestała być 
znana. Stanisław Solski w swym obszernym dziele „Geometria Polski", wyda
nym w latach 1683—1686, nie wspomina o niej; później znano już tylko Solskiego.
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Nie znał wcale Grzepskiego Tadeusz Czacki i dopiero Bogumił Linde umieścił 
„Geometrię" wśród źródeł do swego „Słownika języka polskiego", wydanego 
w r. 1805.

Wydanie drugie (z roku 1861) spowodowało obszerną recenzję matematyka prof. 
S. Dicksteina, a później nieco — monografię prof. F. Kucharzewskiego°. Wydanie 
trzecie (z roku 1929) ukazało się jednocześnie z wyżej wymienioną monografią, 
gdzie prof. Kucharzewski nadmienia, iż „Geometrię" słuszniej zaliczyć wypada „do 
naszego piśmiennictwa technicznego niż matematycznego".

Nie minęło to również bez echa, W sposób niezmiernie żywy i interesujący zarea
gował na to jako matematyk prof. A. M. Rusiecki w swej recenzji w „Parametrze": 
„Czarna niewdzięczność! Nie dość, że miernictwo opiera swe metody pracy niemal 
wyłącznie na geometrii, ale jeszcze chce przywłaszczyć sobie pierwsze polskie 
dzieło pod tytułem «Geometria», uważając je za należące «do naszego piśmien
nictwa technicznego». Wprawdzie sama geometria powstała na podłożu miernictwa 
(bo egipskie «omętry» byli pierwszymi geometrami), a nawet sama nazwa geometrii 
zdradza to jej pochodzenie, ale tym niemniej ma ona samodzielny żywot, o wiele 
bujniejszy od żywota swego protoplasty miernictwa".

Inaczej mówiąc zagadnienie to sprowadził prof. Rusiecki do pytania: czy „Geome
tria" Grzepskiego jest „nauką czystą", czy „stosowaną"? Otóż geometria egipska 
była tą sztuką o której świadczy jej nazwa grecka — wcale już nie odpowiadająca 
jej treści w późniejszym ujęciu Euklidesa — sztuką „mierzenia ziemi", bardzo 
potrzebną tam, gdzie coroczne dobroczynne powodzie Nilu niszczyły miedze gra
niczne między łanami. Była to więc oczywiście „nauka stosowana", nie „czysta".

Zapłodniła ona myśl naukową Greków, twórców geometrii jako „nauki czystej", 
która w dalszym ciągu ma już swój samodzielny żywot i staje się między innymi 
bazą, na której z kolei opiera się sztuka mierzenia ziemi. Klasycznym tego przy
kładem jest właśnie podręcznik Grzepskiego: daje wstęp z geometrii „czystej", aby 
z kolei przejść do geometrii praktycznej, czyli „stosowanej", gdyż celem jest tu 
nauczanie sztuki mierzenia ziemi.

Każdy więc geodeta powie: „Grzepski jest nasz i Miernicka jest jego Nauka".
Ręczę poza tym, że i sam Grzepski przytaknąłby nam cytatą ze swej „Geometrii": 

„Nic sye iedno od drugiego nie odstrzela, y owszem sye iedno z drugim zgadza".
Na zakończenie chcę jeszcze nadmienić, że do „Geometrii" Grzepskiego nie należy 

podchodzić wyłącznie jak do ciekawostki bibliofilskiej, mogącej zainteresować miło
śników naszej kultury narodowej z zakresu matematyki i techniki. Pomimo swej 
nieznacznej objętości niezwykła ta książka jest bogatym materiałem źródłowym 
do badań naukowych nie tylko dla bibliotekarzy, nauczycieli, badaczy metrologii 
i historyków, lecz z uwagi na piękną polszczyznę również i dla .polonistów.

Czwarte wydanie tego klejnotu naszej literatury matematyczno-technicznej po
winno by — z okazji Roku Odrodzenia — ukazać się jak najrychlej10. •

’ S. Dick Stein, „Geometrya elementarna”, odbitka z „Encyklopedyi wychowawczej”, 
Warszawa 1889.

F. Kucharzewski, „Nasza najdawniejsza książka o miernictwie”, Warszawa 1895.
10 Redakcja kwartalnika informuje, że Komitet Geodezji PAN, na posiedzeniu w dniu 

4 listopada 1953 r. powziął uchwałę w sprawie czwartego wydania książki St. Grzepskiego 
pt. „Geometria to jest Miernicka Nauka". Prace przygotowawcze w toku.

*
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Prenumeratę na rok 1954 przyjmuje Centralna Ekspedycja PPK „Ruch1- Warszawa, 
Srebrna 12, na konto PKO 1-110-28504. Nakłady ograniczone. Regularną dostawę cza

sopism zapewni tylko prenumerata.

Biul.PANWydz.il
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