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B. KONORSKI

Badanie dwóch przypadków 
płaskich pól elektrostatycznych

Rękopis dostarczono 4. 2. 1954

Streszczenie. W pracy przeprowadzono analizę zniekształcenia pola 
elektrycznego naładowanego płaskiego kondensatora, jeżeli do jego prze
strzeni wewnętrznej wprowadzić uziemiony metalowy walec lub równo- 
ległościan przy zachowaniu symetrii względem płaszczyzny równoległej 
do obu okładek kondensatora. W przypadku walca zastosowana jest metoda 
wielokrotnego odbicia zwierciadlanego, która jednak daje w praktyce 
dostatecznie ścisłe rezultaty tylko wówczas, gdy stosunek średnicy walca 
do odległości między okładkami nie przekracza 0,8. W przypadku równo- 
ległościanu zastosowana jest metoda odwzorowania konforemnego, uzu
pełniona metodą zwierciadlanego odbicia względem drugiej płaszczyzny 
symetrii równoległościanu.

Wyprowadzone wzory pozwalają obliczyć oporność paska z wyciętym 
symetrycznym otworem o kształcie koła lub prostokąta; obliczona jest 
również oporność paska z szeregiem wzdłużnie rozmieszczonych otworów. 
Za pomocą tjch samych wzorów można obliczyć zmniejszenie strumienia 
magnetycznego, przenikającego przez pasek w kierunku wzdłużnym, jak 
również zwiększenie pojemności kondensatora.

1. POLE ELEKTRYCZNE PŁASKIEGO KONDENSATORA PO UMIESZCZENIU 
W JEGO PRZESTRZENI WEWNĘTRZNEJ PRZEWODZĄCEGO WALCA 
KOŁOWEGO O OSI RÓWNOLEGŁEJ DO OKŁADEK KONDENSATORA

I RÓWNOODLEGŁEJ OD TYCH OKŁADEK

1.1. Walec o małej średnicy

Jak wiadomo, przewodzący walec kołowy umieszczony w polu rów
nomiernym polaryzuje się; działanie jego w przestrzeni zewnętrznej jest 
takie same jak działanie dipola liniowego.

Powierzchnie ekwipotencjalne w tym układzie teoretycznie dopiero 
w nieskończenie wielkiej odległości od dipola są płaszczyznami prosto
padłymi do linii sił; im odległość ta jest mniejsza, tym więcej powierzchnie 
te różnią się od płaszczyzn.

30*
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Przede wszystkim ustalimy, dla jakiego stosunku -— możemy zastąpić 
h

powyższe powierzchnie przez płaszczyzny, popełniając przy tym błąd 
zawarty w określonych granicach (rys. 1).

Oznaczając natężenie równomiernego pola przez K„ mamy

VP = KO cos 0 I — r+ —| = Koly — 
\ 1 \

Rys. 1. Walec położony 
symetrycznie wewnątrz 
kondensatora płaskiego.

x2 + y2 /

Zakładając, że wyrażenie w nawiasie równa się małej liczbie fi, otrzy
mujemy

Ro 2\r 8 Ro fi F

Wynikają stąd krzywe przedstawione na 
rys. 2: krzywa a odpowiadająca założeniu 
^=0,01 oraz krzywa b przy /?=0,Ó2.

Zakładając we wzorze (3) x=0 znajdu
jemy

^- = Q = ]/fi, (4)

to znaczy przy fi — 0,01 jest^ — 0,1.

Rys. 2. Powierzchnie walcowe 
odgraniczające przestrzeń, dla 
której punktów relatywne róż
nice między natężeniem pola 
odkształconego i rzeczywistego 

są mniejsze od 0,01 i 0,02.
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Należy tu specjalnie zaznaczyć, że krzywe przedstawione na rys. 2 
nie mają charakteru krzywych odgraniczających obszar małej dokład
ności (na przykład obszar wewnątrz krzywych a, b) od obszaru dużej 
dokładności. Dają one tylko odpowiedź na pytanie, na jakiej odległości h 
można (popełniając błąd o określonej wartości) uważać rozkład ładunków 
na okładce kondensatora za równomierny lub też na jakiej części okładki 
(przy danym h) wartość powierzchniowej gęstości ładunku odbiega od 
stałej wartości tej gęstości istniejącej w analogicznym kondensatorze 
o polu nieodkształconym.

1.2. Walec o promieniu Ro 0,4 h 1

1 Rzeczą wiadomą jest, że rozwiązanie powyższego zagadnienia można uzyskać 
przez odwzorowanie konforemne pasa MMNN z usuniętym półkolem na płaszczyznę. 
Odwzorowanie takie prowadzi do równania różniczkowego III rzędu, zawierającego 
dwie specjalnie dobierane stałe. Rozwiązanie tego równania jest bardzo trudne 
i wartość praktyczna metody jest mała. Przybliżone rozwiązanie podaje Lamb 
w swojej „Hydrodynamice" (tłumacz, rosyjskie z 1947 r.), jednak wzór podany 
przezeń jest również dość zawiły. Stan powyższy uzasadnia celowość podania w ni
niejszym artykule elementarnego i prostego sposobu rozwiązania opartego o metody 
stosowane w elektrotechnice.

Przez chwilę będziemy abstrahować od przemieszczeń ładunków na 
powierzchni okładek kondensatora, które są spowodowane przez urnie-

kondensatora metalowego walca.szczenię w wewnętrznej przestrzeni

Rys. 3. Zastąpienie walca 
przez dipol liniowy.

Rys. 4. Wielokrotne odbicie dipola linio
wego.

Wpływ wymienionego dipola daje się odczuwać na obu okładkach 
kondensatora, które przestają być powierzchniami ekwipotencjalnymi. 
W celu zrównoważenia wpływu dipola na powierzchnię górnej okładki 
wprowadzamy dipol dodatkowy 1' uzyskany przez zwierciadlane odbicie 
dipola 0 względem górnej powierzchni (rys. 4). W podobny sposób wpro
wadzamy dipol dodatkowy 1". Dipole 1' i 0 są położone niesymetrycznie 
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względem powierzchni dolrtej, dipole 1" i 0 są położone niesymetrycznie 
względem powierzchni górnej; wprowadzamy zatem dalsze zwierciadlane 
odbicia: dipola 1' względem dolnej powierzchni (dipol 2") oraz dipola 1" 
względem górnej powierzchni (dipol 2'). Postępując tak dalej, otrzymu
jemy nieskończony szereg dipoli w odstępach 2h (rys. 4). Możemy obecnie 
śpodziewać się, że w polu otrzymanym przez superpozycję Wzmiankowa
nego pola równomiernego oraz pola nieskończonego łańcucha dipoli speł
nione zostaną warunki brzegowe zagadnienia.

Zakładając, że momenty wszystkich dipoli równają się 2n;ek „ znajdu
jemy potencjał Vp w dowolnym punkcie P (xy) przestrzeni wewnętrznej 
kondensatora

VVp=-^~y + k 
h

V' „ .J __ + _^±Ł_.+
h [x2+y2 x2 + (2h—y)2 x2+(2h + y)2

, 4h+y__________4h—y .
x2 + (4h+y)2 x2+(4h-y)2'"[

Istotnie, dla y — h znajdujemy z szeregu:
Vp=—V;

dla y = — h znajdujemy z szeregu:
VP=+V;

poza tym dla y—Q mamy:
VP=0.

Wielkość k możemy znaleźć zakładając, że potencjał punktów x=0, 
y = ± R równa się zeru. Wobec tego

cos 0O cos 0' cos &' cos &' cos 0' cos 0’
1 j 1 j _ _ z Z , o

r0 Ą ri r2 r2 r3

0 — — V-----Fkl I---------------- 1p ———— — ———
h \R 2h—R 2h+R 4h + R 4h-R

stąd zaś k —________— —________ - —
oo

—'i

\R2 ^R2~4n2h2l
n = l

Nieskończoną sumę w mianowniku możemy łatwo zsumować w skończony 
sposób:

oo ■"

„ \ i 1 1 I nR 2h\2 X ------- -------- — —;— I % ctg------- ’-------- 1;
Zj Rż-4nV 2hR \ 2h R]
n -1

otrzymujemy zatem , 2VR , aR 
k = ——tg------.

2h
(6)
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Szereg (5) możemy przedstawić w postaci
oo

v = Ł_____y ~...........^-y 2nh+y 11
P h l x2 + y2 x2+(.2nh—y)2 x3 + (2nh+t/)2 JJ ’

n — 1
gdzie k ma wartość (6).

Szereg (7) można również zsumować w skończonej postaci. Zakładając

x+jy . x~jy
— Zy , — Zn

2jh 2jh

możemy napisać

2nh — y 2nh + y
x2+(2nh — y)2 X2 + (2nh + y)2

1

z2—n z, ~ n

n

4h

1 '
nz2-------- 
z,,

/ . ' 1
— I 71 Ctg JlZy------

\ Za

2sinn(z1—z2)
cos — z3) — cos 7r(Zj+ż2)

y ' 
x2+y2

Po podstawieniu znajdujemy

Vp= — 
h

Rotg
tiR0

sin

2h , mc 
ch — 

h

gy
h

ny
— cos — 

h

(8)y

1

Sprawdzenie tego wzoru:

dla y=±h
dla y = Ro cos 0 

i dla a? = Rosin0

otrzymujemy VP= + V,

powinniśmy otrzymać Vp = 0 .

Wzór daje dobre rezultaty przy Ro<? 0,4 h; wtedy dla punktów na okręgu 
y

walca otrzymujemy odchylenia — K O,6%o, przeważnie jednak odchyle- 
2 V

nia jeszcze mniejsze (dla punktów bliższych a?=0 lubt/=R0 oraz dla nieco 
mniejszych R). Brak absolutnej dokładności jest wynikiem przybliżonych 
założeń.

1.3. Walec o promieniu Ro < 0,8 h

Założenia poczynione w rozdziale 1. 2. można poprawić. Nie jest uza
sadnione założenie, że — szczególnie przy nieco większych wartościach Ro 
(dla 0,4 h < Ro ^0,8 h) — odległość obu ładunków dipola jest długością 
małą w stosunku do współrzędnych x, y. Przypuśćmy teraz, że ramię di- 
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pola posiada długość 2c. Postarajmy śię spełnić warunki brzegowe zagad
nienia przez wielokrotne zwierciadlane odbicie (rys. 5). Na pierwszy rzut 
oka widać, że wskutek symetrii obie okładziny kondensatora są po-
powierzchniami ekwippten- 
cjonalnymi.

Potencjał otrzymany w 
dowolnym punkcie możemy 
traktować jako superpozycję 
potencjału siatki liniowej ła
dunków ujemnych i poten
cjału siatki liniowej ładun
ków dodatnich; odległość do
wolnych dwóch ładunków 
liniowych każdej siatki wy

Rys. 5. Wielokrotne odbicie dipola liniowego 
o skończonej odległości c między ładunkami.

nosi 2h.
Wiadomo z teorii, że potencjał zespolony w takiej siatki jest

w=u+jv=jc1 In
TT I

2sin— ,
2h

(9)

1/ ch2 ~ x—cos2 ~ y — c}0, 
y uli uli

th-----x
™. .

przy czym założono, że jeden z ładunków liniowych położony jest w pła
szczyźnie y=0. Korzystając ze znanych przekształceń funkcji hiperbolicz- 
nych znajdujemy

w=u+jv = jc, In 2 

gdzie 

tg

Dla ładunków dodatnich wynika stąd

Ci, ,T nx c)|
v, = — In 41 ch2 —-— cos2 — --------

2 L 2h 2h ]

dla ładunków ujemnych

v2 = — — In 4 
2

stąd zaś przez superpozycję

K=i.ln—h . 
p 2 , 7r(u + c)

ch---------cos —------ -
h h

Równanie powyższe daje rzeczywiście Vp=0 dla y = 0 lub dla y= +h .

(10)

, .,nx ..7t(u + c) ch2 — - COS2- y ■ -
2h 2h
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Potencjał w dowolnym punkcie P wewnątrz kondensatora wynosi 
zatem

. nx n(y — c) ch — — cos —— -
T7 V > Ci 1 h
Vp = - —-y + —- In  

n 2 , mc
ch---------cos 

h

h 

n(y+c)

h

Wartość ci otrzymujemy przez podstawienie rr=0; y~Ro; Vp = 0

Cl =
2VR0 

hln----------------- -------

h

Ostatecznie znajdujemy

v
n,

-y+
Rq

1 — cos
In-----------

1 — cos

7r(R0-c) 

h
%(R0+c)

Wielkość cjh najlepiej można 
otrzymać z założenia, że

dla x=y = R0cos45° jest Vp — 0.

Ze względu na skompliko
waną budowę równania war
tość q — c/h otrzymujemy drogą 
kolejnych prób jako funkcję 
wielkości o = R0/h (rys. 6). Do
kładność wzoru zawarta jest 
w granicach podanych wyżej 
przy Ro^0,8h. Natomiast przy 
Ro>O,8h dokładność wzoru ma
leje, znacznie. Z tego wynika, 
że dla powyższych warunków 
nie można ograniczyć się do 
poczynionych założeń.

Można łatwo wykazać, że za
kładając we wzorze (11) c->0

In
ch-----  

h

, ax 
ch-----

h

cos2<t£>.
h

h

(U)

h

Rys. 6. Graficzne przedstawienie zależność: 
. , c n® między q= — if= —• h h
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dochodzi się. z powrotem do wyrażenia (8). Rozwinięte przez nas wzory 
obejmują zatem zakresy następujące:

Wzór (4) (8) (11)

Zakres « 0,1 o 0,4 e<0,8

Gęstość o ładunków na górnej okładce kondensatora jest następująca:

<r=e0
ty !y=h (

. ac 
sin —

2^___________ ________h , nx , nc 
ch--------!cos —h h

Wyrażenie powyższe można napisać w postaci

3Vn\ V , V 2yrk , l.nc , ,nx\
—- =---------- 1--------------tg--------- Fj-—

ly^h h h h \ 2h 2h)

Zakładając, że równa się ono i— , znajdujemy funkcję U strumie-
\ Ix~h■

nia dla y = h i dla. drogi

o

dx=

V 
h

x

4R0 arctg tg — th -—- _ L 2h 2h |

jr(R0+c)
1 —cos——------- 

hIn-----------------------------
7t(R0-c)

1 — cos-------y-------  
h

(12)

Otrzymujemy

| ( = 0),
y=n

tak że warunki Cauchy Riemanna są spełnione i znaleziona funkcja 

(U)y=h + j(V)y~h

jest potencjałem zespolonym dla brzegowego obszaru pola kondensatora.

3 Wyrażenie A oznacza część rzeczywistą wielkości A. 
- Wyrażenie A oznacza' część urojoną wielkości A.
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1.4. Natężenie pola w punktach na osi symetrii 
walca C

Na jakiej odległości am od środka walca natężenie pola różni się o l®/o 
od natężenia pola równomiernego?

Rys. 7. Graficzne przedstawienie za-
Gm Rq

leżności między — i — .
h h

Odległość tę obliczymy dla y — h i dla y —0

(?rc 
sm-------

2nk h■ 1 —.------- --------------------—-----
h , ncch---------cos------

' h h
Otrzymujemy stąd . ?tc

2?rk h „
*----------- ------ -------------------.=0,01.

ch — ±cos —
h h

Ze wzoru

, HCLm 71C
cn-------+ cos — 

h---- h
200 n • Rosin?rq
2,3 h . n , .

sm — fe-q)

21g—---
sin — (p + q) 

Z

możemy obliczyć — dla rozmaitych wartości Q (rys. 7). 
h
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1.5. Największe natężenie pola

Następnym zagadnieniem jest znalezienie wartości Kmax występują
cego w rozważanym polu.

Kmax otrzymuje się dla y = Ro, x=0. Podstawiając te wartości do wy- 

rażenia dla----- znajdujemy

/ 3Vp \ = _ V L + __________________ sin 7iq_________ | (lg)
\ W hl sin^-(^ + q) sin —(g — q)sin — (? + q)

2 2 2

sin — fe-q) 
2

0,7 OJ OJ OJ 0,5 OJ 0,7 0,0 0

Jeżeli 0,4, to zakładając q —► 0

otrzymuje się wyrażenie prostsze

8Vp 1

ćy /max

1U1+ 
h \ sin

(14)

Ry9. 8. Graficzne przedstawienie natę
żenia pola elektrostatycznego w punkcie 
walca najbliżej położonym okładki kon
densatora (linia ciągła — pole rzeczy
wiste odkształcone; linia przerywana 

— hipotetyczne pole równomierne).

Zależność Kraax od o przedstawia 

rys. 8; dla h—oo zgodnie z teorią 

znajdujemy Kinax = 2K». Z rysunku 
tego widać, jak wzrasta niebezpie
czeństwo pioruna na wierzchołku 

wzgórza o postaci (połówki) walca 
przy nisko opuszczających się chmu
rach.

Wartości krzywej Kmax są wyższe niż rzędne hiperboli (krzywa kresko
wana na rys. 8):

V  K„ 
h — Ro 1-0 ‘
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1.6. Zastosowanie do pola przepływowego

Załóżmy, że obliczony wyżej potencjał zespolony przedstawia prze
pływ prądu. Grubość blachy jestó, cały prąd płynący przez pasek jest i, 
przewodność właściwa — y. Wtedy 
we wzorach zamiast 2V musimy y u
pisać i/dy im| i i Y<

Weźmy siatkę linii U, V (rys. 9) v,
ze stałymi odstępami AV=V\—V., _____________ _____________________
i AU=Ui —Ua. Oporność jednej ko- J

morki jest R'

Rys. 9. Schematyczne przedstawienie 
kilku linii sił i powierzchni ekwipoten- 
cjalnych w polu elektrostatycznym 

układu z rys. 1.

Z prawa Ohma wynika, że — = const = C i stąd R' — — = const. A zatem 
n oy

przyrost oporu jest taki sam dla dowolnej nitki jak i dla nitki położonej 
przyt/ = h. Dla ostatniej mamy

i óVp \ ■ / ‘oU \

\ dy !y=h \ dX /y=h
--4-------------- tg -— 4ł-j —- 
h h h \2h 2h /

i stąd obliczamy funkcję potencjalną U dla y- h i dla drogi 0->x zgodnie 
ze wzorem (12).

Przyrost drogi od —x do' 4~x wynosi

Ax = 4R0
sin

TT (Rj 4- c)

In _

2h

Napięcie między punktami —x i + x jest

i(2x4-Ax) 
2dyh

oporność zaś

2dyh
(2x4-Ax) •
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Arytmetyczny przyrost oporu równomiernego, równego -— , ozna
czamy przez (AR)^

(AR)-,.^ 2Rp 
dyh

I, tcc nxtg-----th------
2h 2h

. 7r(R0 + c) 
sin----- —------

, 2h
In-----------------------

sl„

(15)

2h

Przyrost oporu dla drogi od —oo do + oc jest

(AR)±OC
n.cR0 
dyh~

1  

sin -— (e + q) 
In—* —

sin ^ (Q -q)
Z

(16)

W przypadkach gdy p^0,4 wzory powyższe można uprościć

(AR)±X = - R° tg —0 - th — ; ( AR)+oc = R° - tg . 
óyh 2h 2h dyh 2h

(17)

Przykład liczbowy

Oporność paska miedzianego (y=56000Ci-* mm-]) <5=0,1 mm; 
1 = 105 mm; h=25 mm; Ro = 12,5 mm; p = 0,5. Zgodnie z rys. 6: q —0,08; 
c=2mm; zgodnie z r^s. 7: am = l,81h = 45,25 mm. Wzór (15):

AR+52,5 — 2 12,5 
0,1-56000-25

[, 71:2,. Ti 52,5 
tg--- th----------

50 50
. 7r(12,5 + 2)

sm------------------—
, 2-25In--------—-------- •-------

. 7r(12,5-2)
sin---------------------

= 8,8-10-5^;

2-25

52 5
R=---------------------= 37,5-- 10-5.Q ; R + AR = 46,3-10~5£ ;

0,1-56000-25

AR  8,8

R 37,5
23,5°/0= zwiększenie oporności wskutek otworu.
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1.7. Zastosowanie d o pi z y p a d k u p a s k a z dwoma 
otworami

Załóżmy," że mamy 2 otwory umieszczone na osi w odległości 2a (rys. 10). 
Otrzymamy potencjał przez superpozycję (dopuszczalna ze względu na te 
same wartości brzegowe; dla y—0 mamy Vp = 0)

VP=~ 
h

In

_____ Ro.
^(R + c)1 — cos-----------

h

ch
In-----

%(x + a) _ cos n (y — c)

n(x+a) a(y+c) 
ch---------------- cos —--------

71 (R — c) L
1 — cos------------  

h

, tc(x — a) Tc(y — c)ch - ------- - cos —±

+ In - ---------------------------------
, %(x —a) ?r(u + c) Ch - v------' - cos ■ - -

h h

h

Po przekształceniach znajdujemy

Rys. 10. Pasek z dwoma 
symetrycznymi szerego
wo położonymi równy
mi otworami kołowymi.

/y=h

^(-1- 
h

2k% / ?rc x + a\
tg------- -------------- 1

\2h 2h .
im , . x—a------- 1- ]Tt----------
( 2h 2h

-y- '
h

h

h

( 3VP
h

stąd zaś
V 4Vk/TT. V 4Vk . , , tcc ,,

(U)y^h=-------- x---------- - arctg tg----- th
2h±x h h

7i(x+a) 
2h

4Vk

h

ni , , %c— arctg tg — th
I 2h

7t(x—a)
2h

Różnica wartości tej funkcji dla wartości x—a i x — — a wynosi

V
Uy=h— 2a------F 

±a h
8VJc

h

tcc na \ 
arctg tg-----th-----  .

I 2h h I

Na tej podstawie wnioskujemy, że wzrost oporu na drodze — a->+a jest 
zgodny ze wzorem (15)

AR+a = 2e

m m
arctg tg —-th --- 

1 2h h

óy
(18)

sin —(e + q)
In---------------------

sin -~(?-q) 
2
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Przy n otworach (położonych w osi, wzajemne odległości = 2a) zwię
kszenie oporu od osi pierwszego otworu do osi n-tego otworu wynosi:

2(n—l)g I, % na
tg — q th-----

2 h

sm ~ (g + q)
In —------------------

sin “(g —q)
Rys. 11. Pasek z szeregiem syme
trycznie' położonych równych otwo

rów kołowych.

Przy n otworach (położonych jak wyżej, rys. 11) zwiększenie oporu
od —oo do + oo wynosi:

i n na \
2(n —1)arctg Itg qth ------ +^q -

\ 2 h
(19)

Q________

. sin Y(g + q)
Óy In--------------

Rys. 12. Graficzne przedstawienie 
przebiegu funkcji T wzoru (24)

Rqw zależności od o = — . 
h

Wzór powyższy można uprościć, je

żeli a > am. Otrzymamy wówczas

\R,„- n----------------------------

sin-—(g + q)

sin --(g-p) 
' 2

n „
=------T.

óy
(20)

Zależność T=J(g) przedstawiono na 

rysunku 12.
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Przy p^0,4 otrzymujemy wyrażenia prostsze

AR^oo= tg —- p I (n—1) th +1
dy 2 [ h

oraz dla a > am 
.■ n , n n
^R±co— —— e tg —e —~— T ■ 

, oy 2 oy

(21)

(22)

1.8. Zastosowanie do pola magnetycznego

Zmniejszenie strumienia magnetycznego przenikającego wzdłużnie pas 
jak przedstawiono na rys. 11.

Przy strumieniu zmiennym na miejscu otworów mogą znajdować się 
ni ty z masywnego metalu; wytwarzające się w nich prądy wirowe ekra
nują przestrzenie wewnętrzne od przeniknięcia strumienia magnetycz
nego. Jeżeli strumień bez istnienia otworu oznaczymy przez

to strumień przy istnieniu otworu będzie

0 
j?^+aj?,,

a zatem względne zmniejszenie strumienia spowodowane przez otwór

A0 
0

—/1=(AJ?)?Ó—-;
Ru l

(AJ?) oznacza wyrażenia (19) do (22), l zaś jest całkowitą długością paska 
według rys. 10, przy czym

l> 2am + 2(n— l)a.

Znajdujemy zatem z (19)

(
TC \

_ = ___________
$ 1 sin%(o + q)

In-------2——
• % Z V

sin — (o — q)

oraz w warunkach wzorów (20) i (22);

A0  2hn
l

(23)

31 Archiwum Elektrotechniki Tom III 
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i wreszcie w warunkach wzoru (21)

A0 2R0 % | . na= » tg v q (n-1) th — +1
0 l 2 | h

(24)

1.9. Zwiększenie pojemności kondensatora

Z wyprowadzonych zależności można obliczyć, o ile zwiększy się 
pojemność kondensatora (rys. 3), jeżeli wprowadzimy do jego wewnętrz
nej przestrzeni walec przewodzący. Ze wzoru (12) otrzymujemy:

(U^j
2V 2h

i wobec tego‘pojemność kondensatora, którego okładki są równe óx(04-x), 
wynosi

2V

Wynika stąd, że zwiększenie pojemności kondensatora o okładkach 
óx(—ado+a) jest

\c - 2RaEÓ 
h

nc na
arctg tg-----th — 

2h 2h

sin --- (ę + q)
In------ 2

sin y (g -ą)

(25)

1.10. Walec położony niesymetrycznie

Istnieje możliwość obliczenia pola, posługując się przedstawioną wyżej 
metodą, również i w przypadku, gdy walec metalowy położony jest nie

symetrycznie w stosunku do okładek kondensatora 
(rys. 13). Jednakże obliczenia w tym przypadku są dość 
skomplikowane.

Zakładamy, że na zewnątrz walca działanie jego 
sprowadza się do działania dipola o ramieniu 2c. Stosu-

Rys. 13. Pasek z jąc metodę wielokrotnego odbicia, jak w rozdz. 1.2, 
ołSoi^m^^two otrzymujemy szereg dipoli położonych w osi rzędnych 
rem kołowym. (rys. 14/1/ Układ powyższy ma symetrię w stosunku 

do obu okładek y = + h; rozkładamy go na cztery siatki 
liniowe (rys. 14/24-5) i każdą z nich traktujemy jak w rozdz. 1.2. Potencjał 
dowolnego punktu P jest wówczas
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rr 1 C1 1 [ 1.2 / J Cj . . I , „ XX
V r>—----y + — In 4 ch----------cos- — (y — e — c)------ Mn 4 I ch2---------  

h 2 I 4h 4h I 2 | 4h

— cos2 — (y — 2h + c + e) I + -1 In 4 I ch2 —X — cos2 — (w — 2h c+e)l —
4h | 2 I 4h 4h J

— -1 In 4 ch2 — — cos2 —- (y — e + c) 1.
2 4h 4h I

Rys. 14. Wielokrotne odbicie dipoli w przypadku układu z rys. 13.

Wyrażenie powyższe spełnia warunki brzegowe. Zakładając

e c Ro
— =e; =q; - =Q 

h h h
i uwzględniając, że potencjał punktu x = 0, y=Ro + e równa się zeru, 
możemy obliczyć nieznany współczynnik

• e)
C’ h In A ’

• ^z’e sin —- + q) cos —- (q + q + 2s)
A-------- 4----------------------- 4-------------------- .

sin —(g —q) cos—(g — q + 2e)
4 4

Otrzymujemy w ten sposób wyrażenie dla V p

V 
h

R0 + e
2 In A

, nx , n /' y \
ch (cos +e —q

2h 2 \ h /

, 71 x /
ch- —cos—

2h 2 \

• (26)
y 
h

31*
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W celu obliczenia nieznanej wielkości q wykorzystujemy własność 
punktu x=0, y=e — Rn dla którego Vp=0. Znajdujemy stąd zależność

sin — e + sm — (o + q — e) 
2 2

In —----------------------- --- --------
TT TC

sin — e + sin — (p — q — e)
2 2 Ra — e _ g — e

sin — e — sin — (g + e + q) + e 0 + 6
, 2 2
In------------------------------ ------------

• 71 ■ n i , \
sm -e —sin- (g + e — q) 

2 2

Wyznaczając stąd dla danych o , e odpowiednią wartość q, możemy obli
czyć Vp i K dla każdego punktu rozważanego obszaru.

2. POLE ELEKTRYCZNE PŁASKIEGO KONDENSATORA, KTÓRE OTRZYMUJE 
SIĘ PO UMIESZCZENIU W JEGO PRZESTRZENI WEWNĘTRZNEJ

PRZEWODZĄCEGO PROSTOPADŁOŚCIANU O DWÓCH POWIERZCHNIACH
RÓWNOLEGŁYCH DO OKŁADEK KONDENSATORA I O OSI RÓWNOODLEGŁEJ 

OD TYCH OKŁADEK (Rys. 15)

2.1. Kondensator płaski z umieszczonym wewnątrz 
niego przewodzącym prostopadłościanem

Rozważmy pole kondensatora, dokonując podziału przez płaszczyznę 
przechodzącą przez oś (płaszczyzna ta jest powierzchnią ekwipotencjalną); 
otrzymujemy figurę płaską (rys. 16), przedstawiającą sześeiokąt o wierz-

M"

M1

M

Rys. 15. Prostopadłościan położo
ny symetrycznie wewnątrz kon

densatora płaskiego.

Rys. 16. Rysunek do odwzoro
wania konforemnego paska 

z wyciętym prostokątem.

chołkach AB.... EF. Odwzorowując ten wielokąt na półpłaszczyznę 
Wj^O za pomocą metody Schwartza-Christoffela, otrzymujemy całkę

w,__________________
z = e fi /(Wj-g)(wx-b) dw,

J I (Wj - c) (Wj1)
Wo

której rozwiązanie stanowi trudny problem z dziedziny funkcji eliptycz
nych.
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W celtr rozwiązania powyższego zagadnienia sposobem elementarnym
przedstawimy metodę przybliżoną, której zakres stosowalności jest jed
nakże ograniczony.

Przekształcimy czworokąt AiA4A3A2 (rys. 17) 
stosując wyżej wymienione odwzorowanie kon
foremne na półpłaszczyznę, następnie zaś na pas. 
W tym celu należy rozwiązać całkę

o M-ot

p 1 î (—*6
dw, 
wt

i ustalić wartości stałych całkowania z warunków 
brzegowych. Otrzymujemy znane rozwiązanie

Rys. 17. Rysunek do od
wzorowania konforem
nego linii łamanej (po

łowy prostokąta 
z rys. 16).

H I , 2w, — a— 1 (a + l)w4 — 2al .
z =— arch—1--------------- 1 a arch------- ------------- +hj, (27)

TT [ 1 —a w/l —a)
gdzie a — / \2

przy czym założono __ 2__(u+4v_JV1)
w1 = e

Zakładamy dalej

yi = 0 ; V2 = - V ; wt = e ;

nie zawężając tym naszego zagadnienia.
W celu sprawdzenia równania (27) stwier

dzamy dla v — Vi i u— —oo

otrzymuje się x= — oo na prostej Ai44, 

dla v = V4 i u=+oo

otrzymuje się a;= + oo na prostej ASA2;

Rys. 18. Wartość zmien
nej u wzdłuż linii łama

nej z rys. 17.

z gruba biorąc rozkład wartości funkcji strumienia dielektrycznego jest 
przedstawiony na rysunku 18.

Rozwijając funkcję arch (m + jn) możemy przedstawić równanie (27)
w postaci parametrowej

Bi+Bg 
a— 1

]' a arch
aB} + B2 I 
(a-l)ecu J

w
arc cos

B,— Bo /
—----- -—V a arc cos
a— 1

aB1 —Bo 

(a —l)ecu
przy czym

B4 = |/e2cu — 2ec“ cos cv +1; B., = e2cu — 2aecu cos cv + a2.

(28)



468 B. Konorski Arch. Elektrot.

Z równań powyższych wynika, że Unia strumienia u—0 przechodzi 
przez początek 0 układu współrzędnych i na prostej y — — H ma odciętą

H / a + 3 /— 3a + l\
x =—I arch----------- pa arch---------- .

% \ a— 1 a— 1 /

Jeżeli liczba a jest bliska jedności, to równanie parametrowe dla y 
daje się uprościć; wówczas

H 
y=vv

h ecu — cos cv
- arc COS —z-z---zz=~- -rr-—.

7r ye2cu—2ecucoscv + l

Następnie obliczamy natężenie pola elektrycznego K na linii AjA4.A3.A2 ; 
otrzymujemy: , „ , TT --------

2U\ _Vi-V3 /ecu-l
I I --  1*1>1---  I---------- >\8x/V1 H | ecu — a

stąd zaś wynika

dla u = : KV1=0= = Ko,
H

dla u = — K -
H+h

Zakładamy, że dla punktu Q x= —, y — 0, rys. 16

^,-o ,, ec"—1 _
K„ F ecu —a - 1 + a,

gdzie a jest obieralną małą liczbą. Podstawiając otrzymaną wartość ec“
do (27) znajdujemy

b

2h
1 , (l + a)2+l , a

-——------- arch------ —----------- 1 a arch —----------------- —
^(/a-1) (l + a)2-l (l + a)2-l

a

(29)

a zakładając np. a = 0,01, otrzymujemy:

5 2 I umnc U l,02a+l
ż=-----7=------Iarch 100,5 — V aarch  -------- -

^(|/a —1)| l,02a—1

Przy tych samych założeniach otrzymuje się natężenie pola w punkcie S
b

x = y =
ŻJ

-— rys. 16

| =KV.=KO 
v2

/ecu+l 
ecu + a
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Zakładając, że powyższe wyrażenie równa się K0(l —/?) można łatwo 
wykazać, że w danych warunkach (a>l) jest zawsze

fi <a,

tzn. że przyjęte przez nas przybliżenie dla punktu Q jest w wyższym jesz
cze stopniu spełnione w punkcie S.

Równanie (29) dla przyjętej wartości a możemy traktować jako za
leżność między A i a. Zależność tę przedstawiono na rys. 19 i 20 dla

11 1.1
a = , ,   1 -----,

50 100 200 1000

przy czym na osi odciętych przyjęto zamiast a wielkość h/H.

Rys. 19. Rysunek pomocniczy służący do 
ustalenia współczynnika A przy danym sto
sunku h/H, przy obranej dokładności a.

Rys. 20. Rysunek pomocniczy służący 
do ustalenia współczynnika A przy da
nym stosunku h/H, przy danej do

kładności a.

‘Rysunki 19 i 20 określają granice, dla których postawione zagadnienie 
możemy obliczyć w sposób elementarny. Obszary możliwości przybliżo
nego obliczenia przedstawione są jako przykład na rys. 21 (zakresko-
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wane). Dla wszystkich otworów przyjęto na tym rysunku ten sam 
wymiar 2h. Zależności powyższe dają się wytłumaczyć fizycznie. Linie 
ekwipotencjalne i linie sił można wykreślić korzystając z (27) lub (28).

Rys. 21. Przykłady konfiguracji prostokątów, w których mo
żliwe jest zastosowanie przedstawionej metody.

2.2. Obliczenie oporności paska z otworem 
prostokątnym

Najdogodniejszym sposobem jest przeprowadzenie obliczenia dla nitki 
uwidocznionej w dolnej części rysunku 15, tj. dla v= — V lub cv~ — n. 
Otrzymujemy wówczas

7t
arch

2ecu + a + l
a-l

J a arch
2ae~c“ + a + l 

a— 1

Przyjmujemy, że w punkcie S funkcja u przybiera wartość B, tzn. że

b HI 2ecB+a+l /- , 2ae~cB + a + l\— = — arch----- ----------- - — y a arch--------------------- .
2^\ a—1 a—1 /

Zakładamy przy tym 
~ 2ecB + a + l 1 ,Q —---------------------- = _ ch „ 

a-l-------------2
Istotnie, podstawiając ,.

gdzie
K = (l+a)2,
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znajdujemy

3aK + FC — u — 3 

(a—1)(K—1)

Obliczając wartości tego wyrażenia dla a = 0,01 do 0,001 i dla a=l,l do 100 
znajdujemy

Q>206; ,u' + 5,33,
ponieważ zaś

2-5,33 = 0,005 ,

przeto wielkość powyższą sąsiadującą z Q > 206 możemy pominąć. W ten 
sposób otrzymujemy

b
2

O11 4 / a + 1 \ ■ / 2ae~cB , a + l\
c B + In----------1- In H------------ -la arch-----------------F--------

a — 1 V 2ecB / \ a — 1 a — 1 /

stąd zaś

„ nb 4 
cB = — — In-----

2H a— 1
■F pa arch

/a + 1 2ae~cB
\ a — 1 a — 1

a +1 \
2ecB /

• (31)

Zakładamy dalej, że dla punktu T(x= —/) jest u= —A, tzn. że

, Hi ... 2e—CA + a + l r , 2aecA+a+l\
■ — j = — arch ——------------------ ]/a arch----------------------

\ a—1 a— 1 /
oraz że

2aecA+a+l 1 „-------- -------------= — e ch r 
a-l-----2

(32)

(dopuszczalność tego założenia przedstawimy niżej). Będziemy mieli 
wówczas

. i 4acA = • / — In--------
H^a a-l

1 , / 2e~c^
——— arch--------  

pa \a—1
a +1 \ . / a +1 \
-------- I - In U-------- — 
a — 1 / \ 2aecA /

oraz na zasadzie wzoru napisanego poprzednio

cA+cB —
mb | nj
2H (ff/a 21n - In

a— 1
a +1 1 i a +1 \
—— — In u------------1
2ecB. / \ 2aecA /

+ 1 a arch
(a±!
(a — 1

2ae~cB 
a-r 1

I 1 u ia+1 I1---- -r-~- arch----------- F
pa \a— 1

2e~cA’
a— 1,

Cztery ostatnie wyrażenia zastępujemy przez ich przybliżenia otrzymane 
ze wzoru Taylora (dopuszczalność tego przybliżenia wykażemy niżej).
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Możemy wówczas napisać

cA + cB=— + + (/ad------^-jarch “t1 - 21n (33)
2H H]/a \ \ a ! a-l a-l ’ v ’

przy czym wielkość A ma charakter poprawki

A =-------- e CB+ e c . 
2------- 2a

W celu obliczenia poprawki A konieczne jest ustalenie wielkości A oraz 
obliczenie wielkości B.

Jako najmniejszą wartość fmin odcinka f ustalamy taką wartość, że 
natężenie pola elektrycznego zarówno w punkcie T' na linii środkowej, 

y — V 
jak i w punkcie T na linii brzegowej różni się od wartości Ko= —- 2

H + h 
natężenia pola równomiernego nie więcej niż o obraną dowolnie małą 
wielkość a lub fi.

Zakładając u= —u' obliczamy:

/ ecu'1
dla punktu T: K = K0-| /------------ = KO(1 — fi)2 ;

1/ ecu'_2_ 
" a

dla punktu T': K~K0 = K0(l + a)2;

Rys. 22. Graficzne przedstawienie przebiegu za
leżności parametru cu’ od stosunku h/H.

można łatwo wykazać, że 
fi >a. Wobec tego miarodaj
ne jest obliczenie na (dolnej 
linii brzegowej.

Rysunek 22 przedstawia 
, . ,, , , h / ■ ,

zaleznosc cu od -=la— 1
H

przy założeniach fi = 1%, 0,5% 
i 0,1%. Widać stąd, że posta
wiony warunek jest spełnio
ny, jeżeli przyjąć:

przy dokładności

1,0% cA = 4,
0,5% ■ cA —5,5 (34)
0,1% cA = 6,2
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■Przekonujemy się, że przy cA=4 i a=l,l do 100 jest zawsze

e’> 112 oraz e~‘-< 0,005

i że wobec tego opuszczając we wzorze (32) e-" w sąsiedztwie e’ popeł
niamy błąd o dopuszczalnej wielkości.

W celu obliczenia cB możemy korzystać z równania (3(1), jeżeli punkt 
pracy na rysunku 19 lub 20 leży na jednej z wykreślonych krzywych; 
w przeciwnym przypadku przedstawiamy wyrażenie cB w postaci

(35)
2 2 • H p a — 1 a — 1

albo
eB+ke~cB = P.

Możemy się przekonać, że ke~cB<^cB ^stosunek tych liczb jest < 

Wobec tego z dużym przybliżeniem napiszemy

cB=P.

Obecnie możemy obliczyć poprawkę A, która wynosi

S=^Le-p+^^-e-cA, (36)
2 2a

przy czym dla cA należy przyjąć wartości (34).
Po ustaleniu wartości cA i cB, można łatwo liczbowo wykazać, że 

przyjęte przez nas przybliżenie (odrzucenie wyrazów szeregów Taylora 
funkcji In i arch) daje błąd o wiele mniejszy od przyjętego przez nas 
kresu. Otrzymana wartość fmin wynosi

, # L/-, , /— . , /- a + 1 , a+1 1fmin=—lyaln---------h]/acA + ]/a-------------- arch —---------------- ^-e-cA
a I a—1 2aecA a—1 pa

Przechodząc od pola elektrostatycznego do przepływowego zastępujemy

V przez —, otrzymujemy 
dy

A + B— — nyo H + h+2H+ V a 4 21n-^+'\ 
a — 1

Pod względem wymiaru A i B przedstawiają napięcie. Całkowitą opor
ność oznaczamy przez R, oporność zaś „złożoną z kawałków'4 I, II, III, IV 
(rys. 15) — przez R*

jR*=_A_ +--Ł__
2yHd y(H + h)ó
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Piszemy zatem

R = R* + \R*= ——,
J

przy czym R jest opornością paska T T" M" M z usuniętym wewnętrznym 
prostokątem. Otrzymujemy

, I a+1In -=-----
1 a — 1

9 In 41 0
2 In------ -

a —1

Przykład liczbowy (rys. 23)

<5 =0,1 mm; h = 12,5 mm; b = 25 mm; H = 12,5 mm;

Rys. 23. Rysunek do przykładu 
liczbowego.

h i a i b 1— =1 a = 4; A = = 1,
H 2h

a = 0,01 ;

Wzór (37):
AR* =--------- 1--------- ^2+-jln

1 / 9<S 40 \
^R* = 4,55-10-5-O; R*=-----------------1------------ 1------------------)=46,4 -10-5X2,

56000-0,1 \2 • 12,5 12,5+12,5/

R*+AR*=51- io-5.q,

R = 37 10—3£2 (patrz przykład w rozdziale 1.6).

n -56000- 0,1 L\ 2/

Wzór (35):

cB
n • 25 

2-12,5
+ 21n

2 + 1 
2-1

(37.)

— =1; 2 = 1; K=l,02. 
H

2+1
2-1

4-2
-2 In----- + A 

3

4 
In'-------- = 5,05 .
. '4—1

1 
nyd ] a

Wzór (34) cA = 4; wzór (36):

4—1 4—1A = -—-e-M5 + +L_ - e-4=0,017, 
2 8

12,5 4-4-e
—-— 12 In -------

3TT

H------- -—- — In \ =40,8 40 mm,
2-2-55 2-1 /
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Procentowe 
otworu wynosi

zwiększenie oporności wskutek wycięcia kwadratowego

51,0 —37,5 _ 13,5
óO /o

37,5 37,5

(przy otworze kołowym zwiększenie było 23,5%, rozdział 1.6 — przykład).

Katedra Podstaw Elektrotechniki 
Politechniki Łódzkiej
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B. KOHOPCKH

HCCREHOBRHPIE RBYK CnyHBEB BROCKWX 3REKTPOCTRTHHECKWX nOREft

P e 3 io m e
1. 3J1EKTPHHECKOE PIOJ1E nnOCKOPO KOHUEHCHTOPH, BO BHyTPEHHEE nPOCTPRHCTBO KOTOPOPO 

BBEflEH 3JlEKTPOnPOBOjJ5<mHH UMJ1HHAP C KPyrOBbIM CEMEHHEM, nPHHĘM OCb STOPO UHnHHflPn 
nflPRnnERbHH K HHKnRflKRM KOHflEHCflTOPfl H HHXOflHTC5i HR CflHHRKOBOM PflCCTOSHHM OT HHX

Echu OTHOuieHHe o HHawerpa uHJiHHgpa Ro k paccrosHmo h wonny HaKjiagKaMH 
Mano, mojkho ycTaHOBHTb ranne nosepxHocTH, hto b orpaHHHeHHOM hhmh BHeuiHeM npo- 
crpaHCTBe oTHOCHTejibHas paaHHua MOKgy geHCTBHTenbHbiMH HanpsmeHHHMH nona h Ha- 
npsiKeHHeM oflHopoHHoro nona MeHbiue npon3BOJibHO npHHSToił Manon BeiiMMMHbi /? 
(puc. 2 ripn >8=0,01 h /3=O,O2).

O6mee peineHHe aagaHH Mower óbiTb nonyneHO nyreM koh^opmhoto npeoópaaoBa- 
hhs nosicKa c BbipeaaHHbiM nonynpyroM Ha nonynnocKOCTb. Tanoe npeo6pa3OBaHne wa- 
TeMaTHnecKH HcnoJiHMMO, ognaKO npHBogHT k nH^epeHUHanbHOMy ypaBHeHHio TpeTbero 
poga c gByMs napaMerpaMH, BegHHHHbi Koropbix Hejiereo onpegegHTb gocrynHbiM cno- 
co6om. riosTOMy npaKTHHecKas geHHOCTb stopo pemeHus HeBejmna. PaBHbiM oópasoM 
h npnÓJiH3HTe.nbHb:e c^opMyjibi nacaiomHecs -ynoMaHyroil 3aaaHH h BCrpeHaeMbie b He- 
KOTOpblX yHe6HHKax rHHpOHMHaMMKU HOBOnbHO CJlOIKHbl. BBHgy 3TOFO npHBeneH 3flecb 
sneMeHTapHbiH h npocroii cnocoS pemeHHS, onnpatouiMiiC5i Ha npnMeHseMbix b anenTpo- 
TexHHKe Meronax.

Ecnn OTHOuieHHe Q=R0/h 0,4, momho npeflCTaBHTb ynoMSHyroe ajienrpHsecnoe nonę 
BHyrpH KOHneHcaTopa Hepes MHoroKpaTHoe orpameHHe jihhchhoto flHnons Haxog5iLue- 
rocs Ha och cHMMeTpHH KOHgeHcaTopa. rioBepxHoCT5iMH orpameHMs sbjishotcs ode nno- 
ckocth ero HannaflKH. rionyMaercsi tbkhm o6pa3OM_ pag (5), b kotopom BenHHHHa k 3a- 
bhcht ot MOMeHTa HHnojis. Pan (5) HcnoiiHseT rpaHHMHbie ycnoBHs; BenHHHHy k mojkho 



476 B. Konorski Arch. Elektrot.

H3HTH, BblBOH» COOTBCTCTBeHHOe BblpaWCHHe HHa nyHKTa x=0, y=±R, b KOTOPOM no- 
Temina.n paseH Hynwr. 17onyqaeTca tbrhm o6pa3OM <j)opMyna (8), ROTopaa npH g % 0,4 
naeT norpeuiHocTb aonycTMMyio b npaRTHRe (<O,6%o).

Bbtiue ynoMSHyraa 4>opMyna HenpHMeHHMa npH g > 0,4. OSbacnaerca sto TeM, mto 
paccToaHHe o6ohx 3apanoB nHnona npw cpaBHHTenbHO SonbniOM nnaMerpe nHHHHnpa 
He Tan Mano, hto6bi hm npeHeópeMb. PacCMarpHBaa 3tot cnynaH cnenyeT npHHHTb rbr 
npennocbinRy onpeneneHHoe paccToaHHe c Mewny o6ohmh 3apanaMH. IlpHMeHaa TOT-we 
MeTon nonyqaeM 4>opMyny (11), ToHHocrb kotopoh paBHa npenbinymeH h npHMeHHMa

BnnoTb ho g < 0,8. OTHomeHHe q=— npencraBneHo rpacfjHHecKH Ha pnc. 6 b 33bhcm- 
h

mocth ot g. Echh c hhct k Hyjno, <j>opMyna (11) npeapamaerca b (8), rionyHaeTca npH 
3tom BbipaweHHe npenCTaBnaKtinee ROMnneRCHbiH norenuHan b npocrpaHCTBe b6hh3h Ha- 
KnanoK KOHHeHcaTopa.

CnywaM, npH KOTopbix g > 0,8 He paspeiuHMbi c noMOmbio onHcaHHoro Merona.
B nanbHeHweM paccMorpeHo b craTbe, Ha kbkom paccTOaHHH a ot och nnnHHnpa 

npeHeSperaeTCH OTHOCHTenbHaa pa3HHna a Mewny HanpaweHHeM necjJopMHpoBaHHoro 
h paBHOMepHoro nona. PesynMar noncneTOB npencrasneH rpaijiHMecRH Ha pwc. 7, npH- 
HHMaa a=0,01.

HaHÓonbŁUHe BenHRHHbi HanpaweHHa nona BbicrynaiomHe b ho4>opmhpobbhhom nonę 
npencraBneHbi b <j>opMyne (14) h hb phc. 8.

3th $opMynbi momho Tatowe Hcnonb3OBaTb nna nonciera conpoTHBneHHa noacRa 
c BbipesaHHbiM nocpenHHe KpyroM. C noMombio npocTbix npeofipaweHHH nonywaioTca 
4>opMynbi (15) no (17), npencraBnatomHe yBenHaeHHe conpoTHBneHHa TaKoro noacRa 
onpeneneHHOM hhh óecROHeHHOH nnHHbi. L(h4>poboh noncHer ynasbiBaer, hto yBenHneHHe 
sto b nonCHHTbiBaeMOM cnynae (g=0,5) cocrasnaeT 23.5%.

C noMombio resume paccyjKneHHH mojkho noHCHHTBTb ysenHHeHHe conpoTHBneHHa, 
ecnH b noacne HaxonHTca HecKonfaKO oTBepCTHH pa3MemeHHbix nocneHOBarenbH o ohho 
3a HpyrHM. 3th we rjtopMynbi npHMeHHMbi TaKwe nna onpeneneHHa, KaR yMeHbuiHTCa 
MaTHHTHblH BOTOR npOHHRatOLUHH H6pe3 nORCOR B npOHOHbHOM HanpaBHeHMH ; MOWHO 
HaROHen noncHMTaTb yBenHaeHHe bmrocth nnnHHnpa, bo BHyrpeHHee npocrpaHCTBo roto- 
poro BBenĆH ohhh hhh HecRonbRo hhhhhhpob, BbinonHeHHbix H3 sneRTponpoBonaineró 
MarepHana.

EcnH ocb HHHHHnpa He pacnonoweHa b cHMMeTpnanbHOH ohocrocth ROHneHcaropa, 
nonyHBKTrca 4>opMynbi 6onee cnowHbie, HH<j>poBoe pemeHHe ROTopbix hć cobcom nerno.

2. 3HEKTPMHECKOE nOHE FWOCKOrO KOHAEHCRTOPH BO BHVTPEHHEE nPOCTPHHCTBO KOTOPOTO 
BBEflEH 3HEKTPOnPOBOHamHpi nnPHnHEnEnHnEH C ABYMS BOKOBbIMH nOBEPXHOCTaMM 

nHpnnjlEJlbHblMM K HHKJ1HAKHM KOHflEHCHTOPfl.

(IpHHaTO npn 3tom cHMMeTpHRHoe nonoweHHe napannenenHnena. 9tot cnyaaH rowe 
paapeuiHM nyreM ROH<t>opMHoro npeofipasoBaHHa noacna c BbipesaHHbiM npaMoyronbHH- 
rom Ha nonynnocROCTb (pHC. 16). IlpHMeHaa <j>opMyny LLlBapua-XpHCTO<H>ena nonywa- 
lOTCa cnowHbie snnHnTOHecRHe HHTerpanbi, ROTopbie He nerRo paspeiuHTb. EcnH onHaRO 
npeo6pa.3OBaTb ROH<j>opMHO TonbRO nonoBHHy npaMoyrónbHHRa, cnepsa Ha nnocROCTb, 
a noTOM Ha noacoR, nonyqaeTca H3BecTHaa saBHCHMocrb (27), ROTopyio mowho Tanwe 
npencTaBHTb b bhhc (28). Mowho Toma ycraHOBHTb ycnoBHe (29), npH BbinonneHHH 
KOToporo HanpaweHHa torb b nyHRrax Q h S (pnc. 16) pasHarca cpaBHHTenbHo MeHbiue 
HeM a ot HanpaweHHa paBHOMepHoro nona, flna pa3Hbix. BenHHHH a BbiBOHHTca H3 
<t>opMynbi (29) oTHomeHHe LUHpHHbi npaMoyronbHHRa r ero Bbicore (pnc. 19 h 20). OnH- 
caHHbiii MeTon npHMeHHM TonbRO. nna nyHRTOB pacnonoweHHbtx Han cooTBeTCTBeHHbiMH 
rPHBmmh; nosTOMy mowho npHMCHRTb ero TonbRO npH npaMoyronbHHRax HMeiomHX onpe-
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AeaeHHoe nonoiKeHHe OTHOCHTenbHO HaKnagOK KOHuencaropa u HMeK>mnx onpeAeneH- 
Hyio <}>opMy (npwMepbi Tannx npuMoyronbHHROB y«a3aHbi Ha puc. 21).

PaBHO KaK u b n. 1 mojkcm npHMCHHTb BbiBeaeHHbie $opMynbi ara noAcneTa conpo- 
THBJieHua nosCKa c BbipeaaHHbiM npsiMoyronbHbiM oTBepcrneM. OKasbiBaercsi npw stom, 
mto b saBMCHMOCTH ot <)>opMb! npsMoyroAbHHRa u ot iiiHpMHbi noacKa nonyHaeTCs HeKO- 
Topas HeoSxOAHMasi MHHHManbHas AAHHa noscua.

PaaHHpa Me»my TeopeTHHeCKHM conpoTHBneHMeM npflMoyronbHbix HacTeii, Ha koto- 
pbie mojkho paageJiHTb noacoK n AeiiCTBHTenbHbiM conpoTHBneHHew noacKa ę BbipesaH- 
HbiM npawoyrojibHHKOM npeACTasnaeT ^>opMyna (37). Otcwas nonyHaeTca pasHima MejKAy 
noCAeAHHM conpoTHBneHHeM u conpoTHBneHMeM nonHoro noacKa. Eonu BbicoTa Bbipe- 
3aHHoro KBaApaTa paBHa AHawerpy Kpyra b noACHHTaHHOM b n. 1 npuMepe yBenHHeHHe 
conpoTHBneHMa cocTaBnaeT 36%.

B. KONORSKI

UNTERSUCHUNG ZWEIER SPEZIALFALLE EINES EBENEN 
ELEKTROSTATISCHEN FELDES

Zusammenfassung

1. DAS ELEKTRISCHE FELD EINES EBENEN KONDENSATORS, IN DESSEN INNENRAUM 
EIN LEITENDER KREISZYLINDER MIT EINER ZU DEN BELEGUNGEN DES KONDEN. 
SATORS PARALLELEN UND VON BEIDEN GLEICHENTFERNTEN ACHSE HINEIN- 

GEBRACHT WURDE.

Hat der Zylinder einen Durchmesser, dessen Verhaltnis zum Plattenabstand 
klein ist, so kann man Flachen entwerfen, ausserhalb welcher der relative Unter- 
schied zwischen der wirklichen Feldstarke und der Feldstarke des homogenen 
Feldes kleiner ais eine beliebig angenommene kleine Zahl fi ist (Bild 1 mit fi— 
=0,01 bzw. 0,02).

Die eingangs gestellte Aufgabe kann man mittels konformer Abbildung eines 
Streifens mit herausgeschnittenem Halbkreis auf eine Hałbebene lósen. Dieses 
Problem list mathematisch losbar, es fiihrt jedoch zu einer Differentialgleichung 
dritter Ordnung mit zwei Konstanten, dereń Wert schwer zu bestimmen ist. Der 
praktŁsche Wert dieser Lósung ist demgemass klein. Auch sind die Naherungs- 
formeln, die in Lehrbiićhern der Hydrodynamik zu finden sind, ziemlich kompli- 
ziert. Deshalb wird hier ein sehr einfaches, auf einer elektrischen Methode beruhen- 
des Verfahren entwickelt.

Ist das Verhaltnis q von Zylinderdurchmesser und Plattenabstand 0,4, so 
wird versucht, das sich ergebende Feld durch wiederholte Spiegelung eines in der 
Mitte des Kondensators befindlichen Liniendipols an den Kondensatorbelegungen 
abzubilden. Es ergibt sich die Reihe (5), wobei k vom Dipolmoment abhangt; die 
Grenzbedingungen werden durch die Reihe (5) erfullt, die Grósse k kann man 
berechnen, indem man den entsprechenden Ausdruck fiir den Punkt a:=0, y = ±R 
bildet, fiir welchen das Potential gleich Nuli ist. Das Resultat bringt die Formel (8), 
die in angegebenen Grenzen eine fiir die Praxis genugende Genauigkeit bietet 
(% 0,6 %o). Diese Formel versagt jedoch, wenn q > 0,4 ist.' Das Versagen wird 
dadurch erklart, dass der Abstand der beiden Ladungen im Dipol bei verhalt- 
nismassig grossem Zylinderdurchmesser nicht mehr ais vernachlassigbar klein 
arigenommen werden darf. Demgemass wird bei Behandlung dieses Falles ein end- 
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lioher Abstand zwischen den Dipolladungen vorausgesetzt. Durch Anwendung der- 
selben Methode kommt man zum Ausdruck (11), der die gleiche Genauigkeit wie 
friiher aufweist, jedoch durch o 0,8 eingeschrankt wird. Die Grosse c wird im 
Bild 6 dargestellt. Es wird ferner gezeigt, dass mit c-> o die Formel (11) in (8) 
ubergeht und es wird fur den Bereich in der Nahe der Kondensatorbelegungen ein 
Ausdruck fur das komplexe Potential gewonnen.

Die Falle mit g > 0,8 lassen sich offenbar nicht mehr durch das gleiche Ver- 
fahren losen.

Weiters wird in der Abhandlung die Frage behandelt, in welcher Entfernung 
am voh der Zylinderachse der relative Unterschied a zwischen der Feldstarke des 
verzerrten und des homogenen Feldes vernachlassigbar ist (Bild 7 fur a = 0,01). 
Die Maximalwerte der auftretenden Feldstarke im Verhaltnis zur Feldstarke des 
homogenen Feldes zeigt Formel (14) und Bild 8.

Dieselben Formeln kann man beniitzen, um den elektrischen Widerstand eines 
Streifens mit herausgeschnittenem Kreis zu berechnen. Durch einfache Umformun- 
gen kommt man zu den Ausdrticken (15) bis (17), die die Vergróssęrung des betref- 
fenden Widerstandes bei Streifen von endlicher und unendlich grosser Lange des 
Streifens angeben. (Wie ein angefiihrtes Zahlenbeispiel zeigt, betrągt diese Ver- 

grbsserung 23,5l)/o im angenommenen Fali o =0,5).
Durch dieselben Uberlegungen kann man die Vergrbsserung des Widerstandes 

angeben fur den Fali von zwei oder mehreren in einer Reihe liegenden Kreisaus- 
schnitten (Bild 10 und 11). Die entwickelten Formeln lassen sich auch anwenden, 
um die Verkleinerung des magnetischen Flusses zu bestimmen, der in der Langs- 
richtung des ebenen Streifens wirkt; schliesSlich kann man damit auch die Ver- 
grosserung der Kapazitat eines Kondensators berechnen, in dessen Innenraum ein 
oder mehrere ąuergelegene Zylinder aus leitendem Materiał hineingebracht wurden.

Fur den Fali, dass der Kreiszylinder im Verhaltnis zur Mittellinie des Konden
sators exzentrisch liegt, ergeben sich ziemlich umfangreiche und nicht einfach 
numerisch auflósbare Ausdriicke.

2. DAS ELEKTRISCHE FELD EINES EBEKEN KONDENSATORS, IN DESSEN INNENRAUM 
EIN LEITENDES PARALLELEPIPED MIT ZWEI ZU DEN BEŁEGUNGEN DES KONDEN

SATORS PARALLELEN UND VON IHŃEN GLEICHENTFERNTEN SEITENFLACHEN
HINEINGEBRACHT WURDE.

Auch dieses Problem ware zu losen mittels konformer Abbildung eines Streifens 
mit herausgeschnittenem Viereck (Bild 16) auf eine Halbebene (nach Schwartz- 
Christoffel). Auf diesem Weg kommen wir jedoch zu komplizierten elliptischen 
Integralen, die nicht^ einfach zu behandeln sind. Wenn wir aber nur die Halfte des 
Rechtecks dh. einen Winkel desselben konform auf eine Ebene und dann auf einen 
Streifen abbilden, so bekommen wir die bekannte Beziehung (27), die auch in Para- 
meterform (28) dargestellt werden kann. Es lasst sich dann eine Beziehung (29) 
finden, bei dereń Erfullung sich die Feldstarke in den Punkten Q und S (Bild 16) 
relativ um weniger ais a von der Feldstarke des homogenen Feldes unterścheidet. 
Fur verschiedene Werte von a bietet die4 Formel (29) das Verhaltnis von Rechtecks- 
breite zu Rechteckshbhe (Bild 19 und 20). Die beschriebene Methode lasst sich dem- 
zufolge nur fur punkte anwenden, die oberhalb der betreffenden Kurven liegen. 
Es kommen also im Verhaltnis zum Kondensatorabstand nur bestimmte Rechtecks- 
formen in Frage. (Dies ist beispielweise in Bild 21 angedeutet). Man kann ebenso 
wie oben bei A die entwickelten Formeln beniitzen, um den Widerstand eines
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Streifens mit herausgeschnittenem Viereck zu berechnen. Es zeigt sich, dass aus der 
gegebenen Form des Rechteckes und der Breite des Streifens sich die betreffende 
minimale Gesamtiange des Streifens ergibt.

Der Unterschied zwischen dem theoretischen Widerstand der .aneinandergeklebten 
Stiicke verschiedener Breite und dem wirklichen Widerstand des Streifens mit 
herausgeschnittenem Rechteck gibt Formel (37). Daraus ergibt sich die Differenz 
zwischen letzterem und dem Widerstand des vollen Streifens. Falls die Rechtecks- 
hóhe glęich dem Kreisdurchmesser in dem unter A behandeltem Beispiel ist, betragt 
die Wiederstandserhohung 36%.

32 Archiwum Elektrotechniki Tom in
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S. WĘGRZYN

Stany nieustalone w układach pobudzanych periodycznie
Rękopis dostarczono 31. 3. 1954

Streszczenie. Włączenie dowolnej periodycznej siły elektromoto
rycznej w liniowym układzie elektrycznym rozpatruje autor jako wyłączenie 
jednej z zespołu dwóch równych, lecz przeciwnie skierowanych sił elektro
motorycznych, które przed momentem wyłączenia jednej z nich wymuszały 
w danym układzie dwa równe, przeciwnie skierowane stany ustalone. Me
toda ta pozwala na uzyskanie dużeji prostoty obliczeń oraz daje oryginalną 
fizykalną interpretację zagadnienia.

Przykładowo rozpatrzono włączenie generatora prądowego na układ rów
noległy RLC, włączenie siły elektromotorycznej o przebiegu piłowym w ukła
dzie szeregowym RL oraz włączenie siły elektromotorycznej o przebiegu sinu
soidalnym, sprostowanym w układzie szeregowym R C. W tych dwóch ostat
nich przykładach obliczenie stanu ustalonego przeprowadzono. za pomocą 
metody polegającej na analizie przebiegów w jednym okresie stanu usta
lonego.

1. WSTĘP

W poprzedniej pracy [2], omawiającej przebiegi nieustalone powsta
jące w poszczególnych stopniach wielostopniowego wzmacniacza, autor 
zastosował metodę dwóch przeciwnych stanów ustalonych polegającą na 
tym, że włączenie sinusoidalnej siły elektromotorycznej na wejście 
wzmacniacza zostało rozpatrzone jako wyłączenie jednej z zespołu dwóch 
równych, lecz przeciwnie skierowanych sił elektromotorycznych. Pozwo
liło to na uzyskanie dużej prostoty obliczeń oraz umożliwiło graficzne 
ich wykonanie.

Metodę tę można stosować również przy obliczaniu stanów nieusta
lonych powstających w liniowych układach elektrycznych przy włącze
niu dowolnego pobudzenia periodycznego. Pozwala to na uzyskanie rów
nież i w tych przypadkach dużej prostoty obliczeń, a otrzymane rozwią
zania mają przy tym postać doskonale nadającą się do dyskusji tech
nicznej.

32*
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2. STOSOWANIE METODY DWÓCH PRZECIWNYCH STANÓW USTALONYCH 
W PRZYPADKU DOWOLNEGO POBUDZENIA PERIODYCZNEGO

Włączenie siły elektromotorycznej o przebiegu periodycznym w linio
wym układzie elektrycznym o zerowych warunkach początkowych można 
rozpatrywać jako wyłączenie jednej z zespołu dwóch równych sił elek
tromotorycznych pracujących przeciw sobie, jak to zilustrowano na rys. 1.

Rys. 1. Włączenie periodycznej siły 
elektromotorycznej E (t) możemy roz
patrywać jako wyłączenie jednej z ze
społu dwóch równych sił elektromoto
rycznych pracujących przeciw siebie.

Rys. 2. Włączenie generatora prądowe
go o periodycznym przebiegu prądu 
możemy traktować jako wyłączenie jed
nego z dwóch identycznych generato
rów prądowych pracujących w takim 

układzie.

Jeżeli bowiem w układzie Z nie ma innych sił elektromotorycznych i je
żeli warunki początkowe tego układu są zerowe, to przed włączeniem 
siły elektromotorycznej E(t) napięcia na każdym z elementów i prądy 
w każdym z elementów tego układu są równe zeru. Stan ten możemy 
rozpatrywać jako sumę dwóch równych, lecz przeciwnie skierowanych 
stanów ustalonych, wywołanych przez dwie równe i przeciwnie skiero
wane siły elektromotoryczne. Wyłączając jedną z nich przerywamy stan 
ustalony, który ona wymuszała i powodujemy zaburzenie wywołane 
wyładowaniem się poszczególnych cewek i kondensatorów układu Z. 
Całkowity więc stan nieustalony w liniowym układzie elektrycznym, 
wywołany włączeniem dowolnie periodycznej siły elektromotorycznej, 
możemy przedstawić jako sumę:

a. stanu ustalonego (oznaczać go będziemy indeksem s), wywołanego 
przez tę włączaną siłę elektromotoryczną,

b. zaburzenia (oznaczać go będziemy indeksem z), wywołanego wyłą
czeniem równej i przeciwnie skierowanej siły elektromotorycz
nej, która pracowała w danym układzie w stanie ustalonym przed 
momentem wyłączenia.

Na rys. 2 przedstawiony jest układ dla przypadku włączenia genera
tora prądowego o nieskończenie wielkim oporze wewnętrznym.

Zagadnienie stanu nieustalonego, powstającego przy włączeniu siły 
elektromotorycznej o przebiegu periodycznym w układzie liniowym, 
można zatem sprowadzić do obliczenia stanu ustalonego i zaburzenia.

Stan ustalony obliczamy za pomocą jakiejkolwiek metody elektro
techniki teoretycznej, stosowanej do obliczania stanów ustalonych dla 
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przebiegów periodycznych, przy czym w wielu przypadkach bardzo do
godna jest metoda przedstawiona w rozdz. 3 i 4, polegająca na analizie 
przebiegów dla jednego okresu stanu ustalonego.

Obliczenie zaburzenia sprowadza się w przypadku obwodów o stałych 
skupionych i przy zastosowaniu rachunku operatorowego do przekształ
cenia odwrotnego funkcji typu

Uc(0) pLJ(O)
Z(p) ’ Z(p) “

bądź
UcWmp) pUWYAp)

Y2(p) ’ Y2(p)

a więc wymiernych funkcji algebraicznych, co pozwala na zastosowanie 
prostych wzorów na przekształcenie odwrotne.

3. WŁĄCZENIE IMPULSOWEGO GENERATORA PRĄDOWEGO 
NA UKŁAD RÓWNOLEGŁY R L C

W chwili t=0 zostaje włączony na układ równoległy R L C, o zero
wych warunkach początkowych (rys. 3), generator prądowy o nieskoń
czenie wielkim oporze wewnętrznym i prądzie określonym następującą 
funkcją periodyczną w okresie T

, cos (co t— 0)—cos & „ „
— J------------------------- ------ dla 2nn s t < 2wr+2 0

1 — cos 0

= 0 dla 2n?r+20<t<2Ji(n + l)

n=0, 1,2, 3,... w= —.
T

Rys. 3. Włączenie impulso
wego generatora prądowego 

na układ równoległy 
R L C.

Rys. 4. Przebieg prądu rozpatrywa
nego generatora impulsowego.

Przebieg tego prądu przedstawiono na rys. 4. 1

1 Rozwiązanie tego zagadnienia przez obliczenie splotu funkcji prowadzi do du
żych trudności rachunkowych, a otrzymany przy tym, z ogromnym nakładem pracy, 
wynik ma postać skomplikowaną, mało przejrzystą, nie nadającą się do dyskusji 
technicznej. Rozwiązanie tego zagadnienia za pomocą metody splotu funkcji zostało 
przedstawione w pracy [1]. Porównanie obu przeliczeń stanowi dobrą ilustrację 
ogromnych korzyści, jakie daje metoda dwóch przeciwnych stanów ustalonych.
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Włączenie generatora prądowego wywoła na obwodzie napięcie U (t). 
Obliczając przebieg tego napięcia metodą dwóch przeciwnych stanów 
ustalonych, rozpatrujemy włączenie generatora na obwód przedstawiony 
na rys. 3 jako wyłączenie jednego z zespołu dwóch identycznych genera-

a. b. c.

Rys. 5. Napięcie nieustalone wywołane włączeniem genera
tora prądowego w układzie a. można obliczyć jako sumę na
pięcia ustalanego Ust układu b. i napięcia zaburzeniowego 

wywołanego wyłączeniem generatora w układzie c.

torów, pracujących w układzie pokazanym na rys. 2, co sprowadza się 
w tym przypadku do obliczenia przebiegów w układach b i c, jak to po
kazano na rys. 5.

Przed momentem wyłączenia generator w układzie c pracował przy 
stanie ustalonym w obwodzie. Wskutek wyłączenia generatora zostaje 
przerwany stan ustalony, który on wymuszał i występuje zaburzenie spo
wodowane wyładowaniem się kondensatora i fcewki. Napięcie nieustalone 
U (t) możemy więc obliczyć jako sumę:

a. napięcia ustalonego Us (t) 'wymuszanego na rozpatrywanym obwo
dzie przez generator pracujący w układzie b,

b. napięcia zaburzeniowego Uz (t) wywołanego wyłączeniem genera- 
. tora pracującego w układzie c.

3.1. Napięcie ustalone

Dla obliczenia napięcia ustalonego w tym przypadku najprościej jest 
rozłożyć funkcję prądu J (t) na szereg Fouriera 

n
J(t) = Jo + COS k (a>t— 0),

k==l 
gdzie

Jo =--------- -----------(sin 0 — 0cos 0), 
tt(1 — cos 0)

a
I / sin (k+1)0 sin (k—1)0 sink0cos0J— ----- :— -------------  I - p     - — • - — 2 .......... ..... .......

7t(l-“Cos0) \ Tc-f-1 k— 1 k

Prąd k-tej harmonicznej wywoła w obwodzie napięcie

Uk(t)=Uk cos (kcot—k0—(pk),
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gdzie 
uk—j^zęko^ y

x kwC-------—
Z(kco) = ----------- ------------------- , a rpk=arctg------------------ .

G

Napięcie wywołane na obwodzie przez składową stałą Jo będzie równe 
zeru, gdyż przyjmujemy, że opór' czynny cewki jest równy zeru.

Napięcie ustalone Us (t) będzie zatem sumą poszczególnych napięć 
harmonicznych 

n
Us® = yuk cos (ka)t — k0—<pk)- 

k=l

Takie przedstawienie napięcia Us (t) jako sumy napięć sinusoidalnych 
jest w tym przypadku bardzo dogodne; orientuje nas od razu co do za
wartości harmonicznych. Przebiegi tego napięcia dla 20=120°, co=ft>o 
i dla obwodów o dobroci Q = 10 i Q = 3 pokazano na rys. 6. Przy Q = 10

Rys. 6. Przebieg napięcia ustalonego Q=10, Q=3, 0=60°.

ograniczyliśmy się do drugiej harmonicznej, gdyż amplituda trzeciej jest 
76 razy mniejsza od amplitudy podstawowej. Przy Q = 3 ograniczyliśmy 
się do trzeciej harmonicznej, gdyż amplituda czwartej jest już 160 razy 
mniejsza od amplitudy podstawowej.

3.2 Napięcie zaburzę ni owe

Napięcie zaburzeniowe Uz (t) jest wywołane wyłączeniem w chwili t = 0 
generatora w układzie c. Wskutek wyłączenia generatora zostaje przer
wany stan ustalony, który on wymuszał i występuje zaburzenie spowo
dowane wyładowaniem się w rozpatrywanym przez nas obwodzie kon
densatora, na którym w chwili wyłączenia panowało napięcie Uc (0), 
i cewki, pfzez którą płynął w chwili wyłączenia prąd JL (0). Napięcie za- 
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burzeniowe będzie więc sumą napięcia zaburzeniowego Ulz (t), pochodzą
cego od wyładowania się kondensatora,

= e~ót cos ((Dot+P), 
cos

gdzie

LC~^ ’ Ó~2RC

a 

oraz napięcia zaburzeniowego Uaz (t), pochodzącego od wyładowania się 
cewki L

U2z(t) = — e~at sin wot.
Cw0

Całkowite napięcie zaburzeniowe U z (t) jest więc równe

Uz(t) = [ cos (wot+/?) - si n ojot] e ~
l cos/? Cw0 J

Rys. 7. Przebieg napięcia zaburzeniowego Q=10, Q=3.

Wartości początkowe Uc (0) i Jl (0) są to wartości dla chwili t=0 
napięcia ustalonego na kondensatorze i prądu ustalonego w cewce, wy
muszane przez generator identyczny jak pracujący w układzie b, lecz 
o przeciwnej kierunkowości prądu. Wartości te można obliczyć wprost 
z poprzednio znalezionego stanu ustalonego. Mianowicie:

Uc(0) = — U8(0) = — £ Uk cos (k0 + <pk),
k = l

kc»L
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Przebiegi napięcia zaburzeniowego Uz (t) dla obwodów, dla których 
poprzednio znaleźliśmy stan ustalony, pokazano na rys. 7.

3.3. Napięcie nieustalone

Napięcie nieustalone U (t) jest sumą napięcia ustalonego i napięcia 
zaburzeniowego, jest więc

U(t) = Us(t) + U2(t).
W naszym przypadku

U(t) = £ U* cos (kcot—k0 — +
k = l

Rys. 8. Przebieg napięcia nieustalonego Q = 10, Q=3, 0=60°.

Przebiegi tego napięcia dla rozpatrywanych poprzednio dwóch przy
padków Q = 10 i Q=3 oraz 2 0 = 120° i o) — mn przedstawiono na rys. 8.

4. WŁĄCZANIE SIŁY ELEKTROMOTORYCZNEJ O PRZEBIEGU PIŁOWYM 
DO UKŁADU SZEREGOWEGO RL

W chwili t=0 zostaje włączona do układu szeregowego RL (rys. 9) 
periodyczna siła elektromotoryczna E (t) o przebiegu piłowym przedsta
wionym na rys. 10.

Włączenie siły elektromotorycznej E (t) wywoła w obwodzie prąd J (t). 
Obliczając przebieg tego prądu metodą dwóch przeciwnych stanów usta
lonych, rozpatrujemy włączenie siły elektromotorycznej w obwodzie 
przedstawionym na rys. 10 jako wyłączenie jednej z zespołu dwóch rów
nych sił elektromotorycznych, pracujących w układzie pokazanym na
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rys. 1, co sprowadza się w tym przypadku do obliczenia przebiegów 
w układach b i c, jak to pokazano poglądowo na rys. 11.

Rys. 9. Włączenie siły elektromoto
rycznej o przebiegu piłowym do 

układu szeregowego R L.

4.1. Obliczenie stanu ustalonego

Siła elektromotoryczna E (t) jest funkcją periodyczną o okresie T, 
przy czym w przedziale 0 < t < T przebieg tej funkcji określony jest 
wzorem

E(t)=Em „ . 
T

Przebieg prądu ustalonego Js (t) moglibyśmy znaleźć rozkładając, 
podobnie jak w rozdz. 3, funkcję E (t) na szereg Fouriera. W tym przy
padku dużo dogodniejsze jest jednak zastosowanie poniższej metody roz
wiązania.

Rys. 11. Prąd nieustalony wywołany włączeniem 
siły elektromotorycznej w układzie a. można obli
czyć jako sumę prądu ustalonego Z(i) układu b. 
i prądu zaburzeniowego wywołanego wyłączeniem 

siły elektromotorycznej w układzie c.

Ponieważ siła elektromotoryczna jest funkcją periodyczną o okre
sie T, więc prąd ustalony w rozpatrywanym przez nas obwodzie jest 
również funkcją periodyczną o okresie T, przy czym przebieg tej funkcji 
w przedziale 0<t<T możemy łatwo znaleźć dokonując odwrotnego 
przekształcenia funkcji

7,w=_Ł+jMŁ. 
R + pL R + pL 

gdzie

E(p) = ~^, 
pT
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a J(0) oznacza wartość prądu ustalonego na początku okresu. Po dokona
niu przekształcenia odwrotnego otrzymamy

p r t 1 i
Js(t)=— ~----- (1 - e^) + J(0) e-‘.

R [T aT J

J (0) możemy łatwo obliczyć z warunku ciągłości funkcji określającej 
przebieg prądu płynącego przez cewkę, czyli w naszym przypadku 
z relacji

Js(0)=J,(T).
Otrzymamy 

a po podstawieniu wartości J (0) do otrzymanego poprzednio wzoru na 
Js (t) mamy ostatecznie

R [T aT 1-e-aT |

Rys. 12. Przebieg prądu ustalonego a T=l.

Przebieg tej funkcji periodycznej o okresie T, określonej w prze
dziale 0 < t < T powyższym wzorem, przedstawiono na rys. 12.

4.2. Prąd zaburzenie wy

Prąd zaburzeniowy wywołany jest wyłączeniem w układzie przedsta
wionym na rys. lic w chwili t=0 siły elektromotorycznej E (t). Wskutek 
tego wyłączenia zostaje przerwany stan ustalony, który ona wymuszała 
i występuje zaburzenie spowodowane wyładowaniem się cewki, przez 
którą płynął w chwili wyłączenia prąd J (0). Prąd zaburzeniowy jest więc 
równy

Jz(t)=-J(0)e-at.

Wartość początkowa J (0) jest to wartość dla chwili t=0 prądu ustalo
nego wymuszanego przez taki sam generator jak pracujący w układzie b,
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tylko o przeciwnej kierunkowości; wartość tę można obliczyć wprost 
z poprzednio znalezionego stanu ustalonego. Jest mianowicie

Rys. 13. Przebieg prądu zaburzeniowego aT=l.

Przebieg tego prądu zaburzeniowego przedstawiono na rys. 13.

4.3. Prąd nieustalony

Prąd nieustalony jest sumą prądu ustalonego i prądu zaburzeniowego. 
W tym przypadku przebieg prądu nieustalonego można przedstawić jako 
sumę periodycznej funkcji o okresie T, którą w przedziale 0 < t < T 
można wyrazić wzorem

_t_____i____
T aT 1 —e~“T|

oraz aperiodycznej funkcji
J2(t) = ~[—-----------

R L aT l-e~“T

R

Rys. 14. Przebieg prądu nieustalonego aT=l.

Przebieg tak obliczonego prądu nieustalonego przedstawiono na rys. 14.
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5. WŁĄCZENIE SIŁY ELEKTROMOTORYCZNEJ O PRZEBIEGU 
SINUSOIDALNYM SPROSTOWANYM DO UKŁADU SZEREGOWEGO R C

W chwili t = 0 zostaje włączona do układu szeregowego RC (rys. 15) 
periodyczna siła elektromotoryczna E (t) o sprostowanym przebiegu si
nusoidalnym, przedstawionym na rys. 16.

m .

Rys. 15. Włączenie do układu szerego
wego R C siły elektromotorycznej 

o przebiegu sinusoidalnym spro
stowanym.

Rys. 16. Przebieg rozpatry
wanej siły elektromotorycz

nej.

Obliczenie stanu nieustalonego sprowadza się w tym przypadku do 
obliczenia przebiegów w układach b i c, jak to pokazano poglądowo na 
rys. 17.

Rys. 17. Napięcie nieustalone na kondensatorze wy
wołane włączeniem siły elektromotorycznej w ukła
dzie a, można obliczyć jako sumę napięcia ustalonego 
w układzie b. i napięcia zaburzeniowego wywołanego 
wyłączeniem siły elektromotorycznej w układzie c.

5.1. Obliczanie stanu ustalonego

Siła elektromotryczna E (t) jest funkcją periodyczną o okresie T= - 

przy czym w przedziale O < t < T przebieg tej funkcji określony jest 
wzorem

E(t) = Emsinmt.

Napięcie ustalone na kondensatorze Ucs (t) będzie zatem również 
funkcją periodyczną o okresie T, przy czym przebieg tej funkcji w prze
dziale O < t < T możemy łatwo znaleźć

Er ‘ _ JL
Ucs(t)=------- — cos (wt+ę>) — cos (pe rc +Ue(O)e rc .

ZwC L J

Ue (0) oznacza wartość napięcia ustalonego na kondensatorze na początku 
każdego okresu. Uc (0) możemy łatwo obliczyć korzystając z warunku 
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ciągłości określającej przebieg funkcji napięcia na kondensatorze, czyli 
w naszym przypadku z relacji

UC(O) = UC(T)
otrzymamy

Uo(0) = ——cos 
ZwC

_ T 
1 + e rc

___T
1 — e rc

Po podstawieniu wartości Uc (0) do otrzymanego poprzednio wzoru na 
Uc (t) mamy ostatecznie

t
U„(t) —----^-1 cos (cot + rf) — cos <p 1 .

ZmC L n _ JL1 —e rc

RC=-y , 9=32°

Rys. 18. Przebiegi napięcia ustalonego, zaburzeniowego i nie
ustalonego na kondensatorze przy włączeniu na układ sze

regowy RC napięcia sinusoidalnego sprostowanego.

Przebieg tej funkcji periodycznej o okresie T, określonej w prze
dziale 0 < t < T powyższym wzorem, przedstawiono na rys. 18a.

5. 2. Napięcie zaburzeniowe

Napięcie zaburzeniowe na kondensatorze wywołane jest wyłączeniem 
w układzie, przedstawionym na rys. 17c, w chwili t=0 siły elektromoto
rycznej E (t). Wskutek tego wyłączenia zostaje przerwany stan ustalony, 
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który ona wymuszała, i występuje zaburzenie spowodowane wyładowa
niem się kondensatora, na którym w chwili wyłączenia było napięcie U^O). 
Napięcie zaburzeniowe jest zatem równe

Uedt)=UMe~ic .

Wartość początkowa Uc (0) jest to wartość dla chwili t=0 napięcia 
ustalonego na kondensatorze, wymuszanego przez identyczną siłę elek
tromotoryczną jak pracująca w układzie b, tylko o przeciwnej kierunko- 
wości. Można ją więc obliczyć wprost z poprzednio znalezionego stanu 
ustalonego, a mianowicie

, . Em 1+e rc
Ucz t) =----- '----- cos ®----------------e rc .

ZmC , —+1 —e rc

Przebieg tego prądu przedstawiono na rys. 18b.

5.3. Napięcie nieustalone

Napięcie nieustalone jest sumą napięcia ustalonego i napięcia zaburze- 
niowego. W tym przypadku przebieg tego napięcia można przedstawić 
jako sumę periodycznej funkcji o okresie T, którą w przedziale 0 < t < T 
można wyrazić wzorem

___t
x 2e RC I

Ncs(t) =----------- cos (aut + ?) — cos y  ---------------- I
ZwCI , - T ]

- 1 — e rc
oraz aperiódycznej funkcji

t
rr Em 1+e RC' _
Uc/t =----------- cos ® —----------— e rc .

ZcoC ,1 —e rc

Przebieg tak obliczonego napięcia zaburzeniowego na kondensatorze 
przedstawiono na rys. 18c.

6. ZAKOŃCZENIE

W pracach z zakresu stanów nieustalonych często można spotkać zbyt 
formalne stosowanie dużego aparatu matematycznego i przeprowadzanie 
żmudnych obliczeń w takich przypadkach, w których to nie tylko jest 
zbędne, ale wręcz komplikuje zagadnienie i prowadzi do wyników prak
tycznie mało przydatnych.

Praca niniejsza ma na celu:
1. przedstawienie zastosowania metody dwóch przeciwnych stanów 

ustalonych dla obliczania stanów nieustalonych w układach pobu
dzanych periodycznie,
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2. przedstawienie obliczenia stanów ustalonych w układach pobudza
nych periodycznie za pomocą metody analizy przebiegów w jed
nym okresie stanu ustalonego,

3. unaocznienie ogromnych korzyści jakie daje fizykalne, a nie for- 
malno-matematyczne, ujęcie zagadnienia.

*

W zakończeniu uważam za swój obowiązek złożyć serdeczne podzię
kowanie prof. drowi inż. Stanisławowi Fryzemu za wskazanie na ko
nieczność fizykalnej interpretacji poszczególnych członów funkcji okreś
lających przebiegi nieustalone, a w związku z tym na możliwość znalezie
nia prostszych metod rozwiązywania tych zagadnień.
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C. BEHFPMHH

HECTRLIMOHHPHblE PEŻKHMbl B nEPHOHMHECKH BO3By>KHHEMblX CMCTEMAX

P e 3 no m e

BKUKmeHHe nepHogHHecKOH sneRTpogBHłRymeH cmjibi b gHHenHOM 3jicrtphhcchoh 
chctcmc c HyneBbiMH HananbHbiMH ycgoBHsiMH moikho pacCMaTpHBaTb Ran BbiKntOMewie 
oahoh M3 KOMnneKca gByx paBHbix 3neRTpogBH>KymHx cmi geHCTBy>oiuHx b npoTHBono- 
no>KHbix HanpaBneHM5ix, rbr 3to nona3aHo Ha puc. 1. Echu b chctcmc Z Her gpynix 
3jieRTpogBH>KyiuHx chji u ecgH HananbHbie ycnoBHa btoh chctcmc — HyneBbie, ro go 
BKinoneHHsi 3neKTpoflBHłKymeił cmibi E(t) HanpaiReHHSi Ha RaiKgoM H3 sjicmchtob ch- 

CTCMbl H TORH B RałKgOM H3 HHX paBHbl HyjllO. 9tO COCTOHHHC MOKHO paCCMaTpHBaTb 
Han CyMMy gByX paBHblX, HO npOTHBOnonOlKHO HanpaBJieHHblX CTagHOHapHbiX coctoshhh, 
BbI3BaHHblX gByMH paBHblMH, HO npOTHBOnO.nO>KHO HanpaBneHHblMH SgCRTpOgBHIRymHMH 
cmiaMH.

BbimnoHas ogHy H3 3thx 3JieKTpoflBH>Kymnx chji, Mbi npeRpatnaeM CTauHOHapHoe 
cocTosHHe, KOTOporo ona óbuia itphhhhoh u Bbi3biBaeM nepexogHbiH npogecc rbusio- 
mHHca cnegCTBHeM paspaga OTgegbHbix RarymeR h KOHgencaTopoB chctcmu Z.

W Tan nogHoe HecragHOHapHoe coctoshhc b gHHeHHOH aneRTpHHecKOH chctcmc 
Bbi3BaHHoe bkjhohchhcm jirtóoh nepHogunecKOH aneRTpogBHiRymeH cnnbi mojrct 6bm> 
npegCTaBneHO b BHge cyMMbi:

a. cTagHOHapHoro coctosihmh (o6o3HaHeHHoro b HacTosmew Tpyge WHgencoM s) Bbi3- 
BaHHoro BmnoHeHweM stoh aneKTpogBmKymeii CHgbi,

6. nepexogHoro npouecca (o6o3HaseHHoro b HaciosmeM Tpyge HHgencoM z), Bbi3BaH- 
Horo BbiKmoHeHueM paBHoii, ho npoTHBononoiKHO HanpaBgeHHOH 3geKTpogBHH<ymeH 
cmibi, KOTopaa paóoTana b gaHHofi chctcmc b ee CTaunoHapHOM coctobhhh go 
MOMCHTa BbimnOHCHMH.
Ha pHC. 2 npegCTaBgeHa CHcreMa gna caysasi bujhomchmsi renepaTopa torb c Sccro- 

HCHHO ÓOJlblllHM BHyTpeHHHM COnpOTHBgCHHCM.
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IlpodJieMy HecTaunoHapHoro pe>KHMa BO3HHKaK>mero npH bkjhomchhh nepHOflHHec- 
KOH 3JieKTpOflBH}KyiUeM CHJIM B J1HHCHHOH CHCTCMC MOłKHO nOBTOMy CB6CTH K paCHCTy 
crauMOHapHoro cocroaHHa h nepexoflHoro npouecca. CrauHOHapHoe cocTOaHHe mm pac- 
CHHTMBaeM npu fiomoluh KaKoro-JiHdo Meiona TeopeTHHeCKoił 3jieKTp0TexHHKH, npH- 
MeHaeMoro flJia pacaeTa CTauHOHapHbix cocToaHHH nepnoflMHecKMx npopeccoB.

PacaeT me nepexonHoro npopecca CBOflmcs b cnyaae ueneH ę cocpeaoToaeHHMMH 
nocrosiHHMMH — npn npMMeneHMH onepaTopHoro HCancjieHHa — k odpaTHOMy npeodpa-

Ue(f)) pLJ(0) UetOlY^p) pLJ(0)Y, (p)
3OB3HHK) cbyHKUMti THna  -------- , ———— hjih Hte -———----- , ----- ------------t. e. papno-

Z(p) Z(p) Y2(p) Y2(p)
HanbHMx anre6panHecKnx 4>yHKUHH, aTO bosmojkho npu npHMCHCHHH npocTMx $opMyji 
odpaTHoro hpeo6pa3OBaHns,

Hjih npHMepa paccMOTpeHM no Meiony HByx npoTHBOnojio>KHMX crauHOHapHMx co- 
CTOSHHił: BKjnoaeHHe renepaiopa Tona b napajuieJibHoii chctcmc RLC; BKJiioaeHHe nkwio- 
odpasHOH sneKTpoflBHłKymeii cham b nocjienoBaTejibHOH chctcmc RL u BKjnoaeHHe ch- 
HycoHflanbHOH BbinpaMJieHHoił 3JieKTpoflBHH<ymeii chjim b nocjienoBaTejibHOH chctcmc RC.

B AByx nocJienHHx npnMepax paCHer crauHOHapHoro cocToaHHa npenCTaBjieH npu 
noMOiuH yKasamłoro aBTOpoM Merona aHajiH3a npoueccoB nna OBHoro nepnona crauHo- 
HapHoro cocroaHHs.

H3 Tpex npeflciaBjieHHbix b HacTosmeM Tpyne npHMepoB mm hphboamm b pe3K)Me 
BTopoit npMMep, t, e. pacaeT HecrauMOHapHoro npouecca Tona, BO3HHKaiomero npu bkjuo- 
neHMH nnjioo6pa3Hoił sjieKTpoABHłKymeii cwim b nocjieflOBaTeJibHofi chctcmc.

ripHMep: BK/nOHCHHe nHJioo6pa3HOH 3jieKTpoflBH>KymeH chjim b nocneflOBaTejib- 
Hyio CHCTeMy RL.

B momcht t=0 b nocneAOBaiejibHyio cncTCMy RL (puc. 9) BKjnoHaeTca nepHOAHnec- 
Kaa HHJioo6pa3Haa sjieKTpoABHJKymaa cnjia E (t), npeACraBjieHHaa Ha puc. 10.

3jieKTpoftBH>Kymaa CHJia E(t) aBJiaeica nepHoflHHecKOH 4>yHKueii c nepnoflOM T, 
'npHHCM b HHTepBaJie 0<t<T 3Ta <}>yHKijHa onpeflejiaeica <J>opMyjioii

t
E (t) = Em--- .

Tan Ran 3jieKTpoflBH5Kymaa CHJia aBjiaeTcs hcphobhhcckoh <|>yHKUHeii c nepHOBOM T, 
TO H CTaUHOHapHMH TOK B paCCM8TpHBaCMOM HBMH KOHType ÓyHCT TaKJKC nepHOflHMCC- 
koh (jjyHKUHeii c nepHOflOM T, npHHCM 4>yHKHHa 3Ta b HHTepBajie 0 < t < T.jicfko mojkct 
SbiTb HaiłfleHa nocne odpaTHoro npeodpasoBaHHa cjjyHKijHH

- E(p) pLJ(O)
L(p)=----------- -----------

R+pL R+pL
— Em

r«e E(p) =-----a J(0) ofioaHanaeT 3HaHeHHe crauHOHapHoro Tona b Hanajie nepHona. 
pT

Ilocjie odpaTHoro npeodpaaoBaHHa mm nojiynHM:

Em r t 1 7 \ T
Js(t)=---- ------------ 1-e ~nt + J(0)e“at.

R L T aT \ / J

J(0) jierKO onpeflejiHTb, nojibsyacb ycjioBHeM HenpepbiBHoCTH cjjyHKUHH, onpenenaioiueH 
tok, TeKyujHH Hepe3 KaTyuiKy, hhh, b hbujcm CJiynae, H3 cooTHomeHHa

H MM nOJiyiHM
Em T 1 li= -----h
R L aT l-eaTj

33 Archiwum Elektrotechniki Tom III
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FlogCTaBnas 3HaHeHne J(0) b noayHeHHyio paHbme c]?opMyny rjih Js(t) mbi nonyHMM 
OKOHHaTegbHO

E,,, t 1 e~at 1
Js(t)=— ------- +------------ .

R Lt aT 1-e-“TJ
3ra nepHOgHHecKaa cfyHKUHst c nepnogOM T onpegeneHHasi b HHrepsajie 0 < t < T 

npegbigymeii <|5opMynoM, npegcTasneHa Ha puc. 12.
riepeXOflHblil TOK Bbl3BaH BblKJUOHeHHeM M3 CHCTCMbl puc. lic B MOMCHT t = 0 3Jie- 

KTpoflBHHłyineil CH/ibi E(t). BcnegCTBHe btoto BbiKjnoMeHHs craunoHapHoe coctokhhc ko- 
Topoe oHa BbiHygHga, npepbiBaeiCM u BbicTynaeT BO3MymeHne, Bbi3BaHHoe paspagoM 
KaTyUIKM, Hepe3 KOTOpytO TCKJ1 TOK J(0) B MOMCHT BblK/ltOMCHMa.

FlepexonHbiM tok cnegoBaTegbHo paseH
J3(t)=-J(0)e-“t.

HaKanbHoe 3HaHCHne J (0) sBnaeTCsi 3HaHenneM gna MOMeHTa t = 0 CTagHOHapHoro 
TOKa, BbiHywgaeMoro reHepaTopoM, TO>KgecTBeHHbiM c reHeparopoM paóoraioinHM b ch- 
ctcmc b, ho c odpaTHbiM HanpaB.neHneM h oho, cnegoBaTegbHo, nom 6biTb Henocpeg- 
ctbchho onpegeneHo H3 HafifleHHoro paHbiue 3HaqeHHs CTagMOHapnoro coctohhhh, 
a hmchho

iEm 1
aT l-e-“T

e-"t

3tot tok BOSMymeHMs npegcTasjieH Ha puc. 13.
HecrauMOHapHbiii tok sBjiaeTca cyMMoił CTapHOHapHoro u Boswymaioinero tokob.

B HanieM cnynae HecTauHoHapHbiil tok MOwer SfaiTb npegCTaB.neH KaK cyMMa
a. nepHogMHecKoii c^yHKgHM c nepnogoM T, KOTopyio Ha OTpesKe 0 < t < T mowho 

npegcTaBHTb cjmpMygoH
, Em r t 1 ' e-ot 1

Js(t) = — --------- +----------- ,R LT aT 1 —e-“Tj
6. u anepHogMHecKOH c^yHKUHH

PaCCHHTaHHblH T3KHM o6pa3OM HCCTagHOHapHblH TOK npegCTaB/ieH Ha puc. 14.

S. WĘGRZYN

TRANSIĘNTS IN PERIODICALLY SUPPLIED CIRCUITS

' Summaty

The application of a periodical e. m. f. to a linear Circuit with zero initial con- 
ditions may be considered as an elimination of one of the two e. m. fs equal in ma- 

gnitude but opposite in polarity, as illustrated in Fig. 1. Since there are no other e. m.fs 
in the Circuit Z and sińce the initial conditions are zero the voltage across the 
elements of the Circuit and all currents are zero before applying the e. m. f. E (t). 
This state may be considered as a sum of two steady States equal in magnitude but 
opposite in polarity, caused by two e. m. fs pf equal magnitude and opposite polarity. 
By switching off of one of them the enforced steady state is interrupted and 
a disturbance is caused by the discharging of all condensers and inductances involved.
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The total transient in a linear electric Circuit due to the switching on of any 
periodic e. m. f. may be regarded as the sum of

a. a steady State (indexed s) caused by the impressed e. m. f.,
b. a disturbance (indexed z) caused by the eliminatioń of an e. m. f. equal in 

magnitude but opposite in połarity operating during the steady state before 
the switching off.

Fig. 2 illustrates a Circuit for the case of switching on of a current generator 
with infinite internal impedance.

The problem of the transient due to an applied periodic e. m. f. to a linear Cir
cuit may be then reduced to the calculation of a steady State and a disturbance.

The steady state may be calculated by ani' one method used in theoretical elec- 
trical engineering, applied to the steady state.

The calculation of the disturbance may be performed, in the case of a Circuit 
with lumped parameters, by using the operational method to find the inverse trans
formation of the functions

U<(0) pLJ(0) U,(0)Yt(p) pLJ(0)Y.(p)-------, ----- - or --------------- , -----------------
Z(p) z(p) y2(p) y2(p)

These functions are algebraic and rational which permits the applications of simple 
formulae for the inverse transformation.

As an example, this method of solution has been used in the case of application 
of a current generator to a Circuit containing RLC, in parallel, the application of 
a saw-tooth e. m. f. to a circuit with RL in series and the application of a rectified 
sinusoidal e. m. f. to a Circuit with R C in series. In the last two cases the compu- 
tation of the steady state has been done by analyzing the eąuations for one period 
of the steady state function.

Of the three examples contained in the paper only. the sęcond one will be _con- 
sidered in this summary, i. e. the calculation of the transient current caused by 
applying a saw-tooth e. m. f. to a series Circuit of R L.

Ex ample. Application of a saw-tooth e. m. f. to a series Circuit of R L.
A periodic saw-tooth e. m. f. E (t) has been applied to a series Circuit of R L. 

at t=0 as illustrated in Fig. 10.
The e. m. f. E (t) is a periodic function of a period T. The function is defined with- 

in the 0<t<T by the expression
t

E(t) = Em
T

Conseąuently the steady state current in the discussed Circuit will also be a pe
riodic function of the period T- Tt may be easily found by means of the inverse 
transformation of the function

x E(p) pU(0)
Js(p)= --------------- ----------------

R+pL R+pL
— Em 

where E(p)=- .
pT

.7(0) represents the value of the steady state current at the beginning of the pe
riod. After the inverse transformation we obtain:

Emf t 1 1
Js(t)=—I-----------(1-e «') +J(0)e-“'.

R L T aT J

33*



498 S. Węgrzyn Arch. Elektrot.

J(0) may be easily evaluated by assuming that the function defining the current 
flowing in the coil is a continuous one.

In this case
JS(O)=JS(T) 

hence
m r 1 j 

R L aT l-e-“T

After substituting J(0) into the foregoing expression for Js(t), we get

Js(t) =
Em r t 
r[t

1 e“u' "I 
aT ' 1—e-0' J

This periodic function of the period T defined by the above formula within the 
interval 0<t<T is illustrated in Fig. 12.

The disturbance current is due to switching off of the e. m. f, E(t) in the Circuit 
given in Fig. lic at t=0. As a result the steady State enforced by the e. m. f. E(t) 
is interrupted and a disturbance is caused by discharging the inductance in which 
the current J(0) was flowing at the moment of switching.

Hence the disturbance current is:

The initial value J(0) is a value of the steady State current at t = 0 enforced a gene
rator identical with the one operating in the Circuit c but of opposite polarity. 
Hence J(0) may be calculated from the previously found steady state, i. e.:

E„,[ 1
J=(t)=— — R LaT

1 1_______ :_ _  I o—at
1-e-arJ

This disturbance current is illustrated in Fig. 13.
The transient current is the sum of the steady State current and disturbance 

current.
In this case the transient current may be expressed as a sum of the periodic fun

ction of the period T which is defined within the interval 0<t<T by the expres- 
sion:

E«ft 1 e-<" 1I-------- +--------—RLT aT l-e-°Tj

and the aperiodic function as follows:
E,„r 1 1 1

Jz(t)= — — - —----  e—'.
R [aT l-e—T J

The graph of this transient current is shown in Fig. 14.
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J. GROSZKOWSKI

Rozszerzenie zasady równowagi mocy urojonej harmonicznych 
na układy o widmach ciągłych

Rękopis dostarczono 3. 5. 1954

Streszczenie. Zasada równowagi mocy urojonej harmonicznych, 
podana przez autora w odniesieniu do układów generacyjnych o przebiegach 
wyrażających się widmem prążkowym, może być rozszerzona na układy 
o przebiegach wyrażających się .widmami ciągłymi; suma urojonych mocy 
harmonicznych zostaje tu zastąpiona odpowiednią całką urojonej mocy 
gęstości widmowej, Równanie uogólnionej zasady sprawdzono na przebiegu 
tłumionym.

Zasada równowagi mocy urojonej harmonicznych., słuszna dla stanu 
ustalonego w układach generacyjnych, gdy występuje w nich widmo 
prążkowe harmonicznych [1], może być rozszerzona na układy genera
cyjne o drganiach wyrażających się widmami ciągłymi.

Jeśli w równoważnym obwodzie, w którym występuje jakiś przebieg 
zmienny w czasie, na przykład przebieg oscylacyjny, znajduje się ele
ment oporowy rzeczywisty (a więc nie magazynujący energii), dla któ
rego charakterystyka napięciowo-prądowa u=F(i) wyraża się linią 
„cienką" (bezpętlową), to dla tego elementu musi być.spełniony warunek 

pdu=Judi=0. (1)

Dla drgań wyrażających się widmem prążkowym harmonicznych prą
dowych nk |”=1 lub napięciowych mk mieliśmy zależności:

oc

^klm{Zk} nk = 0 W
k = l

lub 
oo

Im | m?. = (j (3j
ZJ lzfc| 
k = l

gdzie Zk je§t impedancją dla częstotliwości kto układu, do którego za
cisków dołączony jest element rzeczywisty o charakterystyce wyrażają
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cej się linią cienką; Im{ } oznacza składową urojoną wyrażenia w klam
rze, k jest rzędem harmonicznej.

Z zależności (2) lub (3) może być określona częstotliwość układu.
W przypadku gdy drganie wyraża, się widmem ciągłym o rozkładzie 

danym przez gęstość widmową 0(£?), można uważać, że rzędowi k har
monicznej odpowiada iloraz Q : co, tj.

k-" 

co

a zawartości, na przykład harmonicznej prądowej nk, odpowiada iloraz 
gęstości widmowych 0(£?): 0(<o), tj.

02(fi)
72 k * " j

02(«)

przy czym co jest tu częstotliwością odpowiadającą podstawowej często
tliwości drgania.

Impledancja dla częstotliwości harmonicznej kw przejdzie w irripe- 
dancję dla częstotliwości ii, tzn.

Zk^Za.

Wreszcie suma dla poszczególnych harmonicznych od k=l do k — oo 
przejdzie w całkę od 0 do oo, czyfli 

co 00
^....—f....dii. 

k —1 o

W ten sposób warunek równowagi mocy urojonej, dany równa
niem (2), w przypadku widma ciągłego przybiera postać

OOf£Im{z„}®dC=0.
J a, 
0

która sprowadza się do równania
oo

f£»Im{Zo}0a(P) d£ = 0. (4)
o .

Matematyczne uzasadnienie tego równania podano w dodatku.
Wyniki powyższych rozważań mogą być zastosowane na przykład do 

sprawdzenia wyrażenia na częstotliwość drgania tłumionego o równaniu

sin wt (5)

zachodzącego w układzie oscylacyjnym, składającym się’ na przykład 
z szeregowo połączonych: indukcyjności L, pojemności C i oporu R. 
W równaniu tym

2L
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jest współczynnikiem tłumienia, co zaś jest częstotliwością drgania (okre
ślającą na przykład momenty przechodzenia chwilowej wartości prądu 
przez zero).

Ponieważ charakterystyka napięciowo-prądowa oporu R
u=F(i)

wyraża się linią cienką, przeto w odniesieniu do zacisków tego oporu 
musi być spełniony warunek (1).

Dla drgania tłumionego o równaniu (5) gęstość widmowa dana jest 
przez '

0(S) = 1 _ .
n ] (co2 + a2)2— 2 (co2 — a2) & +

Dla częstotliwości & składowa urojona impedancji obwodu będzie 

Im {Zn} = GL- 1 = — - 1 j,
QC QC \ coo /

jeśli wprowadzimy dla częstotliwości rezonansowej oznaczenie

Warunek 
postać

2 1
co2=------ -  .

0 LC

równowagi mocy urojonej widma ciągłego przyjmuje tu

--------------0 .---------------dQ=O.

0

To ostatnie równanie można napisać jak następuje:

OO 0O

1 f Q2dQ f dQ___
J (co2 + a2)2 - 2 (co2 - a2) 52 + & J (co2 + a2) - 2 (co2 - a2) /22 +

o o
Oznaczając 

oo 

. f dxA - I ------------ --------- ,
J p2 + 2qx2 + x4 

0 

oo 

f x2dx r> = I --------------------
J p'2 + 2qx2 + x4 

o
gdzie

p = (co2 + a2), q=—(co2—a2),
przy czym

q2 —p2<0,

(6)

(7)

(8)
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równanie (6) przedstawimy jako

A-b-a=o. 
%

(9)

Rozwiązania całek (7) i (8) są następujące:

1 .aA =-------=—— sin —
4p y p sin a 2

x2+2 y p x cos — +p
In - --------------- ---------- - -----

x2 — 2 yp x cos - + p

+ 2 cos —
2

x2 — p
arc tg--------------------

« z- .a21/pxsm—
2

(10)

gdzie cos a=-------  
P!

= 1____iln ^-Zj/p-g x + p I°°+
4(/2(p —q) I x2+2j/p— q x+p j0

1 r 2x—1/2 (p—q) 2x+/2(p—q)
H------ arc tg------------------------ + arc tg  

21/2 (p—q) _ ]/2 (p+q) lz2(p+q)
• (U) 

o

W wyrażeniacłr(lO) i (11) wyrazy z ln dla x=oo i x=0 przyjmują war- 
. 71 / TT \

tości równe zeru; wyrażenie z arctg w równaniu (10) daje------ 1------- |=n ,
/ 2 ■ 2 

natomiast w równaniu (11) mamy

arctg( — 1 + arctg(l/) =0 .
\ I p+ą! \F p+q/

Zatem

4a(w2 + a2) 

4«

Z podstawienia (12) i (13) do (7) wynika

1 _ 1
m2 + a2 

czyli
O o 9 

oj“ —cog — a~.

(12)

(13)

(14)
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Otrzymane wyrażenie (14) na częstotliwość oj drgania jest znane 
i zgodne z wyrażeniem otrzymanym klasyczną metodą badania drgań 
w układzie oscylacyjnym tłumionym.

Dla widma ciągłego interesujący jest sens fizyczny równowagi mocy 
urojonej w elementach magazynujących energię. O ile w przypadku 
widma prążkowego ([2] str. 172) harmoniczne, mające częstotliwości 
wyższe od podstawowej, obniżały w obwodzie LCR częstotliwość pod
stawową drgań m, o tyle w przypadku widma ciągłego, część widma 
o częstotliwości 12 < co działa podwyższające i w pewnym stopniu kom
pensuje działanie obniżające części widma o częstotliwości

W zakończeniu pragnąłbym wyrazić wdzięczność doc. dr L. Łukaszewi
czowi za zredagowanie dodatku.
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Dodatek

MATEMATYCZNE UZASADNIENIE RÓWNANIA (4)

Załóżmy, że:
1. funkcje i(t) oraz u(t) w każdym skończonym przedziale mają co najwyżej skoń

czoną liczbę ekstremów i punktów nieciągłości,
2. całki

4-oo oo oo

f | u(t) I dt, f| u(t) dt i J | i(t) | dt 
—oo —oc —oo

są zbieżne oraz
3. są spełnione warunki

U(+oo) = «(-0o)=i( + ‘M = i(-C’C)==O- W

Jeśli ponadto i(t) jest jednoznaczną i ciągłą funkcją u(t)

to istnieje związek
OC

JPUGG) 1(12) sin dQ=O, (2)
ó
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gdzie

U(Q) sin a(I2)= U, GQ) =
oc

-J u(t) cos Qtdt,

—oo

oo

U(fi) cos a(P) = Ud ii) = — J w(t) sin iitdt, 
— OO

oc

I(Q) sin fl(ii) = Ii(ii) = -J i(t) cos iitdt, 

— OO

1 /»
I(P) cos /S(P)=L,(H)= - J i(t) sin -Qtdt

— OO

oraz
<p(Q)=fi(Q) — a(ii).

Istotnie, na podstawie zależności (1) rńamy
oo oo ^(-oc) 0
I idu = ff(u(t)] u'(t)dt=f f(u) du=j f(u) dw=0.

— OO —OO ^( —oo) 0

Z twierdzenia Fouriera oraz równań (3) i (4) wynika 
OO .

U(t)=f U(ii) sin [I2t+a(U)] dii, 
0

U’(t)=fiiU(Q) cos [I2t+a(£?)] dl?.
0

Podstawiając (7) do (6) otrzymujemy
oo oo

fi(t) (JilU(ii) cos [I2t+a(.Q)] d£?} dt=O.
—oo 3

Zmieniając porządek całkowania dochodzimy ostatecznie do wyrażenia
OO oo

f.QU(£?) {fi(t) cos [I2t+a(«)] dt) dP=
0 —oo

OO

= JPU(I2) {is^) COS sin-a(.O)} dQ=
0

oo

=JPU(I2) sin [^(Q)-a(Q}\ dQ=G . 
o

(3)

(4)

(5)

(6)

(8)

Uwzględnienie (5) w (8) daje wzór (2).
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51. rPOUJKOBCKH

PRCnPOCTPHHEHHE nPWHLjmiH BRRRHCR PERKTKBHOM MOLUHOCTM 
TRPMOHHK HH CHCTEMbl CO CnjlOUJHblMW CnEKTPRMM

Pes w m e
llpHHHHn óaaaHca peaKTHBHOH moujhocth rapMOHHK noaaHHbiii aBTopOM ans reHe- 

papHOHHMX CHCTeM C KOneÓaHHSMH BbipanteHHblMH nHHeHHaTblM CneKTpOM rapMOHHK (1] 
Mower 6biTb pacnpocTpaHeH Ha cncTeMbi c KoneSaHHSMH co cnnouiHbiM cneKTpoM.

B cnyqae nHHeHHaroro cnearpa (Hnp. ans rapMOHHK Tona c coaepwaHMeM n*) 3to 
ycaoBHe npHHHMaao bha

OO

^klmiZ^n^O, (2)

rae k SBasercs HHgeKCOM rapMOHHKH, Im {Zł}—peaKTHBHOH cocraBajnomeH HMneaaHca Zł 
ans nacroTbi ko).

B cayuae KoaeóaHHa BbipawenHoro cnaóuiHbiM cneKTpoM, c pacnpeaeaeHHeM saaaHHbiM 
cneKipaabHOH naoTHoerbto 0(12), mh hmccm cacayramne 3aBHCHMocTH:

k^ , Z,->Z„,
. " k = i ó

to sBaaeTca 3gecb uacTOTOH, cooTBeTCTBytomeH nacTOTe KoaeóaHHH.
TaKHM oópaaoM ycaoBHe óananca peaKTHBHOM mouihocth rapMOHHK npHHHMaei 

3gecb BHa
OO

f.O Im {ZQ} dl? = 0 . (4)
ó

ycaoBHe (4) mowho npOBepHTb Hnp. ana 3aTyxaK>mero KoneóaHHs aaHHOro ypaB- 
HeHneM

sin wt

HMetomeM mccto b KOHType LCR (ana KOToporo a=R:2L)
IlaOTHOCTb cneKTpa TaKoro KoaeSaHHs aana BbipaweHHeM

1 oj---------------------  . 
(oj2 + a2)2 - 2 (to2 - a2) Q2 +1?1

Rns KOHTypa LOR Mbi HaxoaHM

1 1 / Q2 \

IloaCTaHOBKa COOTBeTCTByłOmHX BbipaweHHM B (4) npHBOaHT K ypaBHeHHtO
OO 'OO

1 C r d.Q
---------------------- ----------------- ------------------------------------=0. (6)

„j1 J (oj2 + a2) - 2 (to2 - a2) I?2 + J (to- + a2) - 2 (to2 - a) Q2 +
°o 0

H3 KOToporo nonyHaeTCsi H3BecTHas 3aBHCHMOCTb nacTOTbi 3aTyxaiomero KeaeóaTeabHoro 
KoaeóaHHs:

to2=to^ —a. (14)
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Rns cnnouiHoro cneKTpa HmepeceH 4>M3Hmsckhh 'cMbicn banaaca peaKTHBHOH molu- 
hocth rapMOHHK b HaKonnsnomnx 3HeprnK> 3.neMenTax. B to BpeM* kbk b cnyqae nnHea- 
MaToro cneKTpa ([3] crp. 149) rapMOHMKM c MacroTofi Bbime Mew ocHOBHaa noHHHcanH 
b KOHType LCR ocHOBHyio Maciory co, —to b cnyMae cnnouiHoro cneKTpa, nacrb cneKTpa 
C MaCTOTOH Q <Z CO HeilCTByeT nOBblLUatOUHM o6pa3OM H B HeKOTOpoR CTeneHH KOMUCH' 
CHpyer noHMJKawiuee b/ihshhc Mac™ cneKTpa c mbctotoR P>co.

B npnno>KeHHH npHBeąeHO MareMarHMecKoe o6ocHOBanne 4>opMy.nbi (4).

- J. GROSZKOWSKI

THE EXTENTION OF THE PRINCIPLE OF THE REACTIVE POWER BALANCE 
OF HARMONICS TO CIRCUITS WITH A CONTINUOUS FREQUENCY SPECTRUM

Summary
The author’s principle of the balance of the reactive power of harmonics valid in 

generating circuits having a linę harmonie freąuency spectrum [1] car. be extended 
to circuits with a continuous freąuency spectrum.

In the case of a linę harmonie freąuency spectrum the condition could be ex- 
pressed (e. g. for an amount nk of current harmonics) by: 

oo 
^klm{Zk}ni = 0. (2

k—1 
where k — the order of harmonie,

Im{Zfc} — the reactive (imaginary) part of the impedance Zk for an angu- 
lar freąuency kco.

For a continuous freąuency spectrum with a spectral density of 0(12) the follo- 
wing relations may be written

-O 0(12) ~
k > — ; nk- > —---- ; Z,.—>Z„; V.... >f...........,

where co — the freąuency of oscillations.
Conseąuently the condition of the reactive power balance is expressed by the 

following eąuation 
oc
/film {ZQ} 0-(I2) df2=0 . (4)

ó
The above formula (4) may be proved for example in the case of the damped 

oscillation existing in a LCR Circuit: 
/ R \ 

i=Ie-^'sin o>t a=----- .
\ 2L /

The spectrum density is given by

. A - ----------------- --------------------- .
31 + a2)2 - 2 (co2 - a2) I22 +12’

For the LCR Circuit there may be found 
, 1 / P2 \
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where

The substitution of proper expressions into (4) leads to the equation 
oo oo

1 C .Q2d.Q r dQ---------------------------------------- ---------------------------------- —=0 . (6)
J ("2 + a2)2 - 2 (w2 - a2) ^2 +& J >2 + a2)2 - 2 (w2 - a2) & + & ■ 

0 o o
Hence we get the well known formula determining the frequency of a damped 

oscillation
<o2 = toj — a2 . (14)

In the case of a continuous frequency spectrum it may be interesting to analyze 
the physical meaning of the reactive power balance occurning in the energy storing 
elements. Whereas in a linę harmonie frequency spectrum ([2], p. 172) the harmo- 
nics, whose frequencies are higher than the fundamental one, cause a decrease of 
the fundamental frequency «» of oscilation in LCR circuits, in a continuous frequency 
spectrum the lower part of the frequency spectrum Z? < to causes an inerease of the 
fundamental frequency of oscillations and, in a certain degree, compensates the 
decreasing action of the higher part £? > w.

The mathematical proof of formula (4) has been given in the appendix.
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P. NOWACKI

Obliczanie składowych prądu nieustalonego 
generatora synchronicznego jawnobiegunowego 

przy nagłej zmianie oporności obciążenia 
z uwzględnieniem obciążenia przedzwarciowego

Rękopis dostarczono 3. 5. 1954

Streszczenie. W pracy niniejszej podano nowy sposób analitycznego 
i graficznego obliczania składowych prądu zwarciowego generatora syn
chronicznego jawnobiegunowego. Na podstawie analizy wykresu wektoro
wego generatora dla stanu obciążenia przed zwarciem oraz przy zastosowa
niu prawa bezwładności magnetycznej skojarzonych obwodów magne
tycznych wynika prosty sposób obliczania składowych: okresowej pierwszej 
i drugiej harmonicznej oraz składowej bezokresowej. Interpretacja ta pro
wadzi szybko i w sposób przystępny do równań Parka-Goriewa.

Nowy sposób polega na ustaleniu wektora napięcia przedzwarciowego 
w miejscu zwarcia i obrót wektora SEM-nej przejściowej względnie przej
ściowej wstępnej w przypadku zwarcia na zaciskach generatora. Dodatkowo 
rozważono przypadek ogólny, w którym założono nagłą zmianę oporności 
obciążenia i podano wzory ogólne dla całkowitego prądu i jego składowych: 
pierwszej harmonicznej, drugiej harmonicznej oraz bezokresowej. Wyka
zano prostą zależność pomiędzy geometryczną stratą napięcia, która zachodzi 
przy nagłej zmianie oporności obciążenia, a składową bezokresową i drugą 
harmoniczną. Wyprowadzone wzory objaśniono przykładem oraz wykre
sami wektorowymi.

1. WYKRES WEKTOROWY GENERATORA SYNCHRONICZNEGO
DLA OBCIĄŻENIA PRZEDZWARCIOWEGO

Znany wykres wektorowy generatora synchronicznego jawnobiegu
nowego przedstawiono n.a rys. 1, przy czym należy przypomnieć, że 
w praktyce dane są:

U — napięcie na zaciskach,
J — prąd w stojanie,
99 — kąt fazowy, 
Jf — prąd wzbudzenia.
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Zakładamy, że obwody magnetyczne maszyny nie są nasycone, wów
czas charakterystykę biegu jałowego maszyny można przedstawić w for
mie równania: „

Ed=krJf, (1)

Rys. 1. Wykres 
wektorowy gene
ratora synchroni
cznego jawnobie- 

gunowego.

SEM synchroniczna Ej, przedstawia zatem w innej skali 
prąd wzbudzenia w myśl równania (1).

Na podstawie wykresu podanego na rys. 1 wynikają 
równania:

jXd-id + RIq=Ed—Ud, (2)

R-id + jXqIq = 0-Uq. (3)

Prądy uogólnione w osi podłużnej Id oraz w osi po
przecznej Iq wynoszą na podstawie równań i(2) i (3)

- -jXq-Ed+ jXqU d—RU qla —--------- -----------  - (4)
R2 + XdXQ

oraz

; _ REd—RUd+jXdUq . .Ln — “ . (5)
Jł2 + XdXq

Całkowity prąd uogólniony wynosi:

f=fd + fg = (R - jXq) Ed - (R - jXQ) Ud - (R - jXd) Uq
R2 + XdXq

Podstawiając do równania (6) wartości:

U = U, 
+1

Ud=Ucos d-e’ó = U —
2

Jó-i) e2’0—1
• U„ = Usinó-e' 2'=-U----------,

2
Ed = EdeiS, 

otrzymamy:
i={R- jXq) Ed- j (Xd-Xg)U- e»6

K2 + XdXg 2(R2+XdXq) 

[2R —j(Xd + Xq)] • U 
2(K2 + XdXQ)

(6)

(7)

W przypadku, gdy oporność czynna R jednej fazy uzwojenia stojana 
jest mała w porównaniu z opornościami biernymi Xd i Xq, można pominąć 
R we wzorze (7); wówczas wzór ten upraszcza się do postaci



Tom III —1954 Obliczanie składowych prądu generatora 511

t . Ed-e^
I— ]

xd 9Cl

jU^6 H iU (8)
XdXq 

Xd—Xq

' XdXq 

Xd+Xq
lub

I- J
. Ue^

-+j~, (9)
xd

5 x2h
x2

gdzie
X — 2 —d—Q - X2 = 2

xdxq
(10) (11)" Xd—Xq Xd+Xq

Równanie (9) wyraża zależność prądu uogólnionego w stojanie przy 
danym prądzie wzbudzenia, przedstawionym przez SEM-ną synchro
niczną Ed, oraz przy danym napięciu na zaciskach generatora U w za

leżności od kąta rozchyłu ó pomiędzy wektorem Ed i wektorem V. Opor
ność X2h (wzór 10), nazwana dalej opornością drugiej harmonicznej, 
zależy od różnicy oporności (biernej) synchronicznej w osi podłużnej Xd 
i oporności (biernej) synchronicznej w osi poprzecznej Xq. Oporność X2 
(wzór 10) nazwano dalej opornością dla składowej przeciwnej w stanie 
ustalonym. Jak widać ze wzoru (11) oporność X2 jest średnią harmoniczną 
oporności Xd i Xg, jest to przeciętna oporność, jaką przedstawia uzwojenie 
stojana przy zasilaniu stojana prądem zmiennym trójfazowym przy obro
tach prawie synchronicznych i przy niewzbudzonym uzwojeniu wirnika. 
Składowa pierwsza prądu I we wzorze (9) jest jedyną składową zależną od 
wzbudzenia, składowa druga i trzecia zależy tylko od napięcia na zaciskach 
oraz od parametrów Xd i Xg.

Na rys. 2 przedstawiono graficznie równanie (9).

Na podstawie rys. 3 można wyznaczyć tangens kąta rozchyłu ó z rów
nania

34 Archiwum Elektrotechniki Tom in
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Rys. 2 wykorzystuje się do dyskusji miejsca geometrycznego wektora 
prądu I w zależności od kąta d przy stałym wzbudzeniu (Ed = const.). Jak 
wiadomo, uzyskuje się wówczas znany z teorii maszyny synchronicznej 
ślimak Pascala [9],

Chcąc otrzymać wartości chwilowe napięcia U i prądu I, na rys. 2 
należałoby wprowadzić trzy osie czasowe obrócone względem siebie 

2%
o kąty elektryczne — i rzutować wektory U i I na osie czasowe fazy 

3
a, b oraz c. Na rys. 2 dla przejrzystości oznaczono tylko oś ta fazy a. 
Wartości chwilowe ut i it otrzymamy obracając na rys. 2 wszystkie wek
tory wykresu i ustalając osie czasowe ta, tb, tc, lub obracając osie czasowe 
zgodnie z kierunkiem wskazówek zegara, a wszystkie wektory wy
kresu ustalając jako nieruchome.

2. USTALENIE ANALITYCZNE WARUNKÓW ZWARCIOWYCH OBWODÓW 
ZAWIERAJĄCYCH OPORNOŚCI INDUKCYJNE

Układ zastępczy prostego obwodu, zawierającego oporności czynne 
i bierne indukcyjne, podano na rys. 4, gdzie:

E — SEM-na źródła,
Rw — oporność czynna źródła zasilania,
jwLw — » indukcyjna źródła zasilania,
R ■— „ czynna odbioru,

„ bierna odbioru, . y\.
U —napięcie na zaciskach odbioru. \

Rys. 4. Układ zastępczy pro
stego obwodu elektrycznego 
z indukcyjnymi opornościami 

czynnymi i biernymi.

Rys. 5. Wykres wekto
rowy napięć dla układu 

z rysunku 4.

Rysunek 5 podaje wykres wektorowy napięć dla źródła obciążonego 
opornością (Rw +jcoLw).

Oznaczenia kątów są następujące: .

9? — kąt fazowy pomiędzy U oraz I, kąt fazowy obciążenia,
<5 — „ rozchyłu wektorów napięć E oraz U,

a — „ fazowy SEM-nęj E względem stałej osi czasu t.
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Rys. 6. Układ za
stępczy prostego 

obwodu elektrycz
nego z rys, 4 po 
zamknięciu wy

łącznika S.

Załóżmy teraz, że nagle w obwodzie rozważanym występuje zwarcie 
na zaciskach a—b, symbolizowane na rys. 4 zamknięciem wyłącznika S. 
Jak wiadomo z teorii stanów nieustalonych, w obwodzie wystąpi wówczas 
prąd zwarciowy, posiadający na ogół dwie składowe: 
okresową oraz bezokresową, czyli aperiodyczną. W roz
ważanym przypadku składowe te można łatwo Obliczyć 
na podstawie prawa bezwładności magnetycznej, które 
orzeka, że w obwodach zawierających oporności induk
cyjne pola magnetyczne nie mogą nagle zmienić się przy 
nagłych zmianach parametru obwodu. Dla naszego 
przypadku wynika, że wartość chwilowa prądu I 
w chwili t=0-, tj. w chwili bezpośrednio przed zam
knięciem wyłącznika S musi się równać wartości chwi
lowej prądu zwarciowego Iz (rys. 6) w chwili t=0+, tj. w chwili bezpo
średnio po zamknięciu wyłącznika S.

Z drugiej strony wiadomo, że prąd zwarciowy iz posiada bezpośrednio 
po zamknięciu wyłącznika S dwie składowe: okresową is oraz bezokre
sową ia • Analityczne warunki zwarciowe dla - rozważanego przypadku 
brzmią zatem

io- —iźo+ , ' (13)

lzo+= iso+4“ iao+, (14)
gdzie

io- — wartość chwilowa prądu na chwilę przed zwarciem, 
izo+ — wartość chwilowa całkowitego prądu zwarciowego na chwilę 

po zwarciu,
iSo+ — wartość chwilowa składowej okresowej prądu zwarciowego na 

chwilę po zwarciu,
iao+ — wartość chwilowa składowej aperiodycznej prądu zwarciowego 

na chwilę po zwarciu.
Na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa z rys. 6 wynika następujące 

równanie różniczkowe

Ę(t)= Rw ■ lz(t) + Lw - — (igW). (15)
dt,

W równaniu (15) użyto formy symbolicznej prądu iz oraz SEM-nej e.
Stosując zasady rachunku operatorowego równanie (15) otrzymamy 

w formie przekształconej:

E<s) (Jł u) ~hsLw) IZ(s) ~ Dwlz(o—), (16)

wstawiając dla E(t) = Eme’(“t+a)

(17)

34*
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Izo— —Izo+
Zw Zw

gdzie

oraz

i

Zw=[RL+(coLw)2]2

tg^w oEw
Rw

otrzymamy 
i Eme*a , Em^-^

Lw(s jw) i s 4 I Zw | s 4” |
\ Ew / \ Zw /

। Rw \ 
Ew /

(18)

(19)

(20)

(21)

Równanie (21) po retransformacji brzmi:

U- (22)
Z» Z„

Wartość chwilowa prądu zwarciowego w dowolnej chwili po nastaniu 
zwarcia wyniesie:

p U - —t
iz<t) = Re(Iz(t))=—— cos (co t+ a- tpw)------— cos(a-ó-ę?w) e L*» . (23a)

Zw Zw

Rys. 7. Wykres wektorowy napięć 
i prądów układu z rys. 4 dla wa
runków przedzwarciowych i zwar
ciowych dla chwili t=0- i t=0+.

Rysunek 7 przedstawia wykres wektorowy napiąć i prądów dla warunków 
przedzwarciowyth i zwarciowych dla chwili t=0- oraz t=0+ .
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Prąd przedzwarciowy Io_ otrzymamy z trójkąta napięć EO,ZW, Io-, Uo- 
na podstawie równania

Eo- = Uo- + ŹW • Io- , 

gdzie
Eo- — Emeja,

Uo- = lW“-d>,

stąd wynika
Źw = Zw•,

Śo- 
Żw

Uo-

czyli

!o-=
Eme^^ Ume^-A-^

Zw Zw
(18)

Prąd zwarciowy IZo+ w chwili t=0+ po nastaniu zwarcia wynosi w myśl 
równania (22) dla t=0

Ęmei(—^> _ Ume^u-A~^)

Zw Zw

Porównując równania (18) i (23b) widać, że 

Io— ' IZO .

(23b)

(24)

Warunek (24) odpowiada warunkowi (13) dla zgodności wartości chwi
lowych prądu, jednakże warunek (24) jest ogólniejszy aniżeli warunek 
(13), jest bowiem napisany w formie symbolicznej. Warunek (14) można 
również napisać W formie symbolicznej. Uwzględniając warunek (24) 
możemy zatem napisać

Igo+ = Io- = Iso+ + lao • (25)

Równanie (25) przedstawiono graficznie na rys. 7. Przy porównywaniu 
równania (25) z równaniem (23) widać, że

- _ Eme^^

'ao+ — 
ZW

(26)

(27)

Z identyczności równań (18) i (23) można wysnuć ważny wniosek, że 
składową okresową Iso oraz bezokresową Iao można określić bezpośrednio 
po nastaniu zwar cia z warunków przedzwarciowych obwodu roźważanego, 
o ile znane są: zastępcza SEM-na źródła Eo dla chwili t=0_ przed 
zwarciem, napięcie w miejscu zwarcia Uo dla chwili t=0- oraz oporność 
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wzierna Zw, tj. oporność widziana z zacisków a, b miejsca zwarcia w kie
runku SEM-nej E przy E=0, i odłączonej oporności obciążenia odbioru. 
Zastępcza SEM-na źródła w myśl zasady Thevenina równa się napięciu 
na zaciskach a, b, przy odłączonej oporności odbioru (rys. 4).

Z rysunku 7 oraz z równań (22), (23) i (27) otrzymujemy znaną 
zależność wartości chwilowej składowej beizokresowej od fazy a. Z rys. 7 

wynika — z uwagi na fakt, iż wartość chwilowa Iao jest rzutem tegoż 
wektora na oś czasu t — że maksymalna wartość składowej bezokresowej 
laom zachodzi wówczas, gdy faza Iao+ z równania (27) jest równa zeru 
lub n, tj. gdy

a —ó—99w = O(lub + .-t). (28)
Wówczas otrzymujemy

a = Ó + <pw 
lub

a = d + q>w + n.

Warunek (28) oznacza, że wektor Iao+ jest równoległy do osi czasu t.

3. MIEJSCE GEOMETRYCZNE PRĄDU ZWARCIOWEGO

Równanie (22) wyraża prąd zwarciowy w formie symbolicznej, 
łóżimy na razie dla jego lepszej interpretacji, że oporność czynna Rw 
równa zeru, wówczas

Rw
- 77- • « 71e =1 oraz <pw = —

i równanie (22) upraszcza się do postaci

* Em j(a-y+«>t) Um

Rysunek 8 przedstawia powyższe równanie w postaci graficznej.

Napięcie 17 przyjmujemy pionowo w dodatnim kierunku osi y, a oś 
czasu t w kierunku dodatniej osi x.

Kreślimy najpierw wektor Io-, przedstawiony jako odcinek O A na 
rys. 8. Z kolei odmierzamy odcinek OM, przy czym:

OM = - e =iao + .
Zw

Za- 
jest

(29)

Wreszcie kreślimy prąd Iso+ (odcinek MA):

= = fso
Zw
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Miejsce geometryczne prądu zwarciowego Izm otrzymamy obracając 

wektor Iso+ od położenia MA o kąt wt dla chwili t.
Wówczas otrzymamy:

MF^Im,
OF—Izw ■

Wartości chwilowe prądu zwarciowego otrzymamy rzutując punkty F 
na oś czasu t (w przyjętym przykładzie oś czasu jest identyczna z do
datnią osią X). Na rys. 8 mamy dla chwili t kąt obrotu cot oraz wartości 
chwilowe

iz(t) = OG,
itM — MG,

ia(t)~^ao H = OM ,

Na podstawie rys. 8 wyciągamy ważny wniosek: miejsce geome
tryczne prądu zwarciowego wynika z obrotu składowej okresowej ISo+ • 
naokoło punktu M, czyli przy nieruchomym wektorze składowej 
aperiodycznej Iao^ .

Interpretacja ta staje się jeszcze bardziej interesująca, jeśli równa
nie (22) napiszemy w innej postaci, a mianowicie pomnożymy je przez 

Żw=Zw-e^.
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Wówczas otrzymamy

Rw
Em • e«“+“« = -e^' +ŻW ■ IzM . (30)

W szczególności dla Rw = 0 otrzymamy
71 

Eme^^=Ume^+Zw-e^-1^. (31)

71
Zakładając dalej a = óH-----otrzymamy

2 

j(ó +^4-ot) - <s) *Em-e 2 ’=Um-eK 2 ’+Zwe2IzW,

n
skąd po podzieleniu równania przez e’2 wynika:

Eme^^^Vm + Zw-iz^. (32)

9
Rys. 9. Miejsce geometryczne wektora ZwL(<>.

mamy od razu całkowity prąd zwarciowy

Równanie (32) posiada 
bardzo prostą interpretacją 
graficzną, przedstawioną na 
rys. 9. Na rysunku tym wy
kreślono Um — ~Uo=OA oraz 
EmS^— Eo= OB i AB=Żw-io-.

Wektor Zw-Iz(t) dla do
wolnej chwili t otrzymamy, 
obracając Eo o kąt wt, czyli do 
punktu P i łącząc punkt P 
na okręgu BP z punktem A 
nieruchomego wektora 
U0 , to jest wektora napięcia 
w miejscu zwarcia dla chwili 
t=0_. W ten sposób otrzy- 

IZ(t), przy czym
Żw-IzW = Eoe^-Uo-=AP.

Na podstawie rys. 9 otrzymamy również w prosty sposób wartość 
prądu udarowego lzmax , odczytujemy bowiem stamtąd:

Zw " Iz max ~ AQ = Uo - 4" Em •
Czas, przy którym zachodzi prąd udarowy, wynosi zatem

n— Ó 
t(max)= ■

ro



Tom III —1954 Obliczanie składowych prądu generatora 519

4. OBLICZANIE SKŁADOWYCH PRĄDU
PRZY NAGŁEJ ZMIANIE OPORNOŚCI OBCIĄŻENIA

Dotychczas rozważano przypadek, w którym zwarto zaciski źródła. 
Występuje wtedy największa możliwa składowa zmienna prądu zwar
ciowego.

W praktyce zwarcie zachodzi naj
częściej nie na zaciskach źródła, lecz 
w pewnej odległości od źródła. Ana
lityczne traktowanie zagadnienia 
jest zatem nieco inne niż w rozdz. 2, 
przy czym zamiast układu zastęp
czego przedstawionego na rys. 4, 
obowiązuje układ zastępczy z rys. 10,

Rys. 10. Układ zastępczy dla analizy 
zmiany parametrów obwodu zewnętrz

nego.'

Uo — napięcie na zaciskach a—b źródła przy prądzie Io,

U, — napięcie na zaciskach a—b źródła przy prądzie I,
Zo = (Rt+R2) + j(X1 + X2) = Ro+jXo oporność zespolona przed zam

knięciem wyłącznika S ,
ZŁ = Rt+jXr oporność zespolona po zamknięciu wyłącznika S ,
Io — prąd przy obciążeniu źródła oporności Zo,
Ij — prąd przy obciążeniu źródła opornością Zt, to jest po zamknię

ciu wyłącznika S.
W chwili t=0-, czyli gdy wyłącznik S jest jeszcze otwarty, prąd Io~ 

w obwodzie wyniesie

Zw+Z0

Po zamknięciu wyłącznika otrzymamy równanie różniczkowe

Et=(Rw+R^Iu+(LW +
dt

(34)

Równanie to wyrażone w formie operatorowej ma postać następującą:

—— = [(Rw+RJ + s(Lw+Lt)] IVS) - (Lw+LJ Io 
(s-jw)

stąd
i   __________ । lo^ 

x l(s) — ' ’
(Lw + L1)(s + a1)(s-» s+a,

gdzie
Rw+Ri Ri ar = -------- •------------- .
Lw 4" L^ Lw + Ly

(35)

(36)
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Rozwiązanie tego równania jest

/i(t) = —--------------------- -——~H Io- • e lt
Zw + Zx Zw+Zx

Wyrażenie
Em&a

—*iso
Zw+z t

(37)

(38)

oznacza składową symetryczną, czyli okresową prądu, po zmianie para
metrów obwodu dla chwili t=0+. Wyrażenie to można również przedsta
wić w postaci

Rys. 11. Wykres wekto
rowy składowych prądu 
In zgodnie z równaniem 
(41) dla chwili t=0- 

oraz t=0+.

*1SO A A A ,
Zw + Zw

gdzie

U^/iso-Źi,

oznacza napięcie na zaciskach źródła (a, b) po 
zmianie parametrów obwodu, to jest po zamknię
ciu wyłącznika S .

Podobnie do równania (39) dla' prądu (fo_) mo
żemy napisać

Zw

Uwzględniając w równaniu (37) wyrażenia (39) 
i (40) napiszemy:

i _i imt Eme^-e-^ , , Eme^-e-^ Uoe^
I Ut) -hio' & ~ ; i ; I ; —------,

Zw - z u) Zw Zw

ii(ti=iiso • e^- Uor U1 • e^. -(41)
Zw

Równanie (41) objaśnione jest graficznie na rysunku 11.

Z rys. 11 są dane: napięcie Uo przed zmianą parametrów oraz napię
cie Ux po zmianie parametrów. Widzimy zatem, że składowa bezokre- 
sowa Iao jest prostopadła do różnicy napięć AU

AU = UO-U1,

1 gdzie: a —■ faza SEM-nej E, a a, — współczynnik tłumienia ze wzoru (36).
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Jeśli Zw jest czystą opornością indukcyjną, składowa bezokresowa 
w chwili t=0+ wynosi

* U o -Ut. = _ U o--JĄ _ _ _AU
Żw . - jXw jXw'

(42)

' Przebieg prądu zwarciowego otrzymamy zatem dla pierwszych chwil 
po nastaniu zwarcia

IiW = hso ■ + Ia0 ■ . (43)

Obliczenie całkowitego prądu Ij(t) polega więc:
1. na wyznaczeniu składowej okresowej hso-ejmt dla nowego 

stanu obciążenia,
2. na obliczeniu wektora AU i wyznaczeniu składowej bezokreso- 

wej Iao z równania (42).

5. ZASTOSOWANIE METODY USTALONEGO WEKTORA NAPIĘCIA 
DO WYPROWADZENIA RÓWNANIA PRĄDU ZWARCIOWEGO 

WYSTĘPUJĄCEGO W GENERATORZE SYNCHRONICZNYM 
JAWNOBIEGUNOWYM PRZY ZWARCIU NA ZACISKACH GENERATORA

Rozważania z rozdz. 2 i 3 można zastosować wprost do obliczania
prądu zwarciowego generatora synchronicznego jawnobiegunowego przez
odpowiednią interpretację wykresu składo
wych prądu bądź napięć w stanie przed- 
zwarciowym oraz w chwili bezpośredniej po 
nastaniu zwarcia.

Interpretacja nasza będzie oparta na usta
leniu wektora różnicy napięć pomiędzy na
pięciem w miejscu zwarcia bezpośrednio 
przed zwarciem i bezpośrednio po zwarciu.

Załóżmy na razie maszynę bez uzwojeń 
tłumiących. Załóżmy ponadto, że oporności 
czynne uzwojeń stojana są małe wobec opor
ności indukcyjnych, tak że można je pomi
nąć przy obliczaniu składowych prądu zwar
ciowego. Załóżmy dalej, że zwarcie wystę
puje na zaciskach maszyny. Na podstawie 
teorii maszyny synchronicznej możemy ukła
dy zastępcze dla maszyny bez uzwojenia tłu
miącego przedstawić jak na rys. 12. W szcze
gólności na podstawie rys. 12c i rys. 12d 
otrzymamy:

wego bez uzwojenia tłumią
cego.
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Edo — Udo + jXdfdo , (44)

O = UQO + jXqIQO. (45>
Z rys. 12b i rys. 12c wynika

Xd=X[ + ^^ , (46)
Xad+Xf

a z rys. 12d i z równania (45):
Xq-XQ = Xl + XaQ, (47)

gdzie
Xf ■— oporność rozproszenia uzwojenia wzbudzającego,
Xt —

Xad —
stojana,

główna uzwojenia stojana w osi podłużnej,
Xaq — „ . „ „ poprzecznej,
X^ — „ przejściowa uzwojenia stojana w osi podłużnej,
XQ — „ „ „ „ „ poprzecznej.

£ do

^do

I . , 
jXą£ąo

dl do

qo

Ido

Na podstawie równań (44) i (45) możemy naryso
wać wykres wektorowy generatora synchronicznego 
jawnobiegunowego bez uzwojenia tłumiącego — 
rys. 13.

Załóżmy, że na zaciskach generatora zachodzi 
zwarcie, to znaczy nagłe obniżenie się napięcia 
z wielkości Uo do zera. Do wyznaczenia składowych 
prądu zwarciowego zastosujemy sposób objaśniony 
w rozdz. 2 oraz na rys. 9.

8
J^d^do

P
J^d^a

Rys. 13. Wykres wek
torowy generatora 
jawnobiegunowego 

bez uzwojenia tłu
miącego dla stanu 
przedzwarciowego ż 

uwzględnieniem
SEM-nej przejściowej

Ej • do ’

Ua
Rys. 14. Wykres wektorowy generatora jawno
biegunowego bez uzwojenia tłumiącego przy 
zwarciu na zaciskach dla chwili t=0 oraz 

dla chwili t po nastaniu zwarcia.

Na rys. 14 przedstawiono ponownie fragment wykresu wektorowego 
z rys. 13.

Po narysowaniu położenia SEM-nej przejściowej dla chwili t=0, 
obracamy wektor o kąt cot i postępujemy tak, jak to pokazano na 
rys. 9, z tą zasadniczą zmianą, że obecnie obowiązują równania:



Tom III —1954 Obliczanie składowych prądu generatora 5 23

dla chwili t = 0:
Edo=Uo + jXdido + jXqiqo, (48)

dla chwili t:
Edo-eimt=Uo+jXdid+jXq-iq. (49)

Równanie (49) możemy napisać również w postaci:

Ed0-eń“‘+“> = Ud+jXdfd) (50)

0 = Uq + jXq-ig. (51)
Wynika stąd

y (52)
jxd

(53)

Następnie otrzymujemy

Ud=Uo ■ cos(cot + Ó) = ~ e*2mt “ d> +—- e^0-0’, (54)
2 2

Uq = -jUo ■ sin (cot + ó) = - —- e^2mt+a^ + — e^‘-^ . (55)
2 2

Podstawiając wartości Ud i Uq z równań (54) oraz (55) w równania (52), 
i (53) otrzymamy

izt = ld+iq =
E' • gJ(“t+a) 
__do Uo Uo

_______ gM2Mt «+<5)------------------gj(a-<5)
2JĄ 2jX'd

_______  gj(2o>t I « + 6)_________
2jX'q 2jX'

gk“-d) .

Po uporządkowaniu otrzymamy wynik

^zt
E' .^do K

Uo. gka^t+a-?*) Uo-e^a~ó)

xa-x«

(56)

Porównując równanie (56) z równaniem (8) widzimy daleko idącą 
analogię. Wystarczy bowiem zastąpić SEM-ną synchroniczną Ed — 
SEM-ną przejściową E'do, a oporności Xd i Xq opornościami X'd oraz X'(J. 
Z uwagi na fakt, że X'q — Xq jest większe od oporności przejściowej w osi 
podłużnej X'd , oporność dodatnią

2-
xdxq
x'-x’

(57)
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nazywamy opornością przejściową dla drugiej harmonicznej; oporność

2 (58)

nazywamy opornością przejściową dla składowej przeciwnej. Oporność 
ta występuje przy zasilaniu stojana prądem trójfazowym o polu wiru
jącym w kierunku przeciwnym do kierpnku obrotów zwartego wirnika, 
który nie posiada uzwojenia tłumiącego.

Ostatecznie możemy napisać równanie dla prądu zwarciowego w sto- 
jąnie generatora synchronicznego jawnobiegunowego bez uzwojeń tłu
miących w postaci

Uo Uo
1^= —~ _.e$(2«t-, a <-d)+j—-e’<a-d). (59)

j^d X2h ^2

Rys, 15. Składowe prądu zwarciowego 
gńeratora jawnobiegunowego bez uzwo
jenia tłumiącego zgodnie z równaniem 
(59) przedstawione w formie graficznej.

Wzór (59) ma interpretację graficzną uwidocznioną na rys. 15. Przy
jęto fazę

a= —+ó,
2 

stąd
j . ei(2wt + a i ó) _ _ gj(2mt + 2<i)

oraz
j. e^-15) = 1.
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Równanie (59) przekształca się wówczas w postać:

E' Uo Uo .
Izt=^-e^t+^------- — ---------=C+Ct+C- (60)

Ad A2h A2

Rysunek 15 sporządzono dla hydrogeneratora o danych:

Xd=l,02; Xg = 0,604; x;=0,273;

Xj = 0,377; X’h = 0,998.
»

Parametry te podano w jednostkach względnych. Jako obciążenie 
przedzwarciowe założono: napięcie znamionowe, prąd znamionowy oraz 
cosę; = 0,8. Kąt <5 obliczono ze wzoru (12) dla IQ=1, Uo = l

. „ 0,604-08 + ' 1O
tg o=---------------------- = 0,355 (o=19,6).

1 + 0,604-0,6

Rys. 16. Ślimak Pascala dla wektora prądu zwarciowego generatora jawnobieguno- 
wego bez uzwojenia tłumiącego.

W myśl równania (60) odmierzono:
Uo 1

J' =---------=----------=-2,66,
a0 X; 0,377

Uo
I' = - — • e»ó= -1,002 e’39-29 , ^no -<rTr

^2h

T =—— e’15 = 4,27 - e^9<6° , SO 7 *
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gdzie
=Ud o+Xd Zdo,

przy czym
Uao = Uo cos d = 1 • cos 19,4° = 0,94,

Id0=lo sin (<p + ó)=1 • sin (36,8 +19,4°) = 0,83, 
zatem

Edo= 0,94 + 0,273 • 0,83 = 0,94 + 0,226 = 1,066 .

Na rys. 15 przedstawiono ponadto miejsce geometryczne prądu zwar
ciowego z zaznaczeniem konstrukcji. Miejsce geometryczne prądu zwar

ciowego Izt leży na ślimaku Pascala.
Na rys. 16 narysowano dla przykładu z rys. 15 ślimak Pascala dla 

jednego kompletnego cyklu, a na rys. 17 przebieg wartości chwilowych

prądu zwarciowego, które otrzymuje się przez rzutowanie poszczegól
nych punktów miejsca geometrycznego na oś czasu t, identyczną z ujem
nym kierunkiem osi odciętych na rys. 16.
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6. ZASTOSOWANIE METODY USTALONEGO WEKTORA NAPIĘCIA
DO WYZNACZENIA WIELKOŚCI PRĄDU WYSTĘPUJĄCEGO W GENERATORZE 

SYNCHRONICZNYM JAWNOBIEGUNOWYM PRZY NAGŁYCH ZMIANACH 
OBCIĄŻENIA

Jak już zaznaczono w rozdz. 4, najczęstszy przypadek występowania 
stanów nieustalonych w generatorach synchronicznych zachodzi nie przy
zwarciu na zaciskach generatora, lecz przy 
nagłej zmianie oporności obciążenia na sieci. 
Analiza prostego przypadku pokazanego na 
rys. 10 wykazała, że całkowity prąd po zmia
nie oporności obciążenia oblicza się na podsta
wie dodania do składowej okresowej — obli
czonej dla nowego stanu sieci — Składowej 
bezokresowej.

Składowa bezokresowa, stanowiąca różnicę 
pomiędzy prądem ustalonym dla dawnego 
stanu sieci a prądem ustalonym dla nowego 
stanu sieci, wynika z podzielenia różnicy na
pięć pomiędzy napięciem przedzwarciowym 
a napięciem pozwarciowym przez oporność 
wewnętrzną źródła.

Korzystając z zasady obliczenia, podanej 
w rozdz. 4, wyprowadzimy obecnie równania 
dla składowych prądu w najogólniejszym przy
padku nagłej zmiany parametrów obciążenia.

Obliczenia przeprowadzimy dla generatora 
jawnobiegunowego, wyposażonego w uzwoje
nia tłumiące. Na rysunku 18 przedstawiono 
schematy zastępcze generatora w myśl zasad 
teorii maszyny synchronicznej. Na zasadzie 
rys. 18c oraz rys. 18/ w szczególności obowią
zują równania:

= + (61)

^Uqo + j^iqo- (62)

c.

f.

Rys. 18. Układy zastępcze 
generatora jawnobieguno
wego z uzwojeniem tłumią
cym w osi podłużnej oraz 

w osi poprzecznej.

Wykres wektorowy napięć i prądów generatora dla normalnego ob
ciążenia przedzwarciowego przedstawiono na rys. 19. W odróżnieniu od 
rys. 1 wprowadzono zamiast jednej SEM-nęj, tj. SEM-nej synchronicz
nej w osi podłużnej Ea, dwie nowe SEM-ne: SEM-ną przejściową wstęp
ną w osi podłużnej E'^o oraz SEM-ną przejściową wstępną w osi po-
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poprzecznej Eqo, których wartości oblicza się przy danym napięciu Uo 
z równań (61) oraz (62) (porównaj również rys. 18c i 18/).

Załóżmy, że generator jest obciążony opornością zespoloną

Żz-Rz+jXz, (63)

wówczas otrzymamy zależność pomiędzy napięciem na zaciskach gene
ratora a prądem obciążenia według równania:

Uo — Udo+ Uqo = (Rz + jXz)(ido + Igo) ■

Zakładając, że oś rzeczywistych jest zgodna z kierunkiem Ud0, otrzymamy

Udo — Udo j U go— jUgo', IdO— jldo ! Igo — Igo ,

stąd w formie symbolicznej

Udo — ]XZ • Ido 4“ Hz ’ Iqo j (64)

Uqo ~ Hz ’ Ido 4“ jXzIqo (65)
lub algebraicznie

Udo = Xz Ido 4" HzIqO , (66)

Uqo — HzIdo Xz IqO . (67)

Wprowadzając równania (64) oraz (65) do równań (61) i (62) otrzymamy 
w formie symbolicznej

j(Xz+X'^Ido+Rz - igo-E'^,

Rz ■ ido+j(Xz + Xq)—iqo = Eqo.

Rozwiązując powyższe równania otrzymamy prądy składowe w formie
symbolicznej

d° (X" + XZ)-(X”+XZ) + R* ’

j _ Rz * Edo j(Xd Xz) Ego (69)
9°~(X" + Xz)(Xq + Xz) + Rf

Równania (68) i (69) przedstawione w formie algebraicznej mają postać

_ (X'q + Xz)E'do + Rz-E'qo
1 do — — ,

(X" + Xz)(Xg + Xz) + R2
(70)

j _ ^E;o-^Xz)E'qo z 
q° (X" + XZ)(X"+XZ)+R* ’ (71)
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Kąt <5O możemy obliczyć albo ze wzoru (12), gdy dane są: napięcie Uo , 
prąd Io oraz współczynnik mocy cos lub ze wzoru

_ R^E^+E,^^
12 Oq — , \

gdy dane są SEM-ne E’do i E'qo oraz parametry maszyny: oporność przej
ściowa wstępna w osi podłużnej X^ i poprzecznej X”, jak również opor
ności Rz oraz X2 obwodu zewnętrznego.

Wzory (70) i (71) są ogólnie ważne dla obliczania składowych podłuż
nej i poprzecznej uogólnionego wektora prądu pierwszej harmonicznej 
przy dowolnym stanie obciążenia. Przy normalnym obciążeniu dane są: 
napięcie Uo , prąd Io oraz cos^o . Wówczas tg óo obliczamy ze wzoru (12), 
a następnie po obliczeniu składowych Udo oraz UqO z równań:

Udo=UOcos do, (13)

Uqo=Uosmdo, (74)

obliczamy ze wzorów (61) oraz (62) SEM-ne Edo oraz E”o.

Następnie z równań (70) oraz (71) obliczamy prądy Ido oraz Iqo Prądy 
te możemy również otrzymać z równań:

Ido=Io sin (cpo+óo), (75)

Iqo = IoCOS (<po + óo). (76)

Jeśli oporność obciążenia Rz + jXz zmieni się nagle na nową opor
ność + ;X", wówczas ze wzorów (70) i (71) obliczamy nowe skła
dowe I"o oraz J"o zakładając, że SEM-ne E"o oraz Eqo pozostają te 
same i zamiast oporności Rz oraz Xz wstawiamy nowe oporności K” 
oraz X" . W ten sposób otrzymamy od razu składową podłużną przej
ściową wstępną pierwszej harmonicznej I"do. W celu obliczenia prądów 
wyrównawczych, tj. składowej bezokresowej I"o oraz składowej drugiej 
harmonicznej 1'^ > posługujemy się rozumowaniem z poprzednich roz
działów, mianowicie stosujemy równanie (25) w rozszerzonej formie

Izo+— Io— =Iso+Iwo • (H)

Z równania tego wynika, że prąd na chwilę przed zmianą stanu równa 
się prądowi Iso+ odpowiadającemu nowemu stanowi ustalonemu dla 
chwili t=0+ oraz prądowi wyrównawczemu IWo- Prąd wyrównawczy 
w obwodach prostych jest identyczny ze składową bezokresową, w ma
szynie jawnobiegunowej natomiast prąd wyrównawczy składać się bę
dzie z dwóch składowych: składowej bezokresowej I'd0 oraz ze składowej 
drugiej harmonicznej 1'^. Składowe te obliczamy jak następuje. Naj
pierw dla nowego obciążenia ze wzorów (70) i (71) obliczamy prądy I'do 
oraz f"o

35*



530 P. Nowacki Arch. Elektrot.

= (x'-+x^e’’o+r^e;o

do (x"+x")(x"+x")+(r;')2 ’
v<- * M C

QO (X" + X”)(X” + Xp + (R")2 ’

(78)

(79)

Następnie z równań (66) i (67) obliczamy:

(80)

U" = R"I" n-X"I" . qo z do z qo

W dalszym ciągu stosując równania:

®do do + ^d do ’

^do = U do ^d ^do ’

O = (^o-Udo) + jxX-U- 

czyli

Rys. 19. Wykres wektorowy 
generatora jawnobiegunowego z 
uzwojeniem tłumiącym z uwzględ
nieniem SEM-nej przejściowej 
wstępnej w osi podłużnej Ed„ 
oraz SlEM-nej przejściowej wstęp

nej w osi poprzecznej E?n.

analogicznie otrzymujemy:

SqO = UQO + jX" JQO,

O = (Óqo-Uqo) + jX”(Z;o-iQO), 
czyli

. , , U -U"
qo qo qo .-yfi

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

Za oś rzeczywistych przyjmijmy teraz oś SEM-nej E"o, a za oś uro
jonych — kierunek prostopadły do osi E"d0 obrócony o 90° w przód. Wów
czas możemy wprowadzić oznaczenia (patrz rys. 19):

Udo=Uo cos do=-^e^«+^e-^, (88)
2 2 7

U" do o
U" U"

cos ó"=e’d” + — e-^', 
2 2

(89)
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U" = —jUosin óa= — — ejd‘+ e (90)
q0 2 2

U" U"
U' = - iUo Sin + — e~iÓ"- OD

qo ° 2 2

Prąd wyrównawczy otrzymamy ze wzoru (77)

Iwo~Io— ^so+^lo ,
czyli 

f _ \r Ar — , Ugo Ugo
iwo— 'ido ^igo— " ,, i „

3Xd lXg

Wprowadzając w powyższe równanie wartości napięć, obliczone na pod
stawie równań (88) do (91), otrzymamy:

. _ U'^" Uoei6° Uoe~ia‘
'W°~ 2jX^ + 2jxf 2jX"

U"
° oi6" i

Uoe^‘ Uoe~^
1

2jX" 2jx;
e 1

21^ 2jXg ’

uys"T ° / 1 1 \ U"e-i6'',/ 1 1 \L 1^wo —
2j

Ud X" / 1 2j 1 y” d x" /Xgl
Uoe^ / 1 1 \ Uoe~^ / 1 . 1 \

^UdX") 2/1^^
Po małej przeróbce otrzymamy w ostatecznej formie symbolicznej

gdzie

Iwo—
U^-Uge^ U'^s"-Uoe~^

W

xk =
2X”X” d q

g d

„ 2X”X^

2 K+K'
We wzorze (92) istnieją 2 składniki. Pierwszy składnik

U''e~^"-Uoe-^
I" = ------------------ - ----------------

ao • w ft3^2 - ----------- . -

lub w innej postaci -
i- | . AŁ)« . ,

OO -rrU V" ■a2 a2 a2 a2

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)
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przedstawia składową bezokresową dla chwili t=0+, która następnie ma-

Rys. 20. Składowe prądu przejściowego wstępnego przy nagłej zmianie obciążenia 
generatora synchronicznego jawnobiegunowego z uzwojeniem ‘

wione graficznie.
tłumiącym przedsta

Drugi składnik

^2ho
U^-Uoe^

lub w innej formie

(97)

2ho y" * v" v ** y"A2h A2h A2h A2h
(98)

przedstawia składową drugiej harmonicznej prądu wyrównawczego dla 
chwili t=0+. Składowa ta również zanika wykładniczo ze stałą czasową 
bezokresową T”, przy czym

rp,f__
1 a

2(x;+x;)(x;+x;)

R" o [X"+X^ + 2X"J • (R1; + R2) ■ co
(99)

We wzorze (99) R2 oznacza oporność jednej fazy uzwojenia stojana dla 
składowej przeciwnej prądu.
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Wzór (99) na stałą czasową T"a jest ważny przy zwarciu trójfazowym 
bądź przy zmianie oporności obciążenia jednocześnie we wszystkich trzech 
fazach układu.

Na rysunku 20 uwidoczniono interpretacją graficzną wyprowadzonych 
równań.

Przed zmianą obciążenia generator ma napięcie Uo oraz prąd lo przy 
cos <po. Na rys. 20 podano wektory: Uo, Udo, Uqo oraz prądy: IO=AĆ, 

Ido = OD, Igo = DC. Następnie założono obniżkę napięcia do wielkości 
U'°—OG. Geometryczna strata napięcia wynosi AU"=GH, składowe 
\U'^0 — LH i AU"O=GL zaznaczono również na rysunku. Obliczone 
ze wzorów /84) i (87) zmiany składowych okresowych pierwszej harmo
nicznej Aldo oraz Alęo narysowano w postaci odcinków DM względnie NF. 
Obliczona ze wzoru (96) składowa bezokresowa I"ao—OA jest prostopadła 
do wektora AU" = GH i wynosi:

ao v" V"A 2 A 2

Obliczona ze wzoru (98) składowa drugiej harmonicznej F^—AB
jest prostopadła do wektora KL — U"oe~je, tj. do wektora stanowiącego
zwierciadlane odbicie wektora ^U”—GH względem osi wartości czynnych, 
w której leżą wartości oraz Udo i U"o.

Wartość drugiej harmonicznej wynika ze wzoru

ho y" '

Wektor I”ho=AB jest odchylony o kąt " —e" (tj. wstecz) w stosunku do 
dodatniej osi wartości biernych.

Kąt s można obliczyć z zależności

tgl=^k=^^= . (102)

Największa składowa bezokresowa występuje w przypadku, gdy 
zmiana oporności zewnętrznej zajdzie przy fazie SEM-nej E”c równej 

a— -------- e, wówczas bowiem wektor zmiany napięcia Auo jest prosto- 
2

padły do osi czasu, a składowa bezokresowa f"o leży w osi czasu. Na 
rys. 20 przedstawiono właśnie takie położenie osi czasu. Wówczas całko
wity prąd po nagłej zmianie obciążenia wyniesie
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_t t

iz(t) = [(/d'o-Ido)e T<i +(I'do—ldu)-e T<> +ldu]cos(<ot4-8) +
__ t

+ Wgo ~lqu)e ] Sin (ojt+e) — 
t

- te + cos <2"t + 2e)] e T" , (103)

2 Symbole prądów oznaczają amplitudy poszczególnych prądów.

gdzie: 2

ldo — składowa podłużna pierwszej harmonicznej prądu przejściowego 
wstępnego ze wzoru (88),

I'qo — składowa poprzeczna pierwszej harmonicznej prądu przejściowe
go wstępnego ze wzoru (89),

ldo — składowa podłużna pierwszej harmonicznej prądu przejściowego
ze wzoru

(xq+x;)E^o______

(xd+x") (xQ+x")+(R7
(104)

Idu — składowa podłużna prądu ustalonego w stojanie przy tym sa
mym wzbudzeniu Edo, jakie istniało przed zmianą parametrów 
obciążenia, tj.

(xq+xpEd0 z v
Idu=-------------------——-------------------- , (105)

(Xd + X")(XQ + X") + (R")2

Iqu — składowa poprzeczna prądu ustalonego w stojanie ze wzoru

Rz Edo
/ -- ----------------------- ?------------------------  (ł06)

(Xd+X”) (XQ+Xp + (R")2

Z”o — składowa bezokresowa prądu przejściowego wstępnego ze wzo
ru (100),

I'źho — składowa drugiej harmonicznej prądu przejściowego wstępnego 
ze wzoru (101),

T'd — stała czasowa przejściowa wstępna w osi podłużnej ze wzoru 

(X" + X") (X" + X”) + (R" + R)2
T''^Tfo—-------—s------ - -------- —-------, (107)

d (x;+x")(x'+x”)+(K'+R)2

T'a — stała czasowa przejściowa w osi podłużnej ze wzoru

(X'+X")(X'+X") + (R” + R)2 
r^Tlo—------ - ----- a--------------- -—, (108)

d (Xd+X")(XQ + X”) + (R>R)2

Tfo — stała czasowa jałowa obwodu wzbudzenia, 
T" — stała czasowa bezokresowa ze wzoru (99).
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Równanie (103) jest najogólniejszym równaniem generatora synchro
nicznego dla określenia prądu w stojanie przy nagłej zmianie parame
trów obciążenia, jakie obowiązuje przy założeniu niezmiennych warun
ków parametrów wzbudzenia i przy niezmiennych obrotach maszyny.

Oprócz wyznaczenia prądu w stojanie można łatwo wyznaczyć prąd 
w wirniku, gdyż SEM-na E odpowiada prądowi wzbudzenia, przy czym 
E oznacza SEM-ną w osi podłużnej indukowaną w stojanie przez całko
wity prąd wzbudzenia.

Określając przez Edo — SEM-ną wzbudzającą przed zmianą parame
trów, a przez E"o — SEM-ną przejściową wstępną otrzymamy równania:

Edo = Udo + al do, (109)

E'do=Udo+XdIdo, (HO)
stąd

Edo^E'^^^Udo. (Ul)

Przy nagłej zmianie parametrów SEM-ną wzbudzającą E^ otrzymamy
ze wzoru

E" = E" - U" . (112)o do v" do
Ad Ad

Przyrost prądu wzbudzającego (w skali SEM-nej) wyniesie zatem

AE" = E” —Edo = (Udo-U"o). (U3)
Xd

Po wygaśnięciu stanu przejściowego wstępnego wystąpi stan przejściowy 
ze zmianą wzbudzenia

xd-x'
XE' = E'O-Edo= d(Udo-U'do). (114)

Xd

Całkowity uogólniony prąd wzbudzenia Edt w zależności od czasu zmieni 
się zatem w myśl równania

t ___ t_

Edt=(E" —E^)e ±(E'O-Edo)e +Edo- 
__ t

— (E'd—E’o) • cos cot • e T" (115)
lub też

t ___ t

Edt=(Eg-E'o)e +(E'O-Eao)e T»+Ed0-

- X^-Xa (Udo Udo)cosMt-e T". (116)

Xd
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Równanie (116) jest najogólniejszym równaniem dla przebiegu prądu 
wzbudzającego. Często pomija się pierwszy składnik tego równania, za
dowalając się drugim i trzecim członem.

7. PRZYKŁAD

Dla ilustracji podanych rozważań przeliczono przykład.
Dany jest generator synchroniczny jawnobiegunowy o następujących 

parametrach: Xd=0,8, X^=0,3 , X7=Xg=0,5, X"=0,l , X”=0,2. Ge
nerator obciążony jest wstępnie oporności^ ŻO = RO +jXo = 0.8+j 0,6 przy 

znamionowym napięciu Uo=l i przy znamionowym prądzie I0 = l. Wszy
stkie wartości podane są w jednostkach względnych odniesionych do war
tości znamionowych maszyny. Obliczyć i wykreślić SEM-ne, napięcia 
i prądy dla chwili t=0+ przy nagłej zmianie oporności obciążenia z war
tości Źo na wartość Ź"==R"+jX" = 0,4+j 0,3.

Rozwiązanie

1. Obliczenie wartości dla obciążenia opornością ZO = RO +jXo = 0,8 + 
+j 0,6 na podstawie wzoru (12)

0,8 _ 
l+XQIosiny 1+0,5-1 0,6

Następnie obliczamy składowe napięcia:

Udo=Uo cos d0=0,956 ,

UqO = Vo sin óo=0,294.

Z kolei obliczamy składowe prądu:

ldo=Iosin (<po+óo)=Io sin (po cos do+Io cos <po sin óo =0,808,

Iqo—Io cos (<po+do)=Io cos <po cos Óo —Io sin ^sin do = 0,589.

Ze wzoru (109) otrzymamy SEM-ną synchroniczną

Edo = Udo + Xd Ido = 1,602.

Ze wzoru (110) otrzymamy ŚEM-ną przejściową wstępną

E"o=Udo + X^Ido = l,037.

Ze wzoru (62) otrzymamy

E”o=UqO —X”IQO = 0,176.
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Na podstawie obliczonych wartości sporządzamy rysunek 21. Kieru
nek osi E^o najłatwiej można wyznaczyć graficznie, dodając geometrycz-

Rys. 21. Przykład obliczenia składowych przejściowych 
wstępnych przy nagłej zmianie obciążenia generatora jawno

biegunowego z uzwojeniem tłumiącym.

nie do wektora napięcia Uo stratę napięcia jXqIo prostopadle do kierunku 
wektora Io • W ten sposób otrzymamy SEM-ną Eq, kąt pomiędzy wek
torem tej SEM-nej a wektorem napięcia Uo wynosi wówczas óo. Ze wzo
rów (78) i (79) wyznaczamy następnie wartości Iqo oraz I"o.

do (x"+x”)(x”+x")+(R”)2

r = =
"° (x^+x~)(x“+x")+(R''y

Z kolei ze wzorów (80) i (81) obliczamy składowe napięcia U”o oraz U^o:

U"= X" I" + R" I" = 0,874 , do z do z qo ’

-^o=r:-^o-x;'/"o=0,367,

U>[W + (U;'O)2]V =0,948.
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SEM-ną E° obliczamy z równania (112) lub też z równania: 
K=^0+Xd-I^=2,18.

Przyrost składowej bezokresowej prądu wzbudzenia, a tym samym skła
dowa okresowa prądu wzbudzenia wynosi

Eo Edo — 0,578.

W celu wyznaczenia składowej bezokresowej oraz drugiej harmonicz
nej prądu w stojanie ze wzoru (94) obliczamy najpierw

X' =
2X" X" 
-----—s- = 0,133 ,

a następnie ze wzoru (93)

X2h = 2 W
Ze wzoru (96) wynika

X"-X"
= 0,4.

Ugo-U'qi Udo-U'do
I„ = 4---------------3-----Fi---------------- = — 0,55+ i 0,617 .

^2 ^2

Ze wzoru (98) otrzymamy

f" = - —+j- Udo Udo o,183+j 0,205 . 
2tlO yll J yll 1 J 1

Amplitudy składowych Z"o i I”ho otrzymamy z równań:
i

I”o=(0,552 + 0,6172)2=0,827,

j;'fio=(0,1832 + 0,2052)2 =0,275.

Wektor I"ao z rys. 21 jest prostopadły — zgodnie z teorią — do straty na
pięcia AUq, tj. do różnicy geometrycznej napięć Uo oraz U”. Oznacza
jąc dodatkowo

i"=i"+1" 
o do~ qo ’ ■ ■

otrzymamy zależność
io= ido + iqo = i'aO+ + ■

Konstrukcję tę przedstawiono graficznie na rys. 21.
W celu ustalenia wykresu wektorowego maszyny dla stanu przejścio

wego należy obliczyć dodatkowo SEM-ną przejściową E'do ze wzoru (44)

E'd0=Udo+X'd ^<io—1,198.

Z równania (IO4) otrzymamy prąd I'do

^q + X'^Edo _

do (x;+x”)(xq+x")+(R7
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Podobnie obliczamy I'qo

q° (X’d + X;)(X'q+X"z)+(R'^

Wreszcie otrzymamy
^o=^o-X?^=0,748,

U'o=Xoi;o=0,23,

Rys. 22. Rrzykład obliczenia skła-' 
dowych przejściowych po nagłej 
zmianie obciążenia generatora 
jawnobiegunowego z uzwojeniem 

tłumiącym.

Wykres dla stanu przejściowego przedstawiono na rysunku 22. Na 
koniec obliczamy wartości dla stanu ustalonego. Ze wzoru (105) otrzy
mamy

(Xq + >;)Edo
j =-------- -------’—----------------= i 235.

(Xa+X'z)(Xq + X'z) + (R'^
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Ze wzoru (106)
(R )Edo

Iau=------------------ - ------------ ----------=0,617.
(Xd+X;)(X, + X") + (R7

Składowe napięcia otrzymamy z równań:

Udu — ^do — Xdldu = 0,614 ,

Uqu = Xę • Iqu = 0,3085 ,

u u = [(Udu)2 + (Ugu)2]T = 0,688.

Obliczone wartości napięć i prądów przedstawiono na rys. 23.

Katedra Maszyn Elektrycznych
Politechniki Wrocławskiej
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n. HOBRUKH

nOflCMET COCTABJlSlłOLL(HX HECTAL(HOHAPHOrO TOKA CHHXPOHHOrO 
SIBHOnOAiOCHOrO TEHEPATOPA HPH BHE3AF1HOM H3MEHEHHK

COnPOTHBAEHMSI HArpy3KH, C yHETOM HAPPySKH nPEflLUECTByiOUJ,EK 
KOPOTKOMy SAMbIKAHMłO

P e 3 k> m e

B HacTOsuneM rpy^e npHBegeH hobbih cnocod aHanHTHHecKoro u rpatjjHHecKoro non- 
cnera cocTaBnsiouiHx ododmeHHoro Tona b craTope u TOKa BO3dyn<HeHH3 b chhxpohhom 
HBHononiocHOM renepaTope, kotopmh noaBnaercsi ripn BHeaanHOM HSMeweHHH conpoTH- 
BneHHJt Harpy3Kn Ha 3antHMax MauiHHbi. B ocodeHHOCTH BecbMa npocrbiM cnocodoM 
mojkho onpene/imb cocTaansiomHe : nepexoflHyio BcrynHTenbHyio u nepexonHyio b npo- 
AOJibHofi h b nonepeHHOM och gna nepBoii rapMOHHHecKOH TOKa, paBHMM odpa3OM, 
BTopyio rapMOHHMecKyio h anepHOgHHecKyio cocTaiuiatomyio.

B nepBoii rnaBe npHBegeHa BeKTOpHasi gHarpaMMa HBHonomocHoro reHeparopa gnu 
HopMajibHoił HarpysKH, npHHeM ododmeHHbiH b cia-rope tok Monter dbiTb npe.acTaB.neH 
c noMOuiBK) ypaBHeHHa (7) hhh de3 ynera aKTHBHoro conpoTHBneHHe CTaTopHOfi od- 
motkh — c noMombK) ypaBHeHHH (8) hjih (9). B Tpyge BBeaeHbi 6e3BaTTHbie conpoTHBjie- 
hhs X2A (cjjopMyna 10) h X2 (4>opMyna 11), KaK 6e3BaTTHbie HHgyKgHOHHbie conporn- 
BneHHa gna btopoh rapMOHHHecKOH h gna anepnogHHecKOH cocraBnaiomeH b crauHO- 
HapHOM coctohhhh. rpatjjHHecKaa HHTepnperauHa ypasneHHa (9) npegcTasnena Ha pnc. 2. 
feoMerpHHecKHM mbctom TOKa b CTarope, npn BecbMa MegneHHbix H3MeneHHax HarpysKH 
H npn HOCTOaHHOM BO3dymgeHHH Ej„ = COnSt, HBnaeTCa H3BeCTHblH OO TeopHH CHHXpOH- 
HOii MaiUHHbl — HepBMK flacKana.

B rjiase btopoh paccMOTpeHbi oCHOBHbie ycnoBHa KoporKoro 3aMbiKaHH$i ueneii c hh- 
gyKTHBHblMH COOpOTHBneHHaMH. Pi3 33KOHa nOCTOSHCTBa MafHHTHbIX COnpaiKeHHH HCTC- 
KaiOT ycnoBHa gna tokob onpegeneHHbix ypaBHeHHSMH (13) hjih (14). B pesynbTare gnc- 
KyccHH OKasbiBaerca, hto 3th ycjioBna aeHCTBHTejibHbi raKwe b chmbojihhcckom BH«e 
(cp. ypaBHeHHs (24) h (25)). Tan KaK tok Io b coctoshhh HopMajibHOH Harpy3KH nonan, 
a BHOBb ycraHOBHBUjeHca I.,„+ (ypaBHeHHe (26)) JierKo onpeaejiHM, nosTOMy anepHOflH- 
HecKasi cocTaBJisnomaa Iap„+ MOłKer Sbirb TOTHac-nte no.ącHHTaHa H3 ycJiOBHs BbipanteHHoro 
ypaBHeHHeM (25). PHcyHOK 7 npeflCTaBjiaer BeKTOpHyio nHarpaMMy ijenn M3 pncyHKa 4 
Jula coctoshhh npeAuieCTByiomero KopoTKOMy 3aMbiKaHHK> (BbiKjHOHarejib S Ha pHcyHKe 4 
otkpmt), a TaKtKe hjih MOMeHTa t=0+ nocne noaBneHHH KopoTKoro 3aMbiKaHHa. Ha ocho- 
BaHHH pncyHKa 7 bo3HO>kho onpefleHHTb reoMerpHHecKoe mccto Tona KopoTKoro 3aMbt- 
KaHHH i-(() Ha pncyHKe 8. 3to mbcto npencraBnaeT Kpyr c ueHTpoM M (pnc. 8) c a6- 
cuhccoh paBHOii anepnoflHMecKOH cocraBnaiomeM I„o+ rm MOMeHTa t=0+ h npH pa- 
nnyce paBHHM nepHOHHHecKoił cocraBJisnomeH Illo+ TOKa KopoTKoro saMbiKanna. 3ra 
sagana Monter dbirb npencraBneHa c noMombK) pncyHKa 9, b kotopom ocraHaBHHBaeM 
BeKTop HanpanteHHH U„- , Koropoe noaBnanocb b nyHKTe KopoTKoro 3aMbiKaHHa t=0 Ha mo- 
mcht nepen saMbiKanneM, a aneKTpoHBHntymaa cnna E(() noBopanHBaer Ha yroji cot nocne 
HacrynjieHHs KopoTKoro saMbiKaHHs. PaaHHua BeKropoB E; u U„- naer Beurop 
me Z» npegcraBnaer BHyrpeHHee conpoTHBneHHe HcronHHKa TOKa.

B rnase neTBeproH npHBegeHbi npHHunnbi nogcnera cocraBn5iioiuHX TOKa npn bhc- 
sanHOM H3MeneHHH conpoTHBneHHsi Harpy3KH. 9tot cnyHaii nauje cnynaa KopoTKoro 3a- 
MbiKaHHa HenocpenCTBeHHO Ha 3antHMax HCTOMHHKa TOKa. Ha ochob3hhh aHannsa OKa- 
sanocb, hto anepHOflHHecKyio h nepHoHunecKyio cocraanaiomyio nenio onpenenHTb 
H3 ypaBHeHHa (43), npHHeM anepHOHHHeCKaa cocraansnomaa lao cnenyer H3 ypaBHeHHa (42) 
h paBHa H3MeHeHHio HanpanteHHa AU, neneHHOMy Ha conpoTHBneHHe HCTOWHHKa, Ilpn 
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hhcto HHnyKTHBHOM BHyTpeHHeM conpoTHBneHHH HCTOHHHKa anepnonHHecKaa COCTa- 
Bnaiomaa I„o nepneHnHKynapna k BeKTopy, H3o6pawaiomeMy H3MeHeHMe HanpaweHHa 
AU. PHCyHKH 10 H 11 HJlJHOCTpupyiOT 3TOT BOnpOC.

OcHOBbiBaacb Ha BMBonax ipeTbeił rnaBbi npencrasneM cnocoS noncnera cocraBna- 
łom,HX nepexoflHOH BTopoii rapMOHHHecKoii h anepHonHHecKoil cocraBjiaiomeH toks 
KopoTKoro 3aMbinaHHa chhxpohhoto aBHononiocHoro reHeparopa npH kopotkom 3aMbi- 
KaHHH Ha 33WHMax reHeparopa. Cnanana npHHar bo BHHMaHHe reHeparop 6e3 oSmotkh 
3aryxaHHa. Flonbsyacb MeronoM onpeneneHHa BeKTopa HanpaweHHa Ha 3awHMax b mo- 
MeHTe t=0- h Bpamaa BeKTop nepexonHoii 3jieKTpogBHwymeH CHnbi E'^ (puc. 14) Heno- 
cpencTBeHHO onpenenaerca cocTaBnaioinHe: npononbHaa Id h nonepennaa Z, Tona Ko
poTKoro 3aMbwaHHa (ypaBHeHHa (52) h (53)). FloJiHbiH tok KopoTKoro 3aMbwaHHa H3o6pa- 
waeTca Torna b BHne ypaBHeHHa (59) cornaCHO ypaBHeHHa flapKa-ropneBa [8], [13], 
[14], [15],

HHajiorHHHo cfjopMynaM (10) h (11) BbiBeneno noHaTHe nepexonHbix conpoTHBneHHii 
nna BTopoii rapMOHHHecKoii X3h (ypaBHeHHe (57)) h nna nepexonHoro peaKTanca 06- 
paTHoii nocnenoBarenbHOCTH X2 (ypaBHeHHe (58)).

TpacjjHHecKaa HHTepnpeTaitHa Tona KopoTKoro saMbwaHHa cornacHo ypaBHeHHto (59- 
ynasaHa Ha pHcyHKe 15 h 16, a ero reoMerpHHecKHM mcctom aanaerca onaTb nepBaK 
riacKana. B 3tom cnynae cnenyer Ha ochob3hhh ypaBHeHHii (59) h (60) noncHHTBTb 
anepHOHHHecKyio cocraBnaioinyK) Z„o h cocraBnaiomyio BTopon rapMOHHHeCKOH Z2t„ 
a TaKwe nepHonM^ecnyio cocraBnaramyio lso nna MOMeHTat=0+ nocne KopoTKoro 3aMbi- 
KaHHa. CyMMa bthx Tpex cocTasnaioiuHx naer tok Harpy3KH Io , cymecTByiouiHH b MOMeHTe 
t = 0- nepen kopotkhm 3aMbiKaHHeM. L(Hcf>poBOH npHMep npHBeneHHbiH Ha pncyHKe 16 
h 17 HnniocTpHpyeT BbiBeneHHbie ypaBHeHHa.

B rnaBe inecTOH npHMeneH Meron ycTaHOBneHHoro BeKTopa HanpaweHHa nna onpe 
neneHHa BenHHHHH TOKa, noaBnaioineroca b chhxpohhom aBHOnoniocHOM reHeparope 
npH BHe3anHbix H3MeneHHax HarpysKH. 3tot cjiynan name BCero BCTpenaeTca, ho aBTop 
He BCTpeTHn no chx nop nonpoSHoro aHannaa 3toh npoóneMbi. PaccywneHHa npoBeneHbi 
nna aBHonojiiocHoro reHeparopa CHagweHHoro oómotkoh 3aTyxaHHa b npononbHOH 
H b nonepenHOH och. B oSmem cnyHae BejiHHHHa HanpaweHHa U„ nepexoflHT Torna 
BHesanHo Ha HOByto BenHHHHy U" (cm. pncyHOK 19). Baona BCTynHTenbHyK) nepexoflHyio 
ajieKTpoflBHwymyto cH/iy b nponojibHOH och h BCTynHTenbHyio nepexonHyio 3. ln. c. 
b nonepenHOH och E?o nojiynaeM c|jopMynbi (70) h 71) nna npononbHOii cocraBnaiomeH 
Ido h nna nonepeHHOH I,^ Tona Harpy3KH npH HopManbHOii Harpy3Ke sawHMOB MaujHHbi 
conpoTHBneHneM R.-+j'x=. CocraBnatomne stoh rapMOHHHecKOH 1^ h I nocne BHeaan- 
hoh nepeMeHbi napaMerpoB Harpy3KH ]R;+jX2; Ha |R. + jX2 J npHBeneHbi b ypaBHe- 
HHax (77) h (78). flanbHeHiuHH ananns noKa3biBaer, hto cocTaBnatomyio BTopoii rapMO- 
HHnecKOH I2i,„ h anepHonHsecKyK) coeraBnaiomyio nonynaeM npocTbiM choco6om Ha 
ocHOBaHHH ypaBHeHHii (98) h (96), b KOTopbix noasnaerca reoMeTpHHecKaa nepeMeHa 
HanpaweHHa 6\„U" = AU" bmccto U„ b cnynae KopoTKoro aaMbiKaHna Ha 3awHMax 
(t. k. Torna U" = 0). CocraBnaiomaa BTopoii rapMOHHHeĆKoii paBHa tbkhm oópasoM 
nacTHOMy H3MeneHHa HanpaweHHa Ha conpoTHBneHHe X2h .

TeoMeTpHHecKaa HHTepnpeTaiiHa BbiBeneHHbix tjjopMyn ynasaHa Ha pncyHKe 20, npn- 
hcm — npn hhcto HHnyKTHBHOM conpoTHBneHHH X2 BeKTop In0 nepneHnHKynapeH K BeK- 
Topy U„_ h HanpasneH Ha 3neKrpHHecKHx 90° Bnepen no oTHomeHHto k HeMy,
a BeKTOp I2ll0 nepneHnHKynapeH k 3epKanbHOMy orpaweHHto BeKTopa AU" oTHOCHTenb- 
ho och (cm. pncyHOK 20).

3areM npHBeneHbi nonHbie ypaBHeHHa nna xona nonHoro TOKa b crarope npn BHe- 
3anHOM H3MeHeHHH Harpy3KH Ha 3awHMax (ypaBHeHHe 103), npHHHMaa bo BHHMaHHe 



Tom III —1954 Obliczanie składowych prądu generatora 543

Bce BpeMeHHwe nocTosHHbie. B KOHge npHBegeHo TaK>«e ypaBHeHHe toks BoafiywfleHHs 
(ypaBHeHHe 116).

U,Hc|5poBOH npHMep a Taione pncyw<n 21, 22 u 23 HiuuocTpHpyiOT BbiBegeHHbie 
tjjopMyjibi.

Xots pan aBTopoB, HanpHMep Hhkuhc ([1] naparpatf) 5.2 Tpyga stopo aBiopa) yno- 
MHHaer o sagane nogcHera tokob, noaBnatoiHHxcs npw BHe3anHbix H3MeHeHH5tx Hanpa- 
weHHS, ogHaKo nogpo6Hbie ^opMynbi He nogaHbi. ypaBHeHHs BbiBegeHHbie b uiecTOił 
masę gon>KHbi BbinojiHmb 3Tot npoóeji u oSgerHHTb npoSneMy nogcHeia Bcex cocra- 
bjisfoluhx, Kanne nosBjiaiOTCs b jiio6om HecTagHOHapHoM npopecce cnHxpoHHoro sbho- 
noniocHoro reHeparopa, reM 6onee, hto 3th cocTaBJiflK>uj.He cnegyeT ysecTb npw npH- 
MeHseMbix HbiHe BbiKJuoHaTenax moluhocth c Becbwa kopotkhm BpeneHeM BbiKJUOHeHHs.

P. J. NOWACKI

THE CALCULATION OF THE TRANSIENT CURRENT IN SYNCHRONOUS 
GENERATORS AT SUDDEN LOAD CHANGES

S u mm a r y

The paper deals with a new analytical and graphical method of deriving the 
transient components of the armaturę - and field - current of synchronous generators 
at sudden load changes. Especially formulae are derived for the subtransient and 
transient components of the first harmonie as well as for the second harmonie and 
the aperiodic components.

The first chapter gives the steady state two-axis vector diagram of a synchronous 
generator at normal load conditions, the generalized armaturę current being given 
by eąuation (7), or, neglecting the armaturę resistance — by eąuations (8) or (9).

The paper introduces the steady state second harmonie reactance X2h (eąua
tion 10) and the steady state negative seąuence reactance X2 (eąuation 11). The 
eąuation (9) is graphically presented in Fig. 2, the loeus of the armaturę current 
■being the well known Pascal’s snail in case of constant excitation and at slowly 
varying loads.

The second chapter deals with the basie conditions occuring at sudden changes 
of parameters in electric circuits containing reactances. The flux — linkage the- 
orem furnishes the definition of-initial current conditions as given by eąuation (13) 
and (14). The discussion shows, that the initial conditions can also be expressed in 
complex form (eąuations (24) and (25)).

As the pre-fault load current I„ is given, and it is easy to define the new sus- 
tained symmetrical load current Iso+ (eąuation (26)), the aperiodic component I„po+ 
may immediately be obtained from eąuation (25). Fig. 7 presents the vector diagram 
of the Circuit described in Fig. 4 for the pre-fault state (switch „S“ in Fig. 4 open) 
and for the moment t=0+ immediately after closing swich „S“. With the aid of 
Fig. 7 it is easy to define the loeus of the total transient current LG), given in Fig. 8. 
This loeus is a circle withe the centre at M, whose abscissa is given by the aperio
dic component I„„+ at t=0+ and whose radius is eąual to the symmetrical compo
nent Iso+ .

Another way of defining the transient current is presented in Fig. 9, in which 
the yector of the armaturę voltageU„_, which had existed at the moment t=0— im-
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mediately before the load change occured — remains fixed, whereas, the e. m. f. E(t) 
rotates at the time t by an angle cot from the position, which it occupied at t=0.

The yoltage difference of the vectors E, and Uo- results in the vector Źw LW , 
where Zw represents the interna! impedance of the source.

Chapter 4 deals with the principles of calculating the transient current in the 
case of sudden load switching. This ćase is of far morę practical importance than 
a short Circuit at the generator terminals. It has been shown, that the aperiodic and 
symmetrical components are easily determined from equation (42) as the ratio of 
the yoltage change AU and the internat source impedance. If the internat resistance 
by neglected and a pure reactance assumed, the aperiodic component Ia0 is then per- 
pendicular to the yector representing the yoltage change AU. Fig. 10 and Fig. 11 
illustrate the case.

In accordance with the results obtained in chapter 3 the case of a sudden three 
-phase terminal short Circuit of a synchronous generator has been calculated, espe- 
cially the symmetric first harmonie and second harmonie as well as the aperiodic 
component.

First, a generator without a damper winding has been considered. By fixing the 
terminal voltage at t=0—, and by rotating the direct-axis transient e. m. f. Edo 
(Fig. 14) the direct-axis component Id and 7 the quadrature-axis component Ą 
of the total short-circuit current are immediately obtained (equation (52) and (53)). 
The total short-circuit current is evaluated from equation (59), in accordance with the 
equations of Park and Goriew ([8], [13], [14], [15]).

In a similar way as in formulae (10) and (11) one can evaluate the definitions of 
the transient second harmonie reactance X2/1 (equation 57) and the transient negative 
sequence reactance X2 (eq. 58).

The short-circuit current in accordance with equation (59) is graphicaly pre- 
sented- in Fig. 15 and 16, and its loeus is again a Pascal’s snail. In the transient case 
one has to calculate the aperiodic component Iaó from equation (59) and the second 
harmonie component I2ho from eąuation (60), as well as the first harmonie compo
nent Is, for t=0+ i. e. immediately after the short Circuit occured. The geometrie 
sum of all three components results in the pre-fault current Io at t=0— i. e. imme
diately before the short Circuit occured. A numerical example shown in Fig. 16 and 
17 illustrates the derived equations.

In chapter 6 the fixed - yoltage method has been used for deriying the current 
equations in the case of a sudden load change of a synchronous generator with dam
per windings. Though this case is by far the most frequent one, no detailed analy- 
sis of the problem, to the author‘s knowledge, has, so far, been carried out.

In the generał case the terminal yoltage undergoes a sudden change from 
U„ to U" (see Fig. 19). Introducing the subtransient direct-axlis e. m. f. Edo and 
the subtransient quadrature - ax!is e. m. f. E^o - the direct - and quadrature — 
axis components Id., and 1 at norma! load result from eqs. (70) and (71), the pre- 
fault load being R:+jX:. The first harmonie components Ido and I after a sudden 
load change from (R+jXc) to (R.+jX.) are evaluated in eąuations (77) and (78).

A further analysis shows, that the second harmonie component and the ape
riodic component Iao for the subtransient state are easily caulculated from equations 
(98) and (96), in which the geometrie yoltage change Au" = U»—U" takes the place 
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of the voltage U» in the case of a terminal short-circuit (the voltage V" being 
then zero). i

The second harmonie component is equal to the ratio of the voltage change Au” 
and of the subtransient second harmonie reactance X2h.

Fig. 20 represents a goemetric interpretation of the derived formulae. If the 
negative - sequence impedance is a pure reactance (X2) the vector I„o of the aperiodic 
component is perpendicular to the vector of the voltage-change Us —U"=AU" and 

.t » „
leads this voltage by — , whereas the vector of the second harmonie component I2h„

is perpendicular to the image of the vector AU", both the image and the vector 
being symmetrically situated to the axis of the subtransient direct-axis e. m. f. 
E2 (Fig. 20).

Finally the complete solution for the total switching current in case of a sudden 
load change has been igiven by equation (103), which takes into consideration all 
current components. Equation (116) evaluates also the field-current.

A numerical example and Figs. 21, 22 and 23 illustrate the derived formulae.
Although some authors (e. g. Adkins [1] especially p. 5. 2 of the paper) mention 

the case of a sudden change of voltage, they do not give precise formulae.
The formulae derived in chapter 6 are to fili the gap and to facilitate the calcu- 

iation of all current components, which occur at a sudden load change. The impor- 
tance of evaluating all the components of a switching current is growing due to the 
fact of using ever inereasing numbers of switch-gear with short switching times 
in power systems.

36*
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WYTYCZNE DLA AUTORÓW

Komitet Redakcyjny prosi autorów o ułatwienie prac redakcyjnych zwią
zanych z przygotowaniem do druku nadesłanych artykułów przez przestrze
ganie podanych wytycznych przy przygotowaniu maszynopisu:

1. Prace powinny być napisane pismem maszynowym, na pojedynczych 
arkuszach formatu A4, jednostronnie, z interlinią (co drugi wiersz), z mar
ginesem 3 cm z lewej strony. Stronice numerowane. Artykuły należy 
nadsyłać w dwóch egzemplarzach.

2. Wzory i oznaczenia należy wpisywać ręcznie, czytelnie, używając jedynie 
liter łacińskich i greckich. Wskaźniki niżej liter i wykładniki potęg pisać 
należy szczególnie dokładnie i wyraźnie.

3. Każda praca powinna być zaopatrzona w krótkie streszczenie (analizę) 
w języku polskim do 25 wierszy maszynopisu oraz obszerniejsze stresz- 
•czenia (do 20°/o objętości artykułu) w języku rosyjskim oraz angielskim 
francuskim lub niemieckim. W razie niemożności nadesłania streszczenia 
w języku obcym autor dostarcza odpowiednie streszczenie w języku pol
skim w trzech egz. z jednoczesnym wpisaniem, o ile możności, terminologii 
w języku rosyjskim oraz w języku obcym.

4. Rysunki, wykresy i fotografie należy wykonywać na oddzielnych arku
szach z podaniem kolejnych numerów rysunków. W tekście i na margi
nesie, obok właściwego tekstu, należy podać jedynie odnośny numer 
rysunku. Ostateczne wykonanie rysunków obowiązuje Redakcję.

5. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie należy nazywać w tekście rysun
kami (skrót: rys.) i nie używać określeń jak figura, Szkic, fotografia. 
U samego dołu rysunku (a przy fotografiach — na odwrocie) należy 
wpisać czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytuł pracy i naz
wisko autora.

6. Wszystkie tablice (unikać zbyt dużych) podobnie jak rysunki należy wyko
nywać na oddzielnych arkuszach i numerować kolejno liczbami arabskimi. 
U góry każdej tablicy podać tytuł (napis) objaśniający.

7. Po zakończeniu artykułu należy podać wykaz literatury, wymieniając 
w następującej kolejności: nazwisko autora i pierwsze litery imion, pełny 
tytuł dzieła lub artykułu, tytuł czasopisma, tom, numer zeszytu, rok 
i miejsce wydania oraz ewentualnie numer strony. Pozycje powinny być 
ponumerowane w kolejności alfabetycznej autorów; w tekście — powo
łania na numer pozycji w nawiasie kwadratowym, np. [3].

8. Autorowi przysługuje bezpłatnie 25 egzemplarzy odbitek pracy. Dodatkowe 
egzemplarze autor może zamówić w redakcji na własny koszt przy prze
syłaniu korekty swej pracy.

Uwaga: Autora obowiązuje korekta autorska, którą należy zwracać w ciągu 
3 dni pod adresem: Redakcja „Archiwum Elektrotechniki", Warszawa, Ko
szykowa 75, Politechnika, Gmach Elektrotechniki, Zakład Elektroniki PAN. 
tel. 8.32.04.
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