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M. JEŻEWSKI, L. SZKLARSKI 1 Z. KAWECKI

Badania magnetycznych pól rozproszenia pochodzących 
od uszkodzeń w linach drucianych w związku 

z elektromagnetyczną metodą badania lin
Rękopis dostarczono 11. 7. 1953

Streszczenie. Aby zbadać, od jakich parametrów zależy rejestra
cja uszkodzeń w linach drucianych za pomocą metody elektromagnetycznej, 
wykonano szereg doświadczeń polegających na tym, że na linę nie uszko- 
dzoną nakładano druty z rozmaitymi uszkodzeniami, a następnie te same 
uszkodzone druty wprowadzano do rurki mosiężnej umieszczonej wewnątrz 
liny zamiast duszy konopnej, po czym zdejmowano wykresy tych uszkodzeń 
za pomocą aparatu poprzednio skonstruowanego. Identyczne doświadczenia 
powtórzono ze specjalnie do tego celu zbudowanym oscylografem, zaopa
trzonym we wzmacniacz prądu stałego. Odchylenie plamki oscylografu było 
dokładnie proporcjonalne do napięcia przyłożonego na wejściu. Wykresy, 
dawane przez oscylograf przy przesuwaniu się uszkodzeń przez cewkę po
miarową, fotografowano. Doświadczenia te pozwalają na zorientowanie się, 
jak dalece metoda elektromagnetyczna może być ulepszona i jakie są gra
nice jej dokładności.

1. WSTĘP

Przy trwających szereg lat badaniach lin stalowych w kopalniach; na 
kolejach linowych i w laboratorium, za pomocą aparatu do magnetycz
nego badania naszej konstrukcji, stwierdziliśmy, że jakkolwiek daje on 
o stanie lin bardzo dużo wiadomości, jednak przy rozplataniu zbadanych 
odcinków i porównywaniu znalezionych uszkodzeń ze wskazaniami apa
ratu zauważyliśmy również pewne niezgodności. Gdy na przykład uszko
dzenia leżą bardzo blisko siebie, pierwsze jest rejestrowane dużym wy
chyleniem, drugie — małym lub jest pomijane przez aparat; nie zawsze 
również większe wychylenie odpowiada większemu uszkodzeniu. Przy
czyny tych niezgodności mogły być różne: aparat na przykład nie miał 
dokładnie liniowej charakterystyki, mógł więc nieco zniekształcać impulsy 
SEM-ej przychodzące z cewki pomiarowej. W aparacie znajduje się 
wzmacniacz napięć zmiennych. Czy stała czasowa obwodów w aparacie 
była odpowiednio dobrana, aby nie zniekształcać otrzymywanych impul

9*



128 M. Jeżewski, L. Szklarski i Z. Kawecki Arch. Elektrot.

sów, nie można było tego wiedzieć, nie znając dokładnie czasu trwania 
i kształtu impulsów SEM-ej. O ile by te impulsy były bardzo krótko
trwałe, galwanometr piszący mógł mieć zbyt dużą bezwładność, aby je 
rejestrować. Wreszcie kształt pól rozproszenia mógł być tego rodzaju, że 
mogły one powodować błędy wskazań. Aby móc stwierdzić, czy jest moż
liwy dalszy postęp przy konstrukcji aparatów do magnetycznego badania 
lin, należało zbadać wszystkie czynniki, jakie mogły tu wchodzić w grę.

Rozpoczęliśmy zatem systematyczną serię doświadczeń. Pierwsza część 
pracy poświęcona była dokładnemu zbadaniu wskazań aparatu w związku 
z różnorodnymi możliwymi uszkodzeniami. Doświadczenia przeprowadzono 
w laboratorium na urządzeniu doświadczalnym, opisanym w naszej po
przedniej pracy. Ponieważ okazało się praktycznie niemożliwe robienie 
setek rozmaitych uszkodzeń na odcinkach lin w celu zbadania, jak reaguje 
na nie aparat, postąpiliśmy w sposób następujący. Na ramie żelaznej, po
ruszanej z odpowiednią prędkością przez silnik elektryczny, została napięta 
lina druciana bez żadnych uszkodzeń. Z liny usunięto duszę konopną i za
miast niej umieszczono w środku rurkę mosiężną średnicy wewnętrznej 
7 mm. Druty z rozmaitymi uszkodzeniami nakładano na linę, przymocowy
wano je do niej mocno, po czym za pomocą aparatu zdejmowano wykres. 
Te same druty z uszkodzeniami mogły być wsuwane do rurki mosiężnej 
we wnętrzu liny. W ten sposób można było porównywać wykresy przy 
identycznych uszkodzeniach zewnętrznych i wewnętrznych.

2. BADANIA WSKAZAŃ APARATU W ZALEŻNOŚCI OD RODZAJU USZKODZEŃ

2. 1. Zależność wskazań aparatu od długości 
uszkodzenia w kierunku osi liny

Pierwsza seria doświadczeń miała na celu zbadanie, jak zmieniają się 
wskazania aparatu przy zmieniającej się długości uszkodzenia. W tym celu 
drut, przecięty na dwie części, nałożono na linę i przymocowano do niej 
za pomocą klamer mosiężnych. Na początku dwa jego końce zostały dopro
wadzone do zetknięcia. Po uzyskaniu wykresu w aparacie przesuwano 
druty tak, aby końce ich rozsuwały się stopniowo aż do odległości około 
25 cm, zdejmując wykresy przy całym szeregu różnych odległości końców. 
Otrzymane wykresy wykazały, że nawet przy zetkniętych końcach prze
ciętego drutu aparat daje wychylenie, lecz jest ono niewielkie; przy roz
suwaniu końców drutu wzrasta stopniowo, osiąga maksimum przy odle
głości wynoszącej od 20 do 40 mm, następnie znów maleje, wreszcie przy 
odległości wynoszącej około 80 mm pojawiają się dwa wychylenia, przy 
czym drugie jest znacznie mniejsze od pierwszego. Przy dalszym rozsuwa
niu końców drutu wykres już się nie zmienia. Tę zależność wychylenia od 
długości uszkodzenia przedstawia krzywa kreskowana na rys. 7.
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Doświadczenia były powtarzane przy dwóch cewkach pomiarowych1, 
jednej bardzo wąskiej, której przeciwległe uzwojenia znajdowały się 
w średniej odległości 9 mm, drugiej, znacznie szerszej, o odległości prze
ciwległych uzwojeń 26 mm. Obie cewki dają wykresy analogiczne, lecz 
przy cewce szerokiej stosunek maksymalnego wychylenia do minimalnego 
(przy stykających się końcach) jest większy. Czułość cewki szerokiej przy 
tej samej liczbie zwojów jest znacznie większa niż wąskiej.

’ Konstrukcję cewek pomiarowych opisano dalej.

Ten sam przecięty drut, umieszczony wewnątrz liny, daje — zależnie 
od długości uszkodzenia — od 30 do 70% tego wychylenia, jakie przy 
takim samym uszkodzeniu daje drut zewnętrzny; przebieg zmiany wy
chyleń jest przy tym analogiczny.

2. 2. Wskazania aparatu przy dwóch bliskich 
uszkodzeniach

Druga seria doświadczeń dokonana była nad rejestracją dwóch blis
kich uszkodzeń. Kilka jednakowych drutów przecięto, a następnie wluto- 
wano do cienkościennych rurek mosiężnych, tak że między ich końcami 
była przerwa we wszystkich drutach możliwie jednakowej długości około 
3 mm. Dwa takie druty nałożono na linę i do niej przymocowano w taki

Rys. 1. Wykresy otrzymane przy stop
niowym przesuwaniu dwóch uszkodzeń 
jedno względem drugiego, cewka po

miarowa wąska.
a) uszkodzenia w tym samym przekroju; 
b) uszkodzenia w odległości 15 mm; c) usz
kodzenia w odległości 25 mm; d) uszkodze
nia w odległości 40 mm; e) uszkodzenia 
w odległości 60 mm; f) uszkodzenia W od
ległości 75 mm; g) uszkodzenia w odległości 

120 mm.

a b d e g

Rys. 2. Wykresy otrzymane przy stop
niowym przesuwaniu uszkodzeń wzglę

dem siebie wewnątrz liny.
a) uszkodzenia w tym samym przekroju; 
b) uszkodzenia w odległości 10 mm; c) uszko
dzenia w odległości 25 mm; d) uszkodzenia 
w odległości 35 mm; e) uszkodzenia w od
ległości 45 mm; f) uszkodzenia w odległości 
75 mm; g) uszkodzenia w odległości 100 mm;

h) uszkodzenia w odległości 200 mm.

sposób, aby oba uszkodzenia schodziły się dokładnie jedno z drugim. Po 
otrzymaniu wykresu za pomocą aparatu przesuwano jeden drut względem 
drugiego, wskutek czego uszkodzenia rozchodziły się stopniowo. Za każ
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dym razem po niewielkim przesunięciu zdejmowano wykres. Okazało się, 
że wychylenie galwanometru było największe, gdy uszkodzenia schodziły 
się razem. Przy stopniowym przesuwaniu jednego drutu względem dru
giego wychylenia na wykresie malały. Przy odległości uszkodzeń około 
20—25 mm wychylenie galwanometru jest mniej więcej takie, jak przy 
pojedynczym uszkodzeniu. Przy odległości większej od 60 mm na wy
kresie pojawiają się dwa wychylenia (rys. 1). Zupełnie podobny prze
bieg miały wykresy przy przesuwaniu dwóch uszkodzonych drutów, umie
szczonych wewnątrz liny (rys. 2).

2. 3. Reagowanie aparatu na korozję drutów

Następną serię doświadczeń wykonano w celu zbadania czy aparat wy
kazuje korozję i jak na nią reaguje. W tym celu na linę został nałożony 
drut bez żadnych uszkodzeń. Drut został na niewielkiej długości (około 
1,5 cm) zwilżony roztworem soli kuchennej z małym dodatkiem wody 
utlenionej. Po obu stronach tego miejsca został pocynowany, aby rdza się 
nie rozszerzała, lina zaś zaparafinowana, aby rdza na nią nie przeszła.

Rys. 3. Wykresy powiększającego się 
uszkodzenia drutu przez rdzę.

a) po dwóch dniach; b) po trzech dniach; 
c) po czterech dniach; d) po pięciu dniach; 
e) po sześciu dniach; po tygodniu; g) ten 

sam drut jak pod f wewnątrz liny.

Codziennie zdejmowano wykres, a na
stępnie zwilżano drut tym samym 
roztworem. Już po dwóch dniach na 
wykresach pojawiło ię wychylenie 
rosnące stopniowo. Po tygodniu gal- 
wanometr dawał już bardzo znaczne 
wychylenie (rys. 3). Doświadczenie 
powtórzono następnie z drutem zwil
żonym i wskutek tego zardzewiałym 
na długości około 30 cm. Galwano- 
metr dawał wówczas kilka znacznych 
wychyleń. Wychylenia te są znacz

nie większe niż przy drucie pękniętym, gdy drut zardzewiały na więk
szej długości, na przykład paru centymetrów, jest równoważny drutowi 
przerwanemu, którego końce rozsunięte są na znaczniejszą odległość, 
wskutek czego aparat reaguje bardzo znacznym wychyleniem. Ten sam 
drut zardzewiały, umieszczony wewnątrz liny, dawał nieco mniejsze wy
chylenia (rys. 3p). W ten sposób stwierdziliśmy z wszelką pewnością, że 
aparat reaguje na rdzę.

Należało teraz wyjaśnić, czy zależność wskazań aparatu od długości 
uszkodzenia oraz od wzajemnej odległości kilku uszkodzeń jest winą apa
ratu, czy też kształt pól magnetycznych rozproszenia jest taki, że wywo
łuje zmianę wychyleń, a więc czy możliwe jest dalsze ulepszanie elektro
magnetycznej metody badania lin. Było wprawdzie rzeczą prawie oczywi
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stą, że na przykład przy zmniejszaniu się przerwy w drucie pole rozpro
szenia musi się kurczyć. Lecz również można było podejrzewać, że i bez
władność galwanometru może się przyczyniać do zmniejszania wychyleń. 
Biorąc pod uwagę, że przy prędkości liny 1 m/sec małe uszkodzenie, na 
przykład pęknięty drut o końcach rozsuniętych o 1 mm, przesuwa się 
przez cewkę pomiarową w czasie wynoszącym około setnej części sekundy, 
można było przypuszczać, że galwanometr nie zdąży się wychylić. Aby się 
zorientować,’ jakiej długości impulsy galwanometr może rejestrować, na
leżało zmierzyć czas trwania jego wychylenia. W tym celu zastosowaliśmy 
metodę następującą. Na tarczy osadzonej na osi silnika gramofonowego, 
obracającego się ze stałą regulowaną prędkością, osadzono blaszki mo
siężne, mogące zwierać obwód elektryczny i w ten sposób dawać impuls 
SEM-ej. Impuls był doprowadzany do siatki pierwszej lampy w aparacie. 
Taśma papierowa, na której galwanometr kreślił swe wychylenia, była 
przesuwana z prędkością 1 m/sec. Zmieniając szerokość blaszki i prędkość 
obrotu silnika można było zmieniać w szerokich granicach długość trwa
nia prostokątnego impulsu. W ten sposób otrzymywaliśmy wykresy, na 
których można było zmierzyć dokładnie czas wychylenia się galwanometru 
i powrotu do położenia zerowego. Następnie mogliśmy stwierdzić, jak 
długo musi trwać impuls, aby wywołać pełne wychylenie galwanometru, 
i jak się ono zmniejsza, gdy czas trwania impulsu coraz bardziej się skraca. 
Pomiary te wykazały, że czas wychylenia galwanometru oraz powrotu do 
położenia zerowego (półokres) trwa 0,06 sec. Do wywołania pełnego wy
chylenia galwanometru, jak można było przypuszczać, wystarcza impuls 
trwający w przybliżeniu połowę tego czasu, tj. 0,03 sec. Przy dalszym 
skracaniu impulsu wychylenia galwanometru szybko maleją. Sprawdzi
liśmy również, że do wywołania dwóch wychyleń galwanometru impulsy 
muszą następować po sobie nie prędzej jak w 0,06 sec. Przy krótszym 
czasie oddzielającym impulsy od siebie galwanometr daje jedno tylko wy
chylenie.

Żeby się dowiedzieć, czy aparat reaguje we właściwy sposób na impulsy 
siły elektromotorycznej powstające w cewce pomiarowej przy przesuwa
niu się uszkodzeń, należało stwierdzić, jakie są impulsy, jak długo trwają 
i jakiej są wartości. Prócz tego należało zbadać, jak sąsiedztwo bliskich 
uszkodzeń zmienia kształt pól rozproszenia pochodzących od poszczegól
nych uszkodzeń, a przez to kształt i czas trwania impulsu. Przy takich 
badaniach należało się uniezależnić od bezwładności przyrządu, jak rów
nież uniknąć wszelkich możliwych zniekształceń impulsów, które mógł 
wprowadzać tak galwanometr, jak i wzmacniacz. W tym celu zbudowano 
specjalny oscylograf o dwustrumieniowej lampie oscylograficznej. Do 
cscyllografu wbudowano dwa dwustopniowe wzmacniacze napięć stałych 
(rys. 4). Nieliniowość charakterystyk lamp została wyrównana przez



132 M. Jeżewski, L. Szklarski i Z. Kawecki Arch. Elektrot.

umieszczenie w każdym stopniu wzmocnienia dwóch lamp połączonych 
przeciwsobnie. Pomiary wykazały dokładną proporcjonalność wychylenia 
plamki oscylografu do napięcia przyłożonego na wejściu. Czułość całego 
urządzenia wynosiła 0,02 wolta na milimetr wychylenia plamki.

Rys. 4. Schemat wzmacniacza użytego do oscyloskopu.

Na urządzeniu do przeciągania liny przez elektromagnes umieszczono 
wyłącznik, który w momencie, gdy uszkodzenie zbliżało się do cewiki 
pomiarowej, wyzwalał automatycznie ruch plamek oscylografu. Plamki 
poruszały się tak, że czas ich przebiegu przez ekran oscylografu trwał 
0,35 sec. Przebiegi były fotografowane, przy czym na płytki odchylające 
drugi strumień elektronów przykładano napięcie z generatora prądów 
zmiennych o częstotliwości akustycznej i w ten sposób jednocześnie foto
grafowano sinusoidę pozwalającą na dokładne odczytanie czasu trwania 
impulsu. Generator zwykle nastawiano na częstotliwość 100 lub 200 Hz, 
tak że czas trwania przebiegów na ekranie można było ocenić z dokład

Rys. 5. Cewki używane do pomiarów.

nością do tysiącznych części sekundy. 
W ten sposób otrzymywane wykresy 
oddawały dokładnie kształt i war tość 
impulsów SEM-ej otrzymywanych 
z cewki pomiarowej, rejestrując 
jednocześnie czas ich trwania.

Do wszystkich doświadczeń z oscy
lografem (prócz ostatniej serii) uży
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wano cewki pomiarowej o 1800 zwojach nawiniętych przeciwsobnie 
z drutu w emalii średnicy 0,07 mm, owiniętej taśmą i nakładanej na 
drewnianą szpulę, która była umocowana na elektromagnesie (rys. 5a); 
boki jej mogły być zbliżane ku sobie lub oddalane. Przy ostatniej serii 
doświadczeń użyto podobnie nawiniętej cewki, lecz zwoje jej znajdowały 
się w jednej płaszczyźnie (rys. 5b).

2. 4. Doświadczenia z oscylografem
Pierwsza seria doświadczeń z oscylografem była powtórzeniem pierw

szej serii pomiarów wykonanych aparatem. A więc znów na linie umiesz
czono przecięty drut,-którego części były rozsuwane stopniowo. Po każdej 
zmianie odległości końców przeciętego drutu przepuszczano linę ze stałą 
prędkością 1 m/sec przez elektromagnes z umocowaną na nim cewką 
pomiarową, a otrzymywany impuls fotografowano. Jak wykazały zdjęcia, 
impuls powstaje zawsze, nawet przy całkowitym zetknięciu końców prze
ciętego drutu, lecz jest niewielki (rys. 6a). Przy rosnącej odległości koń
ców impuls szybko wzrasta; również wzrasta czas trwania impulsu, lecz 
fi wiele wolniej. Tablica 1 podaje wysokość impulsu na zdjęciach i czas 
ich trwania.

Tablica 1
Pomiary wielkości impulsów SEM-ej i czasu ich trwania przy rosnącej długości 

uszkodzenia

Odległość końców 
rozciętego drutu w mm

Wysokość impulsu na 
zdjęciu w mm

Czas trwania impulsu 
w sekundach

0 7 0,025
0,6 12 0,031
1 21,5 0,034
2 28 0,034
3 32 0,039
5 37 0,045

10 42 0,045
20 40,5 0,050
30 33,5 0,065

dwa wierzchołki
50 27 0,085

dwa impulsy
160 21,5 0,15
250 14

Wyniki te przedstawiono również na rys. 6.
Z powyższych liczb widać, że impuls ma maksymalną wysokość przy 

przerwie w drucie wynoszącej około 10 mm. Jest wtedy 6 razy wyższy 
niż przy stykających się końcach drutu. W przypadku gdy cewka jest
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szersza, stosunek impulsu maksymalnego do minimalnego jest znacznie 
większy. Przy schodzących się końcach drutu impuls jest wyższy tylko 
o około 2O°/o niż przy cewce wąskiej.

Rys. 6. Impulsy SEM-ej powstające w cewce pomiarowej przy 
przesuwaniu się liny z przerwanym drutem zewnętrznym.

a) długość przerwy 0; b) długość przerwy 0,6 mm; c) długość przerwy 
1 mm; d) długość przerwy 2 mm; e) długość przerwy 10 mm; f) długość 
przerwy 30 mm; g) długość przerwy 50 mm; h) długość przerwy 160 mm.

Jak z powyższych doświadczeń wynika, przy zsuwaniu końców roz
ciętego drutu pole rozproszenia kurczy się. Im bliższe są końce, tym 

impuls SEM-ej jest mniejszy i każdy apa
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Rys. 7. Porównanie wychyleń 
plamki oscylografu i galwano- 
metru piszącego przy rosnącej 
długości przerwy w drucie. Krzy
wa pełna — wychylenie plamki 
oscylografu; krzywa kreskowana 
— wychylenie galwanometru pi

szącego.

rat musj dawać mniejsze wychylenie. Wy
kres na rys. 7 daje porównanie zależności 
wielkości wychylenia plamki oscylografu 
i galwanometru piszącego. Przy bardzo 
zbliżonych końcach aparat daje mniejsze 
wychylenie niż oscylograf. Łatwo to wy
tłumaczyć: czas trwania impulsu jest wtedy 
nieco za krótki, aby galwanometr reagował 
pełnym wychyleniem. Podobny wynik dają 
doświadczenia, gdy drut jest umieszczony 
wewnątrz liny, tylko wychylenia są wtedy 
mniejsze. Z tych doświadczeń wynika, że 
wielkość impulsu SEM-ej jest funkcją trzech 
parametrów: wielkości uszkodzenia, dłu
gości j głębokości • uszkodzenia. Przy tym 
caeteris paribus impuls jest proporcjonalny 
do wielkości uszkodzenia, w niezbyt zaś 
wielkim stopniu zależy od głębokości, nt

jakiej znajduje się uszkodzenie w linie2. Natomiast w dużym stopniu za
leży od długości uszkodzenia.

3 W linach z duszą konopną druty uszkodzone zwykle znajdują się na niewiel
kiej głębokości pod powierzchnią.
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Oczywiście impuls SEM-ej zależy w znacznym stopniu także od 
prędkości przesuwania się lin,y przez cewkę pomiarową. Tego jednak 
nie potrzebowaliśmy brać pod uwagę, ponieważ nasz aparat dzięki dopro
wadzeniu na siatkę lampy o zmiennym nachyleniu charakterystyki na
pięcia proporcjonalnego do prędkości liny daje wychylenie w dość szero
kich granicach, niezależne od jej prędkości.

Druga seria doświadczeń z oscylografem została przeprowadzona w celu 
wyjaśnienia wzajemnego wpływu pól rozproszenia, pochodzących od 
bliskich uszkodzeń. Założono więc na linę dwa druty przecięte z końcami 
rozsuniętymi w przybliżeniu o 3 mm i przesuwano jedno uszkodzenie 
względem drugiego tak samo, jak w poprzednio opisanym doświadczeniu, 
w którym wykres zdejmowano aparatem. Wyniki doświadczeń podano 
w tablicy 2.

Pomiary wielkości impulsów SEM-ej i czasu ich trwania przy dwóch bliskich 
uszkodzeniach

Tablica 2

Odległość dwóch 
uszkodzeń w mm

Wysokość impulsu 
w mm

Czas trwania impulsu 
w sekundach

0 51 0,042
4 48 0,052
8 39 0,055

dwa wierzchołki
16 26,5 22,5 0,065
25 26 21 0.078

dwa impulsy
30 27 20
40 27 22
50 27,5 22 0,044 i 0,05
80 28 21

120 28 21
160 28 24

Wyniki powyższe zilustrowano zdjęciem na rys. 8.
Z doświadczeń tych widać, że pola rozproszenia bliskich uszkodzeń 

wpływają na siebie nawzajem. Przy bardzo bliskiej odległości uszkodzeń 
cewka pomiarowa daje impuls SEM-ej równy w przybliżeniu sumie 
impulsów wywoływanych przez poszczególne uszkodzenia. Przy rosnącej 
odległości uszkodzeń impuls maleje. Przy odległości 16 mm na krzywej 
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pojawiają się dwa wierzchołki, rozdzielające się przy odległości 30 mm 
na dwa impulsy, z których każdy równa się impulsowi od pojedynczego 
uszkodzenia. Przy szerszej cewce pomiarowej (26 mm) dwa wierzchołki

Rys. 8. Impulsy SEM-ej powstające w cewce pomiarowej 
przy przesuwaniu liny z dwoma bliskimi uszkodzeniami, 

cewka pomiarowa wąska.
a) uszkodzenia w jednym przekroju; b) odległość uszkodzeń 8 mm; 
c) odległość uszkodzeń 16 mm; d) odległość uszkodzeń 25 mm;

e) odległość uszkodzeń 40 mm; f) odległość uszkodzeń 160 mm.

na krzywej pojawiają się dopiero przy odległości uszkodzeń równej 
30 mm, a całkowicie rozdzielają się przy odległości 40 mm (rys. 9).

Rys. 9. Impulsy SEM-ej powstające w cewce pomiarowej 
przy przesuwaniu liny z dwoma bliskimi uszkodzeniami, 

cewka pomiarowa szeroka.
a) uszkodzenia w jednym przekroju; b) odległość uszkodzeń 8 mm; 
c) odległość uszkodzeń 25 mm; d) odległość uszkodzeń 30 mm;

e) odległość uszkodzeń 50 mm; f) odległość uszkodzeń 120 mm.

Podobny przebieg wykazują zdjęcia trzech uszkodzeń, których od
ległość stopniowo wzrasta. Doświadczenie zostało wykonane w sposób 
analogiczny do poprzedniego. A więc trzy druty z uszkodzeniami zostały 
nałożone i przymocowane do liny, a następnie przesuwane względem 
siebie niewielkimi skokami. Za każdym przesunięciem oscylografowano 
otrzymywane w cewce pomiarowej impulsy. Wyniki doświadczeń podano 
w tablicy 3.
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Tablica 3
Pomiary wielkości impulsów SEM-ej i czasu ich trwania przy trzech bliskich 

uszkodzeniach

Odległość uszkodzeń 
w mm

Wysokość impulsów 
w mm

Czas trwania impulsu 
w sekundach

0 65 0.049
4 57 0,050
8 38 0,059

12 28 0,069
trzy wierzchołki

16 19 19 24 0,079
20 18 16 23 0.089
25 18 16 23 0,1

trzy impulsy
30 18,5 16 23

Wyniki te przedstawiono na rys. 10.

Rys. 10. Impulsy SEM-ej powstające w cewce pomiarowej 
przy przesuwaniu liny z trzema bliskimi uszkodzeniami.
a) uszkodzenia w jednym przekroju; b)'odległość uszkodzeń 4 mm; 
c) odległość uszkodzeń 8 mm; d) odległość uszkodzeń 12 mm: 
e) odległość uszkodzeń 16 mm; f) odległość uszkodzeń 25 mm;

' g) odległość uszkodzeń 30 mm.

Jak widać z powyższych liczb, również pola rozproszenia pochodzące 
od trzech bliskich uszkodzeń wpływają nawzajem na siebie, gdyż na koń
cach przerwanych drutów wytwarzają się bieguny przeciwnych znaków. 
Przeciwne bieguny dwóch lub też trzech drutów znajdują się obok siebie 
i działania ich na zewnątrz prawie się znoszą. Pole rozproszenia pocho
dzące od kilku uszkodzeń oddalonych o jakieś 10 do 12 mm jest podobne 
do pola pochodzącego od jednego uszkodzenia o większej długości. Dopiero 
przy odległości uszkodzeń większej od 15 mm linie rozproszenia najwi
doczniej uzyskują kształt tego rodzaju, że na impulsie pochodzącym od 
takiego uszkodzenia występuje kilka wierzchołków.
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Następną serię doświadczeń wykonano nad drutami zardzewiałymi na 
małej długości (rys. lla, b) oraz na większej długości (rys. lic, d). Najpierw 
druty te były umieszczone na zewnętrznej powierzchni liny (rys. lla, c), 
a następnie wewnątrz (rys. llb, d).

Rys. 11. Impulsy SEM-ej otrzymywane w cewce pomiarowej 
przy przesuwaniu liny z drutem zardzewiałym.

a) drut zardzewiały na długości 1,5 cm zewnątrz liny; b) ten sam 
drut wewnątrz liny; c) drut zardzewiały na długości 30 cm ze

wnątrz liny; d) ten sam drut wewnątrz liny.

Szczególnie pouczające jest zdjęcie impulsów, jakie daje drut zardze
wiały na większej długości. Wykazuje ono jasno, że wskutek nadgryzienia 
drutu przez rdzę w rozmaitym stopniu powstają pola rozproszenia wy
wołujące przy przesuwaniu się drutu kilka bliskich impulsów SEM-ej. 
Zrozumiałe jest więc, że przy przesuwaniu się liny zaatakowanej przez 
rdzę, w której oczywiście znaczna liczba drutów może być zardzewiała, 
otrzymuje się bardzo znaczną liczbę bliskich siebie dużych impulsów.

Ostatnią wreszcie serię doświadczeń wykonano z cewką, której zwoje 
leżą w jednej płaszczyźnie. Cewki używane przy poprzednich pomiarach 
nawijano w ten sposób, że zwoje ich leżały na pobocznicy walca. Gdy 
zwoje takiej cewki przesuwają się przez pole rozproszenia, powstają

Rys. 12. Powstawanie impulsu przy przesuwaniu się cewki pomiarowej pierwszego 
rodzaju przez pole rozproszenia.

a) cewka przesuwająca się przez pole; b) impuls.

w niej właściwie trzy impulsy SEM-ej. Mianowicie, gdy linie pola 
przecinają jeden bok cewki, powstaje słaby impuls w jednym kierunku. 
Gdy cewka przesuwa się przez środek pola rozproszenia, powstaje impuls 
o kierunku przeciwnym, znacznie większy, wreszcie gdy drugi bok cewki 



Tom III — 1954 Badania magn. pól rozproszenia w linach 139

opuszcza pole rozproszenia, powstaje znów impuls o tym samym kie
runku co pierwszy, znacznie słabszy (rys. 12a). W rezultacie oscylograf 
daje wykres pokazany na rys. 12b.

Na cewkę o zwojach znajdujących się w jednej płaszczyźnie pole roz
proszenia działa inaczej. Gdy tego rodzaju cewka przesuwa się przez pole 
rozproszenia, działa na nią różnica natężeń pola, wzbudzając w bliższym 
uzwojeniu siłę elektromotoryczną, większą niż w dalszym. Gdy cewka

/\ __ / k___
Rys. 13. Powstawanie impulsu przy przesuwaniu się cewki pomiarowej drugiego 

rodzaju przez pole rozproszenia.
a) cewka przesuwająca się przez pole; t>) impuls.

znajduje się po środku pola, zwoje poruszają się równolegle do linii 
pola i SEM-a znika. Przy wyjściu cewki z pola^rozproszenia powstaje 
SEM-a przeciwnie skierowana. Zatem każde uszkodzenie wywołuje dwa 
impulsy o kierunku przeciwnym (rys. 13). Próbę z tego rodzaju cewką

Rys. 14. Impulsy powstające przy przesuwaniu się liny 
z dwoma bliskimi uszkodzeniami przez cewkę pomiarową ' 
drugiego typu (o zwojach leżących w jednej płaszczyźnie), 
a) uszkodzenia w jednym przekroju; b) odległość uszkodzeń 8 mm; 
c) odległość uszkodzeń 12 mm; d) odległość uszkodzeń 16 mm; 
e) odległość uszkodzeń 20 mm; f) odległość uszkodzeń 30 mm;

g) odległość uszkodzeń 50 mm.

wykonaliśmy w celu przekonania się, czy nie będzie ona miała większej 
zdolności rozdzielczej od poprzedniej, a zatem czy nie będzie przy mniej
szej odległości uszkodzeń dawać dwóch impulsów. Doświadczenia dały 
wynik negatywny. Jak widać na zdjęciach (rys. 14), nie jest ona lepsza 
od cewki poprzedniej konstrukcji. Dopiero przy odległości uszkodzeń 
równej 20 mm pojawiają się na wykresie dwa wyraźne wierzchołki.
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3. WNIOSKI

Jak to wynika z powyżej opisanych doświaczeń, drut pęknięty, nawet 
gdy jego końce się stykają, wytwarza pole rozproszenia, które przy prze
suwaniu się przez cewkę pomiarową wzbudza niewielki impuls SEM-ej. 
Impuls taki, trwający bardzo krótko (około 0,02 sec), przy odpowiednim 
wzmocnieniu i za pomocą szybko reagującego galwanometru może być 
zarejestrowany. W naszym dotychczasowym aparacie z powodu zbyt dłu
giego okresu drgań własnych galwanometru te krótkie impulsy były 
zmniejszane. Pęknięty drut, umieszczony w samym środku, daje również 
krótkotrwały impuls, mniejszy niż pęknięty drut zewnętrzny. Przy odda
laniu się końców pękniętego drutu impuls wzrasta aż do mniej więcej sze
ściokrotnej wielkości. Wartość otrzymywanego impulsu caeteris paribus jest 
proporcjonalna do ilości pękniętych drutów, czyli do procentowego zmniej
szenia przekroju liny. Impuls SEM-ej, a zatem i wychylenie przyrządu za
leżne jest od trzech parametrów zmiennych (o ile pominiemy zależność od 
prędkości, która przy naszym urządzeniu kompensacyjnym w aparacie nie 
gra roli). Sprawa jednak upraszcza się o tyle, iż końce pękniętych drutów 
wewnętrznych rozsuwają się bardzo nieznacznie. Nie stwierdziliśmy do
tychczas nigdy, aby końce pękniętego drutu wewnątrz liny rozsunęły się 
na większą odległość. Impulsy więc powstające przy pękniętych drutach 
wewnętrznych zależałyby tylko od jednego parametru: od liczby 
pęknięć, czyli zmniejszenia czynnego przekroju liny. W zewnętrznej war
stwie splotów 'końce pękniętych drutów rozsuwają się, a obsługa zwykle 
je wyłamuje. W linach przeciwzwitych wyłamanie powoduje kilkucenty
metrową przęrwę, co wywołuje duże pole rozproszenia i znaczny impuls. 
W przypadku lin współzwitych drut wyłamuje się na większej prze
strzeni i daje wtedy dwa impulsy mniejszej wielkości. Ponieważ obsługa 
zwykle zna miejsca pękniętych drutów, łatwo takie większe wychylenia 
zidentyfikować i obliczyć zmniejszenie wytrzymałości. W przypadku, gdy 
w danym, miejscu uszkodzenie jest nieznane obsłudze, można przez obej
rzenie liny (z wykresu dokładnie można wyznaczyć miejsce uszkodzenia) 
stwierdzić czy w danym miejscu znajduje się uszkodzenie zewnętrzne, 
czy wewnętrzne. Jak nasze dotychczasowe doświadczenie wykazało, 
w linach przeciwzwitych pękają przeważnie druty zewnętrzne, w linach 
współzwitych — druty wewnętrzne.

Jeżeli w linie znajduje się kilka bliskich uszkodzeń, to gdy ich odległość 
wynosi nie więcej jak jakieś 5 mm, impuls indukowany w cewce jest taki 
sam lub niewiele mniejszy, niż w przypadku gdy uszkodzenia znajdują 
się w jednym przekroju. Wtedy aparat będzie prawidłowo wskazy
wał wielkość uszkodzenia: impulsy sumują się. Natomiast przy większym 
oddaleniu uszkodzeń impuls maleje i przy odległości około 12 mm jest 
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do 25% mniejszy. Zatem przy odległościach uszkodzeń 6.4-10 mm aparat 
oparty na zasadzie rejestrowania pól magnetycznych rozproszenia musi 
dawać nieco zbyt małe wskazania. Możliwe, że z długości trwania impul
sów można by wnioskować o obecności bliskich uszkodzeń.

Oczywiście, prawdopodobieństwo większej liczby miejsc, w których 
znajdują się pęknięcia w drutach w odległościach 5 do 10 mm, jest bardzo 
małe.

Nasz dotychczasowy aparat nie ma takiej zdolności rozdzielczej jak 
oscylograf i jako oddzielne uszkodzenia rejestruje dwie przerwy w dru
tach dopiero przy ich odległości większej od 60 mm. Ulepszenie galwano- 
metru piszącego (skrócenie własnego okresu drgania), co jest możliwe, 
pozwoliłoby na rejestrację bardzo nawet bliskich uszkodzeń.

Najtrudniej sprawa przedstawia się z oceną uszkodzenia w linie zardze
wiałej. Ponieważ wskutek rdzy następuje zmniejszenie czynnego prze
kroju drutów na większej długości i w różnych miejscach w różnym sto
pniu, zardzewiała lina wywołuje przy przesuwaniu się przez cewkę po
miarową wiele dużych impulsów. Wykres dawany przez aparat czy też 
oscylograf jest w tym przypadku charakterystyczny, gdyż składa się 
z wielu bliskich siebie, bardzo dużych oraz na przemian nieco mniejszych 
impulsów 3, tak że od razu można rozpoznać, iż lina jest zardzewiała. Im
pulsy SEM-ej wywoływane przez rdzę, a więc i wychylenia przyrządu 
zapisującego, zależą głównie od długości uszkodzeń i wielkości zmniejsze
nia przekroju czynnego, głębokość natomiast uszkodzonych drutów we
wnątrz liny ma wpływ znacznie mniejszy. Gdy jednak nawet zaniedbamy 
wpływ głębokości, to pozostaje jeszcze zależność impulsów od dwóch pa
rametrów, wobec czego w zasadzie trudno byłoby z wykresu wysnuwać 
jednoznaczne wnioski co do wytrzymałości liny. Jak z dotychczasowych 
naszych doświadczeń wynika, dość usprawiedliwiona byłaby hipoteza, że 
wychylenia przy obecności rdzy odpowiadają w przybliżeniu takiej dłu
gości uszkodzeń, które wywołują maksymalne impulsy SEM-ej (a więc 
są około 6 razy większe niż przy pękniętych drutach o stykających się 
końcach). W takim razie zależność wychyleń od długości uszkodzeń mo
głaby być wyeliminowana i pozostałaby tylko zależność od jednego pa
rametru: wielkości zmniejszenia przekroju czynnego liny. Obliczenie wy
trzymałości byłoby możliwe. Aby powyższą hipotezę sprawdzić, należa
łoby przeprowadzić badanie większej ilości ząrdzewiałych odcinków lin, 
obliczyć przy wymienionym tu założeniu wytrzymałość metodą inż. Z. Ka
weckiego [3] 4, a następnie sprawdzić obliczenia 'ppzez rozrywanie tych 
odcinków w całości. Jeżeliby wyniki otrzymane przy rozrywaniu niezu

’ Porównaj rys. lOc w pracy [2]..
4 O ile nam wiadomo, jest to jedyna propozycja sposobu obliczenia wytrzyma

łości liny ze wskazań metody elektromagnetycznej.

10 Archiwum Elektrotechniki Tom III



142 M. Jeżewski, L. Szklarski i Z. Kawecki Arch. Elektrot.

pełnie zgadzały się z obliczeniami, można by do wzorów wprowadzić pewne 
współczynniki, które pozwoliłyby na dokładniejszą ocenę wytrzymałości.

Badania opisane w niniejszej pracy potwierdziły nasze dawniejsze 
wnioski, iż metoda elektromagnetyczna daje zupełnie realne wskazania 
co do stanu lin stalowych. W świetle tych badań widać, że metoda tą może 
być jeszcze ulepszona i wtedy dawać będzie dokładniejsze dane odnośnie 
uszkodzeń. Szczególnie pewne wnioski o stanie liny dają się wysnu
wać, gdy liny tadane są periodycznie w określonych równych odstępach 
czasu, jak to na przykład ma miejsce na Kolejach Linowych w Zakopa
nem i Krynicy. Z kolejnych otrzymywanych wykresów widać od razu 
czy stan liny zmienia się szybko, czy powoli i jakie uszkodzenia stopnio
wo w niej występują.

Wyrażamy niniejszym podziękowanie inż. J. Srzednickiemu za konstruk
cję i montaż doskonałego oscylografu, inż. Dziewońskiemu za pomoc 
w wykonywaniu doświadczeń oraz mechanikowi S. Wojtowowi (pracow
nikowi Akademii Górniczo-Hutniczej) za wykonanie różnych potrzebnych 
do doświadczeń urządzeń. Praca wykonana była z subwencji Polskiej 
Akademii Nauk.

Zakład Fizyki Technicznej
Zakład Elektryfikacji Urządzeń Górniczych
Akademii Górniczo-Hutniczej w Krakowie
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M. E>KEBCKH, Jl. IBKJ19PCKH u 3. KHBEUKM

HCCJIEflOBRHHM MHFHHTHblX nOJlER PRCCE5łHRM 
nPOWCXOH5imWX OT FIOBPEŻKUEHUR B nPOBOJIOHHblX KRHHTRX 

B 3B513W C SREKTPOMRFHHTHblM METODOM WCnblTHHHSi KHHHTOB

P e s » „ e

1. BBEAEHHE

ripH MHOrOJieTHHX MCCJieAOBaHHSX npOBOHOHHblX KaHaTOB 6blJlH KOHCTaTHpOBaHbl 
HeKOTopbie HecomacHs MOK^y noKaaaHHSMM nocTpoeHHoro nns MCcneflOBaHHs KaHaTOB 
annapara [1], [2] h neiicTBMTejibHbiMH noBpełKfleHHSMH, HaHACHHbiMH npH pacnjieTeHHH 
HCcneąoBaHHbix KaHaTHbix otpesKOB. ŻKenas yGeAWTbcs, mo>kho jih ycrpaHHTb hctohhhkh 
ołuhóok h nojiynaTb 6o.nee TOHHbie naHHbie o noBpełKfleHMsx, 6bin npeAnpmurr pan 
onbiTOB jum HccjieflOBąHHs Bcex 4>aKTopoB, Morymnx BjiHSTb Ha noKasaHMS annapaTa 
(ne<j>eKTOCKona). Tan kbk npoH3BeneHHe pasHoro po«a HCKyccTBeHHbix noBpełKReHHH 
KaHaTOB b npaKTHKe OKasanocb HeBO3MOłKHMM npHHST óbin cnenyioiUHH cnocoS: Ha 
onbiTHOM ycTpoiicTBe onncaHHOM b npeAbiAymeM Tpyne [2] 6biji sanoweH npoBOjioHHbiH
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Kanar 6e3 bcsikmz noBpe>KneHMfi. rienbKOBbin cepneHHHK stoto Kanara 6bin ycrpanen 
w na ero mccto BcraBJiena narynnas TpySna gnawerpoM b 7 mm. npoBonoKH c paanoro 
poga noBpe>KgeHH5iMH 6binn ynontenbi u npnnpenneHbi k Kanary, a 3areM re wre npo- 
BOHOKH 6blHH BnOJKeHbl BHyrpb KaHaTa. TaKHM OÓpa3OM orano BO3MO>KHblM MCCHeHOBaTb 
sneKTpoMarHHTHbiM mctohom noBpoKneHHK paanoro poga, a sareM cpaBHHTb naHHbie, 
nonyneHHbie npn TOłKHecTBeHHbix BnyrpeHHMx u BHeujHnx noBpe>KgeHMSix.

2. HCCnEflOBHHH5i nOKfiSAHHM nnnRPflTH B 3HBHCHMOCTH OT POflH nOBPEHłUEHHM

2. 1. 3aBHCWMOCTb nonasaHMii fle^eKTOCKona ot a ji h h h noBpewAeHHn 
no HanpaBjieHMio och Kanara

LJejibK) nepBoii cepnH onbrroB sansnocb nccneHOBanne, KannM oópasoM usmchsi- 
iotch nOKaaannsi ne4>eKTOCKona npn n3Menennn nnnnbi nospoKnenna. H ran, nepepe- 
sannaa npoBonoKa 6bina na.nowena n npnKpennena k Kanary, nocne Hero nnarpaMMbi 
6wnn CHKTbi npn nocrenenno yBennHHBaiomeMCs pacCTOKHnn MOKgy KOHpaMH nepepe- 
sannon npoBonoKM. Ilo Mepe aroro yBennHenna oTKnonenns nnujymero ranbBanOMerpa 
óbicrpo yBenHHHBaiOTCs Hocrnraa MaKCHMyMa npn paccTosnnn kohhob b 30 ho 40 mm 
3areM OTKnonenns yMeHbmaiOTCSi n nanonep npn 80 mm nosiBnaiOTCsi HBa OTKnonenns. 
3aBHCWMOCTb Mewny OTKnonenneM ranbBanOMerpa n nnnHon noBpejKflennH nonasana 
na pnc. 7 inrpHxoBaHHOH KpHBOM. Te >ne onbiTbi 6fainn noBTopenbi c noMemeHHeM nepe- 
pesannon npoBononn BHyrpn Kanara. flnarpaMMbi Hann ananornHHbie pesynbrarbi.

2. 2. noKaaaHHH annapara (Ae^enrocKona) npn a b y x 6 n h 3- 
ne m a m h x noapeiKAeHH3x

Bropasi cepna onbiTOB 6bina opoBegeHa Han nccnenoBaHneM HByx 6nH3ne>namHX 
noBpełKfleHHH, HecKonbKo onnHaKOBbix npoBonoK nocne nx nepepesanna 6bino Bnasmo 
b TOHKocreHHbie naryHHbie rpySnn, ran hto Mewny KOHnaMH npoBonoK 6bino paccrosi- 
HMe ok. 3 mm. Jlse ranne npoBononn 6binn HanoweHbi na Kanar n ynpennenbi TaKHM 
oópasoM, HTo6bi o6a noBpe>KHeHHa Haxonnnncb b ohhom ceHennn Kanara. Tlocne no- 
HyneHHs nnarpaMMbi onna H3 nepepe3aHHbix npoBonoK 6bina nepeMemena no otho- 
luennio k npyroH. Flocne Kamnoro He5onbmoro nepeMemenna CHUManacb HHarpaMMa, 
npHneM oKasanocb, hto otkhohchhs annapara nocrenenno yMenbuiatOTca. ripH paccro- 
shhh MełKfly noBpejKnennsiMH ok. 20 — 25 mm oTKnonenwe nnnlymero ranbBanOMerpa 
óbino npM6nH3HTenbHO raKoe we, KaK h npH ohhom nospewnennH. flpH paccTostHHn 
CBbiLiie' 60 mm [annapar pearnpoBan, oTKnonsiHCb naa pasa (pwc. 1). Tohho ranne we 
pesynbTarbi nann nnarpaMMbi npn HByx B3anMHO nepenBnraeMbix noBpe>KHeHHSx Bnyrpn 
Kanara (pnc. 2).

2. 3. PearwpoBaHMe fle^eKiocKona Ha Koppoanto npoBOJiOK

CnenyioiHasi cepnsi onbiTOB Sbina ncnonnena nnsi nccnenoBanns, ynasbiBaer nn anna- 
par Koppo3mo n KaKHM o6pa3OM oh Ha Hee pearnpyer. flna 3toh penn Ha Kanar 6bina 
Hanowena HOBasi npoBonOKa, Koropas ewenneBno na orpeane b 1,5 cm. hhhhoh CMann- 
Banacb pacTBopoM noBapeHHon conn c goSaBnenneM nepeKncn Bonopona, BcnencTBne 
nero ona óbicrpo Ha 3tom orpeane pwasena. flnarpaMMa CHHManacb erKeflHeBHO. Okb- 
3anocb, hto ywe nocne HByx nnew nosBnnocb oTKnoHenne, Koropoe 3areM nocrenenno 
yBennHHBanocb, Henenio cnycrsi nnnjymHH ranbBanoMerp nasan 3HaHnrenbHoe otkho- 
nenne (pnc. 3). Tot we onur 6bin noBTopen c npoBonoKon, CMOHennon na orpeane 
30 cm. HecnonbKO nnen cnycrsi ranbBaHOMerp p.aBan b 3tom Mecre HecKonbKo 6onbinnx 
OTnnoneHHH. Te >ne npoBononn noMemeHHbie BHyrpn Kanara nasann HecKonbKo Menb- 
nine oTKnoneHna. TaKHM oópasoM Sbine HOCTOBepno ycraHOBneHO, hto annapar peam- 
pyer na pjnaBHHHy.

10*
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Una omaHHSt ce6e oTMera b tom, Kanon npononiKHTenbHoc™ HMnynbCbi MomeT 
perncrpnpoBaTb nam nnuiyipnH ranbBaHOMerp, 6bino naMepeHo BpeMS ero omnoHennsi, 
npn npnnoweHHH y Bxona annapaia kopotkhx HMnynbcoB c msbccthom mx npononłnn- 
TenbHOCTbio. nmuymHH rajibBaHOMeTp Mepmn Kpnsyio Ha Sbicipo nepenBnraeMon Gywaw- 
hoh neHTe. 3Haa CKopocib nepejiBH>KeHna neHTbi, nerno 6bi.no onpenennTb BpeMa otkpo- 
Henna nninymero ranbBaHOMeTpa. Pf3MepeHna am noKasann, mto BpeMs oTKnoHenna 
nnniytpero ranbBaHOMeTpa u BO3Bpara ero b Hynesce nono>KeHne (nonynepnon) npo- 
noninaeTca 0,06 ceK. FlpojioniKaiOLpHMca 0,03 ceK. HMnynbc nocTaroMeH ans nonnoro 
OTKKOHeHHR nHLuyiuero ranbBaHOMeTpa. llpn coKpameHHH stoh npoponHtMTenbHoc™ 
HMnynbca OTKnoHeHna nninymero ranbBaHOMeTpa óbicrpo yMeHbinanncb. Una perH- 
crpnpoBaHna «Byx cnenyK>innx npyr 3a npyroM HMnynbcoB MeiKny hhmh Heo6xonnM 
npoMe>«yTOK BpeMenn He MeHee 0,06 cen.

3aTeM BO3HMK Bonpoc: He 6binn nn pesynbTaTbi onbiTOB ncKaweHbi HHeppnen nnmy- 
mero ranbBaHOMeTpa nnn HecoB'epmeHCTBOM ycnnnTenbHoro ycrpoiiCTBa nnn, HaKOHep, 
He ne«HT nn npnMMHa HeKOToporo Hecornącna pernCTpapnn b BennMHHe noBpeHmeHMa 
b 4>opMe nonen pacceanna. flna penieHHa 3tofo Bonpoca cnenosano ycTaHOBHTb cjiopMy 
n BennMHHy MMnynfacOB aneKTpoflBHJKyinen cnnbi b H3MepnTenbHoii naryuiKe, naiomHX 
nona pacceaHna Bbi3faiBaeMbie noBpeiKneHHaMM. flna tomhofo nccnenoBaHna 3thx hm- 
nynbCOB 6bin nocrpoen cnepnanbHbin ocpnnnocKon c AByxnyMeBon ocpnnnorpacJiH- 
Mecnon naMnon. B ocpnnnocnon bctpocho «Ba ycnnnTena nocToaHHoro TOKa (pnc. 4), 
natomne Ha BbixonHbix 3a>KMMax HanpatKeHna tomho nponoppnoHanbHbie H3MeHeHnaM 
Hanpamenna Ha Bxope. K nnacTHHKaM, omnoHałoninM BTopon potok aneKTpoHOB. 6bino 
npnnoHieHO HanpameHne reHepaTopa nepeMeHHoro Tona c nacTOTon 100 nnn 200 rp. 
Bnaronapa 3TOMy mowho 6bino tomho H3MepnTb npoponiKHTenbHocTb HMnynbcoB.

2. 4. O n bi t bi c ocąMJi^ocKonoM

Bce npeiKHne onbiTbi 6binn noopenaHbi Ha ocunnnocKOne. Piran: nepsaa cepna 
chPimkob 6bina ncnonnena npn nocTosHHo pa3PBMraK>ipnxca K0Hpax nepepesaHHon 
npoBononn. Ta6n. 1 paeT sasncHMOc™ cnnbi (BbicoTbi) HMnynbcoB n nx nponontKHTenb- 
hocth ot pnnHbi nOBpe>KneHHa. Onasanocb, mto HMnynbCbi Tanme BospacTaiOT c ysenn- 
MeHneM pnnHbi nospewnenna, ho b MeHbtnen crenenn, mcm aro nonasbiBaeT necjieKTO- 
cnon. PlnmocTpnpyiOT sto 4>OTOrpa4)HH Ha pnc. 5.

Bropas cepna chhmkob 6bina ncnonneHa c iiByMa noa; e>naeHHbiMH npoBononaMn. 
rioBpe>KfieHHS nepeuBnranncb no OTHoineHHio npyr n npyry. Ha Ta6n. 2 nonaaaHbi pe- 
3ynbTaTbi onbiTOB. <t>oTorpa4>nH Ha pnc. 8 MnmocTpnpyiOT a™ nncna. Onasanocb 3necb, 
mto c yBennpeHneM pacCTOSHna Metnny noBpempeHHSMH HMnynbCbi 3nenTponBn>nypieH 
cnnbi yMeHbPiaioTCs nofloÓHo nonasannaM pe<}?eKTOcnona. Ho yMeHbnjenne HMnynbca 
He oneHb sennno.

Ilpn paccTosHHH noBpe>KfleHHH b 16 mm Ha npnson nossnaiOTCs ywe nse Bepxypjnn. 
ripn 6onee uinponon H3MepnTenbHon KaTyniKe cooTHoujeHna sth npeHCTaansiOTCs xywe.

Ilpn Tpex nepep3nraeMbix no OTHonieHnio npyr k npyry noBpemneHnax nonyi-aerca 
nonoÓHaa KapTHHa. CHanana HMnynbC yMeHbuiaeTCa, a npn paccTOHHnn noBpewneHnn 
paBHOM 16 mm Ha KpnBon nosBnsiOTCH 3 BepxyniKń (pnc. 10). Ha ra6n. 3 nonasaHbi 
peaynbTaTbi.

Cnenytoipasi cepns onbiTOB 6bina ncnonneHa c 3apmaBneHHbiMH npoBOnoKaMH Ha Ma- 
noM (pnc. 11-a, b) n Ha 6onbinoM (pnc. 11-c, d) npoT2>neHHax. OcoóeHHo noy^nTeren chh- 
mok HMnynbcoB, naaaeMbix npoBononon sapmaBesuien Ha óonbnioM npoTameHHn. Chhmok 
btot OTMernnBo noKa3biBaeT, mto BcnencTBne Kopposnn npoBonoKn pmaBMHHon b pa3- 
nnMHon creneHM, b pa3Hbix MecTax, BO3HHKaK>T nona pacceanna. BbisbiBatotpne npn ne- 
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pegBHweHMH npoBonoKH nepea H3MeTpHTejibHyio KaryujKy HecKOjibKO 6jih3khx Hpyr 
k ppyry HMnyjibcoB ajieKTpojiBHwymeM chjim.

nocjieflHBH cepn» onbiTOB óbuia HcnoJiHena c H3MepHTejibHOH KaTyuiKOH, omnHa- 
lomefica ot panee npnMeH5ieMbix KaryuieK (puc. 5-a) tcm, hto bhtkh ee HaxopHJiHCb 
b ouhoh nnocKOCTM (puc. 5-b). BosóywpaeMbie b Tanów xaTymne HMnyjibCbi hmciot 
npyryio cjsopMy (puc. 13-b), hokcjim HMnyjibCbi BosóywnaeMbie b npemw^ KaTyniKax 
(puc. 12-bi. Onbu c 3tot KaTyniKOH 6bui npopenaH gna npoBepnn, Ha SygeT nu ee pa3- 
gejiHTejibHaa cnocofiHOCTb Bbiwe b cpaBHeHHH c npeflbmyinHMH npn H3MepeHHH 6jih3 
jiewaniHX noBpewnenHH. PeaynbTaT OKasajica OTpHnaTeJibHHM.

5. 3RKJ11OMEHHE

KaK BHgHO H3 Bbime onncaHHbix onbiTOB, nonHyBLLiaa npoBOjioKa, ecJiH KOHPbi ee 
conpnnacaiOTca, Bbi3biBaeT cna6oe nojie pacceaHHa. Ilpn nepegBHweHHH nepes H3Me- 
pHTejibHyio KaTywKy OHa BoaóywgaeT HesHaMHTenbHbiH HMnyjibc BJieKTpoflBHwymeH cHjibi. 
ripoflomKHTenbHocTb łaKoro HMnyjibca oseHb Mana, oh. 0,02 cen. Ilpn cootbctctbckhom 
ycmieHHH oh mowct 6bnb OTMeveH óbicrpo pearnpyK>mnM npHCnocoSneHMeM. riHnjyinHH 
ranbBaHOMerp b ynoipeSnaeMOM naMH ho chx nop gecjieKTOCKone yMeHbinreT 3th ko- 
poTKHe HMnyjibCbi BCJiegCTBHe cjihujkom npopojnKHTejibHoro coóCTBeHHOron epnona. 
JlonHyBinaa npoBOjioKa, noMemeHHaa b caMoii cepegHHe Kanara, na er raKwe KpaTKHH 
MnyjiHbC, MeHbiiiHM, HewenH Jionnystnaa BHewHaa npoBOjioKa. Ilpn BO3pacTaioineM 
paccToaHHM kohpob JionHyBuieH npoBOJiOKH HMnyjibc yBennMMBaeTca npH6.nn3HTe.nbHo 
b 6 pa3. BejiHHHHa nojiyneHHoro HMnyjibca npn HeH3MeHHbix ocT.aJibHbix ycnoBHax 
nponoppHOHanbHa HHCJiy nonHyBiuHx npoBonoK hjih nponeHTHOMy yMeHbtueHHio cenenHa 
KaHaTa. HMnyjibc 33bhcht, cjiegOBaTejibHO, ot Tpex cJie,nyioiHHX nepeMeHHbix napa- 
MeTpoB: BenHHHHbi noBpe>KjieHHa b gaHHOM ceneHHH, pnHHbi noBpełKgeHHa h ero rjiy- 
ÓHHbl (eCJIH He npHHHMaTb BO BHUMaHKe BHHKHHa CKOpoCTH, KOTOpaa npH KOMneHCa- 
PHOhhom ycTpoHCTBe b HaweM annapare He HrpaeT pojih). Bonpoc onpegejieHHa bcjih- 
HHHbi noB[ emjeHHs CBHgy KaweTca TpygHbiM, opnaKO oh ynpomaeTca dnarogapa TOMy, 
HTO, K3K 3TO 6blJlO H3MH KOHCTaTHpOBaHO, KOHpbl JlOnHyBLŁjeH BHyTpeHHCH npOBOJlOKH 
HHKorga He pa3flBHraK>Tca Ha óojibinoe paccTOaHHe. B TaKOM criynae HMnynbCbi B03- 
HHKaiomHe npH jionHyBiuHx BnyrpeHHHX npoBo.noKax 3aBHcaT ot oahoto TOnbKO napa- 
Merpa, a mmchho ot MHcna nonHyBLUHx npoBonoK, t. e. ot yMeHbiueHHa aKTHBHoro ce- 
hchhb KaHaTa. B Hapy>KHOM cnoe cbhtkob kohubi nonHyBinHx npoBonoK paagBHraiOTca 
a OÓCny>KHBaK>mHe OÓblKHOBCHHO 3TH KOHUbl JlOMStOT. B KaH3TaX KpeCTOBOH CBHBKH 
BbinaMbiBaHHe Bbi3biBaeT nepepbiB b HecKOjibKO caHTnMerpoB, hto b cbok> onepeflb Bbi- 
3biBaeT óonbinoe nonę paccesHHs h 3HaHHTenbHb!H HMnynbc. llpn cocKpyHeHHbix KaHaTax 
npoBonoKa BbuiaMbiBaeTca Ha Gonbiueił pnHHe, hto gaeT gBa MeHbiuHx HMnyjibca. Tart 
KaK o6cny>KHBaK>lHHM OÓblKHOBCHHO H3BeCTHbl MCCTa JlOnHyBlUHX npOBOJlOK, TO HeTpygHO 
yCTaHOBHTb TaKHe 3HaHHTenbHbie OTKJlOHCHHSi H pacCKHTaTb yMCHbllieHHe npOHHOCTH. 
B ćnyHae, ecnH b gaHHOM Mecre noBpe>KpeHHe oócnywHBaramHM HeH3BecTHo, momho 
npn ocMOTpe KaHaTa (no flHarpaMMe Mecro noBpetKneHHSi momho tohho onpegejiHTb) 
ycTaHOBHTb, npoH3omjio jih BHyrpeHHce hjih BHeuiHee noBpe>KneHHe. Hauin onbiTHbie 
gaHHbie noflTBepwgaiOT, hto b KanaTax KpecTOBoii cbhbkh nonaiOTCsi no 6oJibineH nacTH 
BHeuiHHe a, b cocKpyHeHHbix KaHarax — BHyrpeHHHe npoBOjioKH.

Ecjih b Kanare hmcctcsi HecKonbKo 6nH3ne>KainHx noBpe>KfleHHH, to ecjiH hx BsaHMHoe 
paccTOaHHe He npeBbiinaeT ok. 5 mm, HMnyjibc nojiynaeTCSi tbkoh me hjih hohth TaKoił we 
KaK npH HajiHHHH, nospewfleHHH b ojihom ceneHHH. B t3khx CJiyqasx ynasaHns ge<t>eKTO- 
CKona 6ygyt npaBHJibHbi, t. k. HMnyjibCbi cyMMHpyiOTCsi. Ilpn HecKOjibKO 6oJibi±ieM pac- 
ctohhhh Mewgy noBpewfleHHJiMH, ogHaKO, HMnyjibc yMeHbinaeTcsi h npn paccTosHHH 
ok. 12 mm ero yMeHbweHHe hoxoaht ho 25’/0.
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rio3TOMy, npH paccrostHMH Memay noBpeiRjjeHHRMH or. 6—10 mm — annapar 6a3n- 
pyKiniHiicsi Ha npHHpnne perncrpnpoBaHHS MarHHTHbix noneii paccesinnsi nonwen naaaTb 
noKaaaHHH HeCRonbRO MenbniHe Hanne>KaiuHx. ripojjoniRHTenbHocTb HMnynbCOB no3Bonnr, 
SbITb MOłKeT, CyflHTb O 6nH3OCTH nOBpejRJJCHHH.

BepostTHOCTb Sonbniero RonHHecTBa Mecr, b KOTopbix HaxojjsTca nonnysniHe npo- 
BOnORH Ha npOT5I>KeHHH 5 JJO 10 MM OHeBHAHO OHCHb Mana.

ynoTpe6nseMbiH hsmh no cnx nop ae<t>enTocKon He o6nanaer Tanów pasjjennrenbHOH 
cnocoÓHOCTbto Ran ocnHnnorpa<t> h oh perHcrpHpyeT ftBa nepepbiBa npoBonoRH Ran 
OTHejibHbie noBpetKfleHHs ronbRO npH paccTORHHH hx 6onbineM hcm 60 mm. Ycosep- 
meHCTBOBaHHe nHmymero. rannsaHOMerpa (coRpamenne coScTBennoro nepwona, hto 
BnonHe bo3mo>rho) Bano 6bi B03Mo>RHOCTb perncTpupoBaTb oneHb 6nn3Rne jjpyr r jipyry 
noBpe>RjieHH5i. TpyjjHee Bcero Bonpoc ouchrh nospeiRjieHHił b 3ap>RaBneHHOM RaHare. 
BBHjjy Toro, hto p>RaBHHHa Bbi3biBaeT yMeHbnienne aRTHBHoro ceneHHSi Ranara Ha 6onb- 
ujom npoTsoReHHH, a RpoMe toto b paanHHHOM creneHH b pa3Hbix Meciax, 3ap>RaBneH- 
Hbiii RaHaT Bbi3biBaeT mhoto cnnbHbix HMnyncoB npu nepejlBHjReHHH ero nepea H3Me- 
pHTenbHyro RarywRy. UwarpaMMa 3ap>RąBneHHoro Ranara, nonyHaeMaa npn noMonjH 
jje<|>eRTOCRona Hnn ocnHnnocRona, HMeeT mhoto 6nH3ne>RamHX oveHb cnnbHbix h none- 
peMeHHO HecRonbRO MeHbuinx HMnynbCOB; TaRasi jjnarpaMMa jjaHa hsmh b ojjhom H3 
npejjmecTByK>mHx TpyjjoB [2], puc. 10-c. Ona HacronbRO xapaRTepHa, hto cpasy mojrho 
onpejjennTb 3ap>RaBneHHbiH Ranar. klMnynbcbi aneRTpojjBHHiymeH cnnbi Bbi3BaHHbie 
Phobhhhom, a cnejjOBarenbHO u BenHHHHbi OTRnoHeHHH nHniymero annapara saancsT 
rnaBHbiM oSpasoM ot jjnHHbi noBpejRjjeHHti h ot BenHHHHbi yMeHbnieHHSi aRTHBHoro 
ceneHMS Ranara, a to BpeMsi rbr rnyónna noBpejRjjeHns npoBonoR BHyrpn Ranara 
mmcct ropasjjo MeHbniee BnHsmne. Ho ecnH mh nawę npeneSpeweM BnMHHHeM rny6HHbi, 
ocraerca enje saBHCHMOCTb HMnynbCOB ot jjByx napaMerpoB h nosroMy aBnaerca b npnn- 
UHne aarpyjjHHTenbHbiM cjjenaTb jjoCTOBepnbie BbiBojjbi o npoHHoern Ranara no nony- 
hchhoh jjHarpaMMe. Haniu onbiTbi no3Bon5tK>r npHHHTb o6oCHOBaHHoe npejjnonoiReHHe, 
hto OTRnoneHMsi npH 3ap>RaBneHHOM Ranare cooTBeTCTByR>T npHSnnsHTenbno TaRoii 
HnHHe noBpeiRjjeHHa, Roropaa Bbi3biBaeT MaRCHMannHbie HMnynbCbi aneRTpojjBHiRyineH 
CHnH, t. e. npH6nH3HTenbHo b 6 pas Sonbuie neM HMnynbcbi Bbi3Bannbie nonnysuieH 
npoBonoROH npH conpHRacaK>mnxcsi ROHpax. B tbrom cnynae 33BHCHMOCTb OTRnonenHH 
ot jjnHHbi noBpełRjjeHHa 6bins 6bi yCTpsneHB h ocranscb 6bi 33bhcmmoctb ot ojjhoto 
nspsMerps, a hm6hho ot BenHHHHbi yMeHbmeHHSi 3rthbhoto cenenna Ranara. 3to no- 
3Bonnno 6bi paccnHTbiBarb ero npoHHocrb. Una npoaepRH Haniero npejjnono>ReHHa cne- 
jjoBano 6bi HccnejjOBarb 3HaHHrenbHoe RonHnecTBo 3ap>RaBneHHbix RanarHbix orpesRos, 
pacCHHTarb no Merony hh>r. 3. KaaetjRoro [3] hx npoHHocrb, npHHHMaa bo BHHManne 
Hanie BbimenpHBejjeHHoe npejjnonoiReHHe, a 3areM npoBepHTb pacnerbi, paspbiBaa ue- 
nbie orpe3RH RaHaroB.

Ecnn 6bi ORasanocb, hto jjaHHwe paapbiaa He BnonHe cooTBercrayiOT pacnery, moikho 
6bino 6h BBecrn b cjiopMynbi HeROTOpbie RO3cM>HtjHeHTbi, ROTOpbie no3BonnnH 6bi pacćHH- 
TblBaTb npOHHOCTb C SonbllieH TOHHOCTbIO.

OnHcaHHbie b HacToameM Tpyne nccnenoBaHHsi nojjTBepjjHnn HaniH npeiRHHe npen- 
nonoHjeHHR, hto 3neRTpoMarHHTHbiH MeTOJt naeT BnonHe peanbHbie yRasaHHa othoch- 
TenbHO coctohhhh npoBonoHHbix RanaroB. 3th HCcnenoBaHHa yRasbiBaiOT raRme Ha 
BO3MO>RHOCTb ycoBepmeHCTBOBaHHH Heo6xojjHMbtx jjns nonynenHa fionee TOHHbix jjaHHbix 
OTHOCHTenbHO noBpeiRjjeHHH. OcoóeHHo HajjewHbie aaRmonenns o coctoshhh Ranaros 
nonyHawTca b rex cnynaax, Rorjja ocMOTpbi RanaroB npoH3Bojjsrcs b onpejieneHHbie 
h ojjHHaROBbie cpoRH, RaR Hanp. b RanaTHbix <t>ynnRynepax b 3aRonanoM h KpbiHmje. 
H3 OHepejjHbix jjnarpaMM cpasy bhjjho, H3Menserc5i nn cocroanne Ranara óbicrpo nnn 
MenneHHo, h Ranoro pojja nospeiRjjeHHa nocreneHHO b hcm nonBn»K>TCa.
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M. JEŻEWSKI, L. SZKLARSKI and Z. KAWECKI

INVESTIGATION OF THE MAGNETIC LEAKAGE FJELDS DERIVING FROM 
DEFECTS IN WIRE ROPES IN CONNECTION WITH THE MAGNETIC WIRE

ROPĘ TESTING METHOD

1. INTRODUCTION

After several years ot wire ropes testing in coal-mines and cable-ways and in 
laboratory by means ot an apparatus constructed by the authors [1], [2] it may be 
stated that though the tests undoubtedly gave considerable Information on the 
condition of the ropę, nevertheless some discrepancy was observed after untwisting 
the ropę tested and comparing the defects thus discovered with those recorded by 
the apparatus. It was found for instance, that if the defects are placed near one 
another, the first will be shown by a marked deflection of the recording device, 
while the other will be registered as a smaller deflection or even unrecorded. In 
addition to this, the deflection is not always proportional to the defect. This may 
be due to several causes: the characteristic of the apparatus is not exactly linear, 
which may cause the deformation of e.m.f. pulses coming from the search-coil; the 
voltage amplifier used was of an a. c. resistance type and it was not known if the 
timeconstants of the galvanometer as well as those of the circuits in the amplifier had 
been properly chosen until the duration of the particular e.m.f. pulses and their shape 
have been established. Moreover, the leakage fields may have had such a shape as 
to cause an error in the registered indications of the apparatus.

In order to achieve further improvements in the electromagnetic rope-testing 
method, it was necessary to investigate all the factors which might influence the 
indications of the apparatus. Conseąuently a series of experiments was carried out. 
The first part of this research work was devoted to the investigation of the chan- 
ging indications of the apparatus according to different defects of wire ropes. The 
tests were carried out in the Physical Laboratory of the Academy of Mining and 
Metallurgy in Kraków, by means of the testing device described in the previous 
paper [2], As it was impossible in practice to make several different defects in the 
pieces of ropę to be tested, the following method was chosen. In order to obtain the 
possibility of varying the extent and kind of defect, a piece of ropę without any 
flaw and with its core removed was used. Instead of the core, a brass tubę 7 mm 
in diameter was inserted in the centre of the ropę. The ropę was then stretched 
within an iron frame moving at a suitable speed. Wires with various defects were 
fastened tightly along the ropę. A graph was thus obtained. The wires could also 
be placed inside the ropę within the brass tubing mentioned above. Thus the graphs 
for similar external and internal defects of the ropę could be compared.

2. TESTS OF THE INDICATIONS OF APPARATUS IN RELATION TO KIND OF DEFECT

2.1. Dependence of the indications of apparatus on the axial 
1 e n g t h of the defect

The object of the first series of tests was to ascertain how the indications of the 
apparatus vary in relation to the varying lengths of defects. For this purpose the wire 
was cut into two parts and then fastened on to the ropę with brass clasps.

At the beginning both ends of the broken wire were touohing each other. After 
the oscillograph had been obtained the distance between the two ends of the wire 
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was gradually increased. It was thus possible to obtain several defects of varying 
lengths up to 250 mm. Oscillographs were obtained by the apparatus for defects of 
various lengths. These oscillographs showed that even when the ends of the broken 
wire touch each other, the apparatus produces a smali deflection of the recorder. 
This deflection increases with the distance between the two ends of broken wire. 
The maximum value of the deflection was obtained when the distance between the 
ends of wire was 20—40 mm. Then the deflections diminished again, and at a distance 
of 80 mm there appeared two deflections corresponding to the two ends of the 
broken wire. One of the deflections was ląrger than the other. After a further 
increase in the distance between the two ends of the broken wire, the oscillograph 
showed no change. The variation of the deflections with the length of defect is 
shown by the dotted curve in Fig. 7.

Tests were carried out with two types of search-coil’, one very narrow, with the 
average distance between the two windings amounting to 9 mm, and the other much 
wider with the distance between the two windings reaching 25 mm. Both coils 
produced siirtilar graphs, except that the. ratio of the maximum deflection to -the 
minimum (when both ends of the wire were touching each other) was greater with 
the wider coil. The sensitivity of a wider coil with the same number of windings 
was much higher. A cut wire placed inside the ropę produces a deflection 30—70 per 
cent of the magnitude produced by the same wire put upon the surface of the ropę. 
The magnitude of these deflections depends on the length of the defect, but the cha- 
racter of the oscillograph change is similar.

2.2 Indicati. ons of the apparatus with two breaks near 
each other

In the second series of experiments the tests were madę with two breaks near 
each other. Two similar wires were cut and soldered into a smali piece of thin 
brass tubing so that the gap between the two ends of the wire was 3 mm. Two 
similarly prepared wires were fastened to the ropę in such a way that both defects 
were brought into one crossection. After the first oscillograph had been taken, the 
wires were moved so as to increase the distance between the two defects. A number 
of oscillographs were thus taken for several distances. It was found that at a di
stance of 20—25 mm between the defects, the deflection of the recorder is the same 
as when there is one defect. At a distance greater than 60 mm two distinct deflec
tions appear (Fig. 1). The oscillographs obtained for two internal defects in the ropę 
had a similar character (Fig. 2).

2.3. The respond of the apparatus to corrosion of wires
The next series of experiments was carried out in order to check the influence of 

corrosion on the indications of the apparatus. For this purpose an undefected wire 
was fastened to the surface of the ropę. This wire was moistened along a length of 
15 mm with a solution of common salt with an addition of hydrogen peroxide. 
The wire was tinned on both sides of this spot to prevent any further spread of 
rust. The ropę was further protected from rust with paraffi.n. An oscillograph was 
obtained every day and then the wire was again moistened with the same solution. 
After two days a deflection appeared and it grew bigger every day. After a week 
the deflections of the galvanometer reached a considerable value (Fig. 3). The expe-

1 The construction of the search-coils is described later in this paper. 
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riment was repeated with the wire rusted over a length of 30 cm. The galvanometer 
then recorded several large deflections. The deflections produced by corrosion are 
much greater than those produced by a broken wire. This may be explained as 
follows: a wire covered with rust over a fairly great length, e. g. several centi- 
metres, produces the same leakage field as a broken wire with its ends moved 
a considerable distance apart. The apparatus then indicates a large deflection. When 
the wire is put inside the ropę it produces a somewhat smaller deflection (Fig. 3p). 
In this way it was shown that the apparatus reacts to corrosion.

Next it had to be found out if the indications obtained from the apparatus, 
depending on the length of the defect and the distance between the defects, were 
affected by faults in the apparatus, or merely by the shape of the leakage fields. 
These data would help to decide whether the apparatus for the magnetic ropę tests 
could be. improved. It was morę or less evident that the diminution of the gap 
between the broken ends of the wire decreases the leakage field. But on the other 
hand it could be supposed that the inertia of the galvanometer might reduce its 
deflections. If, for instance, there was a broken wire with a gap of 1 mm in a ropę 
moving at a speed of 1 m per sec., the given defect would pass through the search- 
coil in about 0.01 sec. It might be supposed that the galvanometer could not move 
so ąuickly. In order to ascertain what duration of pulse could be recorded with the 
galvanometer it was necessary to determine its deflection pericd. For this purpose 
a disc was employed, driven by a gramophone motor with a constant but adjustable 
speed On this disc there were fastened contact brass lamellae. The contacts closed 
an electric Circuit, so causing e m.f. pulses. The pulses were sent to the grid Circuit 
of the first tubę of the amplifier of the rope-testing apparatus. The paper band on 
which the galvanometer records its deflections moved at a speed of 1 m per sec. 
By changing the width of the'contact lamellae and the speed of the disc the duration 
of the e.m.f. pulses was altered. In this way were obtained the graphs that madę 
it possible to check the duration of the fuli deflection and return to the home posi- 
tion of the recording galvanometer. Thus it was determined how long the e.m.f. 
pulse had to last in order to cause the fuli deflection of the galvanometer. It appea- 
red that half an oscillation period of the galvanometer amounts to 0.06 sec. The 
duration of pulse needed to obtain a fuli deflection of the galvanometer may thus 
approximately amount to haft that time, i. e. 0.03 sec. The deflections decrease 
ąuickly when the duration of the pulses decreases. It was observed that two 
pulses following one another would produce two separate deflections of the galvano- 
meter if they appeared at an interval of not less than 0.06 sec. For a shorter period 
the galvanometer produced only one deflection.

In order to find out if the apparatus can respond properly to the e.m.f. pulses 
induced in the search-coil it was necessary to determine accurately the shape and 
size of the e m.f. pulses and the influence of the adjacent defects upon the shape 
of the leakage fields. This influence might cause a change in the shape and the 
duration of the pulses. In order to avoid the influence of the time-constants of the 
galvanometer and the amplifier a special cathode-ray oscilloscope was constructed 
with two two-stage direct-coupled amplifiers (Fig. 4). The linearity of the charac- 
teristics of the amplifiers was obtained by using the push-pull arrangement in each 
stage. The measurements proved perfect proportionality between the deflection of 
the spot and the applied input control voltage of the amplifier. The sensitivity of 
the oscilloscope as a whole reached 0.02 volts per mm.

A special switch was put on the ropę pulling device. This switch acted shortly 
before the defect approached the search-coil, and set into action the run of the 
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cathode-ray tubę sweep. The sweep speed was 0.35 sec. The oscillographs were 
photographed.

Alternating voltage from the audio-oscillator was applied to the deflecting plates 
of the second system of the tubę to obtain a visible time scalę.

Ali experiments except the last series were carried out with a search-coil con- 
sisting of 1800 turns. The windings were bound with a silk ribbon. The coils were 
wound on a rectangular form and then bent around a wooden bobbin so that the 
horizontal sides of the coil were touching each other (Fig. 5a). This bobbin was 
fastened to an electromagnet. The distance between the sides of the coil itself could 
be varied.

The last series of experiments was carried out with a similar coil but with the 
windings placed one above the other in a vertical piane (Fig. 5b).

2. 4. Tests with the oscilloscope

The first series of experiments with the use of the oscilloscope was a repetition 
of the first test madę with the rope-testing apparatus. Thus the broken wire was 
put on the ropę again.

The break gap was gradually varied. After each change the ropę with artificial 
defect was pulled through the electromagnet with the search-coil on it atra constant 
speed of 1 m -per sec. The pulses received were photographed. The photographs 
showed that the pulse always appeared even when both ends of the broken wire 
were in fuli contact, though it was smali (Fig. 6a). With an increase in the break 
gap the pulses increased ąuickly. The duration of the pulses also rosę, but much 
morę'siowly. Table 1 shows the amplitudę of the pulse and its duration as calcułated 
from the photograph (Fig. 6).

Measurements of the e. m. f. pulses and their duration 
with an increasing break gap

Table i

Break gap of 
broken wire 

in mm

Pulse amplitudę 
in photograph 

in mm

Duration of pulse 
in seconds

0 7 0.025
0.6 12 0.031
1 21.5 0.034
2 28 0.034
3 32 0.039
5 37 0.045

10 42 0.045
20 40 5 0.050
30 33.5 

two peaks
0.065

50 27 
two pulses 0.085

160 21.5 0.15
250 14

As may be seen from Table 1 the amplitudę reaches its maximum when the break 
gap is 10 mm. This indicates that the maximum amplitudę is six times higher than 
that of the defect when the gap is at its minimum (when the ends of broken wire touch 
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each other). When the ends of a broken wire touch each other the pulse produced 
by a wide eoil is some 20 per cent higher than with a narrow coil.

As shown by the above experiments the drawing together of the ends of broken 
wire causes a narrowing of the leakage field. The nearer the ends of wire the smaller 
the e.m.f. pulse and any apparatus will give a smaller deflection. The graphs in 
Fig. 7 show the comparison of the deflections of the spot of the oscilloscope with 
that of the recording galvanometer. When the break gap is very smali the appa
ratus gives smaller deflections than the oscilloscope. This may be easily explained: 
the duration of a pulse is tóo short for the galvanometer to respond fully.

Similar results were obtained during the -experiments when the wire was placed 
inside the ropę but the deflections were smaller.

It follows that the magnitude of the e.m.f. pulse is a function of three para- 
meters: the magnitude, length, 'and dępth of the defect. Other factors being equal, 
the pulse is proportional to the magnitude of the defect, and to a smali degree 
depends on its depth ’. It greatly depends on the length of the defect.

The e.m.f. pulses evidently depend very much on the speed with which the ropę 
passes through the search-coil. But this can be neglected because the negative vol- 
tage, proportional to the passage speed of the ropę, applied to the grid of the varia- 
ble-mu tubę of the amplifier causes the deflections of the galvanometer to be inde
pendent of the ropę movement over a wide rangę of speeds.

The second series of experiments with the use of an oscilloscope was carried 
out in order to check the mutual influence of the leakage fields deriving from the 
adjacent defects. For this purpose two broken wires with the ends 3 mm apart were 
put on the ropę and the distance between the two defects was vari,ed as described 
when the graphs were madę by using a rope-testing apparatus. Table 2 shows the 
results of the tests.

Table 2
Measurements of e. m. f. pulses and their duration for two adjacent 

defects

Distance bętween 
defects 
in mm

Pulse height 
in mm

Pulse duration 
in seconds

0 51 - \ 0 042
4 48 0.0*2
8 39 0.055

two peaks -
16 26.5 22.5 0 065
25 26.5 21 0 078

two pulses
30 27 20
40 27 22 0 044 and 0.05
50 27.5 22
80 28 21

120 28 21
160 28 24

Fig. 8 illustrates the above table.
It follows from the above experiments that the leakage fields of adjacent defects 

affect one another. When the distance between them is very smali, the pulse pro-

1 In ropes with a jutę core the broken wires are usually placed near the surface of the ropę. 



152 M. Jeżewski, L. Szklarski i Z. Kawecki Arch. Elektrot.

duced by the search-coil is approximately egual to the sum of the pulses caused 
by the separate defects.

As the distance increases, the pulses get smaller. At a distance of 16 mm two 
peaks appear which break into two separate pulses each of which is egual to the 
pulse of one defect. When the search-coil is wider (26 mm) the two peaks appear 
at a distance of 30 mm between the defects and divide completely at a distance of 
40 mm (Fig. 9).

A similar effect was obtained for three defects, when the distances were gradually 
increased. The experiment was carried out in a similar manner. Three wires with 
artificial defects were attached to the ropę and the distance between the defects was 
gradually varied. After every change the oscillographs of the pulses were photo- 
graphed. Table 3 shows the results of the tests calculated on the basis of the photo- 
graphs (Fig. 10). As can be seen from the above table the leakage fields deriving 
from the three defects affect one another.

Table 3 *
Measurements of the e. m. f. pulses and their duration for three 

adjacent defects

Distance between 
defects 
in mm

Pulse height 
in mm

Pulse duration 
in seconds

0
-

65 0.049
4 57 0 050
8 38 " 0.059

12 28 0 069
- Three peaks

16 19 19 24 0.079
20 18 16 23 0 089
25 18 16 23 0.1

Three pulses
39 . 18.5 16 23

This may be explained as follows: opposite magnetic poles appear at the ends of 
the broken wires. The opposite poles of two or three of the wires are near one 
another and their resultant effect is almost nfeutralized.

The next seri.es of experiments was carried out with the wires rusted over 
shorter (Fig. lla and llb) or longer (Fig. lic and lid) distances. At first the wires 
were placed on the surface of the ropę (Fig. lla nad lic), and fhen inside it (Fig. llb 
and lid). The photograph of a pulse produced by the wire rusted over a considerable 
length is especially instructive. It shows clearly that as a conseguence of different 
stagęs of corrosion of the wire, there appear some leakage fields causing several 
adjacent e.m.f. pulses with the movement of the ropę.

It is apparent that with the movement of a rusty ropę in which .a considerable 
number of wires may be corroded the rope-testing apparatus gives a record consisting 
of several adjacent and large ‘pulses.

The last series of experiments was madę by means of a search-coil wound in 
one piane. The search-coils used for the first series of experiments had been wound 
i,n such a way that their windings were placed in the generant of a cylinder. When 
moving the windings of such a coil through a leakage field, the latter produces three 
e.m f. pulses in the coil. When the leakage flux lines cross one side of the coil 

seri.es
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a smali e. m. f. pulse appears in one direction. When the coil passes the middle of the 
leakage field, the opposite large e. m. f. pulse appears, and finally when the second 
side of the coil leaves the leakage field, a new smali pulse appears in the same 
direction as the first (Fig 12a). This is demonstrated in Fig. L2b.

The action of the leakage field in a coil with its windings placed in one piane 
is different. When such search-coil crosses the leakage field, the difference of the 
field intensities induces a graeter e m. f. in the nearer winding and a smaller in the 
farther winding (Fig. 13a)

When the coil moves in the central part of the leakage field, the windings move 
parallel~to the lines of flux and the e. m. f. disappears. As the coil leaves the leakage 
field the opposite e. m. f. appears. Any defect thus causes two pulses in the oppo
site directions (Fig. 13b). The tests with this coil were carried out in order to check 
if this system had a better resolving time than the search-coil of the former type, 
i. e. if the new type could produce two separate peaks when the distance between 
the two defects was smaller. The results were rather negatiwe. As may be seen 
from the photographs (Fig. 14) a coil of the latter type has no advantage over 
a coil of the former type. The two peaks appear when the distance between the two 
defects is 20 mm (Fig. 14e).

3. CONCLUSIONS

It follows from the described experiments, that a broken wire produces a leakage 
field, though very smali, even when both ends of the wire are in fuli contact. 
When passing through the search-coil this field causes a smali e. m. f. pulse. This 
pulse lasts a very short time, approximately 0.02 sec. A ąuickly acting galvanometer 
may register it after a considerable amplification. The galvanometer used in the 
described apparatus had a greater natural period and therefore reduced the deflec- 
tions of the short pulses. A broken wire placed inside the ropę produces a pulse 
of short duration, smaller than that produced by an external broken wire. After 
increasing the distance between the ends of the broken wire the pulse grows 
until it gets 6 times its initial size. Other factors being eąual the magnitude of the 
pulse obtained is proportional to the number of broken wires, i. e. to the decrease 
in percentage of the cross-section of. the rcpe.

The e.m.f. pulses and therefore the deflection of the recorder depends on three 
variable parameters: the magnitude of the defect in the given cross-section, i.ts length 
and its depth (the influence of the speed could be neglected, as in the described 
apparatus it was compensated and did not play any part). The matter seems to be 
very difficult but actualły is simplified by the fact that the ends of the interna! 
broken wires move very little apart.

Hitherto we have not been able to confirm the movement of the ends of an 
internal broken wire at any considerable distance. Thus the pulses caused by the 
internat broken wires depend on one parameter only: the number of breaks, i. e. on the 
decrease of the acting cross-section of the ropę. The loose ends of broken wires 
in the outer strands project and are usually cut off. In regular-lay ropes the severing 
causes a gap of several centimetres, which produces a large leakage field and 
a considerable pulse. In Lang’s-lay ropes the broken wires are removed over con
siderable distances. Then the wire produces two pulses of smaller size.

As the position of external broken wires is usually known, the identification 
of these greater pulses and the calculation of the decrease in strength of the ropę 
is a simple matter. If the defect occuring at a certain spot is not visible (the position 
of a defect may be exactly determined from the graph recorded), a superficial 
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examination will confirm i.f it is external or internal. Experience indicates that 
in regular-lay ropes it is usually the outer wires which break, while in Lang’s-lay 
rcpes it is the inner wires.

Ili there are several adjacent defects in a ropę at intervals not exceeding 5 mm, 
the pulse induced is much the same or somewhat smaller than when the defects 
lie in one cross-section. In this case the pulses will be added one to another and the 
apparatus will give a correct indication of the magnitude of the defects. On the 
other hand, when the distance between the defects is increased the pulse diminishes 
and when the distance is about 12 mm the pulse is nearly 25 per cent smaller. 
This means that the indications of an apparatus based on the principle of registering 
the leakage fields will be somewhat smaller for the distances between defects 
from 6 to 10 mm. Perhaps the pulse duration might indicate the presence of several 
adjacent defects.

The probability of a number of defects in the wires at a distance of 5—10 mm 
is of course very smali.

The resolving ability of the present apparatus is worse than that of an oscil- 
loscope; the deflections are recorded separately only if the distance between them 
exceeds 60 mm Improvements of the recording galvanometer (the shortening of its 
natural period) could be achi.eved and would make it possible to register defects 
even when very close to one another.

The greatest difficulty arises as regards the estimation of a defect caused by rust 
in the ropę. As rust causes a decrease in the active cross-section of the ropę over 
a considerable length in different places and in varying degrees, a rusted ropę causes 
many large pulses when moving through the search-coil. The graph produced by the 
galvanometer or the oscilloscope is so characteristic in this case (several large 
pulses close together), followed by smaller pulse; this graph was shown in one 
of our previous articles [2], (Fig. lOc), that it may immediately be ascertained that 
the ropę is rusted. The magnitude of the e.m.f. pulses caused by rust, i. e. the size 
of the deflections recorded, depends mainly on the length of the defect and the 
decrement of the active cross-section. The depth of the defect has much smaller 
effect. Even if the influence of the depth is neglected, there remain two morę 
factors that affect the pulses. Thus it would be difficult to obtain a certain con- 
clusioń of the ropę strength from the graph recorded. It follows from the authors 
experience, that a hypothesis may be justified according to which the deflections 
caused by corrosion are in approximate relation to the length of the defects pro- 
ducing the maximum e. m. f. pulses (i. e. the are about six times greater than when 
the ends of the broken vires are touching),

In this case the dependence of the deflections on the length of the defectes may 
be eliminated and the influence of one parameter only remains: the decrease in the 
active cross-section of the ropę. The calculation of the ropę strength is then possible. 
In order to checik the above hypothesis a considerable number of pieces of rusted 
ropę would have to be tested, and the ropę strength calculated according to the 
principle mentioned above by means of the method proposed by Z. Kawecki [3] -. 
Next the calculations would have to be checked by breaking the tested samples. 
If the results thus obtained differ from those calculated. it will be possible to intro- 
duce certain coefficients into the formulae in order to raise the precision of this 
method of ropę strength calculation.

2 As lar as we know it is the oniy method hitherto proposed for the calculating of ropę 
strength from the indications of the magnetic testing method.
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The e^periments described in this article have confirmed the former conclusion 
of the authors that the magnetic testing method gives true indications of the condi- 
tions of steel ropes. The experiments have shown that the method may be impiwed 
and will then give morę accurate data of the defects. In particular, positive con- 
clusions as to the conditions of ropes may be obtained if testing is carried out perio- 
dically, as it is done on the cable-ways in Zakopane and Krynica. From the graphs 
obtained from successive tests it may be seen if the condition of the ropę is chan- 
ging ąuickly or slowly and what defects are developing in it.
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R. KULIKOWSKI

Obliczanie liniowych układów impulsowych
Rękopis dostarczono 5. 8. '1953.

Streszczenie. W artykule niniejszym rozpatrzono metodę obliczania 
liniowych układów impulsowych, opartą na najlepszym (tzw. Czebyszewa) 
przybliżeniu zadanych chwilowych charakterystyk układu. Na podstawie 
twierdzeń teorii najlepszego przybliżenia funkcji sformułowano, warunki 
minimalnego zniekształcenia sygnału impulsowego w układzie liniowym. 
Zastosowanie różnych metod najlepszego przybliżenia funkcji zilustrowano 
na kilku przykładach obliczania konkretnych układów impulsowych.

1. WSTĘP

Przy obliczaniu liniowych układów dynamicznych zwykle stawia się 
•zadanie, aby wyznaczone wielkości elementów układu były optymalne 
z punktu widzenia zadośćuczynienia określonym własnościom tego układu. 
Inaczej mówiąc, odchylenie rzeczywistych charakterystyk układu od za
danych idealnych charakterystyk powinno być nie tylko małe, ale naj
mniejsze możliwe w danych warunkach. Żądanie to jednak traci wszelki 
sens, jeżeli nie podaje się określonego kryterium „bliskości" zadanych 
i otrzymanych charakterystyk układu. Przy wyborze odpowied
niego kryterium należy uwzględniać charakter 
i przeznaczenie obliczanego układu. Tak na przykład 
przy obliczaniu układów na częstotliwości akustyczne w celu otrzymania 
minimalnych zniekształceń sygnałów charakterystyka amplitudy układu 
liniowego powinna w zadanym zakresie częstotliwości odchylać się od 
stałej wartości nie więcej niż o zadaną wielkość (na przykład 3 dB). Kry
terium to jest zupełnie dostateczne, ponieważ reakcja ucha ludzkiego na 
sygnał akustyczny wykazuje logarytmiczną zależność od zmian amplitudy 
tego, sygnału, a prawie zupełnie nie zależy od jego fazy. Jednakże przy 
obliczaniu układów impulsowych (np. wzmacniaczy i generatorów impul
sów, układów korekcji impulsów itd,), gdzie główne znaczenie odgrywają

* Artykuł opracowano na podstawie referatu wygłoszonego przez autora na kon
ferencji naukowo-technicznej MEIS w Moskwie 6. V. 1953 r.

11 Archiwum Elektrotechniki Tom HI 
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zniekształcenia kształtu impulsu, powyższe kryterium staje się niedosta
teczne, ponieważ nie uwzględnia zniekształceń fazowych poszczególnych 
częstotliwości harmonicznych sygnału. Czasami układy impulsowe oblicza 
się na podstawie zadanych charakterystyk amplitudy i fazy. Jednakże 
optymalne wartości elementów układu, odpowiadające tym charakterysty
kom, na ogół się nie pokrywają. Wynika to stąd, że charakterystyki te nie 
mogą być rozpatrywane oddzielnie, chociażby ze względu na ich związek 
analityczny, wyrażający się dla układów typu minimalno-fazowego (do 
których należą prawie wszystkie stosowane w praktyce układy) znanymi 
przekształceniami całkowymi Bodę *. Dlatego też przy obliczaniu ukła
dów impulsowych, gdzie główną rolę odgrywają zniekształcenia kształtu 
impulsów, należy posługiwać się charakterystykami chwilowymi.

Przy obliczaniu elementów układów liniowych na częstotliwości aku
styczne (na przykład przy obliczaniu filtrów elektrycznych) W. Cauer, 
C. C. Kogan, A. F. Bielecki zastosowali aparat najlepszego przybliżenia 
funkcji opafty na pracach P. L. Czebyszewa i E. J. Zołotariewa. W związku 
z powyższym powstaje pytanie dotyczące możliwości zastosowania teorii 
najlepszego przybliżenia funkcji do znajdywania optymalnych wielkości 
elementów układów impulsowych. Jednakże przy aproksymacji zadanych 
idealnych charakterystyk chwilowych za pomocą funkcji przestępnych, 
jakimi wyrażają się charakterystyki chwilowe układów liniowych, styka
my się z trudnościami charakteru matematycznego, ponieważ klasyczne 
metody aproksymacji stosowane we wspomnianych pracach nie mogą 
być wykorzystane. Dlatego w pracy niniejszej przy obliczaniu kon
kretnych układów impulsowych wykorzystamy niektóre nowe pojęcia 
i wywody konstruktywnej teorii funkcji; a w szczególności prace S. Bern- 
steina [3], Remeza [10], Pinskera i Nowodworskiego [9].

2. WARUNKI NAJMNIEJSZYCH ZNIEKSZTAŁCEŃ 
IMPULSÓW W UKŁADACH LINIOWYCH

Rozpatrzmy układ liniowy zawi.erający skupione elementy R L C, 
który w postaci czwórnika przedstawiono na rys. 1. Interesujące nas włas
ności tego układu określa funkcja przekazywania

Rys; L Układ lirHowy.

1 Przy sposobności należy zauważyć, że w praktyce często zadaje się metodolo
gicznie niewłaściwie sformułowane pytanie: co jest ważniejsze z punktu widzenia 
zniekształceń, zniekształcenia fazy czy zniekształcenia amplitudy? Pytanie takiego 
rodzaju jest pozbawione Sensu Forma zjawiska zasłania tu całkiem jego treść.
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gdzie są to wielkości rzeczywiste dodatnie lub zespolone sprzężone, 
z rzeczywistą częścią większą od zera.

Na wejściu tego układu działa SEM-na, którą przedstawimy w nastę
pującej postaci:

k=n
E(t)=yCke~ykt, 2 

k = l

3 Czasami określa się reakcję układu na napięcia wejściowe mające kształt 
impulsów prostokątnych, trójkątnychxlub tp. Jednakże takiego typu SEM-ne rzadko 
spotyka się w praktyce, gdyż wskutek nieuniknionego wpływu szkodliwych ele
mentów impulsy mają kształty „wygładzone“. Tak na przykład czoło prostokątnego 
impulsu otrzymywanego z multiwibratora może być dokładniej wyrażone wzorem 
A(l—e~at) niż za pomocą funkcji prostokątnej. Napięcie podstawy czasu może być 
dokładniej aproksymowane sumą członów A*(l —e-”**) niż za pomocą zależności pro
stoliniowej,

3 'Gdzie k — czynnik stały, określający tłumienie bądź wzmocnienie układu.
. 4 W tym przypadku, gdy ważne jest odtworzenie na wyjściu układu impulsu
opóźniającego się o pewną wartóść czasu t0, zamiast E (t) należy napisać E (t-t0) =

1’Cfcle-T*‘, gdzie Clk=Ck • e1'^.

(2)

gdzie yk są to wielkości rzeczywiste dodatnie lub zespolone sprzężone, 
z rzeczywistą częścią większą od zera.

Napięcie na wyjściu układu U(t) wyraża się wielomianem wykładniczym 
z wykładnikami pk i yk, tj.:

m v
U(t)=ĘBke-y^ + ^Ćke-^, (3)

k = l k=l

gdzie B'k , Ck są to rezydua funkcji u(p) = h(p) ■ e(p) w biegunach pk i yk .
Łatwo zauważyć, żę większość zagadnień obliczania układów impulso

wych można sprowadzić do następujących dwóch podstawowych zadań:

Zadanie 1.

Obliczyć elementy układu przedstawionego na rys. 1, tak aby znie
kształcenia kształtu impulsów w układzie były minimalne. Inaczej mó
wiąc, wielomian

P(t) = U(t)-kE(t) 3 (4)

na danym odcinku [tj t2] powinien jak najmniej'odchylać się od zera4. 
Zadania takiego typu spotyka się przy obliczaniu układów przenoszenia 
impulsów, wzmacniaczy impulsów itd.

11*



160 R- Kulikowski Arch. Elektrot.

Zadanie 2.
Obliczyć elementy układu (rys. 1), tak aby na wyjściu tego układu 

k = p
otrzymać napięcie danego kształtu, na przykład: U0.(t) = 20^^ . W tym k =1
przypadku otrzymujemy następujący warunek: wielomian

P(t)=V(t)/—U0(t) (5)

powinien w przedziale [t^] jak najmniej odchylać się od zera. Zadania 
takiego typu spotyka się przy obliczaniu układów kształtowania impulsów, 
korekcji zniekształceń impulsów itd.

Jak widzimy, większość zadań techniki impulsowej wymaga znalezienia 
współczynników wielomianu typu

k = n

P(t) = £Ake~a^, (6)

który w przedziale [tŁ t2] powinien jak najmniej odchylać się od zera. 
Jako kryterium oceny zniekształceń, tj. odchylenia wielomianu (6) od 
zera, A. A. Charkiewicz [4] wprowadził wielkość

tg
ó = fp2(t)dt. (7)

t,

Kryterium to ocenia stopień niepożądania tego lub innego odchylenia 
odpowiednio do kwadratu modułu, niezależnie od morpentu czasu, w któ
rym odchylenie to miało miejsce.

Jedną z przyczyn szerokiego rozpowszechnienia powyższego kryterium 
jest jego prostota matematyczna, ponieważ do określenia wielkości (7) nie 
jest potrzebne znajdowanie pierwiastków charakterystycznego równania 
układu.

W pracy niniejszej jako kryterium oceny zniekształceń przyjmiemy mi
nimum bezwzględnej wartości wyrażenia

L = max | P(t)) |. (8)
[M,]

Rozwiązanie szeregu zagadnień matematycznych opartych na wyraże
niu (8) (tj. na tak zwanym najlepszym przybliżeniu funkcyj) zawdzięcza
my P. L. Czebyszewowi i jego szkole.

n
W przypadku gdy P(t) = Z akuk(t), gdzie uk(t) jest układem funkcji li- 

k=l
niowo niezależnych, mającym w [tL t2] nie więcej niż n pierwiastków 
(tzw. wielomian układu Czebyszewa), najlepsze przybliżenie charaktery
zuje się następującymi własnościami:
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a. istnieje tylko jeden wielomian najmniej odchylający się w [t(t2] 
od zera;

b. liczba punktów maksymalnego odchylenia, które ze zmianą znaku 
następują po sobie kolejno, wynosi n + 1;

c. punkty maksymalnego odchylenia mają jednakowe amplitudy, 
przy czym na końcach odcinka [tj t2] odchylenia są też maksy
malne.

Porównamy teraz przybliżenie kwadratowe z przybliżeniem najlepszym 
(rys. 2). Przy przybliżeniu kwadratowym krzywa błędu P(t) na ogół prze
biega blisko zera, chociaż w poszczególnych punktach możliwe są duże
odchylenia. Przy przybli
żeniu najlepszym odchyle
nia są najmniejsze możli
we, chociaż w pewnych 
zakresach P(t) odchyla się 
więcej niż przy przybliże
niu' kwadratowym. Zatem 
jeżeli chcemy dostać na 
wyjściu układu napięcie 
aproksymujące zależność 
liniową (na przykład im
puls podstawy czasu), to 

W

przybliżenie najlepsze
przybliżenie kwadratowe

Rys. 2. Charakterystyki przybliżenia najlepszego 
i przybliżenia kwadratowego.

w przypadku obliczania układu na podstawie przybliżenia kwadrato
wego odchylenia w pewnych punktach mogą być znacznie większe 
niż te, które określa zadany współczynnik nieliniowości. Obecność „ostrych" 
odchyleń jest niepożądana również w przypadku innych układów impul
sowych, jak na przykład generatory impulsów prostokątnych, wzmacnia
cze impulsów itd. Dlatego w tych przypadkach lepiej posługiwać się me
todą najlepszego przybliżenia.

Wracając do wielomianu (6) rozpatrzymy prosty i najbardziej ważny 
przypadek, gdy ak = ka, gdzie a— jest wielkością daną, większą od zera.

Otrzymany wielomian

k = h
Pn(t)=SAke-M 

k = l
(9)

należy do układu Czebyszewa na dowolnym odcinku (0, oo), ponieważ 
ilość rzeczywistych pierwiastków tego wielomianu na tym odcinku nie 
przewyższa n, co wynika z uogólnionego twierdzenia Descartes’a [3],

Warunki najmniejszego odchylania się wielomianu (9) od zera formu
łuje następujące twierdzenie.
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Twierdzenie: Ze wszystkich, wielomianów (9), mających przy e lat taki 
sam współczynnik, jak i wielomian:

rrr, I 2e-at-e-at-—e~at'\ T 12e~at-e~at^-e-a^\ 5

5 Tn (x) oznacza tu wielomian Czebyszewa n-tego rzędu.

LTn------------------------ =L cos n arc cos!------------------------ - ; (10)* l _ g—ttta / 1 g ati—g ati / 

ostatni najmniej odchyla się od zera na odcinku półosi dodatniej, 
przy czym odchylenie to równa się ± L.

Rozmieszczenie n + 1 punktów największego odchylenia wyraża się 
wzorem

tfc=~ — In a

(e~ati — e~atl) cos  ---- F e~“t! + e~atl n
T (11)

Twierdzenie to otrzymujemy bezpośrednio z twierdzenia S. N. Bern-

steina [3] o wielomianie algebraicznym T, 2 x — a — b \ 
a—b )

najmniejszego od-

chylenia od zera na odcinku [a b], w którym zamiast x podstawiono e~at, 
zamiast a i b — e~atl, e-"^.

Z twierdzenia tego wynika, że dla zmniejszenia zniekształceń L trzeba 
powiększyć stopień wielomianu n, co jest równoważne powiększeniu sto
pnia funkcji przekazywania układu, a zatem i ilości elementów układu.

Na podstawie tego twierdzenia, uważając za zadany określony^człon 
i«t; możemy określić współczynniki przy pozostałych członach, a na

stępnie znaleźć optymalną funkcję przekazywania układu. Ze znalezionej 
funkcji przekazywania znajdujemy elementy układu.

W niektórych zagadnie
niach (na przykład przy obli
czaniu generatorów i wzmac
niaczy podstawy czasu, gene
ratorów i wzmacniaczy im
pulsów prostokątnych) oka
zuje się_ bardziej wygodne 
uważać za zadaną wielkość 

£ =----, która charakteryzuje
Ą>

Rys. 3. Najlepsze przybliżenie szybkości pod- amplitudę oscylacji na wierz- 
stawy czasu. chołku impulsu o wysokości

Ao (rys. 3). Uważając za za
dany współczynnik Ao widzimy, że ze wszystkich wielomianów wykładni
czych (9) wielomian (10) ma najmniejszy współczynnik zniekształceń
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Jako przykład rozpatrzmy przypadek n=2; t1 = 0; t2 = T, tj. inaczej mó
wiąc, rozpatrzmy najlepsze przybliżenie wierzchołka impulsu o wyso
kości A o za pomocą sumy

P2(t) = Ao - P2(t) = - (A16-“‘ + A2e-2af)

na odcinku [0, T],
Oznaczając e—ot=a', z równania (10) otrzymujemy:

{/ 2p~at—a— 1 \1 1 / 2e-at—a — 1 \2 1t2[ e - a — Ul 2 —-------i =
\ 1 —a /J I \ 1 —a / I

= L [ —-— e-2at- e-°t- (a+l)2+4a 1 (i 2)
|(1-a)2 (1-a)2 (1-a)2 J

(13)
Ao (a+l)2 + 4a

Zatem wielomian najlepszego przybliżenia Ao przybiera postać

P2(t) = A2[(l+a)e-ot-e-2at], (14)

gdzie a na podstawie równania (13) określić można ze wzoru

(15)

natomiast
In a a=-------- ,

T
(16)

A2 zaś jest stałą, której wartość określa się z warunków zadania.
Opierając się na pracach Czebyszewa i jego szkoły, poświęconych wielo

mianom algebraicznym najmniejszego odchylenia od zera, drogą prze
kształcenia x=e—at można otrzymać rozwiązanie szeregu innych cieka
wych zagadnień.

Na przykład, zamiast uważać za zadany współczynnik przy określonym 
członie e~Kat, można uważać za zadane wartości liniowej kombinacji 
współczynników, przy czym kombinację taką tworzy na przykład wartość 
szukanego wielomianu w określonym punkcie.

8 Pierwiastek a>l nie ma tu sensu.
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Można też uważać za zadaną wartość pochodnej wielomianu w jakimś 
punkcie. Przypadki te były rozpatrzone przez B. A. i A. A. Markowa [7]. 
Zamiast jednego odcinka aproksymacji można wprowadzić dwa lub trzy 
odcinki, jak to uczynił Achiezer [1].

Jednakże w bardziej skomplikowanych przypadkach, gdy na przykład 
zadana jest duża liczba współczynników Ak lub też gdy ak są wielkościami 
zespolonymi, rozwiązanie zadania w ogólnej postaci analitycznej może 
okazać się dosyć trudne łub niemożliwe. Wtedy należy posługiwać się in
nymi sposobami teorii najlepszego przybliżenia, na przykład tak zwaną 
metodą wyrównywania maksimów [9], [10], która daje zbiór wielomianów 
jednostajnie zbieżnych do wielomianu najlepszego przybliżenia.

Zgodnie z tą metodą zbiór wielomianów {U(t)} powinien spełniać na
stępujące warunki interpolacyjne:

1. każda funkcja jednoznacznie określa się współrzędnymi
nd-i punktów i zależy od nich w sposób ciągły;

2. dwie funkcje należące do zbioru {U(t)} są identyczne, jeśli ich róż
nica ma więcej niż n zer.

Istnieje wtedy taki wielomian który przybiera w n+1 punktach

a<t'1»<t*1’<...<tW<b (17)

zadanego odcinka [a, b] wartości zmieniające kolejno znaki.
Niech zbiór (17) zawiera punkt, w którym U<0)(t), uzyskuje maksymalne 

(co do modułu) wartości E<0), tj.

maxlU<°»t(P| =£«’>.
bJ < ’

Utworzymy teraz taki wielomian który w punktach (17) przyj
muje równą i, zmieniającą się kolejno (według znaku) wartość ±L(1).

W tym celu należy rozwiązać układ równań

U(oi(t(i))=(-1);L,1», (18)

Następnie można znaleźć taki zbiór punktów

a < t<21 < t<2’ < ... <t® < b , (19)
dla którego

max j U^t*?’) 
bJ 3

min | U*1^**?1) | >L,n.. 
bl ' 3

Utworzymy teraz funkcję U(2,(t), mającą w punktach (19) wartości równe 
z kolejno zmieniającymi się znakami ±L(2> itd.
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Utworzony w ten sposób szereg funkcji U^t) jednostajnie dąży do 
funkcji najmniej odchylającej się od zera, tj. mającej n + 1 punktów mak
symalnego odchylenia ze zmieniającymi się kolejno znakami.'

W następnych rozdziałach w kilku przykładach obliczania prostych 
układów impulsowych podano zastosowanie różnych metod najlepszego 
przybliżenia funkcji.

3. OBLICZANIE GENERATORA PODSTAWY CZASU

Praca większości generatorów podstawy czasu opiera się na zasadzie 
okresowego ładowania (bądź rozładowania) pojemności. Napięcie otrzy
mywane z_geheratora takiego typu zmienia się według funkcji wykładni
czej czasu, tj. szybkość zmian tego napięcia zmniejsza się z biegiem czasu. 
Odchylenie tej szybkości od stałej wartości określa stopień nieliniowości 
podstawy czasu wyrażony za pomocą współczynnika

^ = 2^max^min^ (20)

Umax^~Umin

gdzie Umax i oznaczają największą i najmniejszą szybkość podstawy 
czasu w zadanym przedziale (0, T).

Dla zmniejszenia nieliniowości krzywej ładowania stosuje się różne me
tody (na przykład podwyższenie napięć zasilających, sprzężenie zwrotne 
itp.), jednakże wykładniczy charakter podstawy czasu nie ulega zmianie. 
Inne metody linearyzaęji podstawy, czasu (na przykład zastosowanie dużej 
indukcyjności w obwodzie ładowania kondensatora, formujących czwórni- 
ków [5] itp.) charakteryzują się tym, że napięcie podstawy czasu wyraża 
się sumą funkcji wykładniczych bądź trygonometrycznych, dobranych 
w ten sposób, że szybkość podstawy czasu nieznacznie tylko odchyla się 
od stałej wartości Ao (rys. 3). Im mniejsze odchylenie krzywej podstawy 
czasu L od stałej • Ao , tym nieliniowość, którą wyrazi się (jak to widać 
z rys. 3) przez

£__2 ^max U min 2L (21)

Umax + Umłn

będzie mniejsza. Prawidłowe obliczanie generatorów, w których zastoso
wano taką metodę linearyzacji, związane jest z zagadnieniem najlepszego 
przybliżenia stałej za pomocą wielomianów wykładniczych lub trygo
nometrycznych, tj. z takim przybliżeniem, gdzie amplitudy punktów naj
większego odchylenia mają wartości równe i-różnią się tylko znakami.

Przykładem aproksymacji podstawy czasu za pomocą wielomianów wy
kładniczych może być praca [5].
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Jako przykład aproksymacji Ao za pomocą funkcji trygonometrycznych 
rozpatrzmy pracę generatora z ładowaniem pojemności przez indukcyj- 
ność. Układ zastępczy tego generatora przedstawiono na rys. 4, gdzie K 
oznacza klucz (rolę którego spełnia zwykle lampa), za pomocą którego na

stępuje rozładowywanie pojemności C. 
Równanie układu (przy otwartym klu
czu K) można napisać w następującej 
postaci:

—+Li0=ipL+Uc, (22)
P

Rys. 4. Schemat generatora podstawy Cua=UcpCb i ,
czasu.

początkowymi wartościami napięcia na kondensatorze 
L. Rozwiązanie tych równań wyraża się następującymi

i=(E—u0) Cco sin cof+i0 cos cot,

Uc=E(1 — cos cot) + ioLco sin cot+u0 cos cąt,

gdzie u0 i ta są 
i prądu w cewce 
wzorami:

, . 1 gdzie co = .=.
l/LC

Proces ustalania się napięcia uc i prądu i przy periodycznej pracy układu 
przedstawiono na rys. 5a,b,c, przy czym zakłada się; że w czasie gdy klucz 
K jest zamknięty, prąd w cewce nie ulega zmianie.

Jak widać z tych rysunków, po ustaleniu się procesu, napięcie podstawy 
czasu ma prawie liniowy charakter narastania, a jego pochodna

Vc=(E—ui) co sin cot + ^icos “t,

wykres której pokazano na rys. 5c, nieznacznie tylko odchyla się od sta
łej Ao.

Zażądamy, żeby punkty największego odchylenia Uc od Aa [0, T/2,T] 
spełniały warunki najlepszego przybliżenia tj., aby

Uc(O) = Ao-L,

• IT\ ■ Uc —) = Ao + L , 
\ 2 /

UC(T)=AO-L,
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czyli
c \ 2 /
. a>i i0 i . r i '(E—ua) co sin -— + — cos co —= AJH— £ 

2 C 2 \ 2 ,

(E — u0)co sin coT+~ cos coT=.AJ 1 —

(23a)

(23b)

(23c)

gdzie £=—^jest współczynnikiem 
A-o

nieliniowości podstawy czasu. '
Dla zadośćuczynienia tym rów

naniom (jak wynika z równań 
23a, c) prąd i0 powinien wyrażać 
się wzorem

smlcoT /n.Ąi0=(E—u0)Cco------ ’------ . (24)
1 — cos coT

Wtedy współczynnik nieliniowości 
wyraża się jako

2L 2tg2^ 
4

(25)

a amplituda podstawy czasu

A0T=(E-U0)

x wT ctg —
------- -- • coT.
l-tg- —

4

(26)

Łatwo wykazać, że dla ustalo
nego procesu i0 rzeczywiście wy
raża się wzorem (24). Jak widać 
z rys. 5c, przyrost prądu i0 w ciągu 
jednego okresu powinien być ró
wny zeru tj.

Rys. 5. Krzywe napięcia i prądu w genera
torze podstawy czasu.

■ i(T) — i0—(E—u0) Cio sin coT — t0(l — cos coT) = 0, 
stąd znajdujemy

i0 = (E—u0) a>C sin coT 
1 — cos coT

co jest zgodne z (24).
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4. OBLICZANIE NIEKTÓRYCH WZMACNIACZY IMPULSÓW

Rozpatrzmy teraz metodę obliczania wzmacniaczy podstawy czasu 
z charakterystyką liniową, w których korekcję nieliniowości podstawy 
czasu osiąga się przez zastosowanie elementów korygujących RC.

Niektóre stosowane w praktyce układy pokazano na rys. 6 i 7. Układ 
przedstawiony na rys. 7 ma swój odpowiednik RL, który zpalazł zasto-

Rys. 6. Schemat korekcji impulsów 
elektrostatycznej podstawy czasu.

Rys. 7. Inny schemat korekcji im
pulsów elektrostatycznej podstawy 

czasu.

sowanie przy korekcji impulsów prądu w generatorze elektromagnetycz
nej podstawy czasu (Rys, 8).

Funkcja przekazywania tych układów może być przedstawiona w postaci

Mt) = A(l-e-at) + Be-at, (27)
gdzie

2. w przypadku układu rys. 7:
Rt + Rg Rj + Rą 

Ri + Ri+Rj Rj + R2 + Ri
P Ri □ RgCRi + Rj)

Rj + Rj RiR,j + (Rj+Rj (R^ t R3)
Ri+R t + R3 Ri + R i + Roa —----------- -------— a = t--------------------- i------ ------------

1. w przypadku układu rys. 6:.

(R^R^R^ C^  ̂+ iRi + R^ R,+Ra)]

Ri jest wewnętrzną opornością lampy.
Napięcie na wyjściu wzmacniacza U(t) przy włączeniu na jego wejście

napięcia e(t) = l — e~2at wyraża się za pomocą całki Duhamela:
t

U(t)= fe'(r) h(t—T)dr . 
o

Podstawiając odpowiednie wartości, otrzymujemy

U(t) = A + 2(B - A) e~at - (2B - A) e~2at.
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Pochodna tego wyrażenia

U(t) = 2a[(A-B)e-“t-(A-2B)e-£”t] (28)
powinna w przedziale [0, T] charakteryzować się współczynnikiem nie
liniowości f. Będzie to wtedy, gdy wyrażenie (28) będzie proporcjonalne 
do wyrażenia (14), tj. gdy

A—B , , , In a—-------= 14-a, a=---------- ;
A—2B T.

(29)

przy czym

Z równań tych, dla zadanego f i T, można określić elementy układu 
spełniające warunki najlepszej korekcji.

Układ przedstawiony na rys. 6 znalazł zastosowanie również przy ko
rekcji zniekształceń impulsów prostokątnych.

Rys. 8. Schemat korekcji impulsów 
elektromagnetycznej podstawy czasu.

Rys. 9. Schemat wzmacniacza impulsów 
prostokątnych.

Na rys.. 9 przedstawiono schemat takiego wzmacniacza z uwzględnie
niem rozdzielających elementów Rg Cg.

Funkcja przekazywania tego układu, przy założeniu że wewnętrzna 
oporność lampy jest dostatecznie duża, wyraża się następująco:

h(t)—---- e —(1 + b —— )e T«
SRa Ta—brg[ \ Tg I

gdzie

Ta = RaCf, Tg = RgCg-, b=^-,
Rf

S jest nachyleniem lampy.

(30)
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Wykres tej funkcji podano na rys. 10. Jak wynika z tego wykresu, 
zagadnienie najlepszego odtworzenia kształtu impulsu, sprowadza się do 
najlepszego przybliżenia w przedziale [0, T] stałej Ao za pomocą sumy

Rys. 10. Procesy przejściowe we wzmacniaczu impulsów prostokątnych.

(30). Zajdzie to wtedy, gdy jwyrażenie (30) 
wyrażenia (14), tj. gdy:

będzie proporcjonalne do

1____

1 + b—— 
rg

— 1 + a, b
— — «.
Ta

— =2a, 
Tg

skąd otrzymujemy
b=^ = a (31a)

Rf 1 + CL
b

(3 Ib)a =~ a

Tg, = RgCg = 1
2a

(31-c)

Rozpatrzmy teraz przykład następujący.
Obliczyć wzmacniacz impulsów prostokątnych o długości 2 ms, który

2L daje zniekształcenie kształtu impulsu |=---- < 3%.
Aa i

Podstawiając £ = 0,03 w (15) otrzymujemy a = 0,71, a następnie "ze 
wzorów (16), (31a), (31b), (31c) dostajemy:

a = 172; b = 0,415 ; r0 = 0,0025 ; rp = 0,0029. .
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Przyjmując Ra = 10 kQ ; Cg — 0,005 ^F obliczamy pozostałe elementy: 
Rf 24 kQ; Rg 5801^2 ; Cf 0,24 .
■ Jak widać, obliczanie elementów korygujących jest zupełnie proste 
i nie wymaga dodatkowych wykresów.

Jeślf uwzględniać jeszcze wpływ pojemności szkodliwych (na przykład 
pojemności anoda-katoda lampy), to do funkcji przenoszenia wchodzi 
jeszcze jeden człon wykładniczy (wykres tej funkcji przedstawiono linią 
przerywaną na rys. 10). W tym przypadku przedział aproksymacji powi
nien być zmniejszony o określony czas narastania czoła impulsu r.

5. OBLICZANIE DWÓJNIKÓW FORMUJĄCYCH IMPULSY PROSTOKĄTNE

Jak wiadomo, częścią składową generatora impulsów dużej mocy jest 
tzw. dwójnik formujący, który odgrywa rolę akumulatora energii [8], 
Po włączeniu takiego naładowanego dwójnika na obciążenie o małej 
oporności, nagromadzona w polu elektrycznym lub magnetycznym dwój
nika energia wydziela się w stosunkowo krótkim okresie czasu w tym 
obciążeniu w postaci impulsu określonego kształtu.

Funkcja przekazywania układu formującego składającego się z kombi
nacji pojemności i indukcyjności (bez uwzględnienia obciążenia) wyraża się 
sumą funkcji, sinusoidalnych nieparzystych z dodatnimi współczynnikami:

h(t)= ^a>k-i sin (2k— 1) t. (32)
k=l

Kryterium minimalnego kwadratowego odchylenia funkcji przekazy
wania od zadanej formy impulsu sprowadza "Się do rozłożenia impulsu 
na szereg Fouriera. Jednakże w przypadku impulsów prostokątnych 
(i w ogóle wszystkich kształtów impulsów, których pochodna nie wy
pełnia warunków Lipschitza dodatniego rzędu [8]) nie można osiągnąć 
jednostajnej zbieżności szeregu trygonometrycznego, co przejawia się 
w postaci „ostrych" odchyleń na czole impulsu nawet przy nieskończonej 
ilości członów szeregu (tzw. zjawisko Gibbsa).

Dla otrzymania jednostajnej zbieżności L. Mejerowicz zastosował me
todę S. N. Bernsteina sumowania szeregów Fouriera, która pozwala 
uniknąć odchyleń na czole impulsów kosztem pewnego powiększenia 
czasu narastania czoła [6].

Inna metoda [2], zapewniająca równomierną ! szybką zbieżność, polega 
na tym, że zamiast impulsu prostokątnego rozkłada się impuls z łagodnie 
wznoszącym się czołem wyrażonym wielomianem algebraicznym, odcin
kiem hiperholicznego tangensa itp. Jednakże nawet przy jednostajnej 
zbieżności szeregu Fouriera otrzymywane przybliżenie jest znacznie gorsze 
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niż "przybliżenie najlepsze (Czebyszewa). Dlatego dużego znaczenia nabiera 
zagadnienie najlepszej aproksymacji impulsu prostokątnego. Zadanie
takiego typu może być rozwiązane za pomocą metody wyrównywania 
maksimów.

Rys. LI. Najlepsze przybliżenie impulsu prostokątnego.

Ponieważ rozpatrywany impuls o długości T 'i wysokości h = 1, jest 
Tsymetryczny względem - , będziemy rozpatrywali najlepsze przybliżenie 
2

I T\1 na odcinku | r, — i za pomocą sumy (32). Przyjmijmy, że krzywa Uw(t) 
\ 2/ •

/ T\(przedstawiona na rys. 12) mająca w Ir,—j liczbę n+1 punktów maksy

Rys. 12. Krzywa pierwszego przybliżenia impulsu prostokątnego.

malnego. odchylenia od 1 jest dana. Krzywą tę można otrzymać rozkła
dając na szereg Fouriera impuls prostokątny, lub trapezowy.
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Proces wyrównywania maksimów wymaga rozwiązania układu równań 
następujących:

a[k) sinr + a^’ 3r+ ... H-a^-isin (2n—1) r—1 ——Lw,

cii sm ti +03 sm 34 + ... + a.2h—1 sin (Zn— 1} ti ~1 — Li >

sin —4-a^’sin 3 —+ ... +a2n-i sin (2n-l) — -1 = (-l)"L<fc>. 
2 2 2

Rugując dostajemy układ n równań liniowych z n niewiadomymi
1 ... O2n—11

a™ (sin tjfc)+sin r) + (^(sin 3tifc| +sin 3t) + ...

... +a2n—1 [sin (2n— 1) t[k,+ sin (2n —1) r] = 2,

a'ik) (sin sin r) -ł-a^sin St^—sin 3r) + ...

... + a^n—i [sin (2n — 1) t2k) — sin (2n— 1) r] = O,
(33)

a[k] [sin —( —l)n suit] + ... +a2n-i sin (2n— 1) — —
I 2 J L 2

— (—1)" sin (2n—l)rj =1 —(—l)n,

który rozwiązuje się w sposób prosty.
Po znalezieniu a'11... rysujemy U(2\t) i znajdujemy nowe wartości 
itd. Dla ułatwienia pracy można posługiwać się syntezatorem.

Rozpatrzmy przykład następujący.

Czas narastania czoła impulsu r =15°. Znaleźć sumę najlepszego przy
bliżenia impulsu prostokątnego złożoną z trzech wyrazów

U(t) = al sint+a3sin 3t+a5 sin5Z.

Jako funkcję pierwszego przybliżenia U(0,(t) weźmiemy szereg Fouriera. 
Wykres Um(t) przedstawiono na rys. 13. Jak wynika z tego' wykresu, 

T= 30°, t2=60°, — = 90°; zatem równania (33) przedstawiają się następująco: 
2

12 Archiwum Elektrotechniki Tom III



174 R. Kulikowski Arch. Elektrot.

aj^sin 30°+sin 15°) H-a^sin 90°+sin 45°) H-a^sin 150°+sin 75°) =2, 

ai^sin 60°—sin 15°) H-a^sin 180°—sin 45°) Tt-a^sin 300°—sin 75°) = 0, 

a^isin 90° +sin 15°) ^a^sin 270° +sin 45°)+a51)(sin 450° +sin 75°) =2,

czyli 0,759al”+ l,707a?’+l,466a,s1*=2,

- 0,707a^- l,772a^ = 0, 

l,259ai1!- 0.29341’ +1,96605* = 2.
Stąd znajdujemy

al1’ = l,25; 41) = 0,382; a^-0,273.
Zatem

U(1)(t) = l,25 sin t+0,382 sin 3t+0,273 sin 5t.

Wykres Uw(t) przedstawiono również na rys. 13. Jak widać z tego ry
sunku, już pierwsze wyrównanie maksimów daje prawie najlepsze przy
bliżenie ■ impulsu. Przedłużając proces wyrównywania można otrzymać

Rys. 13. Przybliżenie najlepsze i kwadratowe wierzchołka impulsu prostokątnego.

jeszcze lepsze przybliżenie. Otrzymana krzywa pokazuje, że amplituda 
oscylacji w zadanym przedziale [r, T — r] jest wielkością stałą.
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Zagadnienie obliczania elementów dwójników formujących na pod
stawie zadanej funkcji przekazywania jest obszernie opisane w literatu
rze [6] i dlatego nie jest rozpatrywane w niniejszej pracy.

6. zakończenie

Rozpatrzone przykłady wskazują na możliwość i celowość zastosowania 
metod najlepszego przybliżenia funkcji do obliczania liniowych układów 
impulsowych. Szczególnie pożyteczne okazują się te metody w przypadku 
obliczania elementów korygujących w układach, gdzie stosuje się impulsy 
o kształtach płaskich i liniowych, gdyż pozwalają one obliczyć dany układ 
na podstawie zadanego współczynnika zniekształceń (np. współczynnika 
nieliniowości podstawy czasu lub współczynnika oscylacji na wierzchołku 
impulsu). Oprócz tego w wielu zadaniach możliwe jest bardziej ogólne 
ujęcie zagadnienia obliczania układów korygujących i formujących, 
a mianowicie wychodząc z warunków najlepszego przybliżenia kształtu 
impulsów za pomocą wielomianów wykładniczych, wyrażających napięcie 
na wyjściu układu, można znaleźć schemat tego układu i wartości jego 
elementów. Zagadnienie to może być rozwiązane drogą syntezy układów 
impulsowych na podstawie danej funkcji napięcia wyjściowego.

W rozpatrzonych prostych przykładach, które sprowadzały się do 
aproksymacji zadanych charakterystyk za pomocą wielomianów wykładni
czych lub trygonometrycznych, ograniczaliśmy się do układów zawiera
jących dwa typy elementów (LC i RC). Jasne, że metoda powyższa może 
być zastosowana i do układów RL, ponieważ procesy przejściowe w ukła
dach RL wyrażają się też wielomianami wykładniczymi.
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P. KyjlHKOBCKH

PRCHET JlWHEHHblX HMnyRbCHbIX yCTPOHCTB
Pe3 łOMe

Ha npaKTHKe Sonbujofi Hmepec npencrasnaeT peiueHHe cnenyK>mwx Banan:
Banana 1. PacnHTaib sneMeHTM cucTeMbi, npencTaBneHHofi Ha puc. 1, Tan, nroSbi 

HCRameHHsi c|>opMbi MMnynbca b cmctcmc nonynanncb MHHHManbHbiMH, t. e. mo6bi pa3- 
HHua U(t) — ke(t)1 b aanaHHOM npoMemyrKe [t], t2] 6bina bo3Mo>kho MeHbme. Bananu 
Tanoro THna BCTpenaiOTca npw pacnere chctcm nepenanw HMnynbcoB, ycnnHieneH Bnneo- 
cnrHanoB h t. n-

1 r«e k — nocrosiHHbiii <|jaKTOp, onpenenaiomHH 3aryxaHne CHCTeMbi.
ŁTax HaabiBaewoe HaHayniiiee hbm MeSbimeBCKoe npHSmnKeHHe 4>ym<unn P„(t) k Hynto.

Banana 2. PacnnTaTb sneMeHTbi CHCTeMbi (puc. 1) Tan mo6bi Ha Bbixone chctcmu 
nonynHTb HanpaweHwe sanaHHOH cfjopMbi U0(t). B stom cnynae hmccm cnenyramee 
ycnoBHe: 4>yHKUHSt U(t) — U0(t) nonłKHa b sanaHHOM npoMemyTKe [t„ t2] MHHMManbHO ynno- 
HstTbcn ot Hyns.

Bananu Tanoro runa BCTpenaiOTCsi npw pacnere cxeM $opMHpoBaHHSi HMnynbcoB, 
KoppeKUHH HCKaweHHfi HMnynbcoB h t. n.

HanpstweHHe Ha Bbixone nMHefiHofi cncreMbi npencraBnaercs 3KCnoHeHunanbHbiM 
MHoronneHOM, t. k. BxonHa$i 3. n. c. Moncer 6biTb Bbipawena npw noMomn sncnoHeH- 
UHanbHoro MHoronneHa. Barem oTMeneHHbie ywe 3anann TpeSytOT onpeneneHHM ko- 
3<jx|jnuMeHTOB MHoronneHa: 

n
. (6)

k = l

KOTopbiii b npoMeHtyTKe [tj, t2] MHHHManbHO yKnoHsieTcsi ot Hynsi. B HacToamefi pa6ore 
b nanecTBe KpHTepwa ouchkh HCKaweHMH t. e. OTKnoHenwa ot Hyns MHoronneHa (6) 
npHHHMaeTcs MHHHMyM 3HaneHHH aScontOTHoro mancHMyMa:

L= max |U(t)-U0(t)|. 2 (8)
[ti > t2| I |

B nacTHOM cnynae, Korna ak=ka, (k—1,2 ... n) nonynaeM, Tan HasbiBaeMbiii, mho- 
ronneH CHCTeMbi 4e6biiueBa. Ko3<jxt>nuneHTbi 3toto MHoronneHa mojkho Hafnu Ha ochobc 
cnenyiomefi reopeMbu

H3 Bcex MHOronneHOB (6), me afc=ka, MMeiomHx tot we Ko3<]?4>HHHeHT At npw 
e—iat nTo h MHoronneH

I 2e-a/- e-"'1 \ / 2e~at- e~at'-e~at'
LT---------------------------- 1 = L cos n arc cos I----------------------------(10)

nocnenHHH HanMenee yKnoHaerca ot Hyna Ha orpeane [t,, t2] nonołKHTenbHofi nonyocn, 
npHneM sto yKnoHenne paBHo ±L.

B KOHKpeTHOM cnynae: n=2;tl — 0; t^T; t. e„ b cnynae npn6nn>KeHH5i MMnynbca 
BbicoToto b Ao npw noMomm cyMMbi P2(t) Ha oTpesKe [0, T], nonynaeM

P2(t)=A2[(l + a)e-“'-e 2o'|, (14)
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2L
f — KO3<t>4>HUHeHT HCKałKCHHH =---- ,

A)
A2— nocTosHHaa.

B cnynae, Korna CTporoe aHajimHnecKoe peiueHHe 3anaHn o HaHjiynujeM npn6;iH- 
JKCHHH OKa3bIBaeTCS HCBO3MO>KHbIM, uejieCOO6pa3HO HOnb3OBaTbCS npHÓAHłKeHHblMH 
MeTonaMM. HanpHMep, Tan HasbiBaeMbiM mctoaom ypaBHHBaHHS MaKCHMyMOB, KOTopbiii 
no3BonseT nonyHHTb coBonynHOCTb MHoronneHOB paBHOMepHo cxoa5<uihxcs u MHoroHneHy 
HaHMeHbUjero yKjiOHeHMB ot Hynst.

Una noaCHeHHs Merona pacHeTa pacCMaTpHBaeTca pan KOHRpeTHbix npnMepoB. B Ka- 
necTBe nepBoro npHMepa paccMaTpHBaeTCa reHepaiop passepTKH, paóoTa KOToporo 
coctoht b nepnonHsecKOM sapsne cmkocth l sepes HHgyKTHBHOCTb.

Pemasi ypaBHeHMs CHCTeMbi, oopegenseM npoH3BOAHyra HanpaweHHs Ha kohach- 
campe

• i0U=(E— Uo) a> sin <otH cos cot 
c C

1 
rfle =

1LC
Tpeóysi, HTOÓbl BbipaweHMe 3T0 MHHHMajlbHO yKIlOHSUlOCb OT nOCTOHHHOM BeJlMHHHbl 

Ao, nonyHaew cnenyiomMe ypaBHeHHsi

Uc(O)=Ao~L,

Ć^)=Ao+L’

VC{T)=AO-L,

Ha ocHose kotophx onpe«enseTCs kos^^huhcht HejiHHefiHoc™ passepTKH
2L coT

{=--- = 2 tg2--- (25)
Ao 4

h aMnnHTyna pasBepTKM 
a>T 

ctg V 
A0T=(E- Uo)----------- - wT. (26)

mT
l-tg2 —4

B KaHecTBe cnenytomero npHMepa paccMaTpHBaeTCs mctoa pacieTa KoppeKTwpy- 
ioluhx cxeM nna ycHAHTeneii HMnynbcoB pa3BepTKH (cm. pnc. 6, 7) h npsMoyronHbix HM
nynbcoB (pnc. 9).

B cjiysae HMnynbcoB pa3BepTKH oKasHBaeTca, hto npoH3BOflHasi BbixoAHoro Hanps- 
meHHH BbipaHtaeTCs 3KcnoHeHUHaJibHbiM MHorosJieHOM:

U(t) = 2a(W-B'e-’t-(A-2B)e-2at] . (28)
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FIpHpaBHMBaSI KO3<jj<t>MUHeHTbI 31010 MHOrOHJieHa K KO3<t>4>MUHeHTaM MHOrOHneHa (14), 
nonyuaeM cnenyiouiHe ypaBHeHHs: 

rne A, B n a — onpenensuoTCH 3HaneHHaMH aneMemoB cxeMbi (puc. 6, 7). Ten we Mero- 
n°M 6binn HafifleHbi 4>opMyjibi nasi pacneTa ycnnme.neH np«MoyronbHbix HMnyjibCoB

Ra 1 a 1
-----= ; R„Cf = -- ; RnCn= —; (31) Rf 1+a----------- “ f (l + a)a------------ 9 9 2a

me oSosHaneHua sneMentoB yKa3biBaK>Tc» Ha puc. 9.
B KanecTBe nocJienHero npHMepa pacCMOTpHM pacwei <)>opMnpyromnx npyxnojnocHn- 

kob npaMoyrojibHbix HMnyjibCoB.
IlpHMeHeHHe Merona HaHnyqmero npH6nH«eHHs paspemaer H36ełKait pe3nnx Bbi- 

6pocoB Ha 4)poHTax HMnyjibCoB, KOTopbie nojiynaiOTca b cnynae packeia sthx chctbm 
mctohom pasnomeHHH b pan <I>ypbe. PaccroaTpHBaeMyio sanany peiuaerca MeronoM 
ypaBHHBaHHa MaKCHMyMOB.

OnTHManbHbie sHanenna KO34>4>MUHeHTOB TpHroHOMeipHHecKoro pana nonyMaerca 
nyreM pemeHHa npocroil CHCieMbi nnHeHHbix ypaBHeHHH (33).

PaccMarpHBaefca npocroii HHcneHHbiił npHMep.

R. KULIKOWSKI

THE CALCULATION OF LINEAR-PULSE-CIRCUITS

S u m m a r y

The majority of problems concerning the calculation of pulse circuits may be re- 
duced to the following two basie cases:

Example 1: to calculate the elements of the linear-circuits, shown in Fig. 1, 
with the minimum distortions of the pulse śhape in this Circuit. In other words, 
the expression U(t)—ke(t), (where k is within the damping constant of the Circuit), 
should in the given limites [tj, t2] deviate as little as possible from zero. Examples 
of this type are met during the calculation of pulse-transmission-circuits, video- 
-amplifiers etc.

Example 2: to calculate the elements of the Circuit (Fig. 1) so as to get the 
voltage of the specified shape U0(t) at the output. In this case we hawe the fol
lowing condition: the expression U(t)—U0(t) should deviate from zero as little as 
possible within the limits [tt, t2]-

Examples of this kind gre encountered when calculating the pulse-forming-circuits, 
when correcting the pulse distortions etc.

As the input E. M. F. may de expressed by an exponential polynomial, the voltage 
at the output of the linear-circuit is also expressed by an exponential polynomial. 
Conseąuently the ąuoted examples reąuire finding the polynomial coefficients of 
the type:

PnW=SAh^aii‘ (6)

which within the limits [tt, t2] should be as close to zero as possible.
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In this work we will assume the minimum value of the absolute maximum as the 
criterion for estimating the distortions (i. e. the deviation from zero .for the poly
nomial (6):

L = max I U(t) - Uo(O 11 (8)

In the special case, when a& = ka, (k =l,2...n), we get the so called polynomial 
of Tchebyshev’s system. The coefficients of this polynomial may be determined 
on the base of the following theorem.

Of all the exponential polynomials (6) where aA.=ka, which have at e~tat the same 
coeffecient as

/ 2e-”“- e~a‘a~ e-’'* \ Z 2e~“'- e~“ł‘- e-"'1

1 The co-called best or Tchebysoev’s approximation of the function Pz(t) to zero.

LT„ I-----------------------------1 = L cos n arc cos I----------------------------\ ) \ c-“h_e-»'= (10)

the last one deviates least from zero within [t,, t2] on the positi.ve coordinate t and 
this deviation is equal to ±L.

In the given case n=2, t, =0, t2=T, i. e. in the case when the pulse of the height 
A0 is approximated with the help of the sum

P2(t)= —(A^ “'+A2 2“9 on the sector 10, T] 
we get

Pa(t)=A2[(l+a) e^-e-2”'], (14)
where

f — distortion coefficient =---- ,
Ao

As constant value determined from the conditions Of the example.
In the case when an exact analitical solution of the problem is impossible, an 

approximate method should be used, e. g. the method of eąualizing of the mazima, 
which gives a series of polynomials uniformly convergent to the function of the 
best approximation.

In order to explain the calculation method a series of concrete examples are 
considered. As the first example there is a time-base generator the action of which 
depends on a periodic capacity loading by an inductance.

Solving the eąuation of the Circuit we determine the voltage derivative in the 
condenser:

V„=(E—U0)a> sincotH-----coscot,

where co =
]'lc
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Requiring the closest approximation of this expression to the constant value Aa 
we get the following three equations:

Uc(O)=Ao-L,

UC(T)=AO-L,

whence is determined the unlinaerity of the time-base

2L wT
; ■ --2tg^ - (25)

A„ 4
and the time-base-amplitude

wT 
etg —

A0T=(E-U„)---------------toT. (26)
<oT

1-tg2 —4

The next example is the method of calculating the correction circuits for the 
time-base-pulse (Fig. 6, 7) and rectangular pulse amplifiers (Fig. 9). In the case of 
the time-base-pulses it appears that the voltage derivative at the Circuit output is 
expressed by the exponential polynomial:

U(t) = 2a[(A - B) e~at-(A - 2B) e- 2“‘]. (28)

Equating the coefficients of this polynomial to the coefficients of the polynomial 
(6), we get the following relations: 

where A, B and a are expressed by the values of the circuit-elements (Fig. 6, 7).
In a similar way simple formulae for Circuit calculations of amplifier-corrections 
rectangular pulses have been derived:

Ra 1 a 1
 = . RnCf= , RnCn= —, (31) Rf---- 1 + a------------a 1 (l+a)a------------- 9 9 2a

where Ra, Rf, Cf, R^Cg are the values of elements according to the definitions in 
the figurę 9.

A simple numerical example of correction-circuit calculations is given.
Finally there is an example of calculating two-terminal circuits forming rectan

gular pulses.
The application of the method of the best approximation allows to avoid Sharp 

changes on the sides of the pulse-waves, obtained when calculating these circuits by 
means of Fourier’s series. The considered problem is solved by the maxima-equa- 
lizing method.

The best of the coefficient values of a trigonometric series are obtained from an 
ordinary system of linear equations (33).

A simple example is considered.
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J. KELLER i J. EKIEL

Nowa metoda odwzorowania przestrzennego 
prądów czynnościowych serca

Rękopis dostarczono 7. 9. 1953

Streszczenie. Omówiono charakter zjawisk elektrycznych zacho
dzących w sercu oraz wyprowadzono przybliżony wzór wiążący pole poten
cjałów w pacjencie z wektorem elektrycznym, który wyraża w uproszczeniu 
działalność elektryczną mięśnia sercowego. Opisano pokrótce współczesne 
metody kliniczne rejestracji zjawisk elektrycznych w sercu (kardiografia 
liniowa) oraz metody stosowane w pracowniach badawczych (wektokardio- 
grafia rzutów i modeli). Na podstawie analizy braków, które wykazują opi
sane metody, omówiono nową metodę bezpośredniej stereoskopowej obser
wacji, i rejestracji przestrzennego wektokardiogramu. Podano fotografie, 
schemat blokowy urządzenia, schematy i opisy działania głównych fragmen
tów aparatury do wektokardiografii stereoskopowej, zbudowanej w Za
kładzie Budowy Aparatów Elektromedycznych Politechniki Warszawskiej. 
Opisano szereg nowych rozwiązań technicznych oraz trudności, które nale
żało przezwyciężyć dla uzyskania wiernego i czytelnego obrazu przestrzen
nej .pętli wektokardiograficznej. Omówiono krótko korzyści diagnostyczne, 
jakie daje opracowana metoda przy użyciu nowej aparatury elektrokardio
graficznej.

Część I

Podstawy biologiczne i techniczne wektokardiografii

i. prądy czynnościowe serca1

1 Patrz literatura 1, 4, 27, 24.

W skład narządu krążenia wchodzi organ centralny — serce — oraz 
układ przewodów: tętnice, żyły, naczynia włosowate itd. Organ centralny 
pełni funkcję podwójnej pompy tłoczącej. Zbudowany jest z mięśnia 
o postaci worka, który zawiera dwie niezależne części: prawą i lewą, 
odgrodzone od siebie ścianką mięśniową (rys. 1). Jednokierunkowe wen
tyle (zastawki) oddzielają od siebie przedsionek, komorę i tętnice obu 
części serca. Ściany serca kurczą się rytmicznie, przez co wymuszają 



182 J. Keller i J. Ekiel Arch. Elektrot.

przepływ krwi: prawa część serca w obiegu płucnym, lewa — w obiegu 
dużym, obwodowym,.

Skurcze mięśnia sercowego wywołane są przez bodźce autonomiczne 2, 
powstające i przewodzone w specjalnej tkance, zbliżonej budową do 
tkanki mięsnej. Z drugiej strony, na częstość i siłę skurczu wpływają 
obie przeciwstawne składowe wegetatywnego układu nerwowego, orga
nizmu, a mianowicie układ sympatyczny i parasympatyczny. Komórki,

2 Wypreparowane serce w odpowiednich warunkach kurczy się rytmicznie po 
oddzieleniu od centralnego układu nerwowego.

Rys. 1. Szkic serca:
a) widok z przodu, b) przekrój czołowy.

1) aorta, 2) lewy przedsionek, 3) prawy przedsionek, 4) prawa 
komora, 5) lewa komora.

z których składa się mięsień sercowy, kurczą się w ustalonej kolejności, 
w wyniku czego powstaje fala skurczu, która przebiega w postaci warstwy 
w poprzek mięśnia sercowego. Następujący po pobudzeniu okres refrakcji 
(niewrażliwości na bodźce) jest dla wszystkich komórek sercowych syn
chroniczny. Ogranicza to częstotliwość skurczów mięśnia sercowego 
i zabezpiecza przed przykurczem stałym.

Praca mięśnia sercowego, tak jak wszystkie przemiany metaboliczne 
żywych komórek, związana jest ze zjawiskami elektrycznymi. Z uwagi 
na wielkość mięśnia-sercowego, uporządkowanie i synchroniczność prze
biegów zachodzących w poszczególnych jego komórkach, jak i bogate 
unerwienie serca zjawiska elektryczne towarzyszące pracy serca są szcze
gólnie silne i pozwalają wyciągnąć daleko idące wnioski o jego stanie 
i pośrednio o stanie układu naczyń krwionośnych.
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Rys. 2. Przebieg pobudzenia: 
żywej komórki mięśniowej, b) w prze- 
)ju poprzecznym mięśnia sercowego, 

c) po powierzchni serca.

Głównym źródłem zjawisk elektrycznych serca jest gruby mięsień 
otaczający obie komory [7]. Kształt jego w przekroju czołowym (równo
ległym do klatki piersiowej) może być przedstawiony w uproszczeniu 
jako pochylona litera U o grubszym ramieniu odpowiadającym lewej 

komorze. Działalność elektryczna komórek tego mięśnia może być przed
stawiona w postaci warstwy dipolowej, przebiegającej przez mięsień tak, 
jak pokazano na rys. 2.

Komórki mięśniowe mają kształt wy
dłużony (0 = 9 — 20|x), przy tym łączą 
się wzajemnie w pewnego rodzaju kon- 
tynuum tworzące mięsień sercowy. 
W stanie spoczynku między wnętrzem 
komórki a stroną zewnętrzną jej otoczki 
istnieje różnica potencjałów rzędu kil
kudziesięciu miliwoltów — komórka 
i mięsień są wtedy w stanie polaryza
cji. W wyniku małej grubości otoczki 
(rzędu 10“6 cm) pole elektryczne w oto
czce jest stosunkowo silne (rzędu 10 
kV/cm). Energia elektryczna zgroma
dzona w tym polu pochodzi z energii 
ruchów termicznych. Selektywnie 
przewodząca otoczka przepuszcza 
jony dodatnie NaOH* pędzone ruchami 
cieplnymi na1 zewnątrz otoczki. 
Jony te zatrzymują się na zewnętrznej 
stronie otoczki, ponieważ przyciągane 
są przez ujemny ładunek pozostały we
wnątrz komórki. W spoczynku komórka 
nie wytwarza pola elektrycznego na 
zewnątrz, ponieważ działania ładunków 
kompensują się wzajemnie. Pod wpły
wem otrzymanego bodźca otoczka ko
mórki mięśniowej zaczyna w miejscu 
pobudzenia przewodzić, następuje miejscowa depolaryzacja otoczki, 
tworzy się warstwa dipolowa, która przesuwa się w kierunku podłużnym 
komórki z szybkością rzędu 1 metra na sekundę. Fala depolaryzacji i na
stępująca poniżej fala repolaryzacji poprzedza mechaniczny skurcz 
komórki mięśniowej. W mięśniu sercowym stan pobudzenia przekazy
wany jest z komórki do komórki w kierunku poprzecznym mięśnia. 
W rezultacie pobudzone komórki tworzą wypadkową warstwę dipolową 
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pobudzenia, która przebiega w kierunku grubościowym mięśnia serco
wego powodując jego skurcz.

Przebieg zjawiska pobudzenia w przekroju poprzecznym (czołowym) 
mięśnia przedstawiono na rys. 2b. Szybkość przesuwania się zaburzenia 
jest w przybliżeniu jednakowa dla wszystkich kierunków poprzecznych 
mięśnia i dlatego warstwa dipolowa trwa dłużej w ścianie grubszej, nale
żącej do lewej komory serca. Na rys. 2c przedstawiono szkic perspekty
wiczny z zaznaczonymi kolejnymi położeniami krańca zaburzenia. Serce 
jako pewnego rodzaju generator dipolowy powoduje w tułowiu rozpływ 
prądów, uzależniony od ukształtowania i rozmieszczenia poszczególnych 
organów. Wypadkowy rozkład pola elektrycznego tułowia dla szczyto
wego momentu pracy serca przedstawiono orientacyjnie n,a rys. 3b.

2. POLE ELEKTRYCZNE W PACJENCIE

Pole elektryczne w pacjencie jest wynikiem działania bardzo wielu 
dipoli utworzonych przez pobudzone komórki mięśnia sercowego. W stanie 
spoczynku komórka nie wytwarza w ośrodku ani pola prądów, ani pola 
elektrycznego. Po' pobudzeniu komórki powstaje warstwa dipolowa 
(rys. 2u). Pole elektryczne tej warstwy zależy od wielkości momentu 
dipola,. od kąta bryłowego, pod którym z danego punktu pola widać 
brzeg o t w o ru przewodzącego komórki, oraz od rozmieszczenia 
stałych elektrycznych ośrodka. Pole elektryczne w przestrzeni, pocho
dzące od jednej komórki wynika z pierwszego prawa Maxwella .jako 

div (e ,
\ at /

przy czym dane jest początkowe rozmieszczenie ładunków na powierzchni 
dipola (tj. zaraz po pobudzeniu)

div eE = Q.
Prąd przesunięcia płynie głównie w ścianie otoczki, gdzie natężenie pola 
jest duże, a jego przedłużeniem w ośrodku są prądy przewodzenia. Po
przez otoczkę komórki płynie prąd przewodzenia jedynie na odcinku 
pobudzenia, tj. przy „otworze", który przesuwa się wzdłuż komórki ze 
względnie małą szybkością i powoduje skracanie się dipola (depolary
zację). Ponieważ pole wytworzone przez dipol nie zależy od jego długości, 
napięcie zaś na powierzchni dipolowej ulega tylko nieznacznemu obni
żeniu w czasie trwania dipola, można przyjąć, że komórka w czasie swej 
aktywności wytwarza w przybliżeniu pole stacjonarne. Wielkość wypad
kowa pola elektrycznegp zależy od ilości i od rozmieszczenia komórek 
jednocześnie pobudzonych w danej fazie cyklu pracy serca.
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Częstotliwość repetycji przebiegów elektrycznych w sercu wynosi 
około 0,9 c/s, najwyższa harmoniczna krzywej prądów serca, która przed
stawia jeszcze wartość dla diagnozy, wynosi około 250 c/s. Ze względu 
na małą częstotliwość nawet najwyższych harmonicznych wpływ zmien
nego pola magnetycznego, towarzyszącego prądom płynącym w pacjencie 
(innymi słowy — wpływ indukcyjności pacjenta), jest do pominięcia.

Rys. 3. Rozkład pola w płaszczyźnie czo
łowej ipacjenta dla szczytowego'momentu 

pobudzania serca.
Rozkład pola wytworzonego: a) przez pojedyn
czy dipol w założeniu ośrodka jednorodnego 
i nieograniczonego, b) przez warstwę dipolową 
U w ośrodku jednorodnym 1 ograniczonym kon
turem tułowia, c) konstrukcja trójkąta Eint- 

hovena.

Również prądy przesunięcia są bez znaczenia, mimo dużej stałej dielek
trycznej ośrodka (£ = 80). W rezultacie, pole elektryczne w pacjencie jest 
typu stacjonarnego 3, a rozpływ prądów jest uwarunkowany rozkładem 

’ Tzn. typu pola prądów stałych.
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przewodności ośrodka i kształtem wypadkowej powierzchni dipo
lowej w sercu.

Właściwości pola stacjonarnego wynikają z ogólnych Maxwellowskich 
równań pola edektromagnetycznego przy zaniedbaniu wszystkich po
chodnych względem czasu. Pole w tym przypadku będzie scharaktery
zowane przez bezwirowość

rot E = 0,

a rozpływ prądów (wyłącznie prądów przewodzenia) będzie bezźródłowy

div oE=0.

W obszarach nieciągłości e i o będzlie istniał ładunek

p = div sE=e div E+E grad £ .4

4 Zastosowano tu praktyczny układ jednostek.
5 Siła przyłożona Ep wyraża fenomenologicznie zjawisko zastępowania w mięśniu 

sercowym częściowo , wyładowanych składowych dipoli przez coraz to nowe dipole 
o pełnym ładunku. W składowych dipolach przez otoczkę płynie faktycznie prąd 
przesunięcia, a nie prąd przewodzenia, tak jakby to wynikało z założenia istnienia 
siły elektromotorycznej.

Podstawiając z zależności
div oE — o div E+E grad <r = 0 

wielkość

div E = —- E grad a 
a

otrzymamy rozmieszczenie ładunku zgodnie z wyrażeniem

grad e grad a
£ a

Jak widać z równań pola stacjonarnego
rot E = 0 i divoE=0,

I
rozkład pola elektrycznego będzie analogiczny do rozkładu pola elektro
statycznego, z tym, że funkcję stałej dielektrycznej spełnia przewodność 
ośrodka, a funkcję źródeł pola elektrostatycznego, tj. funkcję ładunków 
(divEE = ę), spełnia dywergencja siły przyłożonej Ep, która utrzymuje 
różnicę potencjałów obu stron wypadkowej warstwy dipolowej mimo 
upływu ładunków5. Równanie słuszne dla wszystkich punktów pola (tj. 
punktów warstwy dipolowej i wszystkich innych) przedstawia się nastę
pująco:

div a(E — Ep) — 0.

o = eE
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Równanie to można wyrazić analogicznie jak dla pola elektrostatycznego

div E—div Ep —E—
<7

W-przypadku ośrodka jednorodnego otrzymuje się: 
div E-—div Ep, 

albo *
V2ę?=div Ep, 

gdzie grad <p=E.
Jedynym rozwiązaniem tego równania jest

Uwzględniając zależność

otrzymamy

E ■ 1 - — 1
div —— = — div Ep + Ep grad — 

r r r

<?=-—f f f(div^--Ep grad—jdu.
J J J \ r r

Pierwsza część całki w przypadku dostatecznie dużej odległości od dipola
równa się zeru, tak że

• grad — 
r ,

dv.

Gdy siła przyłożona Ep jest stała w obszarze cylindrycznym v = sa, gdzie 
tworząca a || Ep, to

sEp - , 1 p j 1<p = —■- a grad — = grad —. (2)
4?t r 4%e r

Wielkość p=e Epv jest równa momentowi dipola punktowego, który 
w polu elektrostatycznym wytworzyłby taki sam rozkład potencjałów.

3. WEKTOR ELEKTRYCZNY SERCA

Pole elektryczne przedstawione na rys. 3b zdjęto w niżej opisany spo
sób. Z grubej bibuły wycięto profil korpusu i nasycono słabym roztworem 
soli. Odizolowane wzajemnie elektrody metalowe o kształcie podwójnej 
litery U połączono ze źródłem napięcia wolnozmiennego. Następnie za 
pomocą nieobciążającego miliwoltomierza zdjęto kształt powierzchni 
ekwipotencjonalnych. Odwrotne zagadnienie, tj. odtworzenie na pod
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stawie rozkładu potencjałów na powierzchni skóry pacjenta kształtu 
i przebiegu w czasie omówionej poprzednio warstwy dipolowej jest 
możliwe tylko w grubym przybliżeniu.

W przypadkach uproszczonej analizy można warstwę dipolową serca 
zastąpić przez równoważny dipol pojedynczy o momencie tak dobranym 
pod względem wielkości i kierunku, aby rozkład 'pola elektrycznego 
i potencjałów w odległościach dostatecznie-dużych od serca pozostał taki 
sam jak przy warstwie dipolowej [7],

Z podanego ostatnio wzoru na potencjał pola stacjonarnego

sEp - ,1 , rcp = —— a grad — = ka — 
4% r r3

wynikają ważne konsekwencje praktyczne. Mianowicie, jeżeli odległości 
dwóch punktów pola od dipola są jednakowe ri=r2=r, to różnica poten
cjałów między nimi jest

Ui2=ka — ~~~ =k'ar12, (3)
r3

czyli jest proporcjonalna do rzutu momentu na oś łączącą oba punkty 
i do odległości wzajemnej r12 obu punktów. Mierząc zatem różnicę .poten
cjałów pomiędzy trzema parami odpowiednio dobranych punktów prze
strzeni można jednoznacznie odtworzyć moment dipola wytwarzający 
pole.

W czasie każdego cyklu pobudzenia wektor momentu, czyli tzw. wektor 
elektryczny serca, zmienia się rytmicznie, a jego chwilowy kierunek 
w przestrzeni wyznacza chwilową oś elektryczną serca. Na rys. 4 przed
stawiono rzuty zastępczego wektora elektrycznego serca na płaszczyznę 
czołową, strzałkową i poziomą oraz obwiednię końców tego wektora.

Zwrot wektora elektrycznego serca na osi przyjęto przeciwny do 
zwrotu pola elektrycznego, który wynika z pola potencjałów wytwarza
nych przez dipol. W wyniku tego wektor elektryczny serca odtwarza pod 
względem kierunku w przestrzeni i zwrotu siłę przyłożoną Ep w warstwie 
dipolowej, której zwrot jest również przeciwny do zwrotu pola wytwa
rzanego przez ładunki warstwy 6.

Podane wyżej zależności są słuszne w przestrzeni nieograniczonej 
i jednorodnej, w dostatecznie dużej odległości od dipola i przy niezmien
nej jego wartości w czasie. Żaden z tych warunków nie jest spełniony 
w przypadku fizjologicznego generatora dipolowego. Zamiast pola stacjo
narnego jest pole niby-stacjonarne i to w przestrzeni niejednorodnej.

“ Odwrotne założenie spotyka się jedynie w niektórych pracach Sulzera i Du- 
chosala.



Tom III —1954 Odwzorowanie prądów czynnościowych serca 189

Wprawdzie wpływ zmian dipola w czasie na dokładność przytoczonych 
wzorów jest do pominięcia, tak że pole wektora prądu przewodzenia 
pokrywa się z polem stacjonarnym, to jednak deformujący wpływ nie
jednorodnego rozkładu przewodnictwa 
i wpływ skończonych wymiarów ośrodka 
przewodzącego nie są bez znaczenia. Po- 
dolbnie niewielka odległość od serca elek
trod przyłożonych do skóry czyni nieścisłą 
interpretację warstwy dipolowej przez po
jedynczy dipol. Na rys. 3a dla porównania 
zaznaczono pole jakie wytwarza pojedyn
czy dipol według wzoru

<p= — ar. (4)
r3

Z drugiej strony, choć otrzymany na pod
stawie niedokładnie spełnionych założeń 

Rys. 4. Rzuty zastępczego wek
tora elektrycznego serca oraz 
obwiedni końców tego wekto
ra na płaszczyzny: a) czołową, 

b) strzałkową, c) poziomą.
Rysunek odnosi się do przypadku 
zdrowego serca o prawidłowym 

położeniu w klatce piersiowej.

obraz dipola odbiega od obrazu faktycz
nego, to jednak wolbec stosowania przy diagnozie w znacznej mierze me
tody porównawczej obrazu patologicznego z normalnym, niedokładność 
bezwzględna dipola, podobna dla wszystkich badanych przypadków, traci 
na znaczeniu.

4. STAN TECHNIKI WSPÓŁCZESNEJ ELEKTROKARDIOGRAFII  
•

7

7 Patrz literatura 7, 2, 31, 5.
8 Prąd wysterowania typowego „galwanometru" jest rzędu 1 mA.

13 Archiwum Elektrotechniki Tom III

Rozwój elektrokardiografii uzależniony był całkowicie od aparatury 
technicznej, jaka była do dyspozycji. Pierwsze poważne osiągnięcia datują 
się od czasu wprowadzenia w 1903 r, przez Einthovena galwanometru 
strunowego, a następnie w 1924 r. wzmacniaczy z lampami próżniowymi. 
Wzmacniacze te z wyjściem na prosty galwanometr lusterkowy 8, rejestru
jący promieniem świetlnym na papierze fotograficznym, silosowane są 
powszechnie jeszcze dotychczas. Wprowadzona w ubiegłym wieku elek
trokardiografia napięciowa, polegająca na rejestracji w czasie różnicy 
potencjałów różnych punktów organizmu, nie uległa do dziś zmianie mimo 
znacznego postępu techniki. W miarę poznawania zjawisk zachodzących 
w sercu zwiększała się głównie ilość i rodzaj stosowanych odprowadzeń, 
tj. miejsc i sposobów podłączania par elektrod wejściowych wzmacniaczy, 
oraz bogaciła się interpretacja kliniczna otrzymywanych wyników. Obec
nie elektrokardiografia liniowa (tj. zapis napięcia serca w funkcji czasu) 
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stała się niezastąpionym narzędziem umożliwiającym pokonanie wielu 
trudności rozpoznawczych w chorobach serca.

Najklasyczniejsze i powszechnie stosowane są trzy odprowadzenia 
podane jeszcze przez Ęinthovena; elektrody umieszcza się na przegubach 
rąk i przy kostce lewej nogi (rys. 5a).

Rys. 5. Klasyczny układ elek
trod według trójkąta Eintho- 

vena.

Wybór tych odprowadzeń wynikł w znacznym stopniu z ich praktycznej 
dogodności. Wskutek tego, że prądy czynnościowe serca nie zamykają 
się przez kończyny, chwilowa wartość potencjału, np. przegubu prawej 
ręki, jest taka sama jak potencjału prawego barku. W rezultacie trzy 
napięcia między trzema odprowadzeniami kończynowymi równają się 
w przybliżeniu napięciom między wierzchołkami równobocznego trójkąta 
Einthovena z rys. 5b. Przykład trzech zapisów zdejmowanych synchro
nicznie z trzech odprowadzeń kończynowych przedstawiono na rys. 6a. 
Na wykresie podano znormalizowane oznaczenia PQRST załamków 
wykresu. Zespół QRS poprzedza skurcz komór (odpowiada omówionej na 
wstępie fali depolaryzacji mięśnia sercowego), załamek T poprzedza roz
kurcz komór, załamek P poprzedza i współistnieje ze skurczem przed
sionków. Dla diagnozy ważny jest kształt i amplituda każdego z załamków, 
odległość między nimi, miarowość repetycji itd.

Następnym powszechnie stosowanym odprowadzeniem jest układ z tzw. 
sztucznym zerem Wilsona. Trzy elektrody kończynowe łączy się wza-
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jemnie w gwiazdę za pośrednictwem trzech oporów o 5 tysiącach omów. 
Środek gwiazdy — sztuczne zero — zostaje połączony z jednym biegunem 
wzmacniacza (zazwyczaj uziemionym). Drugi biegun wzmacniacza łączy 
się z elektrodą czynną, która zostaje przyłożona do określonych miejsc 
przedsercowych na klatce piersiowej (rys. 5a). Ekgram (elektrokardio- 
gram) zdjęty w ten sposób pozwala wyciągnąć wnioski odnośnie do 
obszaru serca leżącego tuż pod elektrodą badawczą oraz w jej sąsiedztwie.

a

Rys. 6. Jedną z metod diagnozy przy po
mocy elektrokardiogramów liniowych.

a) trzy klasyczne ekgramy liniowe, b) kon
strukcja geometryczna wkgramu zespołu QRS 
(przez porównanie z obwiednią z rys. 4a można 
uchwycić odchylenie od normy), c) rozpoznanie 
schorzenia: residua, po zawale .tylnej ściany 
mięśnia sercowego (zaznaczone ciemną planją).

Otrzymane z kilku odprowadzeń krzywe napięć w funkcji czasu inter
pretuje się przez odniesienie do konturów serca głównie w płaszczyźnie 
czołowej. Podawany przez niektóre nowoczesne podręczniki lekarskie 
sposób wykorzystania ekgramów kończynowych przedstawiono na rys. 6. 
Zgodnie z rozważaniami z poprzedniego rozdziału ekgramy kończynowe 
przedstawiają przebieg w czasie rzutów wektora elektrycznego serca 
na trzy osie równoległe do boków trójkąta Einthovena, w którego środku 

13*



192 J- Keller i J. Ekiel Arch. Elektrot.

jest serce. Umożliwia to odtworzenie za pomocą konstrukcji geo
metrycznej przebiegu w czasie obwiedni wektora elektrycznego 
serca, tj. wkgramu (wektokardiogramu) płaskiego czołowego. Możliwe jest 
przy tym naniesienie podziałki czasowej na otrzymaną krzywą.

Konstruowanie geometryczne wkgramów z ekgramów liniowych jest 
nie tylko żmudne, ale i mało dokładne. Wymiary poszczególnych załam- 
ków wynoszą od kilku do kilkunastu milimetrów, a względnie niewielkie 
przesunięcia fazy załamków między składowymi ekgramami liniowymi 
dają znaczne różnice w kształcie wkgramu. W 1936 roku po raz pierwszy 
zastosowano lampę oscyloskopową do bezpośredniego uzyskania wkgramu. 
Dwa prostopadłe napięcia potrzebne do tego celu uzyskano, również z od
prowadzeń kończynowych. Napięcie z pierwszego odprowadzenia (rys. 5) 
użyto do odchylenia poziomego, natomiast do odchylenia pionowego użyto 
napięcie występujące pomiędzy kończyną dolną a środkiem potencjome
tru załączonego na pierwsze odprowadzenie. Ponieważ ’ punkt na ciele 
pacjenta odpowiadający pod względem napięcia środkowi potencjometru 
(okolica gardła) leży bliżej serca niż pozostałe trzy punkty, uzyskane 
w wyżej podany sposób napięcie pionu należało wzmocnić silniej zgodnie 
ze wzorem (3). Obecnie szereg firm produkuje kąrdioskopy z lampami 
oscyloskopowymi, które pozwalają bądź na rejestrację w czasie ekgramu 
liniowego, bądź na odtworzenie wkgramu w jednej z trzech podstawo
wych płaszczyzn: czołowej, strzałkowej lub poziomej. W przypadku 
wkgramów podziałka czasowa zostaje naniesiona na rysowaną pętlę przez 
modulację (wygaszanie) jasności wykresu z określoną częstotliwością, 
np. 400 c/s. Wektokardioskopy tego rodzaju nie znalazły jeszcze w Euro
pie szerszego zastosowania, jakkolwiek literatura lekarska dotycząca 
wektokardiografii obejmuje już kilkaset pozycji.

5. WADY METODY I APARATURY ELEKTROKARDIOGRAFICZNEJ

Jak to przedstawiono w publikacji: „Zależność kardiogramu od prze
strzennego położenia serca" [21], kształt ekgramów liniowych może w nie
których przypadkach nietypowego położenia serca w klatce piersiowej 
prowadzić do mylnego rozpoznania choroby i na odwrót — istniejące 
stany chorobowe mogą ulec zamaskowaniu 10. Ponadto okazuje się, że jed
ną z zasadniczych wytycznych przy diagnozie jest kąt przestrzenny, 
jaki tworzy pętla załamka T z pętlą zespołu QRS. I wreszcie — znorma
lizowana skala napięcia ekgramów liniowych i związana z tym precyzja 
rejestracji przebiegów napięcia jest za mała w stosunku do współczesnych 
możliwości diagnostycznych.

9 Patrz literatura 17, 21.
10 Badanie rentgenologiczne nie pozwala na ustalenie przestrzennej pozycji serca.
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Poczynając od roku 1938, w przodujących pracowniach lekarskich za
częto zwracać coraz większą uwagę na przestrzenny charakter zjawisk 
elektrycznych zachodzących w sercu n. Do jednoznacznego wyznaczenia 
przestrzennego przebiegu wektora elektrycznego serca wystarczają za
zwyczaj rzuty jego obwiedni na dwie dowolne płaszczyzny. Ze względu 
na nieidentyczność kolejnych cykli pobudzenia serca oba rzuty muszą 
być zdjęte synchronicznie i muszą posiadać wspólną podziałkę czasową. 
Dokładność wyznaczenia przebiegu przestrzennego zależy od technicznej 
precyzji wykonania rzutów. Obserwując jednak pętle uwidocznione na 
ryś. 4 stwierdza się, że nawet przy dużej rutynie uzmysłowienie prze
strzenne przebiegu wektora wymaga dużej wyobraźni, jest trudne i nie
dokładne. Trudności te potęgują się jeszcze w przypadku nietypowych 
objawów chorobowych czy nietypowego położenia serca.

Również przy nauce czytanie przestrzenne rzutów płaskich wymaga 
od uczącego §ię szczególnie dużego wysiłku. Można przypuszczać, że to 
właśnie jest jedną z głównych przyczyn, z powodu których metoda wek- 
tokardiografii (w skrócie: wkgrafii) jeszcze się nie rozpowszechniła, mimo 
że jest niewątpliwie korzystna pod wieloma względami.

Aby przezwyciężyć omówione trudności, zaczęto konstruować z drutu 
modele przestrzenne pętli kardiograficznych, które następnie fotogra
fowano aparatem do zdjęć stereoskopowych. Modele te wykonywano bądź 
to na podstawie wektokardiogramów, bądź kardiogramów liniowych 
(jedno odprowadzenie w kierunku grubościowym pacjenta) [11], [9], Me
toda ta ma niewątpliwie zalety w zastosowaniu do publicystyki i dydak
tyki, jednakże ze względu na niedokładność odwzorowania rzeczywistego 
przebiegu, żmudność oraz długi czas potrzebny na wykonanie modelu jak 
również wysoki koszt jego wykonania, metoda ta nie nadaje się do. zasto
sowania nie tylko w praktyce klinicznej, ale i przy pracach badawczych.

Aby wykorzystać w pełni nowe możliwości, jakie otwiera odwzorowa
nie wektora elektrycznego serca [15] należy:

1. ułatwić uzmysłowienie przestrzennego przebiegu wektora przez 
umożliwienie bezpośredniej obserwacji przestrzennej przebiegów 
elektrycznych z dowolnie obranego kierunku,

2. umożliwić rejestrację synchroniczną dwóch rzutów obwiedni wek
tora na dowolne dwie płaszczyzny, ze szczególnym uwzględnie
niem pary rzutów umożliwiających obserwację stereoskopową,

3. zwiększyć skalę obserwowanych i rejestrowanych przebiegów, jak 
również umożliwić bezpośrednią obserwację i rejestrację fragmen
tów przebiegu (np. załamka T) w dużym powiększeniu.

11 Bibliografia lekarska na temat wektokardiografii przestrzennej zawiera już 
około stu pozycji.
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Spełnienie powyższych zadań usunie w znacznym stopniu trudności 
wynikające z nietypowego położenia serca, ułatwi uzmysłowienie prze
strzennego przebiegu bezpośrednio przy badaniu, jak i potem przy korzy
staniu z dokumentacji, ułatwi proces uczenia się i sprawozdawczość (pu
blikacje). Powiększenie skali przy zachowaniu bezwzględnej wierności 
odtworzenia ułatwi obserwację i umożliwi uchwycenie nowych właściwo
ści dla diagnozy.

Jednym ze sposobów prowadzących do uzyskania założonego wyżej od
tworzenia przestrzennego przebiegów elektrycznych serca jest metoda 
stereoskopowa.

6. ODWZOROWANIE STEREOSKOPOWE12

Przestrzenność przedmiotu w polu widzenia zależy od szeregu czynni
ków zarówno subiektywnych obserwatora, jak i obiektywrfych obserwo
wanego układu. Aby za pomocą układu płaskiego uzyskać złudzenie trój

wymiarowości, należy wyeliminować zarówno 
w obserwowanym układzie, jak i u obserwatora 
te czynniki, które zwracają uwagę oczu na fak
tyczną płaskość przedmiotu. Na odczucie subiek
tywne głębokości składają się przede wszystkim 
następujące cztery czynniki: perspektywa, widze
nie dwuoczne oraz akomodacja soczewek i usta
wienie gałek ocznych.

Znaczenie pierwszego czynnika, czyli perspek
tywy, jest 'największe, ma jego działaniu opiera

Rys. 7. Trzy postacie się malarstwo, sztuka filmowa itd. Warunkiem rnpip to 1P lAnlU-l —
kowy wymiar pionowy, niezbędnym działania perspektywicznego jest 

uprzednia znajomość przedmiotu z wcześniej
szych doświadczeń, co nie jest jednoznaczne i może być przyczyną po
ważnych błędów. Na rys. 7 przedstawiono przykład siły działapia przy
zwyczajeń perspektywicznych. Obserwowane na tym rysunku trzy osoby 
wydają się różnych wzrostów, pomimo iż wysokość ich jest w rzeczywi
stości jednakowa. Zastosowanie efektu perspektywicznego do obserwacji 
pętli jest oczywiście niemożliwe.

Trzeci i czwarty czynnik, tj. wrażenia pochodzące od mięśni oka, dają 
efekt stosunkowo słaby, nie należy o nim jednak zapominać, gdyż dzia
łanie jego jest zazwyczaj czynnikiem utrudniającym uzyskanie złudzenia 
perspektywicznego.

12 Patrz literatura 23, 29.
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Do wykorzystania pozostaje zatem wrażenie przestrzenności wynikłe 
z równoczesnej obserwacji nieidentycznych obrazów przez każde oko ob
serwatora (rys. 8a). Metoda ta ma szereg niedogodności. Zakłada ona, 
oczywiście, posiadanie obu oczu zdrowych; ewentualne różnice między 
nimi powinny być wyrównane za pomocą szkieł. Ponieważ obserwowany 
w kierunku głębokościowym kształt zależy od nieznacznych różnic mię
dzy obu obrazami, różnice te muszą być możliwie dokładnie odtworzone,

Rys. 8. Zasada widzenia stereoskopowego.
a) kąt stereoskopowy, b) poprawka perspektywiczna obrazów stereoskopo
wych. Dla prostoty pokazano pętlę w postaci prostopadłościanu leżącego 
w płaszczyźnie oczu. Obserwowany obraz cd przedniego boku CD jest 
większy od rzutu tego boku na płaszczyznę odwzorowania xy i odwrotnie 

w przypadku tylnego boku AB.

aby nie zafałszowały wypadkowego obrazu. Siła wrażenia przestrzenno
ści przy obserwacji tej samej pary obrazów płaskich jest różna osobniczo. 
Specyficzną cechą jest możność wyrobienia sobie przez ćwiczenie zdol
ności spostrzegania przestrzennego. Początkujący obserwator przy pierw
szych oględzinach niejednokrotnie nie widzi różnic między obserwacją 
jedno i dwuoczną, a nawet widzi mylnie — podwójny obraz. Zazwyczaj 
wkrótce następuje nagłe dostrzeżenie głębokości; obserwator po godzin
nym ćwiczeniu może dojść do takiej wprawy, że jest w stanie zaobserwo
wać niedokładności w różnicach stereoskopowych obu płaskięh obra
zów [29],

Cechą specyficzną stereoskopowej obserwacji pary obrazów jest to, że 
im bardziej skomplikowany jest obraz, tym wyraźniej występuje jego 
przestrzenność. Uchwycenie i ocenę głębokości obrazu można ułatwić 
przez narzucenie na drodze elektrycznej podziałki głębokościowej na obraz 
obserwowany na lampie oscyloskopowej. Podobnie jak w urządzeniach 
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radarowych, po podziałce tej może się ślizgać nastawiany ręcznie wskaź
nik, za pomocą którego można bezpośrednio pomierzyć odległość poszcze
gólnych punktów pętli w kierunku głębokościowym. Pomiary tego ro
dzaju w przypadku w|kgrafi(i miałyby tylko pomocnicze znaczenie, ponie
waż do pomiarów dokładnych są zawsze do dyspozycji rzuty płaskie ob
wiedni wektora serca.

W przypadku pętli wektokardiograficznej technika odwzorowania ste
reoskopowego jest znacznie ułatwiona, ponieważ wymiary (rozciągłość) 
obiektu są stosunkowo niewielkie. Można z powodzeniem przyjąć, że:

1. cały obiekt mieści się w płaszczyźnie poziomej,
2. głębokość całkowita pętli jest niewielka, tj. że żadna jej część nie 

jest ani bardzo blisko, ani bardzo daleko od obserwatora.
Pierwsze założenie umożliwia zaniedbanie wpływu kąta elewacji na 

wymiary obrazu, drugie pozwala zaniedbać tzw. poprawkę perspekty
wiczną. Przy uwzględnieniu poprawki należałoby regulować skalę obrazu 
(tj. wzmocnienie napięć obrazów płaskich) zgodnie z chwilową odległością 
punktu obrazu od obserwatora (rys. 8). Zaniedbanie poprawki perspekty
wicznej powoduje pozorne zmniejszenie wymiarów tej części pętli, która 
jest bliska obserwatora, a powiększenie — części odległej. Wobec tego, 
że w metodyce lekarskiej stosuje się w znacznym stopniu metodę porów
nawczą, ten nieznaczny błąd traci całkowicie na znaczeniu.

Metody obserwacji pary obrazów stereoskopowych są najrozmaitsze [29J, 
wybór metody zależy od rozmiaru obrazów, od wymaganej łatwości ob-

Rys. 9. Para stereoskopowa pętli wektokardiogra- 
ficznych. Do obserwacji przestrzennej odtwo
rzonej pętli należy posłużyć się kawałkiem 
sztywnego papieru (5X15 cm) ustawionego przed 
oczami tak, aby każde oko widziało tylko jeden 
obraz składowy. Obrazy pętli powinny być trzy

mane równolegle do oczu.

serwacji i od ilości osób, 
które mają równocześnie ob
serwować obraz. W najprost
szym przypadku, tj. przy 
małym wymiarze pętli i jed
nym obserwatorze, nie jest 
potrzebne żadne urządzenie 
optyczne. Do obserwacji 
przestrzennej pętli przedsta
wionej na rys. 9 wystarcza 
kawałek sztywnego papieru, 
o wymiarach około 5X15 cm, 
trzymany między oczami 
w ten sposób, aby każde oko 
widziało tylko jedną pętlę 

płaską. Przy pewnym wysiłku ze strony obserwatora gałki oczne ustawią 
się tak, że składowe obrazy padną na odpowiadające sobie partie siat
kówki dając wspólny obraz, przestrzenny. Większy od normalnego kąt
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Rys. 10. Układ 
optyczny okularu 
pozwalający na 
nałożenie na sie
bie pary obrazów 

stereoskopowych.
Przebieg promieni 
obrazu obserwowa

nego przez lewe 
szkło okularu jest 

symetryczny do za- 
znaczonego dla 

szkła prawego.

rozstawienie gałek ocznych wymaga tym większego wysiłku od obser
watora, im większa jest odległość między składowymi obrazami.

Następny bardzo prosty sposób polega na obserwowaniu składowych 
obrazów przez soczewki po około +7 dioptrii każda (rys. 10). W tym przy
padku odległość między środkami obrazów powinna 
być nieco mniejsza od odległości między źrenicami 
ocznymi (soczewkami). Wtedy urojone obrazy skła
dowe, widziane przez obserwatora tak ulegają prze
sunięciu, że stają się zbieżne (pokrywają się wza- 
jemnie) przy naturalnym nieprzymuszonym usta
wieniu oczu, jak to pokazano na rys. 10. Przy roz
stawieniu obrazów mniejszym od rozstawienia oczu 
maleje wrażenie głębokości [23], Z tych względów 
dla celów amatorskiej fotografii stereoskopowej sto
suje się rozstawienie obrazów równe rozstawieniu 
gałek ocznych, mimo znacznego utrudnienia w uzy
skiwaniu wrażenia zbieżności obrazów. W przypadku 
wektokardiografii optyczne zmniejszenie się wraże
nia głębokości jest korzystne, ponieważ maleje błąd 
w odtwarzaniu przestrzennym, spowodowany przez 
niezamierzoną różnicę między składowymi 
obrazami (różnicę wynikłą z niedoskonałości tech
nicznej urządzenia), podczas gdy powiększenie elek
tryczne właściwej różnicy stereoskopowej składo
wych obrazów nie sprawia trudności. Przy tej me
todzie szerokość obrazu składowego nie może być 
wiele większa od około 30 mm, tj. od połowy odle
głości między oczami. Dla celów wkgrafii jest to 
całkowicie wystarczające, ponieważ na skutek działania soczewek obser
wowane urojone obrazy pętli ulegną nie tylko nasunięciu na siebie, ale 
i około dwukrotnemu powiększeniu.

Istnieje cały szereg metod optycznych, które pozwalają obserwować 
przestrzennie obrazy o dużych wymiarach. W przypadku tym do nałoże
nia obrazów na siebie stosuje się pryzmaty i lustra. Z uwagi na niewielkie 
wymiary pętli wkgraficznych metody te nie mają zastosowania, chyba że 
obserwacja obrazu przestrzennego ma być umożliwiona większej ilości 
osób równocześnie. Zadanie to może być zrealizowane na przykład 
w układzie przedstawionym na rys. 11. Przy użyciu okularów ze szkłami 
polaryzującymi i zastosowaniu polaroidów przy każdym pryzmacie 
(rys. 11) staje się możliwa obserwacja zbiorowa w zakresie dość dużego 
kąta przestrzennego. Projekcja na ekran obu obrazów z nowoczesnych 
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projekcyjnych lamp oscyloskopowych i użycie polaroidów umożliwia ob
serwację przestrzenną dużej ilości osób [29],

Rys. 11. Układ umożliwiający 
obserwację stereoskopową 

dużych obrazów.

W przypadku wektokardiografii moż
liwe są prostsze rozwiązania techniczne, 
nadające się zarówno do obserwacji 
zbiorowej, jak i do publicystyki. Ze 
względu na geometryczny charakter 
obu Obrazów wystarcza zastosowanie 
obrazów składowych o różnych bar
wach, np. zielonego i czerwonego, i ob
serwacja przez dwukolorowe okulary. 
Przy uzgodnieniu barwy składowego 
obrazu z barwą szkła okularu każde

oko widzi tylko jeden obraz z dwóch Obrazów nałożonych wprost jeden 
na drugi. Sposób ten nadaj e się szczególnie do dydaktyki przy użyciu 
epidiaskopu. Koszt wykonania okularów z kawałka tektury i dwóch 
barwnych krążków celofanowych jest minimalny.

7. UKŁAD ELEKTROD PACJENTA I ELEKTROD OSCYLOSKOPU 
PRZY WEKTOKARDIOGRAFII STEREOSKOPOWEJ

Do otrzymania rzutu wektora serca na płaszczynę wystarczają rzuty 
tego wektora na dwie dowolne osie leżące w tej płaszczyźnie. Znając 
przebieg tych rzutów w czasie można utworzyć rzut obwiedni wektora. 
W jednym z wektokardioskopów do wykreślenia płaskiego wkgramu za
stosowano galwanometr o lusterku obracanym wokół dwóch osi tworzą
cych kąt 120°. Dzięki temu do uzyskania pętli płaskiej można było użyć 
dwóch klasycznych odprowadzeń według trójkąta Einthovena.

Jeżeli jednak do odwzorowania pętli ma być użyta lampa oscylosko
powa, staje się konieczne uzyskanie rzutów wektora serca na dwie osie 
wzajemnie prostopadłe. Jeden ze sposobów, polegający na wyzyskaniu 
do tego celu napięć kończynowych, opisano w rozdziale 4. Sposób ten ma 
jednak tę zasadniczą wadę, że do napięć pochodzenia sercowego dodają 
się zakłócające napięcia biologiczne, pochodzące z drżenia mięśni kończy
nowych. Napięcia te czynią często niecelowe stosowanie wzmocnienia 
większego niż wzmocnienie odpowiadające czułości znormalizowanej 
1 cm/mV, a przez to ograniczają wymiary pętli do około 1 centymetra. Aby 
móc uzyskać duży i czytelny obraz pętli, który pozwoliłby na nowe ob
serwacje diagnostyczne, staje się konieczne przeniesienie elektrod bez
pośrednio na korpus pacjenta. W tym przypadku, oczywiście, odpada do
godność stosowania odprowadzeń według trójkąta, przy czym spośród 
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szeregu innych stosowanych odprowadzeń z korpusu pacjenta, najbardziej 
celowy jest układ trójprostopadły, który pokazano na rys. 12 [13], [22] 13.

13 W piśmiennictwie lekarskim układ ten nazywany jest układem ostrosłupa 
prostokątnego lub sześcianu.

Zaletą układu (rys. 12) jest to, że wnętrze sześcianu wypełnia ośrodek 
w znacznym stopniu jednorodny, a mianowicie tkanka płucna. W wyniku 
tego maleją błędy odwzorowania omówione uprzednio,, z drugiej zaś 
strony układ ten dostarcza wprost napięć potrzebnych dla płytek typo-
wego oscyloskopu. Ponieważ odległość strzał
kowa między elektrodami 1—3 (rys. 12) jest 
nieco mniejsza od dwóch pozostałych, wzmoc
nienie tej składowej należy powiększyć o około 
10°/0 zgodnie ze wzorem (3). Otrzymane po wzmo
cnieniu K trzy napięcia z trzech odprowadzeń 
sześcianu: UX~KU12; Uy = KUil i UZ=1.1KU1S 
są proporcjonalne do rzutów elektrycznego 
wektora serca V na trzy osie xyz. Oznaczając 
współczynnik proporcjonalności przez a , geo- 
metryczna suma rzutów tworzy wektor Rys. 12. Układ elektrod 

według sześcianu.
aV—iUx-\- jUy-\~kUz •

Aby uzyskać dwa obrazy pary stereoskopowej, najdogodniej jest zasto
sować jedną lampę oscyloskopową o dwóch promieniach rysujących rów
nocześnie obrazy lewy i prawy dla lewego i prawego oka. Do odchylania

Rys. 13. Dodatek stereoskopowy.

pionowego obu promieni służy to 
samo napięcie Uy. Zakładając, że 
lewe oko obserwatora patrzy na pę
tlę wzdłuż osi z z dostatecznie dużej 
odległości, można do odchylenia po
ziomego lewego obrazu użyć wprost 
napięcia Ux. Napięcie odchylające 
w poziomie promień prawy musi od
powiadać rzutowi wektora serca na 
oś x’, odchyloną w poziomie od osi x 
o kąt zależny od żądanego złudzenia 
głębokości. W tym celu stosowano 
dodatkową elektrodę w punkcie' 2’ 
przesuniętą nieco względem elek
trody 2 pokazanej na rys. 12 [28],

Przy metodzie tej jednak właściwa zmiana napięcia, wynikająca z rzuto
wania wektora serca na nową oś 1—2’, maskowana jest przez wpływ de
formacji pola wynikający z krańca ośrodka przewodzącego. Podobnie nie
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jednakowe zamocowanie elektrod (od przypadku do przypadku) powoduje 
niejednoznaczność wyników, nawet dla tego samego pacjenta.

Dla otrzymania napięcia odpowiadającego rzutowi wektora serca na 
nową obróconą oś nie potrzeba wcale nowego odprowadzenia; napięcie 
to można uzyskać prościej i dokładniej stosując transformację współrzęd
nych. Uwzględniając, że kąt a obrotu osi x jest niewielki (około 10°), 
można z powodzeniem zaniedbać zmianę wielkości napięcia Ux(cos a=l), 
a jedynie dodać do niego algebraicznie rzut Uz na nową oś x’ (rys. 13)

U2 cos (90°-a) = aUz.

W rezultacie napięcie odchylające poziome prawego obrazu będzie się róż
niło od napięcia poziomego lewego obrazu o niewielki dodatek stereosko
powy wyrażony przez «UZ.

8. ZMIANA KIERUNKU OBSERWACJI

Transformacja współrzędnych pozwala na drodze elektrycznej zmienić 
kierunek obserwacji pętli bez potrzeby przemieszczania elektrod. Ozna
czając przez z’ nowy kierunek, z którego patrzy na pętlę lewe oko, a przez 
x’ — nową oś, która razem z osią z’ wyznacza płaszczyznę przechodzącą 
przez obie źrenice, i wreszcie przez y’ —■ trzecią oś prostopadłą do x’ i z’, 
otrzymamy następujące wzory na trzy nowe napięcia odpowiadające 
rzutom wektora serca na trzy nowe osie:

Ux = cos ax Ux + cos ay Uy^cos az Uz

Uy COS Ux ~f“ COS Py Uy cos ^z UZ (5)

Uz = cos yx Ux + cos yy Uy + cos yz Uz.

We wzorach tych a, p, y oznaczają kąty kierunkowe, jakie tworzą osie x’ 
y’ z’ z osiami xyz układu podstawowego.

Jeżeli za pomocą potencjometrów według powyższych wzorów zostaną 
utworzone dwa nowe napięcia U^ i U'x z trzech wzmocnionych napięć 
pacjenta Ux, Uy , Uz, to-otrzymana na oscyloskopie pętla będzie odpo
wiadać tej samej co poprzednio pętli przestrzennej, rzutowanej z nowego 
kierunku z’. Drugi obraz pary stereoskopowej powstanie analogicznie jak 
poprzednio przy użyciu do odchylania napięć U' i U'x+aU'z.

Posługując się potencjometrami można dogodnie „obejrzeć" pętlę ze 
wszystkich stron a potem ustawić ją w znormalizowanym położeniu nie
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zależnie od osobniczego położenia serca. Przy zastosowaniu do tego celu 
potencjometrów o charakterystykach kosinusoidalnych nastawiony kie
runek patrzenia można odczytać wprost na liniowych skalach pokręteł [29].

Część II

Stereokardiograf wykonany w Zakładzie Budowy Aparatów 
Elektromedycznych Politechniki Warszawskiej

Aby wykórzystać możliwości, jakie otwiera dla diagnozy odwzorowanie 
wektora elektrycznego serca, zastosowana metoda odwzorowania musi 
spełniać wymagania postawione w rozdziale 5, pkt 1—3. W Zakładzie 
Budowy Aparatów Elektromedycznych Politechniki Warszawskiej w la
tach 1951—1953 opracowywano metodę oraz równolegle budowano apa
raturę, która spełniałaby w warunkach klinicznych wymienione wyżej 
wymagania 14.

1. UKŁAD OGÓLNY

Widok ogólny urządzenia pokazano na rys. 14. Schemat blokowy ste- 
reokardiografu przedstawiono na rys. 15.

Rys. 14. a) Widok ogólny stereokardiogratu, b) widok od tyłu, 
po zdjęciu płyt osłonowych.

Wewnątrz klatki — na stanowisku pacjenta — znajdują się: pacjent, 
przedwzmacniacze, bateria i akumulator.

Wzmocnione napięcia pacjenta doprowadzone są z klatki do stanowiska 
lekarskiego. Na stanowisku lekarskim znajdują się: układy elektronowej

11 Od Redakcji: Opracowana metoda i zbudowana aparatura zostały odznaczone 
w 1953 r. nagrodą państwową w dziale nauki.
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transformacji współrzędnych, układy do utworzenia napięć odpowiada
jących parze płaszczyzn stereoskopowych, wzmacniacze końcowe, prze
łącznik elektronowy, szereg urządzeń pomocniczych oraz lampy oscylo
skopowe do obserwacji i rejestracji przebiegów elektrycznych serca.

Zasilanie wymienionych układów jest wyłącznie sieciowe.

przełącznik

Rys. 15. Schemat blokowy stereokardiografu.

2. WZMACNIANIE I TRANSFORMACJA SYGNAŁU PACJENTA

2. 1. Przedwzmacnia. cze

Jeżeli jeden z punktów na ciele pacjenta zostanie uziemiony, to poten
cjały pobrane z innych punktów ciała będą miały względem ziemi, w ty
powych warunkach, dwie składowe: jedną — pochodzącą od biologicznych 
prądów czynnościowych — i drugą — indukowaną w pacjencie przez pola 
elektryczne i magnetyczne sieci [16], Szczytowa wartość chwilowa napię
cia czynnościowego serca jest rzędu 1 mV, podczas gdy napięcie zakłóceń 
sieciowych może być sto i więcej razy silniejsze, zależnie od warunków 
miejscowych. W przodujących rozwiązaniach technicznych aparatów 
komercyjnych do kardiografii liniowej stosuje się specjalny układ wzmac
niacza oraz żarzenie prądem wielkiej częstotliwości lamp pierwszego 
stopnia wzmacniacza. Ze względu na założone uprzednio (rozdział 5) 
pięciokrotne powiększenie wektokardiogramu w stosunku do obrazu wy
nikającego ze znormalizowanego wzmocnienia (przy niezmienionym 
poziomie przeszkód na wyjściu) konieczne stało się zaekranowanie 
pacjenta oraz przedwzmacniaczy za pomocą klatki.
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Ze względu na eksperymentalny charakter urządzenia "zastosowano do 
przedwzmacniaczy zasilanie bateryjno-akumulatorowe. Aby zmniejszyć 
zakłócenia biologiczne, pochodzące głównie od drżenia mięśni szkieleto
wych (o amplitudzie bardzo różnej osobniczo), umieszczono elektrody nie 
na kończynach, lecz bezpośrednio na korpusie (patrz rys. 12).

Wszystkie trzy kanały wzmacniające trzech napięć wzajemnie prosto
padłych są typu encefalograficznego, przy czym każdy z kanałów posiada 
cztery przeciwsobne stopnie wzmocnienia o dużej dyskryminacji sygnału 
i przeszkód. Schemat uproszczony dwóch pierwszych stopni przedwzmac- 
niacza jednego kanału przedstawiono na rys. 16a, schemat ideowy — na 
rys. 16b, a widok ogólny — na rys. 17.

Układ przedstawiony na rys. 16 pozwala pracować przy nieuziemionym 
pacjencie i nie wymaga, aby wzmacniacze wstępne wszystkich kanałów 
miały jedną wspólną elektrodę. Ta ostatnia właściwość może stać się ko
rzystna, gdyby w przyszłości okazało się, że lepiej jest pracować przy 
inaczej rozmieszczonych elektrodach.

Cechą specyficzną wzmacniacza z rys. 16 jest duży niebocznikowany 
kondensatorem opór katodowy, znacznie większy, niż jest to potrzebne 
do uzyskania właściwej polaryzacji siatki. Przy założeniu idealnej syme
trii wzmacniacza z układu zastępczego (rys_ 16c) wynikają następujące 
uproszczone zależności charakteryzujące działanie wzmacniacza:

(Ui-UJ+^-CUi + Ua)

j2=-s- 
2

(U2 — U1)+~^(U1 + U2)
(6)

gdzie S jest nachyleniem pentod w punkcie pracy, a D=2 SRk jest współ
czynnikiem dyskryminacji układu [16], [4],

Z podanych wzorów wypływają ciekawe wnioski. Oba napięcia U1 i U2 
sterujące wzmacniacz (rys. 16b) składają się z napięć Up i Uz wytworzo
nych przez pacjenta i przez pole zakłóceń sieciowych. Działanie ich do
godnie jest rozpatrzyć osobno. Napięcia pacjenta Up doprowadzone do 
siatek wejściowych wzmacniacza są w antyfazie, tj.

Upi— UP2 ~UP 
2

Wzmocnienie tych napięć jest, typowe i wynosi

ka = SRa = 1 mA/V • 90 kQ = 90V/V.
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Napięcia zakłóceń, pochodzące-głównie od pola elektrycznego sieci [16], 
są synfazowe na obu siatkach UZi=UZ2 = Uz. Oscyloskop włączony różni
cowo na końcu wzmacniacza nie odtworzy, oczywiście, napięć sterujących

jednakowo obie siatki wejściowe wzmacniacza. Jednak nie można tu za
stosować zwykłego wzmacniacza przeciwsobnego, gdyż przy wzmocnieniu 
potrzebnym do uzyskania właściwej amplitudy napięć serca stopień koń
cowy wzmacniacza byłby przesterowany zakłóceniami. W zastosowanym 
układzie D = 2SR/; = 100, tak że wzmocnienie synfazowe

ks = ka/D = 90 V/V: 100 = 0,9
jest mniejsze od jedności. Pozwala to pracować przy napięciu wejściowym 
zakłóceń wielokrotnie większym od napięcia pacjenta bez obawy prze- 
sterowania wzmacniacza.

W dotychczasowych uproszczonych rozważaniach przyjęto dwa założe
nia: pierwsze, że napięcia zakłóceń sieciowych są na obu siatkach lamp 
wejściowych identyczne, drugie, że wzmacniacz jest idealnie symetryczny. 
Oba założenia są w praktyce spełnione tylko w przybliżeniu. Sygnały za
kłóceń sieciowych nie są całkiem identyczne na obu siatkach, choćby 
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skutkiem'oddziaływania pola magnetycznego sieci (rys. 16d) [16], W uję
ciu symbolicznym Uzi=Uzl+UZ , gdzie napięcie różnicowe zakłóceń U, 
określa różnicę geometryczną między obu zakłócającymi napięciami. 
W tym przypadku można uważać, że oprócz identycznych synfazowych 
napięć zakłócających UZ1 i Uz2 — Uz działa jeszcze jedno napięcie Uz , 
ale już tylko na jedną siatkę. Ze wzoru (6) dla tego napięcia wypada 
wzmocnienie równe0,5 ka =45 V/V. W rezultacie, wzmocnione napięcie jed
nej siatki ukaże się na obu anodach — zarówno lampy sterowanej, jak

Rys. 17. Zespół trzech przedwzmacniaczy sygnału 
pacjenta (po zdjęciu osłonnego pudła).

i drugiej lampy tej samej pary — i to z równą amplitudą i odwrotną fazą. 
Okazuje się, że układ ma właściwości symetryzacji, tj. że sygnał przyło
żony na jedną tylko siatkę tak zostaje wzmocniony, jakby to samo napię
cie było przyłożone różnicowo między obie siatki wejściowe. Ta właści
wość układu powoduje, że niesymetryczne zakłócenia mogą sterować 
oscyloskop.

Podobnie jak założona uprzednio symetria przeszkód tak i idealna sy
metria elementów i lamp wzmacniacza nigdy nie jest spełniona całkowi
cie w praktyce i może spowodować wystąpienie na oscyloskopie silnych 
zakłóceń, nawet przy identycznych zakłóceniach na wejściu. Wynika to 
z tego, że wskutek niecałkowitej symetrii wzmacniacza napięcia synfa- 
zowe o równej amplitudzie po przejściu przez pierwszy stopień wzmacnia
cza nie będą miały jednakowej amplitudy na wyjściu, w wyniku czego 
dalsze stopnie wzmacniacza będą sterowane napięciem równym różnicy 
między nimi. Napięcie to zostanie w pełni wzmocnione i odtworzone na 
oscyloskopie. Z drugiej strony, dla rzeczywistego wzmacniacza o niecał
kowitej symetrii istnieje taki stosunek napięć wejściowych, przy którym 
zniknie napięcie różnicowe na wyjściu.

14 Archiwum Elektrotechniki Tom III
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W zbudowanym układzie zastosowano dwie metody dodatkowego zwal
czania zakłóceń sieciowych. Jedna polega na doprowadzaniu stosunku na
pięć zakłócających do takiej wartości, przy której znika napięcie różni
cowe na wyjściu (potencjometr Rs, rys. 16a); druga metoda polega na do- 
regulowaniu parametrów lamp i -wielkości elementów wzmacniacza do 
zakłócających napięć wejściowych (potencjometry: Re, Rk i Ra). Obie me
tody są skuteczne, jeżeli napięcia zakłócające nie są przesunięte w fazie 
lub odkształcone w różny sposób.

Na skutek symetryzującego działania wzmacniacza oba napięcia wyj
ściowe są praktycznie jednakowe co do wartości bezwzględnej, niezależ
nie od tego czy wzmacniacze są sterowane symetrycznie,, czy też niesy
metrycznie. Nieidealne wyrównanie elementów wzmacniaczy ma większy 
wpływ na nierówności napięć wyjściowych niż sposób sterowania.

W zbudowanym wzmacniaczu włączenie napięć wejściowych (dołącze
nie elektrod) może być symetryczne bądź niesymetryczne, zależnie od 
potrzeb i lokalnych warunków zakłóceń (dobroci klatki). Napięcia wej
ściowe wszystkich trzech przedwzmacniaczy wykorzystywane są do dal
szej pracy jako niesymetryczne; pozwala to na wybór między dwoma na
pięciami o fazach odwróconych wzajemnie o 180°.

Pasmo częstotliwości przenoszonych przez przedwzmacniacz wynosi 
0,044-2500 c/s, a więc spełnia (z dużym zapasem) wymagania stawiane dla 
kardiografów przez normy.

Do cechowania czułości wzmacniacza na jego wejście może być włą
czone napięcia wzorcowe 0,2 lub 0,5 mV otrzymywane z dzielnika oporo
wego oraz bateryjki 1,5 V kontrolowanej woltomierzem. Układ kalibru
jący znajduje się przy przedwzmacniaczach, ale może być włączany przez 
lekarza z zewnątrz, bez potrzeby wchodzenia do klatki.

2.2. Zmiana kierunku obserwacji pętli15

15 Patrz literatura 29, 8.

Aparat zawiera układ elektronowy, pozwalający na obrót elektryczny 
pętli, zarówno dla rejestracji pary rzutów na różne płaszczyzny, jak i do 
obserwacji oraz rejestracji stereoskopowej z różnych kierunków patrze
nia. Pozwala to dogodnie obejrzeć pętlę ze wszystkich stron, a w razie 
potrzeby ustawić ją według normalnej pozycji serca.

Dla osiągnięcia tego celu przebadano układy, których zasadę działania 
przedstawiają uproszczone schematy na rys. 18 oraz 19.

Układ przedstawiony na rys. 18 pozwala na wykonanie ogólnej trans
formacji współrzędnych, zgodnej z równaniami (5). Napięcia przeznaczone 
do transformacji czerpane są z potencjometrów skokowych, zasilanych 
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symetrycznie z wyjścia przedwzmacniaczy. Dodawanie trzech napięć od
powiadających trzem podstawowym kierunkom następuje przez sumowa
nie się spadków napięć, które dają trzy prądy anodowe płynące przez 
wspólny opór anodowy trzech pentod. W rezultacie, w układzie tym po
trzeba 9 lamp do zrealizowania pełnej transformacji współrzędnych. Dla 
zmniejszenia ilości lamp i. uproszczenia układu można pentody zastąpić 
przez duotriody, z tym że należy pracować małymi amplitudami, aby 
uniknąć wzajemnego oddziaływania napięć poprzez zakrzywienia cha-

Rys. 18. Układ do transformacji współrzędnych.

rakterystyk lamp (wpływu zmiany napięcia anodowego, powodowanego 
przez jedną triodę, na wzmocnienie dwu pozostałych triod). Sprzężenie 
pojemnościowe kanałów przez pojemności międzyelektrodowe może być 
pominięte dzięki niskiemu zakresowi częstotliwości prądów serca.

Aby otrzymane na wyjściu układu trzy nowe napięcia odpowiadały 
rzutom wektora elektrycznego serca na trzy nowe kierunki, należy od
powiednio uzgadniać położenie dziewięciu przełączników napięć wejścio
wych. Uzgadnianie to jest kłopotliwe, ponieważ przy zmianie położenia 
jednego z przełączników należy doregulować położenie innych, wprowa
dzenie zaś sprzężenia mechanicznego pomiędzy przełącznikami powoduje 
uciążliwe rozbudowanie przełączników i montażu. Z tych względów bar
dziej praktyczny jest układ przedstawiony na rys. 19, który choć zawiera 
więcej lamp niż poprzedni, to jednak pozwala na prostą i przejrzystą 
zmianę kierunków odwzorowania16. Trzy przełączniki, każdy o dziewię
ciu pozycjach i czterech szczotkach kontaktowych (po dwie na dwu pię
trach), wystarczają aby regulować:

16 Patent Nr 37233

14*
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1. azymut — obrót płaszczyzny xz koło y,
2. elewację — obrót płaszczyzny x’y koło z’,
3. skręt — obrót y’ z’ koło x”.

Pozwala to przy nietypowej pozycji serca regulować odchylenie ko
niuszka serca w przód i w tył albo w górę i w dół.

pr
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Rys!. 19. Schemat uproszczony układu do zmiany kierunku obserwacji pętli.
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 rejestracja
Wpływ obrotu układu współrzędnych na wygląd wektokardiogramów 

przedstawiono na rys. 21 i 23.
Napięcia przeznaczone do transformacji czerpane są symetrycznie 

z wyjścia przedwzmacniaczy. Za pomocą przełącznika zwrotu obraz pętli 
może być obrócony skokiem dokoła każdego z kierunków podstawowych 
o wielokrotność kąta prostego. W dalszej części układu za pomocą trzech 
przełączników (azymutu, elewacji i skrętu x) odbywa się obrót pętli co 10° 
w granicach ±40°. Po superpozycji przekształceń zmiana kierunku ob
serwacji pętli może następować co 10° w granicach kąta pełnego (360°). 
Układ składa się z sześciu jednakowych układów cząstkowych, z któ
rych każdy sumuje algebraicznie dwa napięcia pacjenta o wielkościach 
i fazach odpowiadających nastawionemu na przełącznikach kątowi obrotu. 
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Układy cząstkowe posiadają duży opór katodowy, zapewniający jedna
kowe wzmocnienie obu lamp układu sumującego.

Po przeprowadzonym obrocie współrzędnych składowe napięcia prze
chodzą na przełączniki obserwacji i rejestracji. Przełączniki te umożli
wiają uzyskanie na ekranach lamp oscyloskopowych elektrokardiogramów 
liniowych oraz kompletu rzutów prostopadłych lub stereoskopowych, od
powiadających nastawionym uprzednio kierunkom obserwacji. Głębia, od
wzorowania stereoskopowego może być regulowana (rys. 19) przez zmianę 
tej części składowego napięcia, w kierunku głębokościowym U", które 
jako dodatek stereoskopowy jest dosumowywane do napięcia U" odchy
lającego świetlik jednego obrazu pary stereoskopowej.

3 REJESTRACJA PRZESTRZENNYCH PRZEBIEGÓW ELEKTRYCZNYCH 
SERCA 17

17 Patrz literatura 10.

3.1. O d w z o r o w a n i e n a płaszczyznach prostopadłych
Najczęściej spotykanym dotychczas odwzorowaniem przebiegów wek

tora elektrycznego serca jest rejestracja rzutów pętli utworzonej przez 
obwiednię końców wektora na dwie płaszczyzny: czołową xy oraz strzał
kową yz (rys. 12). Aby rzuty te wyznaczały jednoznacznie kształt prze
strzenny pętli, konieczna jest rejestracja synchroniczna obu rzutów. 
W zbudowanym aparacie zastosowano do tego celu lampę oscyloskopową 
dwustrumieniową oraz trzy wzmacniacze oscyloskopowe, sterowane na
pięciami jednego z przełączników odwzorowania układu transformacji 
współrzędnych.

Schemat uproszczony jednego z trzech wzmacniaczy oscyloskopu przed
stawiono na rys. 20. Napięcie sterujące, otrzymane z przełącznika odwzo
rowania, doprowadzone jest niesyme
trycznie do jednej tylko siatki wzmac
niacza. Regulacja wzmocnienia odbywa 
się za pomocą pojedynczego potencjo
metru Rc ■ Dzięki symetryzującym wła
snościom układu (Cz. II, rozdz. 2. 1) 
napięcia wyjściowe sterują symetrycz
nie obie płytki odchylające lampy oscy
loskopowej. Przesuw obrazu na ekra
nie odbywa się przez zmianę potencjału. . . Rys. 20. Schemat uproszczony wzma-
siatki drugiej lampy wzmacniacza. cniacza oscyloskopu.
Regulacja ta powoduje symetryczną
zmianę składowych stałych napięcia obu płytek oscyloskopu, przy czym 
przesuw następuje bez opóźnienia.
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Przy nastawieniu przełącznika odwzorowań w położenie płaszczyzny 
prostopadłe i przy zerowym położeniu układu do transformacji współ
rzędnych płytki odchylające w pionie obu systemów lampy dwustrumie- 
niowej sterowane są tym samym wzmocnionym napięciem z odprowa
dzenia 1—4 (rys. 12). Równocześnie płytki odchylenia poziomego jednego

C.5mV-3cm

Rys. 21. Wektokardiogramy 
płaszczyznowe:

a) czołowy i strzałkowy, b) po obrocie 
w płaszczyźnie czołowej o 30°, c) po 
obrocie w płaszczyźnie strzałkowej o 30' 
(obok zaznaczono skalę napięć). Zwrot 
napięć przyjęto zgodnie ze zwrotem 

przyjętym przez Einthoyena.

systemu sterowane są wzmocnionym napięciem 1—2, drugiego zaś systemu 
— napięciem 1—3. W rezultacie powstają wektokardiogramy płaskie: 
czołowy i strzałkowy, które mogą być rejestrowane za pomocą nadbudo
wanego aparatu fotograficznego na wspólnej błonie o wymiarach 6X9 cm. 
Ro przeregulowaniu układu transformacji współrzędnych można rejestro
wać rzuty pętli na dowolną parę prostopadłych płaszczyzn.

Dla kanałów sterowanych napięciami Ux oraz Uy/wypadkowe wzmoc
nienie wynosi około 200 V/mV. Wzmocnienie kanału Uz jest o lO°/o 
większe zgodnie z rozważaniami w rozdziale 7. Przy tych wzmocnieniach 
ekran lampy oscyloskopowej o średnicy 90 mm jest w pełni wy
korzystany.
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Na rys. 21a przedstawiono w skali 1:1 fotografię stykową, otrzymaną 
z aparatu fotograficznego wektokardiografu, a na rys. 21 b, c —1 obrazy 
obrysu elektrycznego tego samego serca po obrocie współrzędnych w azy
mucie oraz, elewacji o 30°.

Cechowanie czułości kanału odbywa, się za pomocą napięcia wzor
cowego, włączonego w szereg. z napięciem pacjenta. Cechowanie to 
pozwala ponadto na określenie zwrotu napięcia pacjenta dla każdego 
kierunku.

3. 2. Odwzorowanie na płaszczyznach 
stereoskopowych

Do celów fotografii stereoskopowej można na ekranie tej samej lampy 
oscyloskopowej utworzyć dwa rzuty pętli na dwie płaszczyzny nachylone 
wzajemnie pod niewielkim kątem 
(8-r-12°) zgodnie z rozważaniami 
w rozdziale 7. W położeniu płaszczy
zny stereoskopowej przełącznik od
wzorowania kojarzy wzmacniacze 
oscyloskopowe według rys. 2218. 
Przy zerowym położeniu przełączni
ków obrotu wzmacniacz Wy, stereo- 
wany napięciem Uy (rys. 13), odchyla 
oba świetliki w pionie. Lewy wzmac
niacz W i, stereowany napięciem Ux, 
odchyla lewy świetlik w poziomie, 
tworząc obraz pętli dla lewego oka 
(rys. 13). Wzmacniacz Wp sterowany 
jest zarówno napięciem Ux jak i do

18 Patent Nr 37 232.

U2 napięcia z przełącznika 
odwzorowania

Rys. 22. Uproszczony schemat skojarze
nia wzmacniaczy oscyloskopowych dla 

odwzorowania stereoskopowego.
datkiem stereoskopowym U2, pocho
dzącym od napięcia „głębokościowego” 
(rozdział 7). Napięcie między ano
dami wzmacniacza Wp zmienia się proporcjonalnie do różnicy obu ste
rujących napięć. Prawy obraz pętli na oscyloskopie, przeznaczony dla 
prawego oka, odpowiada rzutowi pętli na płaszczyznę odchyloną od pła
szczyzny czołowej o kąt stereoskopowy.

Dla ścisłości należy zaznaczyć, że obserwując opisane obrazy pętli przez 
okular widzi się w rzeczywistości przestrzenną pętlę nie od przodu, ale 
z kierunku odchylonego od protopadłego (osi z) o połowę kąta stereosko
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powego. Odchylenie to, upraszczające nieco układ elektryczny, jest prak
tycznie bez znaczenia.

Nasuwają się pytania, czym należy się kierować przy wyborze kąta 
stereoskopowego a, od którego zależy wrażenie głębokości. Jaki kąt ste
reoskopowy jest prawdziwy? Czy obrazy składowe i obraz wypadkowy 
widziany przez okular przy różnych wartościach współczynnika a odpo
wiadają tej samej pętli rzeczywistej?

Wrażenie głębokości odczuwane przy patrzeniu na przestrzenne rze
czywiste przedmioty jest osobniczo różne. Pomijając wpływy psycholo
giczne, pochodzi to chociażby z różnego rozstawienia gałek ocznych u róż
nych obserwatorów; ponadto kąt. stereoskopowy i wrażenie głębokości

\ j Rys. 23. Wektokardiogramy stereoskopowe:
\ / a) z płaszczyzny czołowej, b) z płaszczyzny
\ / czołowej po obrocie o 30° w płaszczyźnie
\ / strzałkowej, c) płaszczyzny strzałkowej.

C

zależy od odległości patrzącego od obiektu obserwowanego. Dla obiektów 
płytkich i niezbyt bliskich kąt ten jest praktycznie jednakowy dla wszy
stkich punktów obiektu. Przy założeniu 65 mm jako przeciętnego rozsta
wienia oczu, otrzymuje się największy możliwy kąt stereoskopowy dla 
obiektu zbliżonego do oczu na odległość punktu bliskiego 19. Odległość 

19 Punkt bliski odpowiada najmniejszej odległości, przy której jest możliwa ako- 
modacja soczewek ocznych.
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ta w wieku młodym wynosi 12 cm i dla osób starszych o zdrowym wzroku 
powiększa się do 50 cm. Odpowiada to kątom stereoskopowym od 15° 
(0,26 rad) do 2° (0,035 rad). Z punktu bliskiego w polu dokładnego widze
nia (tj. na żółtej plamce siatkówki) znajduje się tylko część obrazu pętli 
widzianej w powiększeniu przez okular (2X3 cm). Z tego względu prze
widziano w aparacie mniejsze kąty stereoskopowe, przeznaczone dla 
mniejszych obrazów: — dalej umieszczonych.

Zasadniczo przy 'zmianie kąta stereoskopowego należałoby zmieniać 
i wymiary obrazu, np. przy zmniejszaniu Uz zmniejszać i Uy, ponieważ 
pętla oddala się od obserwatora. W praktyce dogodniej jest obserwować 
pełny obraz pętli. Przy dużym kącie stereoskopowym będzie on odpowia
dał mniejszej i bliższej pętli rzeczywistej, przy mniejszym zaś kącie ste
reoskopowym — większej i dalszej pętli, jednak zawsze pętli o tych sa
mych proporcjach. Należy oczekiwać, że w przyszłości na podstawie do
świadczeń klinicznych wielkość kąta stereoskopowego, jak i wymiary 
obrazu zostaną znormalizowane.

Dla uzyskania wiernych obrazów stereoskopowych należy dobrać egzem
plarze lamp oscyloskopowych o systemach dokładnie równoległych, do- 
regulować czułość poszczególnych systemów lamp oscyloskopowych oraz 
wzmocnienie wzmacniaczy. W przeciwnym razie obrazy stereoskopowe 
będą odpowiadały innemu kątowi stereoskopowemu niż ten, jaki wynika 
z dzielnika a, przy czym może powstać obraz odpowiadający bliżej 
nieokreślonemu obróceniu pętli w przestrzeni. Na rys. 23 a, b, c przed
stawiono trzy wektokardiogramy stereoskopowe. Efekt stereoskopowy 
otrzymuje się po umieszczeniu kartki pomiędzy obrazami tak, aby od
dzieliła lewy i prawy obraz dla'lewego i prawego oka. Obrazy należy 
obserwować z odległości 15 do 30 cm, przy czym obrazy powinny być 
równoległe do oczu.

4. BEZPOŚREDNIA OBSERWACJA PRZEBIEGÓW ELEKTRYCZNYCH SERCA

Do dogodnej obserwacji kształtu pętli potrzebna jest lampa oscylosko
powa o możliwie długiej poświacie ekranu, a to dlatego, że czas trwania 
przebiegów elektrycznych serca jest względnie krótki, około 0,1 sec., 
tj. około lO®/o czasu trwania jednej ewolucji serca. Wobec braku dwustru- 
mieniowych lamp o długiej poświacie zastosowano do obserwacji lampę 
jednostrumieniową z ekranem typu P7, a potrzebne do obserwacji stereo
skopowej dwa równoczesne obrazy uzyskano za pomocą przełącznika elek
tronowego. Oczywiście, w tym zastosowaniu przełącznik przełącza nie jak 
zwykle dwa obrazy w pionie ale dwa obrazy w poziomie.

Uproszczony schemat działania przełącznika przedstawiono na rys. 24a.



214 J. Keller i J. Ekiel Arch. Elektrot.

Przełącznik wykonany jest w postaci układu symetrycznego z zastoso
waniem jako przełącznika lamp EF50. Lampy te pracują na przemian (pa
rami) na wspólne opory ahodowe. Napięcia sterujące wzmacniacze prze
łącznika elektronowego pochodzą z drugiego przełącznika odwzorowania 
(rys. 16), analogicznego do przełącznika przeznaczonego do- grafii. Przez 
zastosowanie dwóch przełączników odwzorowania uniezależniono wza

jemnie napięcia sterujące obu oscyloskopów, co umożliwiło np. równo
czesną obserwację stereoskopową na jednej lampie oraz fotografię rzutów 
prostopadłych z drugiej lampy. Przełączanie przełącznika elektronowego 
następuje w takt przeskoków generatora napięcia prostokątnego, który 
steruje 'trzecie siatki lamp wzmacniacza. Lampa EF50 w zastosowaniu do 
przełącznika elektronowego wyróżnia się dobrą charakterystyką prądu 
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anodowego w funkcji napięcia trzeciej siatki. Na rys. 24b podano wspom
nianą charakterystykę, na której widać wyraźny zakres stałości prądu 
anodowego; dla porównania podano równocześnie charakterystyki dwóch 
innych lamp mniej nadających się do tego celu.

Częstotliwość przełączania wybrano równą 5000 c/s jako kompromis; 
przy większej częstotliwości powiększa się zamazywanie obrazu przez linie 
powstające przy przeskoku, przy mniejszej częstotliwości składowe kreski 
obu obrazów obserwowane przez okular nie zlewają się w jeden ciągły 
obraz przestrzenny.

Czas przeskoku świetlika wynosi kilka mikrosekund, tak że strata na 
jasności obrazów nie przekracza 5%.

5. URZĄDZENIA POMOCNICZE

5. 1. Selektor20

20 Patent Nr 37218.

Pętle odtwarzane w kolejnych cyklach pracy serca nie są identyczne, 
nieuniknioną bowiem przyczyną zmienności są ruchy klatki piersiowej 
przy oddechu. W rezultacie wypadkowy obraz obserwowany na ekranie 
lub zarejestrowany przez aparat fotograficzny staje się po kilku ewolu
cjach serca nieczytelny. Wyświetlenie „ręczne" jednego cyklu przebiegów 
za pomocą przycisku włączającego jasność 
oscyloskopu, jak również utrafienie wła
ściwej części wektokardiogramu za .po
mocą wężyka spustowego aparatu fotogra
ficznego są uciążliwe, niedokładne i po
wodują znaczny odpad wykonanych foto
grafii. Z tego względu zaopatrzono urzą
dzenie w układ, który samoczynnie 
wyświetla na ekranach lamp oscylosko
powych ustalony z góry odcinek ewolucji 
serca (rys. 25). Dodatkowym zadaniem 
układu jest synchronizacja podstawy czasu 
kardiografu liniowego (szczegóły w Cz. I, 
rozdz. 5.3).

Uproszczony schemat blokowy selektora przedstawiono na rys. 26.

Rys. 25. Rzut czołowy 
i strzałkowy załamka T wy
brany za pomocą selektora.

Napięcie czynnościowe serca, pobrane z wyjścia jednego ze wzmacnia
czy wstępnych, doprowadzone jest przez separator na wejście selektora. 
Napięcie to po wzmocnieniu i częściowej eliminacji wolnych składowych 
uruchamia załamkiem R (rys. 6a) układ spustowy, który po czasie opóź
nienia zależnym od wielkości R, C, daje krótki impuls spustowy o stałej 
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amplitudzie (niezależnie od wielkości załamka R). Zakres regulacji opóź
nienia impulsu spustowego za pomocą oporu Rs wynosi 0,14-1,5 sec.

Frzy załączonym włączniku impuls spustowy określa początek dzia
łania czasownika, ten z kolei wytwarza impuls prostokątny, rozjaśniający 
świetliki oscyloskopów. Czas rozjaśniania może być regulowany oporem R2 
w zakresie 0,14-1,5 sec. Start czasownika i rozjaśnianie świetlika może 
następować również ręcznie, bez opóźnienia, za pomocą przycisku K2, 
W tym przypadku wyświetlenie obrazu trwa nie krócej od okresu nasta-

Rys. 26. Uproszczony schemat selektora.

wionego na czasowniku, a może być przedłużone przez stałe przyciskanie 
klucza K2.

Impuls wyświetlający jest doprowadzony do siatki, która steruje jas
ność świetlików obu oscyloskopów do grafii i skopii, oraz do' płytki od
chylenia oscyloskopu, pomocniczego.

5. 2. Znacznik czasu i zwrotu21
Dla celów diagnostycznych niezbędna jest znajomość prędkości obiegu 

końca wektora po pętli. W zbudowanym urządzeniu podziałkę czasową 
naniesiono na pętlę przez wygaszenie świetlika w równych odstępach 
czasu. Do tego celu wykonano generator impulsów prostokątnych (rys. 27), 
którego napięcie doprowadzone jest do siatki sterującej jasność oscylo
skopu. Aby umożliwić czytelne znaczenie czasu poszczególnych załamków 
kardiogramu, biegnących z prędkościami znacznie różniącymi się między 
sobą, zarówno częstotliwość wygaszania, jak i długość wygaszonego od
cinka można regulować niezależnie od siebie.

21 Patent Nr 37217.
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Dla cechowania częstotliwości przerywania obrysu przewidziano dwa 
napięcia sieciowe wzajemnie przesunięte w fazie, które można załączać na 
płytki odchylające oscyloskopu w miejsce napięć pacjenta. Ilość przerw 
obrysu elipsy, utworzonej na ekranie przez napięcia sieciowe, pozwala 
określić i doregulować częstotliwość przerywania pętli.

Rys. 27. Schemat znacznika czasu i zwrotu.

Dla określenia zwrotu obiegu pętli zaakcentowano części początkowe 
(wcześniejsze) kresek. Odpowiedni do tego celu kształt impulsu otrzymuje 
się za pomocą układu złożonego z R, , Cz , R (rys. 27). Początek impulsu 
dodatkowo rozjaśnia i równocześnie rozogniskowuje świetlik, w rezulta-

Rys. 28. a) Rzut płaszczyznowy pętli QRS (okres zna
czenia 20 ms), b) znakowanie przy pomocy kropli, 

c) znaczenie czasu i zwrotu.

cie rysowana na ekranie krzywa składa się jakby z zapałek. Wygląd kar
diogramu przy załączonym znaczniku czasu i zwrotu przedstawiono na 
rys. 28 a i c.

Przy często stosowanym znakowaniu zwrotu przebiegu przez zwykłe 
różniczkowanie prostokątnych impulsów czasowych, rozjaśniających 
ekran, powstała kropla ma albo kształt niewyraźny, albo przy dostatecznie 
małym kondensatorze układu różniczkującego kropla staje się wyraźna, 
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lecz wtedy zostają zatracone szczegóły kształtu rysowanej krzywej. Wy
nika to z tego, że do wyraźnego kształtu kropli grubość jej, a więc grubość 
rysowanej linii, nie może być znacznie mniejsza od jej długości. Dla po
równania na rys. 28b pokazano wektokardiogram ze znakowaniem typu 
kropli.

Rys. 29. Schemat podstawy czasu kardiografu 
liniowego.

5. 3. Elektrokardiograf liniowy
Oprócz dwóch głównych lamp oscyloskopowych, przeznaczonych do 

wektokardiografów, urządzenie zawiera trzecią pomocniczą lampę jedno- 
strumieniową o długiej poświacie22 przeznaczoną do elektrokardiografii 
liniowej. Lampa ta spełnia trzy zadania:

22 Lampa została wykonana w Zakładzie Radiotechniki P.W.

1. ułatwia powiązanie wyników otrzymywanych nową metodą wekto
rową i dawną — liniową,

2. umożliwia kontrolę napięć przychodzących z poszczególnych odpro
wadzeń,

3. uwidocznia odcinek kardiogramu wybrany za pomocą selektora do 
wyświetlenia na głównych lampach oscyloskopowych.

Dla uzyskania wychylenia świetlika elektrokardiografu liniowego 
w pionie doprowadzono do jednej jego płytki odchylania pionowego jedno 

napięcie sterujące płytki 
oscyloskopów głównych. Na
pięcie to może być dowolnie 
wybrane spośród napięć pa
cjenta, sterujących główne 
oscyloskopy.

Sterowanie płytek odchy
lania poziomego elektrokar
diografu liniowego odbywa 
się oczywiście napięciem pod
stawy czasu. Podstawa ta jest 
wolnobieżna i synchronizo
wana. Schemat jej podano na 
rys 29. Kondensator C, łado
wany przez opór R i rozłado
wywany przez tyratron 884, 
stanowi układ generacyjny 
podstawy czasu. Narastające 

na kondensatorze C napięcie zostaje przyłożone na jedną siatkę sterującą 
(wzmacniacza podstawy czasu; wzmacniacz ten jest typu opisanego 
uprzednio. Dzięki symetryzującemu działaniu dużego oporu katodowego
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napięcia wyjściowe na obu anodach mają jednakową amplitudę i od
wrotną fazę. Przez zastosowanie sprzężenia zwrotnego ze wzmacniacza 
na generator podstawy czasu, przebieg podstawy czasu jest dokładnie 
liniowy. Napięcie U, które przez opór R ładuje kondensator C, nie jest 
stałe, ale wzrasta w takim samym stopniu, jak i potencjał samego kon
densatora. W tych warunkach spadek napięcia na oporze ładującym Ę 
jest stały i zapewnia ładowanie kondensatora C prądem stałym a w rezul
tacie liniowość podstawy czasu. Podstawa czasu może być synchronizo
wana impulsami pobieranymi z selektora. W przypadku miarowej pracy 
serca otrzymywane na ekranie kolejne elektrokardiogramy liniowe na
kładają się na siebie. Ewentualna niemiarowość pracy serca wyraźnie 
uwidocznia się na ekranie.

Dla kontroli pracy selektora na drugą płytkę pary odchylającej w pio
nie załączona jest, część napięcia impulsu wyświetlającego, w wyniku 
czego wyświetlony odcinek elektrokardiogramu zostaje na elektrokardio
grafie liniowym nieco obniżony (rys. 30).

5. 4. Demodulator jasności23

23 Patent Nr 37216.4

Ilość światła wytwarzanego na ekranie oscyloskopu na poszczególnych 
odcinkach obrysu zależy, oczywiście, od czasu, jaki na tym odcinku prze
bywa świetlik. W rezultacie ja
sność świecenia obrysu modu
lowana jest prędkością świetli
ka na ekranie. Ilość światła 
otrzymanego z punktu należą
cego do obrysu, np. QRS, jest 
kilkanaście razy mniejsza niż 
otrzymana np. z załamka T, Rys. 30. Elektrokardiogram liniowy.
świecenie zaś .„punktu wyjścio
wego" obrysu jest nieproporcjonalnie silne. Zatem, gdy jasność oscylo
skopu zostanie tak , dobrana, aby otrzymać dobrze naświetlone zdję
cie zespołu QRS, otrzymuje się równocześnie prześwietlony (zalany) 
załamek T i „słońce" w miejscu punktu spoczynkowego. Wada ta zaznacza 
się jaskrawo w większości urządzeń opisanych w publikacjach zagra
nicznych.

Dla otrzymania równo naświetlonej fotografii obrysu zastosowano układ 
elektronowy, który wyrównuje jasność poszczególnych odcinków obrysu, 
tj. demoduluje szkodliwą modulację szybkościową. Zadaniem demodula
tora jasności jest wytworzenie napięcia proporcjonalnego do pochodnej 
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wypadkowego przesunięcia świetlika po ekranie niezależnie od znaku tej 
pochodnej.

Schemat demodulatora podano na rys. 31. Na zaciski wejściowe układu 
jest włączone napięcie sterujące pionowe płytki lampy oscyloskopowej, 
przeznaczonej do fotografii. Napięcie to, po zróżniczkowaniu przez układ 
RC, jest wzmacniane przez opisany uprzednio wzmacniacz symetryzujący. 
Napięcia anodowe tego wzmacniacza nie mogą być bezpośrednio wyko
rzystane do demodulacji jasności, gdyż świetlik byłby rozjaśniany w cza
sie wzrostu napięcia, przygaszany zaś w czasie malenia napięcia, choć 
szybkość świetlika na ekranie w obu wypadkach byłaby równa. Za pomocą 
dwóch prostowników, załączonych na wyjścia wzmacniacza, pobiera się 
z obu jego napięć anodowych jedynie dodatnie przyrosty napięcia, przy 
wzroście napięcia sterującego— z jednej anody, przy zmniejszaniu się -— 
z drugiej anody. W rezultacie na oporze r’ powstaje napięcie odpowiada-

Rys. 31 Schemat uproszczony płaszczyznowego demodulatora jasności.

jące modułowi prędkości zmian przyłożonego napięcia. Na oporze r” pow
staje w analogiczny sposób napięcie proporcjonalne do składowej pozio
mej prędkości świetlika na ekranie.

W zasadzie oba składowe napięcia powinny być dodane wektorowo tak, 
jak dodaje się składowe prędkości. Dla uproszczenia układu elektrycznego 
uzyskane napięcia dodawane są algebraiczne za pomocą podwójnego wtór
nika katodowego W. Jakkolwiek błąd popełniony w ten sposób może do
chodzić do kilkudziesięciu procent, to jednak można go z powodzeniem 
pominąć, a to dzięki logarytmicznemu przebiegowi charakterystyki zaczer
nienia błony fotograficznej w funkcji jasności.

Uzyskane na wyjściu układu napięcie zostaje doprowadzone do lampy 
oscyloskopowej sterującej jasność świetlika.

Dla współpracy selektora z demodulatorem lub znacznikiem czasu po
trzebny jest układ dodający poszczególne napięcia przeznaczone do łącz
nej regulacji jasności oscyloskopów.
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6. ZASTOSOWANIE MEDYCZNE STEREOKARDIOGRAFII

Pierwszym oczywistym wnioskiem, nasuwającym się w wyniku prze
strzennego charakteru przebiegu zjawisk elektrycznych serca, jest to, że 
odtworzenie tych zjawisk powinno być również trójwymiarowe. Wniosek 
ten jest słuszny, zwłaszcza w zastosowaniu do klinicznej praktyki diagno
stycznej. Obrazy przestrzenne, związane funkcjonalnie z geometrycz
nymi wymiarami serca, są przejrzyste i zrozumiałe dla lekarza-praktyka, 
a to jest niezbędnym warunkiem użyteczności metody i aparatury.

Obserwując zawiłe pętle wektokardiogramu wyrażonego w postaci rzu
tów na dwie płaszczyzny wzajemnie prostopadłe i porównując je z pętlą 
obserwowaną przez stereoskop, kiedy to bez długich i kłopotliwych kon
strukcji geometryćznych i bez modeli z drutu można jednym spojrzeniem 
odtworzyć kolejność i przebieg wektora elektrycznego serca, dochodzi się 
do wniosku, że przy zastosowaniu nowej metody można oczekiwać znacz
nego ułatwienia i pogłębienia diagnostyki chorób serca.

Spośród możliwości, jakie stwarza zbudowana aparatura, na czoło wy
suwa się zmniejszenie ilości znanych obrazów kardiograficznych. Miano
wicie przebieg ekgramów kończynowych jak i kształt rzutów wkgramów 
na poszczególne płaszczyzny zależy od położenia serca w pacjencie [21]. 
W wyniku tego kardiolog musi przyswoić sobie dużą ilość różnych obra
zów kardiograficznych, odpowiadających tym samym schorzeniom serca. 
Z drugiej strony, w niektórych szczególnych przypadkach położenia serca 
(np. koniuszkiem do przodu), kardiogram otrzymywany z typowych od
prowadzeń liniowych nabiera cech patologicznych, odpowiadających scho
rzeniom serca zajmującego typową pozycję w klatce piersiowej {pozory 
zawału tylnej ściany). Odwzorowanie przestrzenne pętli związane z poło
żeniem serca jak i możność obrotu pętli do znormalizowanego położenia 
wykluczy w znacznym stopniu wpływ różnorodności osobniczej. Ujedno
licenie typów otrzymywanych obrazów klinicznych ułatwi zarówno dia
gnozę w klinice, jak i naukę kardiografii na uczelni.

Szczególnie wiele należy oczekiwać w przypadkach schorzeń milczących 
okolic serca (np. przy zawale tylnej ściany serca), które nie ujawniają się 
na ekgramach liniowych, zdejmowanych z odprowadzeń kończynowych 
czy przedsercowych. Zmiana kształtu i odchylenie pętli zespołu QRS od 
właściwego kierunku pozwoli w prosty sposób ustalić położenie martwicy 
lub przerostu mięśnia sercowego. Podobnie przestrzenna rozbieżność ką
towa między pętlami QRS i T, narastająca w sposób charakterystyczny 
z wiekiem, wystąpi w pełni przy obserwacji stereoskopowej, mimo że na 
rzutach płaskich jest mało widoczna.

W przypadkach rozbieżności między osią elektryczną serca a jego osią 
anatomiczną, przy badaniach fizjologicznych i farmakologicznych właści-
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wości serca, jak i w wielu innych przypadkach opracowana metoda otwiera 
nowe szerokie perspektywy. Rozpoczęte badania kliniczne dały pierwsze 
rezultaty potwierdzające oczekiwania.

7. ZESTAWIENIE WYNIKÓW

Opracowano metodę i zbudowano urządzenie do bezpośredniej obserwa
cji i rejestracji obrazu przestrzennego obwiedni wektora elektrycznego 
serca. '

Do otrzymania pary obrazów stereoskopowych zastosowano lampę 
oscyloskopową oraz układ elektronowy, który wytwarza różnicę stereosko
pową między składowymi obrazami pary z głębokościowego napięcia pa
cjenta. Zaletą tej metody w porównaniu z innymi stosowanymi dotych
czas jest znacznie większa dokładność obrazu przestrzennego, a ponadto 
szybkość i bezpośredniość otrzymania obrazów stereoskopowych. Zastoso
wanie elektronowej transformacji współrzędnych wektora serca pozwoliło 
na obracanie obrazu pętli na drodzę elektrycznej przez co stało się moż
liwe obejrzenie pętli z różnych kierunków.

Za pomocą prostego przełączania odwzorowanie stereoskopowe pętli 
można zastąpić typowym odwzorowaniem przez rzutowanie na dwie pła
szczyzny prostopadłe, przy czym układ transformacji współrzędnych po
zwala na wybór położenia tych płaszczyzn w przestrzeni.

Dzięki umieszczeniu pacjenta w klatce ekranującej i przez zastosowanie 
przedwzmacniaczy typu encefalograficznego uzyskano obraz przestrzenny 
przebiegów wolny od zakłóceń i o wymiarach znacznie większych od obra
zów liniowych, uzyskiwanych za pomocą komercyjnych kardiografów.

Szereg urządzeń pomocniczych służy do usprawnienia pracy aparatury. 
Są to:

1. wbudowany ekgraf liniowy o podstawie czasu synchronizowanej 
zespołem QRS,

2. selektor obrazu do samoczynnego jednorazowego wyświetlenia na 
ekranie lampy oscyloskopowej o dużej poświacie z góry ustalonego 
fragmentu obserwowanego procesu,

3. demodulator szybkościowy, który wyrównuje jasność poszczegól
nych odcinków wykresu,

4. znacznik czasu i zwrotu ruchu końca wektora itd.
W omawianych układach znalazła zastosowanie • technika impulsowa ■ 

w postaci spotykanej w urządzeniach radionawigacyjnych, radiowych sta
cjach przekaźnikowych itd. Zbudowane urządzenie jest bogato wyposa
żone, łączna ilość użytych lamp wynosi około 100. Praktyka kliniczna 
okaże w przyszłości, jakie należałoby wprowadzić modyfikacje w zbudo
wanych urządzeniach składowych lub jakie dodatkowe urządzenia byłyby 
jeszcze potrzebne.
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8. UWAGI KOŃCOWE

Prace badawcze i konstrukcyjne prowadzono w Zakładzie Buddwy Apa
ratów Elektromedycznych Politechniki Warszawskiej. Z inicjatywą pracy 
nad elektrokardiografią przestrzenną zwróciła się do Zakładu w roku 
1951 Sekcja Kardiologiczna Towarzystwa Internistów Polskich. Prace 
można było rozpocząć dzięki dotacji Komisji Popierania Twórczości Nau
kowej i Artystycznej przy. Urzędzie Rady Ministrów, a w następnym roku 
kontynuować dzięki dotacji Polskiej Akademii Nauk. Szpital Miejski nr 6 
— Oddział Kardiologiczny dra Żery — umożliwił prowadzenie badań 
z budowaną aparaturą w warunkach szpitalnych.

Do zespołu pracowników zajętych przy opracowywaniu metody i wyko
nywaniu opisanego urządzenia, oprócz autorów artykułu, należał również 
dr med. Jan Kwoczyński, inicjator pracy i stały doradca od strony me
dycznej zagadnienia. Autorzy składają podziękowanie drowi J. Kwoczyń- 
skiemu, prof. A. Kilińskiemu, prof. S. Manczarskiemu i mgrowi inż. J. Ko- 
sackiemu za wnikliwe uwagi otrzymane przy opracowywaniu tego 
artykułu.
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H. KEJU1EP. H. 3KHEhb

CTEPEOKRPflKOrPH0

P e 3 ło m e

1, nPOCTPAHCTBEHHOE W3O5PA>KEHME 9AEKTPHHECKOrO CEP^EHHOfO BEKTOPA 1

1 EjieKTpHHecKwfi cepAewHbifi BeKTop OToGpawaer AencTBwe AwnonbHoro cjioji npoxoAJłmero wepe3 mmo- 
KapAWH bo BpeMs k3>kaok 3BOJiłOu,HH cepAna. npH psifle ynpomaK>mnx npe^nonoweHMH npwHHMaeM, hto 
npoH3BOAWMoe 3thm cnocM Mew^y ABywsł OAWHaKOBo yflajreHHbiMH ot cep,n,ua tohk3mh HanpsweHwe — npo- 
nopuMOHanbHO npoeKu.HH cepaeMHoro BeKTopa Ha ocb coeAWHsnomyło 9th tohkh h paccTosHHK) MOK^y hhmh.

B nepBeHCTByiomMx BpaHe6nbix na6opaTopH3x flaBHo yme Samo odpameHo BHUMa- 
HHe Ha Tpexpa3MepHbie CBoficTBa nponcxoflsnnHx b cepnue 3neKTpnHecKnx sBneHHił u Ha 
donbiuoe 3HaneHne npocTpaHCTBeHHoro hx BocnpoH3BeneHH5i flnu HayHHbix nccneno- 
BaHHfi, a TaKwe ajih «HarHocTHHecKnx u flHflaKTHHecKHx irenefi.

Camoe npocroe pemeHHe 3toh npodneMbi coctoht b npHMeneHHH annaparypbi, 
flatOmeH BO3MO>KHOCTb CHHXpOHHHeCKOTO perHCTpnpoBaHH5I flsyx npoeKUHH KOHTypa 
KOHua cepneHHOro BeKTopa Ha rbc bsbhmho nepneHflHKynsipHbie nnocKOCTH. Ha ocho- 
BaHHH 3THX DpOCKUHH dbinH KOHCTpyHpOBaHbl npOCTpaHCTBCHHbie MOBenM perHCTpHpy- 
eMbix BeKTOKapflHorpa<j,HHecKMx nerenb, a 3areM MOflenH 3th dbinn CHSTbi npH noMomn 
cTepeocKonHHecKoro cJroToannapaTa. HeyflodcTBa raKoro npHewa oseBHHHbi.

flnn nonHoro Hcnonb30BaHHS BO3MO>KHocTeH «ocTaBJiseMbix npocTpaHCTBeHHbiM H30- 
dpameHHeM cepne-iHoro BeKTopa Hanne>KHT:

a. cnenaTb BO3MO>KHbiM HenocpencTBeHHoe npocTpaHCTBeHHoe Hadmoflenne BeKTop- 
hoto KOHTypa H3 npoH3BOjibHO H36paHHOro HanpaBne;

6. cnenaTb BO3MO>KHbiM cnHxpoHH4ecKoe perHCTpMpoBaHHe HByx npoeKnnii BeKTop* 
Horo KOHTypa Ha flBe b33hmho nepneHnHKynspHbie nnocKOCTH c ocodeHHbiM 
yHeTOM napbi CTepeocKonH'-;ecKHx npoeKUHH;

b. yBenHHHTb MaęniTad HadmonaeMbix h perHCTpHpyeMbix siBneHHM, npw oflHOBpe- 
MeHHOH BO3MO>KHOCTH HenOCpenCTBeHHOTO HadjHOfleHHH H perHCTpHpOBaHHB 
HacTHHHbix npoueccoB, Hanp. 3ydpa T, b oco6chho KpynHOM yBenHneHHH.

flns npocrpaHCTBeHHoro M3odpaH<eHH5i xofla kphbow cepneHHoro BeKTopa npHMeneH 
CTepeocKonHHecKHH MeTojj, t. k. oh c oahoh cropoHbi He TpedyeT cneuHanbHbix KBa~ 
nHt|)HKapHH HadjiraaaTeas, h ripn tom TexHHKa crepeocKonHHecKoro H3o6pa>«eHMs bckto- 
KapaMorpacJJHHecKOH nemu cpaBHHTejibHo Herpy^Ha. Bnaronapa He3HaHMTenbHOMy npo- 
CTpaHCTBeHHOMy npoTSHKeHHio neTJiH mojkho ycneniHO npeneópeHb TaK. Ha3. n e p c n e k- 
THBHoii nonpaBKoii, a Ta™e BjiHSiHHeM ywa BO3BbiiueHna Ha pasMepbi H3o6pa- 
>KeHH5i. flnsi HaSjnofleHMH cTepeocKonHHecKoti BeKTOKapflMorpa<|>HHecKOH nemu nocraTOHeH 
odblKHOBeHHblil OKyjlSp, COCTO5HHHM H3 flByx J1HH3, HMCIO1UHX HO + 7 UHOnTpHH KałKflaS. 
npH cooTBeTCTBytomeil speHHto ycraHOBKe bhh3 h npw ycraHOBKe o6ohx cocTaBjisnomMX 
H3O6pa>KeHHH B HeCKOJlbKO MeHbLUeM paCCTOSHMH, MHHMbie H3o6pa>KeHM5l neTJiH nepefl- 
BHfatOTCH TaKMM odpa3OM, HTO OHH B33HMHO nOKpblBaKJTCS npH eCTCCTBeHHOM, HenpH- 
Hy>KfleHHOM nonoweHHH rjia3. npHMeHsis 3tot HaStonaTenbHbiii mctoa, mo>kho nojiynHTb 
npocTpaHCTBeHHoe H3o6pa>KeHne nemu paawepaMH b 6 X 4 cm (npH pa3Mepax cocra- 
BJiatomHX nemu b 3 u 2 cm), hto BnojiHe nocraTOKHO nna HHarHoCTHHecKnx neneil. 
Xotk ycTaHOBKa cocTaBJi5noiHHx H3oópa>KeHHH Ha paccTosHMe MeHbwe nea ripoMewyTOK 
Mewny nnasaMH HecKonbKo yMeHbinaeT BneHaTJieHHe ohthhcckoh mydHHbi, oflHaKO 
b cnynae BeKTOKapflHorpatjjMHecKoii nemu 3to HBnaeTca BbiroAHbiM, TaK KaK onHOBpe- 
mchho yMeHbiuaeTcs o ni n 6 k a npocrpaHCTBeHHoro oroSpaweHMs.
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2. H3rOTOBHEHHE HnnftPHTyPbl

^yHKpHOHajibHbie HanpsoKeHHa cepflpa bsath h3 TpexnepneHflHKyn5ipHOH cncreMbi 
ajiempoflOB (puc. 12), KOTopaa HenocpeflCTBeHHo flaeT HanpaweHHsi Heo6xoHHMbie nim 
BocnpOM3Be«eHHa H30&pa>KeHMH neTJiH Ha ocpHjijiocKone, u oflHOBpeMeHHo nosBOJister 
n36ex<aTb BO3MymaK)LUHx HanpsjHteHuil, Bbi3biBaeMbix hpohohmcm mbipip KOHeHHocreH.

nojiyneHHa 6ojibWHx H3ó6pa>KeHHH (1 mb — 5 cm) 6e3 BHflHMbix B03MyipeHHH npo- 
H3BOflHMbix KoneSaHnsMH b anfeKTpHHecnoH Ce™, npMMeHeHbi npenycHJiHiejm 3Hpe4>a.no- 
rpa<i>MHecKoro ™na h 3KpaHMpyK>masi napweHTa KneTKa. FloJiyHeHHbte nocne ycnnenHa 
Tpw HanpaweHHH ot Tpex npoBonoB onpejjensiiOT 'cepfleppbiH Be k t o p

V=iVx + jVy + kVz .

Ochobhoh nacTbio annaparypu siBJiaeTcsi crepeoKapflHocKon aas HenocpeflCTBeHHoro 
Ha6ntoneHHa u CTepeoKappHorpa^ flna perMCTpHpoBaHHS BeKTOKapflHorpaMM.

KaK aah nonyHeHHsi napw CTepeocnonnHecKMx H3o6pa>KeHHH, Tan u ajisi bosmoikhocth 
noBopoia neuiH b npocTaHCTBe npHMeHeHa 3JienTpoHHa5i TpaHCcjiopManHa Koop- 
AHHaT. 9ia TpaHc4>opMauHs nosBonsieT (6es nepeMemeHHsi aneKTpoflOB) cosnaaaTb, H3 
Tpex nonyHaeMbix ot napHeHTa HanpsiiKeHHH, HOBbie HanpsweHHH, cooTBeTCTBytomne 
npoeKpnaM teppenHoro BeKTopa Ha och c npon3Bo.nbHo HaSpaHHbiMH b npocTpaHCTBe 
HanpaBneHHBMH. 9to ocymecTBjieHO npH nowemu jiaMnoBofi cncreMbi, geHCTBue KOTopoii 
flaeT MaTeMamnecKyio TpaHc^opMapHio BbipajKaioaiyioca (jiopMynoH:

u=x cos a + y cos P + z cos y

b KOTopoii a, /j h y — yrnbi HanpaBfleHHH hoboh och U no othouichhio k nepsoHananb- 
HbiM ocsm XYZ. CHcreMa npeflCTaBjieHHaa Ha pHC. 22 C03«aeT napy crepeoCKonHHecKHx 
H3o6pa>«eHHH. H3o6pa>KeHHe nemn Ha jieBOH cropoHe 3Kpana ocpHnnocKona cooTBer- 
CTByeT seKTopHOMy KOHTypy cepjma, BHflHMOMy rna3OM, cmotpslphm hs HanpaBjieHHa z 
(pwc. 13). ripaBasi CHcreMa ocpHjinocKona OTKJioHseT nyneK CBera b BepTHKanbHOM 
HanpaBJieHHH tcm x<e HanpsoKeHHeM, hto h Jiesaa CHcreMa, OTKnoHsnoLnee we b ropH- 
3OHrajibHOM HanpaBneHHH HanpameHHe oTnnnaeTcsi BcnejicTBHe TpaHc^iopMapHH och X 
(pnc. 13) Ha HOByio ocb X',OTKjioHeHHyK> ot och X nop yrnOM a BcneflCTBHe npoMewyTKa 
Mewpy TJiaaaMH h pacCTOHHHś neTjiH ot HaSnionaTejisi. Tan KaK yroii 3tot flOBOJibHO 
Man (a = 10° hjih 0,17 pan), to 4>opMyjiy TpaHC$opMapHH mojkho ynpocTHTb V'x = Vx + aVz, 

fljisi bo3mo>khocth noBopoTa neTjiH b npocTpaHCTBe npHMeHeHa naMnoBas CHcreMa, 
cocTosnuaa H3 Tpex aHanorHHHbix HacreH, (pHC. 19). Kantnasi H3 3thx HacreH no3BOjiaeT 
noaepHyTb neTjno BOKpyr ouhoh H3s,Tpex oceił t. e. TpaHC^opMHposaTb b nnocKoc™ 
flBa Hanpsi>KeHH5i napHeHTa.

Bjih HenocpeflCTBeHHoro HaSjnoneHHSi neTjiH npHMeHenaa ocpHjuioCKonHasi jiaMna 
C nponOJlIKHTeJlbHblM flJlHHHbIM CBeHeHHBM 3KpaHa, HTO 6bUlO Heo6xoflHMO BBHfly He3Ha- 
HHTenbHOH nacTOTbi noBTopeHHH cepnenHbix SBOJiiopHH h BBHny HMnyjibCHoro xapaKTepa 
3jieKTpHnecKHx npopeCcoB. flnsi co3flaHH5i napbi H3o6pa>KeHHH npHMeneH sneKTpoHHbiH 
nepeKjiiOHaTenb, nepeKnioHaioinHH OTKnoHsnoinee b ropH3OHTajibHOM Hanpa- 
b ji e h h h HanpaiKeHHe. Tan KaK H3o6pa>KeHH3 oTflejibHbix bbojuoijhh He TowflecTBeHHbi 
(MeiKny npOHHM BcneflCTBHe flbixaTe.nbHbix flBHiKeHHH napneHra) —’to nna H36e>KaHHsi 
sanyTaHHoro h MHoroKpaTHoro H3o6pałKeHHn hctah npHMeneH sneKTpoHHbiH ceneKTop 
H3o6pa>KeHHH, flaK5PIHX BO3MO»iHOCTb OflHOKpaTHOTO H3O6pa>KeHHa 3apaHee H36paHHOTO 
OTpĆ3Ka npopecca. HanajibHasi h KOHenHasi c()a3bi H36paHHoro oTpe3Ka ner™ o6o3Ha- 
naioTCsi Ha BcnoMoraTejibHOM ocpHAnocKone, perHCTpHpyiOLpeM jiHHeHHyio KapflHorpaMMy. 
DpHMeHeHHaa bo BCnoMorarenbHOM ocpHjinocKone pasaepTKa CHHxpoHH3HpoBaHa hm- 
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nyjibcoM perHCTpnpyeMOH KapHHorpaMMbi. 3to oSjiemaeT HadmofleHHe BpeMeHHbix npo- 
peccoB (nanp. HepaBHOMepHOCTH SBonraąHii), a TaK«e ycraHOBKy ceneKTopaiTlocTpóeHHasi 
annaparypa cojjep>KMT cpean ąpyrHx u neMOHynsTop, sananeH KOToporo sBJiaerca 
peryjiHpoBKa HanpsnReHHa jiyna Jiawnbi ocuHJinocKona nponopąHOHajibHO BenHHHHe 
adcojnoTHOH cKopocrH nepeflBHweHHsi nsiTHa no 3npaHy. fleHCTBne neMOHynaropa no3Bo- 
jiseT n36en<aTb BO3HHKaHHs cojiHiia b hcxoahoh TOHae, a nemu hsbhjihh T h P He 
3aMa3aHbi, npHHeM coxpaHeHa scHas nems KOMnneKca QRS. KpoMe Ha6nK>neHHs h pern- 
CTpHpoaaHHs erepeoocKonHHeCKHx npoeKpHH nerenb annaparypa noaBOjiser HaómoąaTb 
h perncTpnpoBarb ratone npoeKpHH nerenb Ha B3anMHO nepneHflHKynspHbie nnoc- 
kocth. ripHMepbi perncrpnpoBaHHbix KapAHorpaMM noKaaaHbi Ha pnc. 21, 23, 25, 282.

3. ME/IHLJHHCKOE nPHMEHEHHE BnnHPHTyPbl

Ha6moneHHe cno>KHbix nerenb BeKTOKapHHorpaMMbi, npencraBneHHOH b cjjopMe 
npoeKpHH Ha ABe nepneHflHKynspHbie nnocKocrn u cpaBHeHHe hx c nemeio HaSnio- 
BaeMofi npn noMomw crepeocKona npHBoflHT k HeorpaaHMOMy aaK/noneHHto, hto hobmh 
mctoh no3BoaMT 3HaHHTeabHO o6nerHHTb h yrnySHTb ąnarHOCTWKy cepąeHHfaix 6one3Heii. 
CpeflH HOBbix Bo3Mo>KHOCTeH paspaóoTaHHoro Merona oahoh H3 nepBbix saBnaerca 
yMeHbmeHHe nncna H3BecTHbix KapnHOnorHHecKHX KapTHH. <t>opMa KapflHorpaMM 3aancnT 
ot pacnonoaceHHa cepnua b rene naiineHTa, a BcneacTBHe sroro KapjjHonor aonweH 
npHCBOMTb 3HaHHTenbHOe KOJlHHeCTBO pa3HblX KapflMOrpacj>HHeCKHX KapTHH, COOTBeTCTBy- 
K>IHHX OflHHM H T6M >Ke CepfleHHblM 60Jie3H5IM. C HpyrOM CTOpOHbl B HCKOTOpblX OCo6blX 
cnyHa5ix pacnonoweHHSi cepaua, KapaworpaMMa, nojiyneKHasi M3 TnnnnHbix nMHefiHbix 
nepesofloB, npHHHMaer naronorHHecKHH xapaKTep. ripocraHCTBeHHoe H3o6pa>«eHHe 
H BO3MO>KHOCTb nOBOpOTOB neTUM B HCKOTOpoe HOpMHpOBaHHOe nonOHCCHHe B 3H3HH- 
TejibHOH creneHH ycrpaHser BnHSiHMe MHflHBHayanbHbix pa3anHHHH. OflHopoflHOCTb thhob 
nojiynaeMbix KnnHMHecKnx KapTHH oSnerHHT He TOJibKo flMarHO3 na npaKTHKe, ho h npe- 
noaaBaHHe KapflHorpa<|jHH b yHHJiHine. flnsi nyóaHUHCTHKH h ansi flHaaKTHHecKHx ueneił 
MO>KHO npHMeHSTb OHCHb npOCTytO HByXUBCTHytO CTepeOCKOnHK).

Ocoóho Ba>KHbix pesyabTaTOB mo«ho ołKHflaTb b cnyHasix 6o.ne3HeH 6e 3M obbh bix 
nonocreii cepaua, KOTOpbie He oSHapyłKHBatorca Ha nHHefiHbix KapHHorpaMMax 
KOHenHocTeii hbh npeflcepflHa. UsMeneHMe -^opMbi h oTKJioneHHe nemn KOMnneKca 
QRS ot CBOHCTBeHHoro HanpaBneHHsi no3BonHT npocTbiM o6pa3OM onpeaenHTb no.no- 
>KeHHe oMepTBeHHs MKOKapansi H noaoÓHbiM oópasoM npocTpaHCTBeHHyto AHBepreH- 
hhio (npocrpaHCTBeHHoe pacxox<AeHHe) Mewfly nemsiMH QRS h T, yBenHHHBatomyKjcsi 
BMecre c BO3pacroM bbctbchho BbicrynHT npn crepeocKonHHecKHx Ha6ntoneHHsix.

B cnyHa5ix OTKjioHeHHst aneKTpHHecKOH cepnenHofi och ot aHaTOMHnecKOH, a TaKwe 
npn c]>H3HonorHHecKHX h <f>apMaKonorHHecKHX HccnenoBaHHSx — paspaóoraHHbiH mctoa 
OTKpbiBaeT HjnpoKHe nepcneKTHBbi. npeąnpHHSTbie KnHHHnecKHe HCcneflOBaHHs najin 
ywe pesyjibTaTbi, noATseptKnatoinne raane o>KHAaHHSi.

a Puc. 23: a) napa cTepeocKonHHecKHx BeKTOKapaworpaMM, b) Ta we napa nocne noBopora, Puc 25: sepTH- 
KanBHbie npoeKUHH c ofioaHaMeHMew BpeMeHH. Pnc 28: yBenHHeHHBm 3y6ep T.
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J. KELLER and J. EKIEL

THE SPATIAL VECTORCARDIOGRAPH

S u m m a r y

1. THE SPATIAL DISPLAY OF AN ELECTRIC HEART VECTOR'

For many years, in the leading medical laboratories, the three-dimensional cha- 
racter of the electric phenomena taking place in the heart has been observed; signi- 
ficance of the spatial display of these phenomena for research, diagnostic pratice 
and teaching has also been realized.

The simplest way of solving this problem was to provide an apparatus for syn- 
chronous recording of two projections of the heart vector loop on perpendicular 
planes. From those display the spatial wire models of the recorded cardiographic 
loops were constructed and then photographed by a stereoscopic camera. The incon- 
venience of such a method is obvious.

To have a fuli advantage of the three-dimensional presentation of the heart 
vector it is necessary:

a. to secure a ddrect spatial observation of the vector envelope from any 
direction,

to. to secure a synchronous recording of the two projections of the vector loop 
on any two selected planes with a special consideration for the stereoscopic 
projections,

c. to enlarge the standard deflection of the observed and recorded electrical 
processes and to provide the direct observation and recording of the greatly 
magnified selected fragments of the electrical vectorcardiogram.

The stereoscopic method for spatial display of the loop was chosen as it does 
not cali for highly ąualified observers and the stereoscopic display technique is com- 
paratively easy. Owing to the smali size of the cardiographic loop it is possible to 
neglect the perspectwe correction and the influence of the elevation angle on the 
dimensions of the loop image. A simple arrangement of two magnifying lenses, e. g. 
+7 dioptres each is sufficient for the stereoscopic observation of the cardiographic 
loop. By spacing the stereoscopic pair of images slightly closer, than the distance 
between the eyes, we get the shifting of the yirtual images of the loop towards one 
another so that they blend into one at an easy natural eye balls viewing angle. 
Using this method of observation it is possible to get the 6X4 cm spatial image of 
the loop, which is large enough for diagnostic punposes. Although the spacing of 
the stereoscopic paiir of images at a slightly smaller distance, than that between 
the eyes, diminishes the optical depth sensation, it is rather advantageous in the 
case of a vector cardiographic loop because „the depth error“ of the spatial display 
is decreased too.

2. THE STEREOCARDIOGRAPH

The heart action potentials were taken from a trirectangular geometrical arran
gement of the electrodes position (Fig. 12). This arrangement directly supplies the 
voltages necessary for the stereoscopis pair display on a cathode ray tubę and ex-

1 An electric heart vector represents the action of the dipole layer that runs through the 
heart muscle, during every heart evolution. The electric field produced by this dipole layer is 
approximately of such a character that the voltage obtained between two eąuidistant points 
from the heart is proportional to the heart vector projection on the axis joining those points 
and to the distance between them.
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cludes the interfering voltages caused by the muscular tremor. Preamplifiers of the 
encephalographic type and a screening cage for ithe patient were used in order to 
obtain large images of the loop (ilmv — 5 cm) without main inteference. The three 
voltages received after amplif ication from the three leads determine the heart vector

The main parts of the apparatus are the stereocardioscope for direct observa- 
tion and the stereocardiograph for recording.

An electronic transformation of the coordinates is used both to receive the pair 
of stereoscopic pietures and to enable the rotation of the loop. From the three leads 
voltages the new voltages are formed, that correspond to the projections of the heart 
vector on any chosen axis in space. This is done by means of the valve circuits 
with no need for moving the electrodes. This valve network performes a mathema- 
tical transformation expressed by the formula

U=x cos a+y cos 0+z cos y , 

where a, fi and y denote the direction angles between the new axis U and the ori- 
ginal axes X, Y, Z. The arrangement shown in Fig. 22 produces a pair of the stereo- 
scopic images. The images produced on the left and the right side of the CRT screen 
correspond respęctively to the loop of a heart vector seen by the left and the right 
eye, when the former is looking from the direction Z (fig. 13). The light spot is de- 
flected vertically by the same voltage both in the right and the left hand system 
of the CRT, but the horizontal deflecting voltage is different due to transformation 
of the X axis (Fig.- 13) on to the new axis x’. The angle beetween those axes is 
definea by the eyes spacing and the distance of the loop from the observer. As this 
angle is smali (a=10°=0,17 rad) the transformation formula is simplified to

^=^-1 a¥r

In order to enable the rotation of the loop in space, a valve Circuit is used, based 
on three identical units (Fig. 19). Each unit enables the transformation of two patient 
vołtages in a piane, i. e. the rotation of the loop about one of the three axes.

For the direct observation of the loop a CRT with long persistence screen has 
been chosen. That is necessary because of the Iow repetition ratę of the heart and 
the impulse character of the electrical processes. To produce a pair of traicings, 
an electronic switch has been applied to switch over the horizontal deflecting vol~ 
tage. As the tracings of the successive heart evolutions are not identical2 therefore 
in order to prevent the screen from blurring by repeatedly traced moops, an electronic 
time-selector is used. It secures exposition of only one heart evolution or its seleoted 
fragment. The phase of the beginning and the end of the loop fragment, 
chosen for exposure, is marked on the auxiliary CRT which records the 
linear cardiogram. The time base of the auxiliary CRT is synchronized by the QRS 
impulse of the recorded cardiogram. It helps in setting of the time selector as well 
as in observation of irregularities of rythm of the heart. The apparatus is provided 
with a demodulator which Controls the brightness of the. light spot and keeps it 
proportional to the absolute value of its velocity on the screen. Thus, the action 
of the demodulator prevents the overexposure of the photographic film during the 
standstill of the light spot and the loops blurring of T and P waves, while the QRS 
loop is bright. The apparatus enables also the observation and recording of the 

2 Mainly due to repiratory movenements of the patient.
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synchronic projections of the loop on the perpendicular planes. The examples of the 
recorded cardiograms are given in Figs. 21, 23, 25 and 28.

3. MEDICAL USE OF THE APPARATUS

A comparison of the confusing contour of the perpendicular planes vector- 
cardiogram with the spatial loop observed through the stereoscopis binocular sug- 
gests the simplification and broadening of the cardiological diagnosis. Among the 
most Striking possibilities of the new method is the reduction of the number of 
electrocardiographic patterns. With the present methods the cardiologist must be 
acquainted with many cardiographi.c patterns, that correspond to the same heart 
disease due to the effect of different heart positions in the chest. On the other hand, 
owing to some non-typical positions of the heart, the cardiogram in the standard 
linear leads becomes abnormal. The direct presentation and the possibility of the 
rotation of the loop to the normally encountered position appreciably reduces the 
effect of individual variations. The unification of the patterns of clinical entities 
will facilitate diagnosis and teaching of the electrocardiography3.

Much can be expected in exploring silent heart areas which do not manifest 
themselves in the linear cardiograms. The deviation of the QRS loop from the 
longitudinal axis of the heart enables the location of the area of the necrosis or the 
hyperthrophy of the heart muscle. Similarly, the spatial divergence between the 
QRS and T loops, that grows characteristically with age, will be fully unmasked 
by the stereoscopic observation.

The presented method also opens up great possibilities in physiological and 
pharmacological research.

The clinical studies have already begun and are giving promising results.

s For publicity and dldactic purposes a simple two-coloured stereoscopy may be used.
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T. CHOLEWICKI

Macierze składowych symetrycznych
Rękopis dostarczono 10. 10. 1953.

Streszczenie. Po zdefiniowaniu pojęć wektora oraz układu syme
trycznego i asymetrycznego 3 wektorów autor poświęca pierwszą część arty
kułu rozważaniom matematycznym związanym z macierzową postacią roz
kładu układu 3 wektorów na składowe symetryczne. Następnie omawia 
związki algebraiczne macierzy operatorowej składowych symetrycznych 
z macierzą jednostkową i macierzami stopnia trzeciego pochodzącymi od 
macierzy jednostkowej. Wyrażenie iloczynu 2 macierzy trój elementowych 
za pomocą składowych symetrycznych w różnych przypadkach.

W części drugiej, elektrycznej, przedstawia autor formę macierzową 
prawa Ohma i II prawa Kirchoffa na odbiorniku trójfazowym czteroprze- 
wodowym w układzie odniesienia składowych symetrycznych przy fazach 
ekranowanych i przy fazach indukcyjnie sprzężonych. Dowód równoważ
ności równań macierzowych wyrażonych w postaci opornościowej i prze- 
wodnościowej. Oporność pozorna dla składowej symetrycznej prądu, 
a składowa symetryczna oporności pozornej.

Część I

Wiadomości algebraiczne o składowych symetrycznych

1. WSTĘP

Wprowadzona do matematyki przez Cayleya w r. 1853 teoria macierzy 
została później rozwinięta jako dział algebry i do roku 1953 ukazało się 
ponad 500 prac matematycznych poświęconych macierzom.

Rachunek macierzy w zwykłej postaci bądź jego odmiana zwana rachun
kiem krakowianów znalazły zastosowanie w ostatnim dwudziestopięcio- 
leciu w astronomii, statyce i geodezji.

Z dziedziny zastosowań macierzy w elektrotechnice pierwszą książką 
była praca G. Krona [5], która ukazała się w r. 1939; z wydanych po 
wojnie można wymienić prace S. Stiganta [10], P. le Corbeillera [1] i in
nych, wyszczególnione w wykazie literatury.

Teoria składowych symetrycznych jest również stosunkowo nową gałę
zią elektrotechniki; pierwszą książką z tej dziedziny jest praca C. Wagnera 
i R. Evansa [11] z 1933 roku.
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Koncepcja badania układów trójfazowych metodą macierzy, a w szcze
gólności macierzowego traktowania teorii składowych symetrycznych, 
nie jest w literaturze elektrotechnicznej należycie doceniana i rozwinięta; 
ogólne fragmenty omawianego zagadnienia można znaleźć u S. Sti- 
ganta [10] w rozdziale traktującym o składowych symetrycznych na stro
nach od 266 do 280. Koncepcja ta jest warta opracowania i może się przy
czynić do pogłębienia pewnych zagadnień wiążących tematycznie algebrę, 
elektrotechnikę teoretyczną i badanie układów elektroenergetycznych.

W niniejszej pracy ze względów metodycznych okazało się celowe po
dzielenie macierzowej teorii składowych symetrycznych na dwie odrębne 
części:

1. matematyczną teorię składowych symetrycznych, która może zna
leźć zastosowanie w różnych dyscyplinach stosowanych, i

2. elektryczną teorię składowych symetrycznych, będącą jednym 
z zastosowań teorii matematycznej.

Jednym z celów pracy jest wykazanie, że problematyka związana z elek
tryczną teorią składowych symetrycznych ulega uproszczeniom rachun
kowym i da się przedstawić w sposób znacznie bardziej ogólny od na ogół 
spotykanego przez traktowanie tej teorii w sposób macierzowy.

Należy zaznaczyć, że na treść części I matematycznej wywiera swój 
wpływ charakter techniczny całości pracy, wobec czego proporcja obję
tości poszczególnych punktów tej części i ich rozwinięcie dadzą się 
w znacznej mierze uzasadnić potrzebami dalszej treści o charakterze 
elektrycznym.

2. WEKTOR W MATEMATYCE I ELEKTROTECHNICE

Używane w elektrotechnice pojęcie wektora jest zapożyczone z mate
matyki, a w szczególności z jej działu: algebry wyższej. Przed określe
niem wektora algebraicy [7] wprowadzają wpierw pojęcie ciała licz
bowego, przez które rozumiemy każdy zbiór liczb zespolonych, zawie
rających co najmniej jedną liczbę różną od zera i mający tę własność, że 
gdy dwie liczby należą do tego zbioru, to zbiór zawiera również ich róż
nicę i — przy dzielniku różnym od zera — ich iloraz. Można dowieść, że 
każde ciało liczbowe zawiera sumę i iloczyn dowolnych dwóch swych ele
mentów, a ponadto że najmniejszym ciałem liczbowym jest zbiór liczb 
wymiernych.

Przechodzimy do określenia wektora. Wektorem przestrzeni 
Kn nazywamy ciąg skończony o n wyrazach (a,, a2 ..... , an), którego wy
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razy ak są elementami dowolnego ciała liczbowego K. Przestrzenią 
wektorową Kn, zbudowaną na ciele K, nazywamy zbiór wektorów 
(dj, a2,. . ., an), a liczby ak— składowymi wektora (d„ a2,..., an).

Gdy daną przestrzeń wektorową budujemy na ciele liczb rzeczywistych, 
nazywamy ją przestrzenią wektorową rzeczywistą 
i oznaczamy przez Rn w odróżnieniu od przestrzeni wektoro
wej zespolonej Zn, zbudowanej na ciele liczb zespolonych. Wektor 
(a1# a2,... ,an) przestrzeni wektorowej rzeczywistej Rn nazywamy rze
czywistym, a wektor przestrzeni wektorowej zespolonej Zn — ze
spolonym.

Obierając odpowiednio układ współrzędnych na prostej, na płaszczyź
nie lub w przestrzeni geometrycznej stwierdzamy, że

wektorowi rzeczywistemu przestrzeni R1 odpowiada jedna liczba rze
czywista ay, której możemy przyporządkować puhkt na ustalonej 
prostej,

wektorowi rzeczywistemu przestrzeni R2 odpowiada para uporządko
wana liczb rzeczywistych (ap aa), której możemy przyporząd
kować punkt na ustalonej płaszczyźnie,

wektorowi rzeczywistemu przestrzeni R3 odpowiada trójka uporządko
wana liczb rzeczywistych (an a2, a3), której możemy przyporząd
kować punkt w przestrzeni geometrycznej.

Rozpatrzmy z kolei wektor przestrzeni Rn dla n>3. Wektorowi rzeczy
wistemu przestrzeni R5 odpowiada piątka uporządkowaną liczb rzeczywi
stych (Oj. a2, a3, a4, a5), której interpretacją fizyczną mogą być na przy
kład udziały bezwzględne składników stopu 5 metali albo udziały mie
szaniny gazów, złożonej z 5 składników. Udziały te są oczywiście liczbami 
rzeczywistymi.

Przedmiotem rozważań mechaniki teoretycznej są wektory rzeczywiste 
przestrzeni R3, będące odwzorowaniem wielkości fizycznych kierunko
wych, jak przesunięcia, prędkości, przyśpieszenia, siły lub natężenia pola. 
Dla wektorów tyćh, które można by nazwać wektorami mecha
nicznymi, są zdefiniowane działania: dodawanie, odejmowanie, mno
żenie przez skalar, mnożenie skalarne dwóch wektorów, mnożenie wekto
rowe wektorów, mnożenie mieszane trzech wektorów, nie jest zaś okreś
lone działanie odwrotne względem mnożenia : dzielenie. W szczególnym 
przypadku, gdy w trójce uporządkowanej liczb (aj, a2, a3) dla każdego 
wektora przestrzeni R3 mamy a3 = 0, rozpatrywane wektory leżą w jednej 
płaszczyźnie, co na przykład nieraz występuje w zagadnieniach statyki 
ciał sztywnych. Zbiór tego rodzaju wektorów płaszczyznowych tworzy 
jednak nadal przestrzeń R3, a wektory te są według przyjętej nomenkla
tury wektorami mechanicznymi.
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Przedmiotem rozważań rachunku liczb zespolonych i jego zastosowań, 
jak metody symbolicznej w elektrotechnice, są wektor^ przestrzeni R2, 
scharakteryzowane przez parę uporządkowaną liczb rzeczywistych (a,, a2). 
a w interpretacji geometrycznej przez punkt na płaszczyźnie liczb zespo
lonych, zwanej płaszczyzną Gaussa. Wektory te w odróżnieniu od wekto
rów mechanicznych można by nazwać gaussowskimi. Dla wekto
rów gaussowskich są określone działania:

analogiczne do działań na wektorach mechanicznych — dodawanie, odej
mowanie i mnożenie przez skalar oraz

odrębne od działań na wektorach mechanicznych — mnożenie dwóch, 
trzech lub więcej wektorów, dzielenie wektora przez wektor przy 
dzielniku niezerowym, potęgowanie i pierwiastkowanie według wzoru 
Moivre’a.

Spotykana dotychczas w literaturze nazwa „wektor płaski" lub „wektor 
płaszczyznowy" dla wektora gaussowskiego spotyka się ze słuszną krytyką 
licznych autorów; zasadniczym argumentem krytyki jest ta okoliczność, że 
nie tylko wektory przestrzeni R2 , ale i wektory mechaniczne przestrzeni R3 
mogą być płaskie, czyli płaszczyznowe, wobec czego nazwa ta nie jest 
odpowiednia.

Funkcja sinusoidalnie zmienna jest w elektrotechnice odwzorowana 
przez nieruchomy wektor gaussowski lub obracający się z prędkością ką
tową jednostajną wektor gaussowski. Bywają przypadki w elektrotech
nice, że dana wielkość fizyczna, jak na przykład natężenie pola magne
tycznego w danym punkcie cewki cylindrycznej zasilanej napięciem sinu
soidalnie zmiennym, jest zarówno wektorem mechanicznym, gdyż ma 
określoną w każdej chwili długość, punkt zaczepienia, kierunek w prze
strzeni R3 i zwrot, jak i wektorem gaussowskim jako sinusoidalnie zmien
na funkcja czasu.

W tych warunkach uważamy, że zapożyczona z matematyki nazwa 
„wektor", powszechnie stosowana w elektrotechnice, powinna być w miarę 
potrzeby uzupełniania przez specjalną przydawkę i ze swej strony pro
ponujemy rozróżnianie w elektrotechnice

wektorów mechanicznych i
wektorów gaussowskich, czyli odcinków skierowanych na płaszczyźnie 

Gaussa.
Uzupełnienie to powinno być stosowane w tekstach stale, gdy nazwa 

„wektor" występuje na przemian w obu znaczeniach, a odpowiednie wy
jaśnienie powinno być zamieszczone na początku pracy lub rozdziału, gdy 
nazwa „wektor" będzie występowała w jednym tylko znaczeniu. Nie opo- 
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władamy się natomiast za tworzeniem w elektrotechnice dla wektora 
prądu, napięcia, czy siły elektromotorycznej nazw odrębnych, jak pro
mień, wskaz, sinor czy kompleksor, gdyż w świetle powyższych rozważań:

1. pod względem matematycznym owe promienie, wskazy i sinory są 
nadal wektorami przestrzeni R2,

2. autorzy znacznie chętniej używają nazwy „wektor" niż wszelkich 
innych zastępczych,

3. nie istnieje bezwzględna konieczność wprowadzania tych nazw.
W niniejszej pracy będziemy rozpatrywali wyłącznie wektory gaussow

skie i nazywali je krótko wektorami. Wektory mechaniczne nie są przed
miotem naszych rozważań.

3. UKŁAD SYMETRYCZNY I ASYMETRYCZNY TRZECH WEKTORÓW

Niech będą dane trzy dowolne liczby zespolone. Na płaszczyźnie Gaussa 
są im przyporządkowane trzy wektory A , B , C o wartościach bezwzględ
nych A, B, C i kątach av a2, a3, utworzonych z dodatnim zwrotem osi OX' 
zawierających się w granicach od 0 do 2n; wektory te wychodzą ze wspól
nego punktu początkowego (rys. 1).

Przez układ trzech wektorów rozu
miemy zbiór 'dowolnych trzech wektorów o usta
lonej kolejności. O wartościach bezwzględnych 
i kątach utworzonych z dodatnim zwrotem osi OX 
przez wektory będące elementami tego zbioru nie 
czynimy zasadniczo żadnych założeń; wykluczamy 
jednak z zakresu naszych rozważań uikład trzech 
wektorów zerowych, dla których A=0, B = 0 oraz 
C=0, i będziemy rozpatrywali jedynie takie 
układy, w których co najmniej jeden z trzech 
wektorów nie jest wektorem zerowym.

Sprecyzujemy teraz-, co należy rozumieć przez 

Rys. 1. Trzy wektory na 
płaszczyźnie Gaussa

ustaloną kolej
ność trzech w e k torów. Powiemy, że trzy wektory A, B , C mają 
ustaloną kolejność A , B , C, jeżeli liczbie 1 jest przyporządkowany wek
tor A , liczbie 2— B , liczbie 3— C. W zbiorze trójelementowym, na przy
kład trzech kulek ułożonych wzdłuż dowolnej krzywej zamkniętej, mo
żemy przyjąć, że po elemencie pierwszym następuje element drugi, po 
drugim — trzeci, a po trzecim — znowu pierwszy; podobnie i w naszym 
przypadku przyjmujemy, że w układzie [A, B, C) po wektorze A nastę
puje wektor B, po B następuje wektor C, a po C następuje znowu wek
tor A.
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Oznaczmy kąty między wektorami w sposób następujący:
jest to kąt zawierający się w granicach kąta pełnego od — n do +7T1, 
który tworzy wektor A z wektorem B , to znaczy kąt zawierający się 
we wskazanych granicach, o jaki należy obrócić wektor B, by zszedł 
się z wektorem A zgodnie z jego kierunkiem i zwrotem,

1 Kątom między rozpatrywanymi wektorami można przyporządkować różnicę 
argumentów odpowiednich liczb zespolonych.

Można tu zaznaczyć, że o ile argument główny liczby zespolonej przyjmuje się 
w matematyce w granicach od 0 do ([7], s. 62), to w elektrotechnice argument 
główny bywa przyjmowany również i w granicach od —n do + ([9], s. 362).

W związku z technicznym charakterem niniejszej pracy przyjęto dla kątów <pk 
granice nie od 0 do 2n, lecz od —a, do +?t, gdyż takie granice będą dalej potrzebne 
przy określaniu układu symetrycznego dodatniego i ujemnego.

ę>2 jest to kąt zawierający się w granicach od —.ido +:tt, który tworzy 
wektor B z wektorem C,

<p3 jest to kąt zawierający się w granicach od — n do + %, który tworzy 
wektor C z wektorem A .

Rys. 2. Układ trzech 
wektorów.

Dla wskazanego na rys. 2 układu trzech 
wektorów mamy

ę>1 = a1 —a2 + 27r,

*p2 = a2 a3 >

q>3 = ai—a1 — 2n,

ogólnie zaś, oznaczając przez kt, k2, k3 liczby całkowite mogące przybierać 
wartości —1,0 , 1, a przez k ich sumą algebraiczną k=kt + k2 + k3, mamy

ę>1 = a1 —a2 + 2k17r ,

ę>2 = a2 ~ a3 + 2k27T , 

^3 = a3 — ar + 2k37t ,

9’i + 9’3 + 9’s = 2k7r. (3, 1)

Innymi słowy, suma algebraiczna trzech rozpatrywanych kątów, które 
są utworzone przez pary kolejnych wektorów, jest całkowitą wielokrot
nością kąta pełnego.

Przez symetryczny układ trzech wektorów rozumiemy 
taki układ trzech wektorów, który spełnia dwa warunki:
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1. wartości bezwzględne wektorów są równe: A=B = C i
2. kąty między kolejnymi wektorami są równe, to znaczy kąt, który 

tworzy wektor A z wektorem B , wektor B z C oraz, wektor C z A, 
są sobie równe 99 x = <p2 = 993.

Jak to rozpatrzymy bliżej, istnieją trzy rodzaje układów symetrycz
nych: układ symetryczny zerowy, układ symetryczny dodatni i układ 
symetryczny ujemny.

Przez asymetryczny układ trzech wektorów rozumie
my taki układ trzech wektorów, który nie jest symetryczny, a więc bądź 
nie spełnia warunku pierwszego powyżej podanego (równość wartości bez
względnych), bądź nie spełnia warunku drugiego (równość kątów między 
kolejnymi wektorami), bądź też nie spełnia obu tych warunków (rys. 3).

^*8*1 A*B*C oraz <f

Rys. 3. Układy asymetryczne.

Układy symetryczne i asymetryczne wyczerpują możliwości układu 
trzech wektorów i każdy układ trzech wektorów jest bądź układem syme
trycznym, bądź też asymetrycznym.

Oznaczmy przez 99 kąt między kolejnymi
wektorami w układzie symetrycznym g

=9’3=9’,

wówczas równanie (3,1) przybiera postać x

3gs = 2?c7T (3,2) _ . TT, iT Rys. 4. Układ zerowy.
przy parametrze k będącym liczbą całkowitą.

Dla k=0 otrzymujemy 99 = 0, czyli symetryczny układ trzech pokrywa
jących się wektorów współosiowych, zwany układem zerowym 
(rys. 4).

Dla k=l otrzymujemy 99 =---- , czyli symetryczny układ trzech wekto-
3

rów, taki że wektor A tworzy z wektorem B, wektor B z C, oraz wektor 
C z A kąty po 120°. Układ ten ze względu na dodatnią wartość kąta 99 oraz 
okoliczność, że obrót wektora B w kierunku A , wektora C w kierunku B 
oraz, wektora A w kierunku C następuje zgodnie,z umownym dodatnim

16 Archiwum Elektrotechniki Tom III 
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kierunkiem obrotu, nazywamy układem dodatnim lub zgod
nym (rys. 5).

2 TCDla k=—1 otrzymujemy <p =------, czyli symetryczny układ trzech
3 z

wektorów, taki że wektor A tworzy z wektorem B, wektor B z C oraz 
wektor C z A kąty po —120°. Układ ten ze względu na ujemną wartość 
kąta (p oraz okoliczność, że obrót wektora B w kierunku-A, wektora C 
w kierunku B oraz wektora A w kierunku C następuje przeciwnie do 
umownego dodatniego kierunku obrotu, nązywamy układem ujem
nym lub p r z e c i w m y m (rys. 6).

Powyższe trzy wartości parametru k są jedynymi możliwymi spełnia
jącymi równanie (3,2) przy założeniu, że kąt <p zawiera się w granicach 
od — n do +n. Gdybyśmy zresztą to założenie odrzucili i nie zakreślali 
granic dla kąta <p, to dla dalszych całkowitych wartości parametru k otrzy
malibyśmy nadal

układ ujemny dla k = 2, —4, 5, —7, . . ., bądź
układ zerowy dla k = 3, —3, 6, —6, .. ., bądź też
układ dodatni dla k = 4, —2, 7, —5, ....

4tc ' —Na przykład dla wartości k = 2 otrzymujemy <p=—, czyli wektor A 
, i, J 3

tworzy z wektorem B kąt 240°, co jest równoznaczne ze stwierdzeniem, że 
wektor A tworzy z wektorem B kąt —120°, wobec czego układ wektorów 
jest ujemny, jak dla k= —1 (rys. 7).

4. ROZKŁAD układu trzech wektorów na składowe symetryczne

Niech będą dane trzy układy symetryczne wektorów:
układ zerowy złożony z wektorów 0 kolejności Ao , Bo, Co ,
układ dodatni złożony z wektorów o kolejności A,, B1, C1}
układ ujemny złożony z wektorów o kolejności A2, B2, C2.
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Nazwiemy wektor A 0 wektorem podstawowym układu 
zerowego (Ao, Bo, Ćo),

wektor At wektorem podstawowym układu 
dodatniego (At, Bt, Cj,

wektor A2 wektorem podstawowym układu 
ujemnego (A2,B2,C2).

Korzystając z definicji układów symetrycznych możemy wyrazić za po- 

mocą wektorów podstawowych i operatora obrotu o kąt 120® h = e3^ P°~ 
zostałe wektory tych układów, a mianowicie

Bo— Ao, 
B^h2^, 
B2 = h A2 ,

Co— Ao, 

Ć1=h A}, 
C2=h2A2.

(4, 1)

W ten sposób układem zerowym jest układ wektorów (Ao, Ao, Au), 

układem dodatnim jest układ wektorów (Aj, h2A}, hAJ, 

układem ujemnym jest układ wektorów (A2, hA2, h2A2), 

Powyższe trzy układy symetryczne mają łącznie 9 elementów; sumując 
je w trzech grupach po trzy, możemy utworzyć następującą kombinację 
liniową wektorów podstawowych w układach symetrycznych

A — Ao + Aj + A2 , 
B = A0 + h2A1 + h A2, 
C — A0 + h Aj-Fh2A2.

(4, 2)

Otrzymany układ wektorów (A, B , C) w ogólnym! przypadku nie jest 
układem symetrycznym.

Jeżeli teraz dodamy do siebie stronami równania (4,2) i uwzględnimy, 
że l + h + h2 = 0; to wyrazimy wektor Ao przez wektory A,B i Ć. Jeżeli 
pomnożymy stronami drugie równanie (4,2) przez h, a trzecie przez h2 
i dodamy do siebie stronami te równania, to wyrazimy podobnie A,. Je
żeli na koniec pomnożymy stronami drugie równanie (4,2) przez h2, 
a trzecie przez h i dodamy do siebie stronami te równania, to wyznaczymy 
wreszcie A2. W/nik tych obliczeń jest następujący:

16’
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A0=~(A+ B+ C), 
3

Ai= — (A+h B + h2Ć), 
3

A2= — (A + hlB+hĆ). 
3

(4, 3)

Układy równań (4,2) i (4,3) dopełniają się wzajemnie, a mianowicie 
układ (4,2) pozwala nam przy znanych wektorach podstawowych układów 
symetrycznych Ao, A1 i A2 wyznaczyć wektory A, B i C, a układ równań 
(4,3) pozwala przy danych wektorach A,B i Ć wyznaczyć wektory pod-, 
stawowe układów symetrycznych Ao , At i A2

Przepisując układ równań (4,2) w postaci
skła- skła- skła
dowa dowa dowa 

zerowa dodat. ujemna

przyporządkowana wektorowi A = A0 + + A2,

B = Aq -l-haA| + h A2 ,

C=A0 Aj + h2A2,

nazwiemy
wektor Ao składową symetryczną zerową układu 

wektorów (A, B, C), przyporządkowaną 
wektorowi A,

wektor Aj składową symetryczną dodatnią układu 
wektorów (A,B,C), przyporządkowaną 
wektorowi A,

wektor A2 składową symetryczną ujemną układu 
wektorów (A , B , C), przyporządkowaną 
wektorowi A.

W elektrotechnice używamy często, nieco nieściśle, następujących nazw 
skróconych:

wektor Ao jest to. składowa symetryczna zer owa wek
tora A,

wektor A1 jest to składowa symetryczna dodatnia 
wektora A,

wektor A2 jest to składowa symetryczna ujemna wek
tora A , 
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a jeżeli to nie powoduje niejasności, mówimy nawet wprost, że
wektor Ao jest to skłądowa zer dwa (na przykład prądu lub 

napięcia),
wektor jest to składowa dodatnia,
wektor A2 jest to składowa ujemna.

Analogicznie składowe symetryczne układu wektorów (A, B, C) przy
porządkowane wektorowi B wynoszą:

składowa zerowa Ao,
składowa dodatnia h2At,
składowa ujemna hA2

i przyporządkowane wektorowi C
składowa zerowa Ao ,
składowa dodatnia hAl ,
składowa ujemna .

W tej terminologii powiemy, że równania (4,2) przedstawiają rozkład 
układu trzech wektorów (A , B , C) na składowe symetryczne.

W symbolice macierzowej możemy oznaczać macierz dwiema piono
wymi kreskami na początku i na końcu macierzy bądź ująć ją w nawias 
prostokątny, bądź też pisać ją w skróceniu wielką'literą tłustym drukiem 
albo wielką literą alfabetu gotyckiego. Korzystając ze sposobu oznaczania 
macierzy za pomocą nawiasu prostokątnego lub wielką literą tłustym dru
kiem, możemy układ równań (4,2) przepisać w postaci równania macie
rzowego

czyli.
A=SAs,

(4, 4)

(4, 5)

gdzie macierz regularna (czyli nieosobliwa)

S= 1,
1, 1
h2, h
h, h2

(4, 6)

nazywa się macierzą operatorową składowych syme
trycznych,
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macierz

(4,7)

jest to macierz danych wektorów, 
a macierz

(4,8)

A = B

jest to macierz wektorów podstawowych układów symetrycznych /lub 
inaczej macierz składowych symetrycznych. Z równania (4,5) wynika, że

As = S~1A (4, 9)
Drugi układ równań (4,3) możemy wyrazić w postaci równania macie

rzowego

czyli

gdzie
1 , 1
h, h2
h2, h

(4,10)

(4, U)

(4,12)

Należy zauważyć, że macierz Si powstaje z macierzy operatorowej skła
dowych symetrycznych S przez przestawienie drugiego wiersza z trzecim 
lub drugiej kolumny z trzecią. Z równań (4,9) i (4,11) wynika następujący 
związek między macierzami kwadratowymi symetrycznymi S i St

3S~1 = S1 (4, 13)
W równaniach (4,3) korzystaliśmy już z pewnych elementarnych związ

ków, znajdujących częste zastosowanie w elektrotechnice. Związki te zgru
pujemy teraz w następującym zestawieniu:

h3=l, ]
l + A+h2 = 0. J

(4, 14)
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l-h2 = -jh]/W,

h-h2 = .

(4, 15)

5. ZWIĄZEK ALGEBRAICZNY MACIERZY OPERATOROWEJ 
Z MACIERZĄ JEDNOSTKOWĄ

Ze związku (4,13) wynika, że iloczyn macierzy S i Si wynosi

SS1=S-3S-1==3I
i jest przemienny

SS1=S1S=3I

(5, 1)

(5, 2)
Obliczmy kwadraty, sześciany i czwarte potęgi obu rozpatrywanych 

macierzy. Kwadraty macierzy

1,1, 1 1,1, 1 1, 0, 0
s2= 1, h2, h 1, h2, h = 3 0, 0, 1 (5, 3)

1, h , h2 1, h, h2 0, 1 , 0

1,1, 1 1,1, 1 1,\ 0, 0
S2 = 1, h, h2 1, h, h2 = 3 0, 0, 1 (5, 4)

1, h2, h ' 1, h3, h 0, 1, 0■— —
są sobie równe. Kładąc

1, 0, 0
M 0, 0,1 (5, 5)

0, 1, 0

mamy

i

Kwadrat macierzy M wynosi

S2=3M

S2=3M.

(5, 6)

(5, 7)

M2 =
1,
0,
0,

0, o
o, 1
1, o

1, o, o 
0,0,1 
o, 1, 0

1, 0, 0
0, 1, 0 = 1
0, 0, 1

(5, 8)

Zwróćmy uwagę, że macierz M powstaje z macierzy jednostkowej stop
nia trzeciego przez przestawienie drugiego wiersza z trzecim lub drugiej 
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kolumny z trzecią; wobec tego wyznacznik macierzy M równa się —1 
i macierz M jest regularna.

Biorąc odwrotność obu stron równania (5,6) otrzymujemy

(5, 9) 
czyli

S2=3M^ (5,10)
i

(5,11)
Sześciany obu rozpatrywanych macierzy wynoszą

S3 = S1 S—1 = (3 M)2 S—1 = 9 IS-1 = 3 Sj, (5,12)

S3 = S* S-1 = (3 M)a S;1 = 9 IS;1 = 3 S. (5,13)

Wypisując sześciany macierzy S i S, jako iloczyny kwadratu przez 
pierwszą potęgę macierzy, stwierdzamy na podstawie wzorów (5,3), (5,4), 
(5,12) i 5,13), że macierz M ma następującą właściwość:

MS=SM=S1, | 
MS1=S1M=S. J

Czwarte potęgi rozpatrywanych macierzy wynoszą

1, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0
S4=S4 = 32M2=9 o, o, 1 o. o, 1 = 9 0, 1, 0 =91. (5,15)

0, 1, 0 0, 1, 0 o. o, 1

Można by zauważyć, że dla usunięcia „pasożytniczego1* współczynnika 
w równaniu (5,15) należałoby zamiast macierzy S i Si wprowadzić ma
cierze

1,1, 1
™ s 1 -

1/3 /3 1, h2, h (5,16)
1, h, h2

oraz

1,1, 1
ł_

1 /3 |3 1, h, h2 (5,17)
1, h2, h

Mamy wtedy związek analogiczny do (4,13), ale wolny od współczyn
nika 3

T^j/SS-^^S^T,. (5, 18)
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Kwadraty macierzy T i Tx
■ S2T2- =M

3
S2

T2 = -^-=MO
są wolne od współczynnika 3, podobnie jak i sześciany:

fS

T3

S3 z_ 3St 
(/3)3 3/3 X’

S3 3S
=--- 1—=------ =T.

(/3)3 3/3

(5, 19)

(5, 20)

Na koniec czwarte potęgi wynoszą

T‘ = T?=M2=I. (5,21)

Z punktu widzenia zastosowań w elektrotechnice macierz operatorowa 
składowych symetrycznych S nadaje się bezpośrednio do badania układów 
trójfazowych, a wprowadzenie macierzy T byłoby mniej korzystne. Wobec 
tego, mimo że wprowadzenie macierzy T zamiast S daje pewne uprosz
czenie rachunkowe, będziemy w dalszym ciągu- korzystali z macierzy 
operatorowej składowych symetrycznych S i mnożonej przez skalar 3 
macierzy odwrotnej S, , nie zaś z macierzy T i Tx.

Macierz M ma pewne ogólne własności, z których łatwo wynikają (5,15) 
i (5,14), można ją mianowicie uważać za operator, który jako mnożna 
przestawia w dowolnej macierzy kwadratowej stopnia trzeciego wiersz 
drugi z trzecim, a jako mnożnik — kolumnę drugą z trzecią. Istotnie 
przy oznaczertiu danej macierzy kwadratowej przez

iloczyny wynoszą

MA=
0, 
o, 
1,0,

Cha, “13

AM= a21 ’ ^22 ’ a23

a31 ’ a32, a.33

1,0, o
0, o, 1
0,1,0

all ’ a12 5 a13

C2] , ^22 , ®23

a31 » ^32 , a33

On, a12, «13

A= a21, ®22 > a23

asi > a32 > «33

au , a12 , a!3

a31 , a32 , a33 ,

Ct21 022 , tt23

aH ’ ®13 , aj2

®21 ’ ®23 > ®22 •

^31 , a33 > a32

(5, 22)

(5, 23)

o
1
o
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Dwukrotna operacja przestawienia wiersza drugiego z trzecim lub 
kolumny drugiej z trzecią daje nam znowu macierz w pierwotnej postaci, 
wobec czego zachodzi związek

M2=I. (5,24)

W macierzy operatorowej składowych symetrycznych S wszystkie 
elementy pierwszego wiersza i pierwszej kolumny są jednościami, po
nadto- jest to macierz symetryczna. Przestawiając w macierzy S bądź 
drugi wiersz z trzecim, bądź też drugą kolumnę z trzecią, otrzymujemy 
macierz St. A stąd na mocy związków (5,23) mamy

MS=SM=S1, (5,25)
do czego doszliśmy w (5,14) wymnażając szczegółowo macierze.

Niech będzie dąna macierz przekątna stopnia trzeciego

1, 0, 
o, h2, 
0, 0,

0
0
h

(5, 26)

Obliczmy iloczyn macierzy SHS mnożony przez skalar —; oznaczymy go 
3

przez N.

1, 1. 1
SH = 1, h2, h

1, h, h2

1,
N = --SHS'= — 1,

3 3
1,

h2, h
h, h2
1, 1

1, 0, 0 1,
0, h2, 0 — 1,
0, o. h 1,

h2, h 1, 1,
h2 1, h\

1, 1 1, h,

1.
3

0,
0,
3,

0, 3
3, 0
0, 0

(5, 27)

0, 0, 1
.0, 1, 0
1. 0, o

(5,28)

Analogicznie do macierzy M macierz N jest operatorem, który jako 
mnożna przestawia w dowolnej macierzy stopnia trzeciego wiersz pierwszy 
z trzecim, a jako mnożnik — kolumnę pierwszą z trzecią. Możejny to 
sprawdzić przez wymnożenie



Tom .HI — 1954 Macierze składowych symetrycznych 247

0, 0, 1 all > 012 ’ ai3

NA = 0, 1, 0 a21, a22 > a23

1, 0, 0 _ a31 > a32 , a33

“n, a12 » “13 0, 0, 1
AN = a2i, O22 > a23 0, 1, 0

O3I , a32 , O33 1, 0, 0

®31 > a32 , O33

a21 > a32, O23

an, 012, 013

“13 > 012 , On

a23 , 022 > a2i

aa3> a32, a3i

(5, 29)

Podobnie do (5,24) wynika stąd związek 

N2 = I.
Rozpatrzmy następnie kwadrat macierzy H

(5, 30)

H2= 0,
0,

o, 
h, 
0,

0
0
h2

(5,31)

Odpowiedni iloczyn SH2S mnożony przez skalar — wynosi

o 
o
1

L=-SH2S=
3

0, 1, 
1, 0, 
o, o,

(5, 32)

Macierz L jest również operatorem, który jako mnożna przestawia 
w dowolnej macierzy kwadratowej stopnia trzeciego wiersz pierwszy 
z drugim, a jako mnożnik — kolumnę pierwszą z drugą, skąd wynika 
związek

L2=I. (5,33)
W konkluzji stwierdzamy, że macierze N, M i L jako czynniki mnożenia 

macierzy są analogicznymi operatorami, przestawiającymi dwa wiersze 
(bądź dwie kolumny) drugiego czynnika i w konsekwencji są związane 
zależnością'

N2 = M2=L2 = I. (5,34)
Zauważymy przy tym, że w macierzy N elementy równe jedności znaj

dują się na drugiej przekątnej
0 0,I
0

0,

i
o
o
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Przez cykliczne przesunięcie wierszy (lub kolumn) macierzy N o jedno
miejsce w przód otrzymujemy macierz (5,5)

1, o, 0
M= 0, o, 1

0, 1, 0

a o dwa miejsca w przód — macierz (5,32)

0, 1, 0
L= 1, o , 0

0, o , 1

Przejdźmy teraz do macierzy jednostkowej stopnia trzeciego. Elementy 
równe jedności znajdują się w niej na głównej przekątnej

1, o, 0
1= 0, 1, 0

0, o, 1
(5, 35)

Przez cykliczne przesunięcie wierszy tej macierzy o jedno miejsce w przód
lub kolumn o dwa miejsca w przód otrzymujemy macierz

1
0
0

(5, 36)

a przez przesunięcie wierszy o dwa miejsca w przód lub kolumn o jedno 
miejsce w przód — macierz

0, 1,
0, 0,
1, 0,

0
1
0

(5, 37)

Macierze te są związane równaniami

P2 = Q 1
Q2 = P. i (5, 38)

Rozpatrywane macierze są również operatorami, a mianowiciemacierz P 
jako mnożna przesuwa cyklicznie w dowolnej macierzy kwadratowej



TomiTlI —1954 Macierze składowych symetrycznych 249

stopnia trzeciego wiersze o jedno miejsce w przód, a jako mnożnik — 
kolumny o dwa miejsca w przód. Możemy to sprawdzić przez wymnożenie

0, 0, 1 a 1 , a12, Uj3 a31 > a. 2, a33

PA = 1, 0, 0 a,’1 , h22, a23 = Oli , ai2 , ai3 , (5,39)
0, 1, 0 ^31 , a32, o33 $21 9 a22, a23

^11 9 $12 9 a 13 0,0,1 a12 , ai3 > ail
AP $21 9 $22 9 a 23 1 , 0, 0 = a22 > ®23 , a21 (5, 40)

a31 ’ a32 > a33 0,1,0 O32 ’ a33 , a31

Skoro według (5,38) pomnożenie przez Q oznacza tyle, co dwukrotne 
pomnożenie przez P, to macierz Q jest operatorem, który jako mnożna 
przesuwa cyklicznie w dowolnej macierzy kwadratowej stopnia trzeciego 
wiersze o dwa miejsca w przód, a jako mnożnik — kolumny o jedno 
miejsce w przód.

Następnie przy przesunięciu cyklicznym wierszy lub kolumn macierzy 
stopnia trzeciego o trzy miejsca w przód powracamy do macierzy w pier
wotnej postaci, wobec czego zachodzi związek

PQ = QP=P8=Q3=I. (5,41)

Obliczymy następnie mnożone przez skalar — iloczyny macierzy

SPS i SQS
które oznaczymy odpowiednio przez Hi i H2.

Na podstawie (5,40) mamy

SP= h2, h , 1 (5, 42)
h, h2, 1

H, = —SPS=—
3 3

1 , 
h2, 
h,

1, 1
h, 1
h2, 1

1,0,0
0, 0, h2
O,’ h, 0

(5,43)1, h2, h
1, h, h2

Podobnie otrzymujemy

SQ= h, 1,
h2, 1,

1
h2 
h

(5, 44)
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(5, 45)

Obliczymy na koniec mnożone przez skalar — iloczyny macierzy SHQHS 
3

i SH2QH2S, które oznaczymy odpowiednio przez H3 i H . W tym celu 
mnożymy:

1, h2, h
SH = 1, h, h2 według (5,27),

1, 1, 1

1, h2, h 0,1,0 h, 1, h2
SHQ 1, h, h2 0, 0, 1 = h2, 1 , h , (5,46)

1, 1, 1 1, 0, 0 1, 1, 1_

1, 0, 0 1, 1,1 1, 1, 1
HS = 0 , h2 , 0 1, h2, h = h2, h, 1 , (5,47)

0, 0, h 1, h, h2 h, h2, 1

h, 1 , h2 1, 1, 1 0, 3h, 0
SHQHS= h2, 1, h h2, h, 1 = 3h2, 0, 0 (5,48)

1 , 1, 1 h, h2, 1 0, 0, 3

i ostatecznie otrzymujemy

Dla obliczenia drugiego iloczynu mnożymy kolejno

0, h, 0
H3 = —SHQHS =

3
h2, 0 , 0 (5,49)
0, 0, 1

SH2 = 1,
1, 1
h2, h
h, h2

1,
0, 
0.

0, o
h, 0
0, h2

1,
1,

1,

h, h2

1, 1
h2, h

(5,50)
1,
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1 , h, h2 o, 1, 0 h2, 1, h
SH2Q = 1', 1, 1 o, 0, 1 = 1, 1, 1 , (5,51)

1, h2, h 1, 0, 0 h, 1, h2

1, 0, 0 1, 1, 1 1, 1, • 1
H2S = 0, h, 0 1, h2, h = h, 1, h2 , (5,52)

0, 0, h2 1, h, h2 h2, 1, h

h2, 1, h 1, 1, 1 0, 0, 3h2
SH2QH2S = 1 , 1, 1 h, 1, h2 = 0, 3, 0 (5, 53)

h2 1, h.. h2, 1, h 3h, Ó, 0

6. WYRAŻENIE ILOCZYNU MACIERZY WIERSZOWEJ PRZEZ KOLUMNOWĄ 
ZA POMOCĄ SKŁADOWYCH SYMETRYCZNYCH

i ostatecznie otrzymujemy

H,1 SHQH-S
0, 0 , h2
0, 1, 0 (5, 54)

3
h, 0, 0

Niech będą dane dwie macierze kolumnowe trójelementowe

którym odpowiednio są przyporządkowane dwie macierze kolumnowe 
trójelementowe składowych symetrycznych wektora A i wektora D

(6,2)

Transponując macierz kolumnową A otrzymujemy
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macierz wierszową A,, która pomnożona przez macierz kolumnową D
daje jako iloczyn

AtD=[A, B, C] 
i

=AD+BE+CF

macierz zerowskaźnikową.
Korzystając ze wzorów (4,5), (5,6) i (5,23) wyrazimy iloczyn A(D przez 

składowe symetryczne wektorów A i D:

AfD = (S As)t SDs = (As)t SSDs = (As)t 3 MDS =

I Ao, Aj, A2 ] 3 = 3(A0D0+A1D2-+AłD1) (6,5)

A zatem

Wyrazimy jeszcze iloczyn macierzy A(MD przez składowe symetryczne 
wektorów A i D:

AtMD = (S As)t MSDs = (As)t SMSDs. (6,7)
Stosujemy teraz wzory (5,14) i (5,1):

AtMD = (As)t SSjDs = (As)t 3IDS = 3, ( As)t Ds.

Ostatecznie otrzymujemy na podstawie (5,23)

Otrzymane wyniki sformułujemy w następującym twierdzeniu: 
W ogólnym przypadku zachodzi nierówność

(6, 10)
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i aby otrzymać równość, należy zachowując niezmienną pozycję pozosta
łych elementów przestawić w dowolnej z czterech macierzy drugi element 
z trzecim, na przykład B z C albo E z F, albo A, z _42, albo wreszcie Dr z D2,

Korzystając z określenia macierzy kolumnowych A i D oraz macierzy 
przekątnej H za pomocą wzorów (6,1) oraz (5,26), rozpatrzmy z kolei ilo
czyny macierzy (HAhD oraiz (H2A),D i wyraźmy je przez składowe syme
tryczne wektorów A i D

Na podstawie związku (5,28) pierwszy iloczyn prowadzi do wyrażenia

(HA)tD = (HSAs)tSDs = (As)tSHSDs=(As)t 3 NDS =

Drugi iloczyn na podstawie związku (5,32)

(H2 A)t D - (H2SAs)t SDs=(As)t SH2SDs=(As)t 3 LDS =

— 3 [Aq » Aj, A2] (6,13)

czyli

[A, hB, h2C] (6,14)

Korzystając z macierzy kwadratowych Q,H2,H3iH4, określonych za 
pomocą wzorów (5,37), (5,45), (5,49) i (5,54), obliczymy pajpierw iloczyny 
macierzy

17 Archiwtim Elektrotechniki Tom III

(6,15)
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0, 1, 0 A h2B
QHA = 0, o, 1 h2B = hC

1, 0, 0 hĆ A

0, 1, 0 A hB
QH-A = o, 0, 1 hB = h2C

1, o, 0 h-Ć A

(6, 16)

(6,17)

i wyrazimy iloczyny

AtQA, (HA)tQHA i (H2A)tQH2A
przez składowe symetryczne wektorów A i D.

Na podstawie związku (5,45) pierwszy iloczyn prowadzi do wyrażenia

AtQA=(SAs'tQSAs = (A?tSQSAs=(As)t 3 H2AS =

= 3[A0. A, A2] hA2 — 3 [a0, (6,18)

czyli

= 3[A0, -A.] 7 (6,19)

Na podstawie związku (5,49) drugi iloczyn

(H A)tQHA=(HSAs)tQHSAs = (As)f SHQHSAs=

— (As)t 3 H3AS — 3 [Ao, Aj, A2]
hAj

h2A0 — 3 [a2 , Ao] (6,20)
aJA,

czyli

[A , h2B , hc]
h2B
hĆ =3[A2, -Ao]
A

A
A^ ‘

(6, 21)
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Tablica 1
Zestawienie wyników dotyczących wyrażenia iloczynu macierzy wierszowej 

przez kolumnową za pomocą składowych symetrycznych

Wzór (6, 6)
D Do

[A , B, c] E = 3[a0, A2, 21,1 D,
Ld2J

czyli A D+B E+CF=3 (A0D0 + A2D, + A,D2).
W macierzy wierszowej pozycja elementu 
Ao jest niezmieniona, a elementy A, i A2 są 
zamienione miejscami.

Wzór (6, 12)

Do
[A,h2B, hc] E =3(^,4,, A,] D,

F_

Wzór (6, 14)

lD2J
czyli A D + h2B E + hC F=3 (a"2D0+A,Dt+AoD2 ) . 

W macierzy wierszowej pozycja elementu 
A, jest niezmieniona, a elementy A2 i Ao są 
zamienione miejscami.

D
[A, hB, h2c] E =3(^1, A, 

.F_

Do

Ol A2] D, 
A.

czyli

Wzór (6, 18)

A D+hBE + h2CF=3 (A, D0+A0D, +A2D2). 
W macierzy wierszowej pozycja elementu 
A2 jest niezmieniona, a elementy Ao i A, są 
zamienione miejscami.

B
[A , B, C] C =3 [Ao , -AJ A„

-A2.

czyli
Wzór (6, 21)

h2B

AB + BC+CA = 3(a*-A,A2) .

F

D

[A, h-B, hc] hC =3|A»,-A0] - ,
La,

A

Wzór (6, 23)
czyli h2AB + BC+hCA = 3(Al~A„A}) .

hB
[A, hB, h2c] h2C =3[A, ,-A2] - , 

— LA0J

czyli hA B+ BC+ h2CA=3 (a^-A2Ac) .

17*
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Wreszcie na podstawie związku (5,54) trzeci iloczyn

(HA)tQHA (H2SAs)t QH2SAs = (As)fSH2QH2SAs =

=(As)(3H4As=3fA0, Aj,A2]
h2A2

A 
bA0

(6, 22)

czyli

[A, hB, h2c]
hB

h2Ć
A

(6, 23)

Ponadto obliczymy iloczyn trzech wektorów będących obrazami trzech 
liczb zespolonych:

ABC=(As + A, + A2) ( Ao+h2At + hA2) (Ao + h Aj -fc h2A2)

— A0 + A1+A2 — 3A0AjA2. (6,24)

7. OBLICZENIE SKŁADOWYCH SYMETRYCZNYCH ILOCZYNU MACIERZY 
STOPNIA TRZECIEGO PRZEZ MACIERZ KOLUMNOWĄ

Rozpatrujemy dwie macierze: macierz kolumnową trój elementową

A
A= B (7, 1)

oraz macierz symetryczną stopnia trzeciego o elementach zerowych na 
głównej przekątnej; elementy niezerowe macierzy symetrycznej ozna
czymy małymi literami alfabettr dla odróżnienia od elementów macierzy 
kolumnowej

0, c, b
G = c,

b,
(7,2)

Iloczyn macierzy wynosi
0

r=GA= c
c,
0,

b,
(7,3)
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W interesującym nas zakresie zagadnień elementy macierzy a,b,c,
A ,B , C, a, i y są liczbami, zespolonymi, których obrazami geometrycz
nymi jest 9 odpowiednich lektorów. Składowe symetryczne wektora a 
wynoszą a0 , i a2; wektora A — An, At i A2 ; wektora a — a0, i a2.

Obliczamy macierz kolumnową składowych symetrycznych wektora a:

a0 1.1,1-11
a, =— S,r = — 1, h, h2
_ 3 3
a2J [1, h2, h

c+b, c+a, b+a 
c+h2b, c+h2a, b+ha 

h2c+hb, c+ha, b+h2a

1, 1,
1, h2, 
1 , h.

1, 1, 1
1, h2, h
1, h, h2

1
h
h2

_Ag_

^0
Al
A 2.

2(a+b+cj, (h+h2)a+(l + Mb+(l-hh2)7, (h+h2)a+(l +h2)b+(l+h)ć
(h+h2) a+(l+h2jb+(l+h)c, (h+h^+ęh+h^b+th+h2^. 2a+2h2b+2h<?
,(h+h2)a+(l + h)b+(l+h2)c, 2a+2hb+2h2c, (h+h2)a+(h+h2)b+(h+h2)c_

ń° 
• A,

-Az

2(a+b+c), 
— a—hb— h2c , 
— a—h2b—hc ,

— a—h2b—hc ,
—a—b—c, 
2(a+hb+h2c),

—a—hb—h2c 
2(a+h2b+hc) 
—a—b—c

Ao 
A, 

.Az_

2a0 , u2, cii
cii, dj > 2a,2
a2, 2at, a0

Ao 
Ai 

A2
(7, 4)

8. WYRAŻENIE UKŁADU TRZECH WEKTORÓW SPRZĘŻONYCH Z DANYMI 
TRZEMA WEKTORAMI ZA POMOCĄ SKŁADOWYCH SYMETRYCZNYCH

Dla danej liczby zespolonej

c = a + jb = ae3*
liczbą zespoloną sprzężoną jest

c* = a—jb — Qe~.

(8, 1)

(8,2)

Jak wiadomo, liczbą sprzężoną z sumą, różnicą, iloczynem lub ilorazem 
dwóch liczb zespolonych jest suma, różnica, iloczyn lub iloraz liczb sprzę
żonych z tymi liczbami zespolonymi.

Jeżeli wektor A jest obrazem geometrycznym liczby zespolonej c, to. 
nazwiemy wektorem sprzężonym z danym wektorem 
taki wektor A *, który jest obrazem geometrycznym liczby zespolonej c* .
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Na podstawie równań podstawowych. (4,2) i własności sprzężenia mamy:

A* — (Ap + Aj + Aa)* — Ao + Ai 4- A2 , 

B* = (Ao+h2^ + hA2y = Ao + hA* + h2A2 , 

C* = (Ao+hA1 + h-A^- = Ao + h2Ai + hA2.

(8, 3)

(8, 4)

(8, 5)

(8, 6)

jest to macierz, kolumnowa wektorów sprzężonych z danym układem 
wektorów,

A0

A* (8, 7)

jest to macierz kolumnowa wektorów sprzężonych z układem składowych 
symetrycznych, S, zaś jest znaną nam mnożoną przez skalar 3 macierzą 
odwrotną względem macierzy operatorowej składowych symetrycznych S . 
Równanie (8,5) nadaje nowe znaczenie macierzy Sj , gdyż przez wzięcie 
„sprzężenia" obu stron równania (4,5) A=SAs 
otrzymujemy równanie (8,5) A* = SjAs*,
w którym macierz S1 jest macierzą operatorową sprzężoną z macierzą 
operatorową składowych symetrycznych S .

Mnożąc obustronnie równanie (8,5) przez S

SA* = SSiA; (8, 8)

otrzymujemy na podstawie zależności (5,1) równanie dopełniające do (8,5)

A* = -SA*, 
s 3

(8, 9)
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które w postaci rozwiniętej napiszemy następująco:

9. BADANIE PRZYPADKÓW SZCZEGÓLNYCH RÓWNANIA PODSTAWOWEGO 
a-sa.

Rozpatrzymy teraz spotykane często w zagadnieniach elektrotechnicz
nych przypadki szczególne równania podstawowego A=SAs>, w których 
bądź to układ wektorów (A, B, Ćj jest układem symetrycznym, bądź też 
niektóre z danych wektorów A, B i C lub składowych symetrycznych 
Ą^A^i A2 znikają. Przypominamy przy tym zastrzeżenie wymienione 
w rozdziale 3, iż poza zakresem rozważań pozostawiamy układ trzech wek
torów zerowych, wobec czego z trzech wektorów układu mogą znikać co 
najwyżej dwa.

Zagadnienie przypadków szczególnych będzie ujęte w cztery twierdze
nia od 9.1 do 9.4.

Twierdzenie 9.1
Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby trzy diane wek

tory A , B i C tworzyły układ symetryczny, jest znikania dwóch 
spośród trzech składowych symetrycznych wektora A, przy czym 
1) przy Aj =0 iA2=0 układ wektorów (A,B,C) jest układem 

zerowym,
2) przy Ao = 04 A., = 0 układ wektorów (A, B , C) jest układem 

dpdatnim, a
3) przy Ao=O i A{ = 0układ wektorów {AjBjC) jest układem 

ujemnym.
1. Warunek konieczny i dostateczny dla układu ze

rowego.
Konieczność warunku 

(9,1)

czyli składowa dodatnia i ujemna są zerami, a składowa zerowa jest równa 
danemu wektorowi’ A.
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Dostateczność warunku
Gdy A, =0, A, = 0 ,

2. Warunek konieczny 
d a t ni eg o.
Konieczność warunku

i dostateczny dla układu d o-

Gdy
A 

h2A 
hA

Ao
Aj (9, 3)

A
B
Ć

, to

czyli składowa zerowa i ujemna są zerami, a składowa dodatnia jest równa 
danemu wektorowi A.

Dostateczność warunku
GdyAo=O, A2=0,

to
1, 1, 1
1, h2, h
1 ,. h, h2

0
Aj

0

Aj 
h2Aj 
\hAj

(9, 4)
A

czyli dane trzy wektory tworzą układ dodatni.

3. Warunek konieczny i dostateczny dla układu ujem- 
n e g o.

Konieczność warunku 

Gdy B
Ć

A
(9, 5)

czyli składowa zerowa i dodatnia są zerami, a składowa ujemna jest równa 
danemu wektorowi A.
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Dostateczność warunku
GdyiAo=O, A^O,

A 1, 1, 1 1 0 a/
to B = 1, h2, h 0 = hAa , (9, 6)

Ć 1, h, h2 a. h2A2

1. Warunek konieczny i 
r o w e g o.
Konieczność warunku

czyli dane trzy wektory tworzą układ ujemny.
Ponieważ rozpatrzone trzy przypadki wyczerpują układy symetryczne 

trzech wektorów, więc twierdzenie nasze jest dowiedzione.

Twierdzenie 9.2
Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby suma trzech da

nych wektorów znikała A+B-rC-0, jest znikanie składowej 
zerowej Ao.

Twierdzenie to wynika z pierwszego równania (4,2), zgodnie z którym

Aa= — (A + B+C).
3

Twierdzenie 9.3
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby w ukła

dzie (A,B ,C) tyłlco jeden z wektorów był różny od zera, jest, 
aby składowe symetryczne wektora A tworzyły układ syme
tryczny, przy czym

1) przy A^O układ' wektorów (A3,A1,A2) jest układem 
zerowym,

2) , przy układ wektorów (Ao. Aj, A3) jest układem 
dodatnim,

3)i przy B^O układ wektorów (Ao, A,, A2) jest układem 
ujemnym.

dostateczny d la układu ze-
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czyli składowe symetryczne niezerowego wektora A — zerowa, dodatnia

czyli z danych trzech wektorów tylko pierwszy jest niezerowy.

2 .- W ai r u n e k konieczny i dostateczny 
d a t n i eg o
Konieczność warunku

dla układu d o-

czyli z danych trzech wektorów tylko trzeci jest niezerowy.

3 . W a runek konieczny 
u j e m n ę g o

Konieczność warunku

dostateczny dla układu

01, 1
h2, h
h, h2

Ao 
hAn 

h2A0
3A0 (9, 121

i

0
czyli z danych trzech wektorów tylko drugi jest niezerowy.
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Twierdzenie 9.4
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby W' ukła

dzie trzech danych wektorów pierwszy wektor był równy zeru, 
jest znikanie sumy składowych symetrycznych tego wektora.

Twierdzenie to wynika z pierwszego równania (4,2), zgodnie z którym

A = Ao + Aj + A2.
Z rozważań niniejszej części widzimy, że matematyczna teoria składo

wych symetrycznych wiąże się ściśle z rachunkiem macierzy i da się 
prosto przedstawić za pomocą tego rachunku.

Zagadnienia związane z zastosowaniem teorii składowych symetrycz
nych do elektrotechniki ibędą przedmiotem naszych rozważań w następnej 
części artykułu:'

Część II

Macierzowa teoria składowych symetrycznych jako dział- 
elektrotechniki

10. ZNAKOWNICTWO WIELKOŚCI ELEKTRYCZNYCH PRZy STOSOWANIU 
ALGEBRY NIEMACIERZOWEJ I MACIERZOWEJ

Metoda symboliczna pozwala na odwzorowanie za pomocą rachunku liczb zespo
lonych wielkości elektrycznych sinusoidalnie zmiennych, jak siły, elektromotorycznej, 
napięcia lub prądu i wielkości elektrycznych będących operatorami obrotu i wydłu
żenia, jak oporności pozornej lub przewodności pozornej.

Rozpatrując element pasywny, to znaczy nie zawierający źródła energii, możemy 
przy tym zaznaczyć, że w układzie odniesienia prądu przewodowego i napięcia na 
końcówkach oporność pozorna Z oraz przewodność pozorna Y są ogniwami więżą
cymi ze sobą prąd J płynący przez element z napięciem U na końcówkach tego ele
mentu, W odpowiednim związku, zwanym prawem Ohma dla prądu zmiennego, 
wyrażanym

w postaci opornościowej U=ZJ
lub przewodnościowej J=Y U

oporność pozorna Z=Ze’? jest operatorem obrotu o kąt <p i wydłużenia w stosunku 
modułów (ściślej mówiąc, iloczynem operatorów obrotu i wydłużenia), a przewod

ność pozorna Y=Ye—^jest operatorem obrotu o kąt —«p i wydłużenia w stosunku 
, Jmodułow — .

U
Operatory obrotu i wydłużenia Z oraz Y, traktowane jako liczby zespolone, na

zywamy również operatorami wektorowymi i w tym sensie mówimy 
o operatorze wektorowym Z lub operatorze wektorowym Y. Wielkości elektryczne 
sinusoidalnie zmienne, traktowane jako liczby zespolone, nazywamy wektorami 
i w tym sensie mówimy o wektorze prądu J lub wektorze napięcia U.
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Operator obrotu o kąt 120° bywa w literaturze oznaczany przez a, h lub A. Ponie
waż zamiast dawnego oznaczania faz przez R, S, T coraz częściej spotykamy się 
z oznaczeniami a, b, c, znak a dla operatora obrotu o kąt 120° wydaje się być mniej 
odpowiedni niż h. Na korzyść znaku h przemawia jeszcze ta okoliczność, że litera h 
w alfabecie znajduje się obok liter i, j, więc na oznaczenie operatora obrotu po- 

. n 2n .
j— 3"krewnego w stosunku do j=_e 2 odpowiednie jest użycie znaku h=e 3

Przy stosowaniu algebry niemacierzowej oznaczamy w metodzie symbolicznej 
wielkości elektryczne traktowane jako liczby zespolone daszkami,'na przykład, tl, J, 
Z, dla odróżnienia ich od modułów tychże wielkości pisanych bez daszka U, J, Z. 
Niektórzy autorzy oznaczają wielkości elektryczne nie za pomocą daszków, lecz przez 
kreski lub kropki nad znakiem danej wielkości elektrycznej. Zaletą daszkowania jest 
łatwość oznaczania za pomocą daszka odwróconego wielkości elektrycznej sprzę
żonej z daną wielkością. . ' \

W związku ze znakownictwem operatorów obrotu zauważymy, że stawianie 
daszka na operatorem obrotu h jest zbędne, choć niektórzy autorzy zagraniczni 
i polscy znaczek nad tym operatorem stawiają. Niedaszkowanie operatora h uzasad
niamy dwiema okolicznościami:

1. h oraz i są przypadkami szczególnymi eJ,) operatora obrotu o kąt ydla war
tości kąta 120° oraz 90°, wobec czego konsekwetne jest stawianie daszków 
nad wszystkimi rozpatrywanymi operatoralni obrotu będącymi liczbami ze
spolonymi h, j lub nad żadnymi z nich,

2. modułami liczb e5’’, h, j jest liczba 1, wobec czego znak h lub j oznacza oczy
wiście liczbę zespoloną, a nie jej moduł, nie ma więc obawy niejasności takiej, 
jaka by istniała w algebrze niemacierzowej przy pisaniu U oraz U lub Z 
oraz Z za pomocą tych samych znaków.

W pewnym stopniu analogiczna sprawa dotyczy niedaszkowania wielkości elek
trycznych w równaniach macierzowych; ponieważ elementami, macierzy wierszo
wych, kolumnowych i kwadratowych i w tych równaniach są z reguły wielkości elek
tryczne w postaci symbolicznej, nie zaś moduły tych wielkości, pomijamy dla 
uproszczenia znaczki nad w i e 1 k o ś c i a m i E, U, J, Z, Y w algebrze 
macierzowej. Znakownictwo to nie powoduje żadnej niejasności, a pominięcie 
znaczków nad wielkościami czyni obliczenia bardziej przejrzystymi. Gdyby w drodze 
wyjątku w którejkolwiek macierzy miał występować jako element moduł wielkości 
elektrycznej, należałoby wobec tego element taki umieścić w pionowych kreskach 
jako znaku bezwzględnej wartości. Pozostając zatem przy znakownictwie daszkowym 
dla wielkości elektrycznych w postaci symbolicznej ograniczymy zakres daszkowania 
wyłącznie do obliczeń niemacierzowych.

11. ROZKŁAD WIELKOŚCI ELEKTRYCZNYCH NA SKŁADOWE SYMETRYCZNE

W układzie trójfazowym odwzorowaniem geometrycznym prądu prze
wodowego lub fazowego, siły elektromotorycznej bądź napięcia między- 
przewodowego lub fazowego jest wykres trzech wektorów,'będących od
cinkami skierowanymi na płaszczyźnie Gaussa, które według zasad ma-
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Tablica 2
Rozkład wielkości elektrycznych na składowe symetryczne

W postaci uproszczonej W postaci rozwiniętej
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tematycznej teorii składowych symetrycznych możemy rozłożyć na trzy 
układy symetryczne: układ zerowy, układ dodatni i układ ujemny. Po
dobnie odwzorowaniem geometrycznym układu oporności pozornych lub 
przewodności pozornych w trzech fazach jest wykres trzech operatorów 
wektorowych, będących również odcinkami skierowanymi na płaszczyźnie 
Gaussa, które też możemy rozłożyć na trzy układy symetryczne: układ 
zerowy, dodatni i ujemny. Różnica między wektorami a operatorami wek
torowymi polega na różnym znaczeniu fizycznym reprezentowanych wiel
kości elektrycznych, natomiast w interpretacji geometrycznej rozkład na 
składowe symetryczne jest analogiczny.

W następnych punktach zajmiemy się znaczeniem fizycznym rozkładu 
wielkości elektrycznych na składowe symetryczne, a w szczególności 
w układzie składowych symetrycznych — jaki jest sens elektryczny i w ja
kiej postaci mogą być stosowane podstawowe równania elektrotechniki, 

- jak prawo Ohma dla układu trójfazowego, prawa Kirchhoffa itd.
Na razie zaś — nie przesądzając, jakie jest znaczenie fizyczne rozkładu 

wielkości elektrycznych na składowe symetryczne — możemy w układzie 
trójfazowym formalnie matematycznie zastosować równania macierzowe 
(4,4) oraz (4,10) i rozłożyć na składowe symetryczne siłę elektromoto
ryczną, napięcie, prąd, oporność pozorną i przewodność pozorną, otrzy
mując równania podane w tablicy 2.

Zaznaczyć przy tym należy, że elementy macierzy i macierze składo
wych symetrycznych oporności pozornej i przewodności pozornej ozna
czamy małymi literami

rezerwując wielkie litery dla macierzy innych wielkości elektrycznych: 
oporności pozornej dla składowej zerowej, dodatniej i ujemnej prądu oraz 
przewodności pozornej dia składowej zerowej, dodatniej i ujemnej napięcia

które wprowadzimy w jednym z następnych rozdziałów w związku z roz
patrywaniem prawa Ohma w układzie odniesienia składowych syme
trycznych.
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12. ZASADNICZE TWIERDZENIA ELEKTRYCZNEJ TEORII SKŁADOWYCH 
SYMETRYCZNYCH

W rozdziale 3 podaliśmy definicję układu trzech wektorów oraz syme
trycznego i .asymetrycznego układu trzech wektorów. Skoro odwzorowa
niem, geometrycznym układu trzech sił elektromotorycznych, napięć lub 
prądów jest układ trzech wektorów, z podanych definicji cynika określe
nie, co należy rozumieć przez układ (dowolny), układ s y me t r yic z- 
ny zerowy, dodatni i ujemny oraz układ asymetryczny sił 
elektromotorycznych, napięć 
przykład dla napięć zachodzą równania:

dla układu zerowego

dla układu dodatniego

A więc na

i dla układu ujemnego

Przejdziemy teraz do określenia symetrycznego i asymetrycznego, od
biornika.

Przez symetryczny odbiornik trójfazowy rozumiemy 
taki odbiornik, którego oporności pozorne śą identyczne w każdej jfazie co 
do modułu i argumentu, albo innymi słowy, który składa się z trzech od
biorników o jednakowych opornościach czynnych i jednakowych opornoś
ciach biernych w każdej fazie. Zamiast o identyczności trzech oporności 
pozornych można by w definicji symetrycznego odbiornika trójfazowego 
mówić o identyczności trzech przewodności pozornych. Symetrycznemu 
odbiornikowi trójfazowemu odpowiada zatem układ zerowy jego oporności 
pozornych:, 

i układ zerowy jego przewodności pozornych
1 a
Yb

c
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Przez asymetryczny odbiornik trójfazowy rozumiemy 
taki odbiornik, który nie jest symetryczny, a więc w którym co najmniej 
moduł oporności pozornej jednej fazy jest różny od modułów oporności 
pozornych pozostałych dwóch faz lub co najmniej argument oporności 
pozornej w jednej fazie jest różny od argumentów oporności pozornych 
w pozostałych dwóch fazach; tym bardziej asymetryczny będzie odbiornik 
o różnych trzech modułach oporności pozornych lub różnych Argumen
tach oporności pozornej w trzech fazach albo o różnych i modułach, 
i argumentach.

Zastosujemy obecnie do elektrotechniki rozpatrywane w rozdziale 9 
twierdzenia matematyczne obejmujące przypadki szczególne równania 
A=SAs, w których składowe symetryczne spełniają pewne warunki, -na 
przykład nie wszystkie są różne od zera. Zaczniemy od rozkładu na skła
dowe symetryczne symetrycznego układu napięć, sił elektromotorycznych, 
prądów oraz symetrycznego układu zerowego oporności pozornych i prze
wodności pozornych.

Twierdzenie 12.1
W symetrycznym, układzie dodatnim napięć (sił elektromoto

rycznych lub prądów) składowa zerowa i ujemna znikają, 
a składowa dodatnia jest róWna napięciu fazy podstawowej.

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzenia 9.1, a mianowicie

mamy
U2

(12,1)

W symetrycznym układzie ujemnym napięć (sił elektromo
torycznych lub prądów) składowa zerowa i dodatnia znikają, 
a składowa ujemna jest równa napięciu jazy podstawowej.

0
u 
o

W symetrycznym układzie zerowym napięć (sił elektromoto
rycznych, prądów, oporności pozornych lub przewodności po
zornych) składowa dodatnia i ujemna znikają, a składowa ze
rowa jest równa napięciu jazy podstawowej.
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Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzenia 9.1, a mianowicie

Rys. 8. Odbiornik trójfazowy 
połączony w gwiazdę.

W układzie źródła lub odbiornika trójfazowego połączonego 
w gwiazdę bez przewodu neutralnego składowa zerowa prądu 
jest zerem.

Opieramy się na I prawie Kirchhoffa, zastosowanym do punktu neutral
nego źródła lub odbiornika (rys. 8).

Skoro suma geometryczna prądów w punk
cie neutralnym jest zerem

Ja+Jb+Jc=0, (12,4)
to z twierdzenia 9.2 wynika, że składowa 
zerowa prądu jest zerem

Jo=0. (12,5)

Zaznaczyć należy, że w układzie czteroprzewodowym prąd w przewodzie neutral
nym, o kierunku obranym od odbiornika ku źródłu, jest sumą geometryczną trzech 
prądów fazowych i na ogół nie jest zerem, stąd w twierdzeniu naszym warunkiem 
istotnym jest, aby układ trójfazowy był połączony w gwiazdę bez przewodu 
neutralnego.

Twierdzenie 12.3
W układzie trzech prądów (sił elektromotorycznych lub na

pięć), w którym tylko jeden prąd jest różny od zera, składowe 
symetryczne tego prądu są sobie równe.

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzenia 9.3, a mianowicie

Jeżeli na przykład w sieci trójfazowej o punkcie neutralnym źródła 
uziemionym oraz o fazach ekranowanych od siebie 1 od ziemi, będącej 
w stanie jałowym, nastąpi zwarcie fazy a z ziemią, to składowe syme
tryczni prądu Ja są sobie równe.

18 Archiwum Elektrotechniki Tom III
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Twierdzenie 12.4
W układzie trzech napięć (sił elektromotorycznych lub prą

dów), w którym tylko jedno napięcie jest równe zeru, suma 
geometryczna składowych symetrycznych tego napięcia jest 
zerem.

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzenia 9.4, a mianowicie

Uo+Uj+U^O. (12,8)

przy
ua 
ub —

0
Ub mamy

u0
Ut

Ub+ uc 
hUb+h2Uc , (12,7)

Uc Uc u2
0

h2Ub+hUc

2 Na tym rysunku i na następnych oznaczamy umownie strzałkę napięcia w źródle 
i na odbiorniku w kierunku wzrostu potencjału.

Jeżeli na przykład w odbiorniku trójfazowym połączonym w gwiazdę 
nastąpi zwarcie w fazie a to napięcie na tej fazie jeść zerem Ua = 0 
i w konsekwencji suma jego składowych symetrycznych znika.

Twierdzenie 12.5
W układzie trójjazowym składowa zerowa napięcia między- 

przewodowego i składowa zerowa siły elektromotorycznej mię- 
dzyprzewodowej są zawsze zerami.

W sieci czteroprzewodowej korzystamy z napięć fazowych Ua > Ub, Uc 
a w sieci trójprzewodowej bez przewodu neutralnego możemy wytworzyć 

sztuczny punkt neutralny dla celów po
miarowych (rys. 9 2) w celu uzyskania 

^co napięć fazowych Ua, Ub, Uc.
Z ogólnych zasad elektrotechniki wiemy 

że

Rys. 9. Sztuczny punkt neu
tralny w sieci trójfazowej 

trójprzewodowej

Uab = Ua-Vb, 
Ubc=Ub-Uc, 
urn=un-un.

(12, 9)

stąd suma napięć międzyprzewodowych przy zachowaniu cyklicznej kolej
ności wskaźników jest zerem

Uab + Ubc + Uca = 0 (12, 10)
i 'z twierdzenia ((9.2) otrzymujemy, że składowa zerowa napięcia między- 
przewodowego znika

 Uo = O- (12,11)
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Analogicznie można by dowieść, że składowa zerowa siły elektromoto
rycznej międzyprzewodowej jest zerem Eo=O.

Twierdzenie 12.6
W uzwojeniach odbiornika lub prądnicy połączonej w trójkąt 

może krążyć składowa zerowa prądu, ale nie może wyjść na 
linię.

Jeżeli linia jest obciążona odbiornikiem połączonym w gwiazdę, to sto
sownie do twierdzenia 12.2 składowa zerowa prądu przewodowego w linii 
nie płynie.

Jeżeli zaś linia jest obciążona odbiornikiem połączonyin w trójkąt, to 
możemy zastosować przekształcenie trójkąt-gwiazda i zastąpić go przez

w konsekwencji składowa zerowa prądu przewodowego znika

Jo = O. (12,14)
Analogicznie do powyższych rozumowań dla odbiornika połączonego 

w trójkąt przebiegają rozważania dla prądnicy połączonej w 'trójkąt.
W ten sposób składowa zerowa prądu nigdy nie może wyjść na linię. 

Składowa ta krąży w uzwojeniach prądnicy połączonej w trójkąt lub od
biornika połączonego w trójkąt, gdy z trzech prądów fazowych Jab, Jbc, Jca 
można utworzyć otwarty trójkąt. W przeciwnym razie, gdy trzy prądy 
fazowe tworzą zamknięty trójkąt, składowa zerowa prądu nie może krążyć 
ani w uzwojeniach prądnicy, ani też w uzwojeniach odbiornika połączo
nego w trójkąt, co wynika z twierdzenia 9.2, czyli składowa zerowa prą
dów w ogóle nie występuje w całym układzie: prądnica — linia — od
biornik.

Twierdzenie 12.7
■ W uzwojeniach prądnicy lub odbiornika połączonego w gwiazdę 

może istnieć składowa zerowa napięcia jazowego, ale nie może 
wystąpić w układzie napięć międzyprzewodowych •

18*
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Składowa zerowa napięcia fazowego źródła lub odbiornika połączonego 
w gwiazdę jest różna od zera, jeżeli układ tych napięć tworzy otwarty 
trójkąt, a równa się zeru, gdy układ napięć fazowych tworzy zamknięty 
trójkąt.

Na podsitawie twierdzenia 12.5 w żadnym przypadku składowa zerowa 
nie może wystąpić w układzie napięć międzyprzewodowych.

Twierdzenie 12.8

Gdy układ napięć międzyprzewodowych jest symetryczny 
dodatni, to w odbiorniku połączonym w gwiazdę składową 
symetryczna ujemna napięcia jazowego jest zerem.

Rys. 11. Odbiornik trójfazowy 
połączony w gwiazdę.

Skoro układ napięć międzyprzewodowych 
jest symetryczny dodatni, to przy oznacze
niu napięć jak na rys. 11 mamy

u ab 
ubc =

ua-ub
Ub-Uc =

u ' 
h2U . (12, 15)

U ca Uc-Ua hU

Obliczamy składową ujemną napięcia fazowego:

U2 = — (Ua + h2Ub+hUJ = -1- {(Ua -UJ + G + hj Ub + hUc} = 
3 3

= — M - UJ + h( - Ub+UJ} = — (U - WU) = 0 . (12,16)
3 3

A zatem składowa ujemna napięcia fazowego znika. Składowa dodatnia 
jest natomiast różna od zera, co wynika z równania (4,15) i z następują
cego obliczenia:

U\ = (U a + hUb+h-Uj = A {(Ua - UJ + (1+h)Ub + WUJ =
3. 3

i ~ 1 ~ ~ 1 * ~
= — {Ua-Ub) + h3(-Ub+llcn= — (U-h4U) = —(l-h)U =

3 3 3

= -^-U. (12,17)
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Twierdzeń i e -12.9
Gdy układ prądów przewodowych jest symetryczny dodatni

to w odbiorniku połączonym w trójkąt składowa symetryczna 
ujemna prądu fazowego jest Zerem.

Skoro układ prądów przewodowych jest sy
metryczny dodatni, to przy oznaczeniu prądów 
jak na rys. 12 mamy

Rys. 12. Odbiornik trój
fazowy połączony w trój

kąt. *

J
h-J
hJ

Ja Jab J ca
Jb = Jbc J ab
Jc Jca J bc

(12,18)

Obliczamy składową ujemną prądu fazowego

J2- — (J ab + h-Jbe + hjca) — {(Jab — J ca) J-h^Jbc + (l + h)Jco} —
3 3

= - {(£b - Jca) ± hHJbc - } = -1- (J-h3 J) = 0. (12, 19)
o 3

A zatem składowa ujemna prądu fazowego znika. Składowa dodatnia jest 
natomiast różna od zera, co wynika z równania (4,15) i z następującego 
obliczenia:

J \ — (Jab 4“ hJbc 4“ h Jca) “ {(^ ab Jca) 4“ hJbc 4” (1 4~ h“) Jca) =
3 3

= — {(Jab-Jca) + h(jbc - Jca)} = — (J~ h2J)= — (l^ h‘)J=
3 3 3

= --Łj. (12,20)
[3

Wymienione w niniejszym punkcie twierdzenia znajdują zastosowanie 
na przykład przy rozpatrywaniu układów trójfazowych symetrycznie ob
ciążonych, zasilanych napięciem odkształconym.

Układ 3 napięć fazowych k-tej harmonicznej jest, jak wiadomo, ukła
dem symetrycznym

zerowym dla k — 0, 3, 6, 9, .. . ,
dodatnim dla k = 1, 4, 7, 10, ... ,
ujemnym dla k — 2, 5', 8, 11, . . . ,

przy czym przez zerową harmoniczną rozumiemy składową stałą.
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■Rozpatrzmy prądnicę trójfazową połączoną w gwiazdę z przewodem 
neutralnym, wytwarzającą napięcie fazowe odkształcone, zawierające 
10 kolejnych harmonicznych bez składowej stałej. W prądnicy tej, sto
sownie do twierdzenia 12.7, nie może wystąpić w napięciu międzyprze- 
wodowym składowa zerowa, wobec czego nie zawiera ono harmonicznych 
podzielnych przez 3, czyli w naszym przypadku napięcie międzyprzewo- 
dowe nie zawiera 3., 6. i 9. harmonicznej. W konsekwencji napięcie mię- 
dzyprzewodowe Up jest mniej odkształcone od napięcia fazowego Uf i za
chodzi związek Up^]/3Vf.W przewodzie neutralnym układu płynie tylko 
prąd składowej zerowej (twierdzenie 12.2), na który w naszym przypadku 
składają się harmoniczne prądu podzielne przez 3, czyli 3., 6. i 9. har
moniczna.

Przy tejże prądnicy połączonej w trójkąt — stosownie do twierdzenia 
12.6 — w Uzwojeniach jej krąży składowa zerowa prądu, ale nie może 
wyjść na linię, wobec czego prąd przewodowy nie zawiera harmonicznych 
podzielnych przez 3, czyli w naszym przypadku nie zawiera 3., 6. i 9. har
monicznej. W konsekwencji prąd przewodowy Jp jest mniej. odkształcony 
od prądu fazowego Jf i.zachodzi związek JP<^/‘3J^.

W rozważaniach niniejszego punktu używaliśmy nazw punkt neutralny i prze
wód neutralny, wzorowanych na nomenklaturze angielskiej, rosyjskiej i francuskiej 
(przewód neutralny = neutral conductor, nejtralnyj prowod, le fil neutre), a od
rębnej od nomenklatury niemieckiej (Nullpunkt, Nulleiter) i dotychczasowej polskiej 
zapożyczonej z języka niemieckiego (punkt zerowy, przewód zerowy).

Sprawa właściwej nomenklatury dla omawianego pojęcia ma trzy aspekty: 
formalny, językowy i merytoryczny.
Z punktu widzenia formalnego używanie tego samego wskaźnika „zero", 
jak to czynią niektórzy autorzy, dla składowej zerowej prądu lub napięcia i dla 
przewodu „zerowego" zaciemnia treść obliczeń i czyni je wręcz trudnymi do zrozu
mienia, o co w ogóle autorowi chodzi. Uważamy natomiast za właściwe używanie 
wskaźnika „zero" dla składowej zerowej danej wielkości elektrycznej,, a wskaźnika 
„n“ — dla przewodu neutralnego. A więc przez

Yn należy rozumieć przewodność pozorną przewodu neutralnego, 
Yo —• przewodność pozorną dla składowej zerowej napięcia, a 
y0 — składową zerową przewodności pozornej.

Podobnie od czasu pracy Stokyisa z 1915 r., przytoczonej na przykład na stronie 48 
książki R. Neumanna Symmetrical components z' 1939 r., wiemy, że możemy dany 
generator G ó asymetrycznym układzie sił elektromotorycznych, pracujący na sieć 
czteroprzewodową, zastąpić przez trzy generatory połączone szeregowo Go, G, i G2 
o symetrycznym układzie sił elektromotorycznych, mianowicie zerowym, dodatnim 
i ujemnym. Znaki jl, Z oznaczają wtedy prąd w przewodzie neutralnym przy 
wzbudzeniu tylko generatora Go lub G, czy też G2, analogicznie znaki Jaa, Jat, Ja — 
odpowiedni prąd w przewodzie fazowym fazy a. Równanie Jn=Jno+Jnr+Jn,°kreśla 
prąd w przewodzie neutralnym przy wzbudzeniu wszystkich trzech generatorów lub 
przy przełączeniu zasilania na generator asymetryczny. Znakownictwo to stałoby 
się nieprzejrzyste przy zastąpieniu wskaźnika „n“ przez „o“.
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Z punktu widzenia językowego obydwa źródłosłowy wyrazów: zerowy 
i neutralny są niesłowiańskie, nie ma więc przeszkód do używania obu w różnych 
znaczeniach (przewód neutralny, a składowa zerowa) zamiast jednego.
Z punktu widzenia merytorycznego przewód nazywa się neutralnym, 
gdyż nie należy do żadnej z faz, co odpowiada znaczeniu wyrazu neutralność z za
kresu stosunków między narodami.

Okoliczność, że w układzie czteroprzewodowym przy symetrycznym obciążeniu 
faz prąd w przewodzie neutralnym nie płynie Jn = 3Jo=0, a przy asymetrii obcią
żenia płynie, nie powinna mieć wpływu na nazwę tego przewodu, gdyż na przykład 
według twierdzenia 12,6 w uzwojeniach prądnicy połączonej w trójkąt może krążyć 
składowa zerowa prądu i nie może wyjść na linię, a mimo to żadnego zwoju czy 
też punktu prądnicy połączonej w trójkąt nie nazywamy zerowym.

Podobnie z punktu widzenia potencjału przewodu trudno byłoby nazywać prze
wód neutralny zerowym, gdyż przy asymetrii układu sił elektromotorycznych źródła 
lub asymetrii odbiornika przez przewód ten płynie prąd i żaden punkt przewodu 
neutralnego nie ma potencjału ziemi, czyli potencjału zerowego — ani przy bezopor- 
nościowym uziemieniu punktu neutralnego prądnicy, ani też przy uziemieniu go przez 
dostrojony element.

Alternatywnie można by nazywać przewód neutralny niefazowym i prąd w tym 
przewodzie — prądem niefazowym.

13. PRAWO OHMA, DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA I MOC ODBIORNIKA 
TRÓJFAZOWEGO

wyrażone w układzie odniesienia: prąd przewodowy i napięcie.

Rozpatrzona w poprzedniej części matematyczna teoria składowych 
symetrycznych oraz objęte ostatnimi punktami wstępne rozważania elek
trycznej teorii składowych symetrycznych pozwalają nam teraz zbadać 
wybrane problemy elektryczne i wykazać w nich ogólność rozumowania 
i prostotę obliczeń przy stosowaniu algebry macierzowej.

Rozpatrzymy kilka elementarnych zagadnień starając się pogłębić ich 
sens fizyczny przez porównanie treści odpowiednich równań w układzie 
odniesienia „prąd przewodowy i napięcie na końcówkach elementu" oraz 
w układzie odniesienia „składowe symetryczne prądu i napięcia". Są to 
następujące zagadnienia:

1. prawo Ohma na odbiorniku trójfazowym połączonym w gwiazdę 
przy fazach ekranowanych,

2. prawo Ohma na odbiorniku trójfazowym połączonym w gwiazdę 
przy fazach indukcyjnie sprzężonych,

3. II prawo Kirchhoffa w układzie trójfazowym czteroprzewodowym 
■ przy fazach odbiornika połączonych w gwiazdę, ekranowanych,

4. II prawo Kirchhoffa w układzie trójfazowym czteroprzewodowym 
przy fazach odbiornika połączonych w gwiazdę indukcyjnie sprzę
żonych,

5. moc pozorna, czynna i bierna odbiornika trójfazowego.
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Odpowiednie zależności w układzie odniesienia: prąd przewodowy 
i napięcie na końcówkach elementu są ogólnie znane i przy użyciu 
rachunku macierzy mają niżej podaną postać.

13. 1. Prawo Ohma na odbiorniku trójfazowym 
połączonym w gwiazdę 
przy fazach ekranowanych (rys. 13)

Postać opornościowa

Postać przewodnośoiowa
YaUa 
YbUb
YCUC

(13,1)

Rys. 13. Odbiornik trójfazowy 
połączony w gwiazdę przy 

fazach ekranowanych

Rys. 14. Odbiornik trójfazowy 
połączony w gwiazdę przy 
fazach indukcyjnie sprzężo
nych, a ekranowanych od prze

wodu neutralnego.

13. 2. Prawo Ohma na odbiorniku trójfazowym 
połączonym w gwiazdę.

przy fazach indukcyjnie sprzężonych, a ekranowanych od przewodu neutralnego 
(rys. 14)

Postać opornościowa (13,3)

Postać przewodnościowa
Za ; Zab , 
Zab ■> Zb , 
Zac > Zbc ,

ub
Uc

(13,4)
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13. 3. Drugie prawo Kirchhoffa w układzie 
trójfazowym c z t e r o p r z e w o d o w y m 

przy fazach odbiornika połączonych w gwiazdę ekranowanych (rys. 15)

Zakładamy w tym schemacie połączeń i we wszystkich następnych, że 
oporność pozorna wewnętrzna źródła i oporność pozorna przewodów łączą
cych źródło z odbiornikiem są włączone do oporności pozornej dandj jazy 
odbiornika , wobec czego źródło uważamy już za pozbawione oporności 
pozornej wewnętrznej.

Kys. 15. Układ trójfazowy czteroprzewo- 
dowy przy fazach odbiornika połączonych 

w gwiazdę ekranowanych

Postać opornościowa
Ua 
ub 

_UC
=

ZaJ a 

ZbJb 
ZCJC ;

=

Ea Un
Eb Un
Ec Un

(13,5)

czyli

Ea ZaJ a un

Eb = ZbJ b + u„ . (13,6)

Ec_ ZCJ c un

Napięcie punktu neutralnego N w odbiorniku względem punktu neutral
nego 0 w źródle da się wyeliminować za pomocą równania

YqEq + YbEb + YCEC 
Y„ + Yo + Yb + Yc

(13, 7)

zarówno ze wzoru (13, 6), jak i z następnych wzorów (13, 8), (13, 9) i (13, 10).

Ja YaUa YaEa YaUn
Postać przewodnościowa Jb — YbUb = YbEb — Y bU n

Je YCUC YCAC YcUn
(13,8)
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13. 4. Drugie prawo Kirchhoffa w układzie 
trójfazowym czteroprzewodowym- 

przy fazach odbiornika połączonych w gwiazdę indukcyjnie-sprzężonych, 
a ekranowanych od przewodu neutralnego (rys. 16)

Rys. 16. Układ trójfazowy czteroprzewo- 
dowy przy fazach odbiornika połączonych 
w gwiazdę indukcyjnie sprzężonych, 
a ekranowanych od przewodu neutralnego.

Postać opornościowa
Ea
Eb
Ec

Postać przewodnościowa
Za , Z ab , 
Zab , Zfe , 
Zac , Zbc ,

13. 5. Moc pozorna, czynna i bierna odbiornika 
trójfazowego

Przy przyjęciu, że moc bierna pobrana przez odbiornik indukcyjny 
jest dodatnia, moc pozorna odbiornika jednofazowego wyraża się w po
staci symbolicznej wzorem

S=UJ—UJ cos <p + jUJ sin <p=P + jQ3 (13,11)

3 W literaturze przyjmuje się często konwencję przeciwną, a mianowicie moc 
bierną pobraną przez odbiornik indukcyjny uważa się za ujemną. Wzór (13,11) przy
biera wówczas postać

S=UJ=UJ cos <f—jUJ sin <p=P—jQ .

i w konsekwencji moc pozorna odbiornika trójfazowego w postaci sym
bolicznej

S = UaJa+UbJb+UcJc=P+jQ, (13,12)
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gdzie moc czynna

P = UaJa cos 9?a + UbJb cos (pb + UcJc cos <pc (13,13)

i moc bierna

Q = UaJasin cpa + UbJbSincpb+UcJcsintpc ■ (13,14)

Powyżej rozpatrzone pięć zagadnień dotyczyło układu odniesienia: 
prąd przewodowy i napięcie na końcówkach elementu. Analogiczne za
leżności dla układu odniesienia: składowe symetryczne prądu i składowe 
symetryczne napięcia rozpatrzymy w następnych rozdziałach.

14. PRAWO OHMA NA ODBIORNIKU TRÓJFAZOWYM 
POŁĄCZONYM W GWIAZDĘ

przy fazach ekranowanych w układzie odniesienia składowych symetrycznych

Rozpatrujemy odbiornik trójfazowy połączony w gwiazdę, wskazany 
na rys. 17, o fazach ekranowanych, w którym dany jest układ prądów 
przewodowych (Ja, Jh, Jc) i układ oporności pozornych poszczególnych faz 
(Za, Zb, Zc). Przyjmujemy, że żadna faza nie jest ani w stanie jałowym, 
ani też zwarcia, to znaczy oporność pozorna Z^ dla k=a, b, c, ani nie 
dąży do nieskończoności, ani nie jest zerem i w konsekwencji istnieje 

1 
zawsze niezerowa, skończona przewodność pozorna Yk = — 

Z/c
Za pomocą równania (13, 1) określamy napięcia fazowe zmierzone na 

odbiorniku w funkcji prądów przewodowych i oporności pozornych. Po
nieważ do tego równania nie wchodzi prąd Jn w przewodzie neutralnym 
ani też napięcie Cn między punktami neutralnymi, zasadniczo nie jest 
istotne w obliczeniach, czy układ jest trój- czy też czteroprzewodowy. 
Zauważymy jednak, że w układzie trójprzewodowym stosownie do 
twierdzenia 12, 2 składowa zerowa prądu jest zawsze zerem, a w ukła
dzie czteroprzewodowym — na ogół nie jest zerem. Dla ogólności roz
ważań nie chcemy zakładać, aby którakolwiek składowa symetryczna 
prądu znikała, wobec czego przyjmujemy, że układ połączeń jest cztero
przewodowy.

Wzór (11, 2), dotyczący rozkładu napięcia na składowe symetryczne 
po uwzględnieniu prawa Ohma (13, 1), daje



280 T. Cholewicki Arch. Elektrot.

Uo 
U. 
U,

Ua + Ub + Uc
Ua + hUb + h^Uc
Ua + h2Ub + hUc

ZaJ a + ZbJ & + Zc J c
Za Ja + hZbJ b + h2Zc J c 
Z„J a ~ h“ZbJ b + hZcJ

[Za > Zb ,

hZb, h2Zc] Jb (14, 1)

[Za h2Zb,

Na podstawie wzorów (6, 6), (6, 12) i (6, 14) równanie to przekształcamy
do postaci

Uo
Ui
U2

z0J o 4" ^2J14~ %\J% 
zxJ0 + z Jx + z.2J., 
z2J,) -F z-^J z0J 2

(14, 2)

’ Równanie {14, 2) przedstawia postać opornościową prawa 
Ohma na odbiorniku trójfazowym połączonym w gwiazdę o fazach 
ekranowanych w układzie odniesienia składowych symetrycznych. Rów
nanie to wykazuje, że o ile napięcie na fazie k (^=a, b, c) we wzorze (13,1) 
zależy od prądu płynącego w tejże fazie i od jej oporności pozornej, a nie 
zależy explicite od prądów płynących w pozostałych fazach i od ich 
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oporności pozornych, to każda składowa symetryczna napięcia zależy od 
wszystkich 'trzech składowych symetrycznych prądu i od wszystkich 
trzech składowych symetrycznych oporności pozornej.

Dla uzyskania postaci przewodnością we j 
prawa Ohma na tymże odbiorniku trój
fazowym w układzie odniesienia składo
wych symetrycznych rozpatrujemy ten 
sam układ połączeń, wskazany na rys. 17, 
a zakładamy, że dany jest układ napięć 
fazowych zmierzonych na odbiorniku (Ua, 
Ub, Uc) * układ przewodności pozornych 
poszczególnych faz odbiornika (Ya, Yb,Yc) 

Rys. 17. Odbiornik trójfazowy 
połączony w gwiazdę przy 

fazach ekranowanych

oraz, jak poprzednio, że żadna faza nie jest w stanie jałowym ani zwarcia.
Za pomocą równania (13,2) określamy prądy przewodowe w funkcji 

napięć fazowych i przewodności pozornych.
Wzór (11,3), dotyczący rozkładu prądu na składowe symetryczne, po 

uwzględnieniu prawa Ohma (13,2) daje

Jo 
Ji
J2

Jc
Ja^hJb^ h2Jc 
Jał- b + hJ c

I tu należy stwierdzić, jak przy rozpatrywaniu postaci opornościowej, 
że każda składowa symetryczna prądu zależy od wszystkich trzech skła
dowych symetrycznych napięcia i od wszystkich trzech składowych 
symetrycznych przewodności pozornej. Również i z dalszych rozważań 
związanych z II prawem Kirchhoffa wyniknie, że każda składowa syme
tryczna siły elektromotorycznej (lub prądu) zależy od wszystkich trzech
składowych symetrycznych prądu (lub siły elektromotorycznej) i od 
wszystkich trzech składowych symetrycznych oporności pozornej (lub 
przewodności pozornej).

YnUa + YbUb + YcUc
YaUa + hYbUb+ hYcUc
YaUa + h2YbVb + hYcUc

(14, 3)£ 
3

Na podstawie wzorów (6,6), (6,12) i (6,14) analogicznie jak w przypadku 
równania (14,1) dochodzimy do postaci przewodnościowej 
prawaOhma

Uo
Ux 
u2

^0 y0, yi, yi
J1 = y0. y2
J2 yz, yi, y0_

(14, 4)
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Pary równań (13,1) i (13,2) oraz (14,2) i (14,4) są przykładem zasto
sowania zasady dwoistości w elektrotechnice, a mianowicie w danej parze 
z jednego równania można otrzymać drugie przez podstawienie:

napięć fazowych U na miejsce prądów przewodowych J i przeciwnie, 
przewodności pozornych Y na miejsce oporności pozornych Z, 
składowych symetrycznych przewodności pozornej y na miejsce 

składowych symetrycznych oporności pozornej z.

15. DOWÓD RÓWNOWAŻNOŚCI POSTACI OPORNOŚCIOWEJ
I PRZEWODNOSCIOWEJ PRAWA OHMA

na odbiorniku trójfazowym połączonym w gwiazdę przy fazach ekranowanych 
w układzie odniesienia składowych symetrycznych

O ile równoważność równań (13,1) i (13,2) jest oczywista, to równania 
(14,2) i (14,4) mają różną postać algebraiczną i należałoby dowieść, że 
równania te, przedstawiające wspólną treść fizyczną, są algebraicznie 
równoważne. Wobec tego, jak w przypadku równań (4,5) i (4,9), trzeba 
dowieść, że przy

Obliczamy najpierw wyznacznik charakterystyczny macierzy oporności 
pozornej z i na podstawie równania (6,24) przekształcamy go do postaci

z=
Zo, 

21.

z2,
20,

21

22 (15,1)
_22, 21, 20

—
yo, y2, yi

y= y<>, y2 (15, 2)
y2. yi, y^

zachodzi tożsamość
z-1 =y • (15, 3)

^ = z3+zl+z32 — 3z0z1z2 = ZaZbŻc. (15,4)

Wyznacznik ten jest różny od zera, gdyż według naszych założeń żadna 
.faza odbiornika nie jest w stanie zwarcia. Skoro AiytO, to macierz z jest 
regularna i istnieje jej odwrotność.

Dla wyznaczenia odwrotności' macierzy z transponujemy ją

Zo, Zi , Z2

Zt = z2 , Zo, Zj (15, 5)
21. z2 , z0
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i obliczamy macierz kofaktorów, 
macierzy transponowanej

czyli podwyznaczników względnych

z2— ZĄ, Z2 -Z0Zj

Ztcof— z2 — ZoZj, Z^Z^, Z2 ^0^2

z2—L 4i Z0Z2, Zj-ZoZl, z2*0 -*1*2

(15,6)

Na podstawie wzorów (6,18), (6,21) i (6,23) przekształcamy tę macierz 
do postaci

COf—

Zazb + ZbZc + ZcZa, hzazb + ZbZc + h‘ZcZa , h2ZaZb + ZbZc + hZcZa 
h2ZaZb +ZbZc + hZcZa. ZaZb+ZbZc+ZcZa, hZaZb-\-ZbZc-\-h2ZcZa 
hZaZb+ZbZc + h2ZcZa, h2ZaZb + ZbZc + hZcZa, ZaZb + ZbZc + ZcZa

— ZaZb Z, 
3

Ya+Yb + YC, Ya + h2Yb + hYc, Ya + hYb + h2Yc 
Ya + hYb +h2Yc, Ya + Yb +YC> Ya+h2Yb + hYc
Ya + h2Yb+hYc, Ya + hYb +h2Yc ,Ya + Yb +YC

(15. 7)

Wobec tego macierz odwrotna wynosi

y0 ,
ztco/ 

z L=---------=
A yi, y^ y2 (15, 8)

y^ •> y^ j yo

i tym samym tożsamość nasza (15,3) została dowiedziona. Można przy tym 
zauważyć, że przy zastosowaniu rachunku macierzy odpowiednie obli
czenia są krótkie i wyjątkowo proste.

Mnemotechnicznie można zapamiętać, że w macierzach niesymetrycz
nych kwadratowych (15,1) i (15,2)

ZO, Z2, 21 y<, yi

z = 21 ’ z8, 22 oraz y = yi, y0. y2
Z2, 21 , 20 _y2, yi, y0

w pierwszej kolumnie wskaźniki wzrastają: 0, 1, 2, 
na głównej przekątnej są same wskaźniki zerowe, 
w każdej kolumnie czy wierszu występują w elementach macierzy trzy 

różne wskaźniki.
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16. PRAWO OHMA NA ODBIORNIKU TRÓJFAZOWYM 
POŁĄCZONYM W GWIAZDĘ 

przy fazach indukcyjnie sprzężonych, a ekranowanych od przewodu neutralnego 
w układzie odniesienia składowych symetrycznych

Rys. 18. Odbiornik trójfazowy 
połączony w gwiazdę przy 
fazach indukcyjnie sprzężo
nych, a ekranowanych od prze

wodu neutralnego.

Rozpatrujemy odbiornik trójfazowy połączony w gwiazdę, wskazany 
na rys. 18, o fazach indukcyjnie sprzężonych, a ekranowanych od prze

wodu neutralnego. W odbiorniku tym dany 
jest układ prądów przewodowych (Jo , Jb , Jc), 
układ oporności pozornych poszczególnych 
gałęzi odbiornika Za, Zb, Zc, oraz oporności 
pozornych wzajemnych między gałęziami 
(Zbc, Zac, Zab) na skutek istnienia sprzężeń 
indukcyjnych. Przyjmujemy, że żadna faza 
nie jest w stanie jałowym ani zwarcia, wobec 
czego oporności pozorne Zk i przewodności 
Yk dla k=a, b, c są wielkościami skończo

nymi niezerowymi. O układzie oporności pozornych wzajemnych (Zbc, 
Zac, Zab) nie czynimy żadnych specjalnych założeń4.

4 Okolicznością istotną w naszych założeniach jest, że stosownie do treści roz
działu 3 układ operatorów wektorowych (Za, Zb, Zc) jest układem niezerowym. Układ 
(Zbc, Zac, Zab)natomiast może być w przypadku szczególnym układęm zerowym; taki 
przypadek szczególny rozpatrzymy w dyskusji wzoru (16, 9) oraz (19, 1).

Za pomocą równania (13,3) określamy napięcia fazowe zmierzone na 
odbiorniku w funkcji prądów przewodowych, oporności pozornych po
szczególnych gałęzi i oporności pozornych wzajemnych między gałęziami. 

ZaJ a 
ZbJb 
ZCJC

ZabJb ^ ZacJc 
Zab^a d- ZbęJc 
ZacJa “F ZbcJb

=U'+U", (16,1)
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gdzie U' jest to macierz napięć fazowych odpowiadających oporności 
pozornej gałęzi odbiornika

U'=
Za Ja 
ZbJb 
ZCJC

(16, 2)

a U" jest to macierz strat napięcia odpowiadających oporności pozornej 
wzajemnej między gałęziami

ZabJb d~ ZacJc

ZabJ a d” Zbc J c (16, 3)

ZacJ a d” ZbcJ b

Dla uproszczenia oznaczamy:
oporność pozorną Zbc (brak pierwszego wskaźnika a) przez Z', 
oporność pozorną Zac (brak drugiego wskaźnika b) przez Z", 
oporność pozorną Żsb (brak trzeciego wskaźnika c) przez Z"'.

Pierwszym wektorem w układzie prądów (Ja, J&, Jc,) jest Ja, 
pierwszym operatorem wektorowym w układzie (Za, Zb, Zc), jest Za, 
pierwszym operatorem wektorowym w układzie (Z', Z", '■Z'"), jest Z'.

Na mocy związku (11,4) rozkładamy układy oporności pozornych 
(Za, Zb, Zc) i (Ż', Z", Z") na składowe symetryczne

(16, 4)

W tym ostatnim wzorze wskaźnik m odpowiada indukcyjności wza
jemnej występującej w opornościach pozornych między gałęziami.

Przy zastosowaniu powyższych oznaczeń macierz strat napięcia U" 
wyraża się w postaci

Z Jfe + Z Jc 
Z'"Ja + Z' Jc 
Z Ja + Z Jb

(16,5)

19 Archiwum Elektrotechniki Tom III
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Na mocy wzoru (14,2) macierz składowych symetrycznych napięcia

fazowego U's= U'i wyraża się w funkcji składowych symetrycznych

Ur2
prądu i składowych symetrycznych oporności pozornej w następujący 
sposób:

u; Z0, z2. Zl ^0

U'i = Z1, ZO, Z2 ^1 (16, 6)
ui -22’ Zl, Zo ■la

Następnie na mocy wzoru (7,4) macierz składowych symetrycznych

straty napięcia LT = odpowiadającej oporności pozornej wzajemnej

między gałęziami wyraża się w funkcji składowych symetrycznych prądu 
i składowych, symetrycznych oporności pozornej wzajemnej za pomocą 
równania

2 Zm' , Zm> , Zmi Jo

^mt , Zmo t 2 Zm2 Ji

Zm% , Zma ^2

(16, 7)

Skoro macierz składowych symętrycznych wypadkowego napięcia 
{0a, Vb, Uc) wynosi

Uo
Ul
U2

U'o+U'' 
U^ + U" 
U'2+U';

(16, 8)

po podstawieniu otrzymujemy dla rozpatrywanego przypadku prawo 
Ohma w postaci opornościowej w układzie odnie
sienia składowych symetrycznych

Uo
Ui
U2

+ ^2 Jo

^1 Zq Zmo > ^2 2 Z7712 J 1 >

^2 Zm2 ’ + Zq ^mo J2

(16, 9)
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które jest uogólnieniem równania 14,2; przy ekranowaniu faz układ 
operatorów wektorowych (Z', Z", Z'") jest bowiem układem zerowym, 
w konsekwencji układ składowych symetrycznych (2m0, zmi, zm2) jest też 
układem zerowym i macierz oporności pozornej

Zq + ZZmo, Z2 21^12 > Zl 2mi

Z1 Zm\ < Zq Zm$ , Z2 + 2zm2

Zg Zm > < Z^ 2Zmi> ^0 Zmo

upraszcza się do postaci

z0, z>; Zj

Z] , Zy , Z2

Z , Z1, Z0 

z równania (15,1).

17. DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA W UKŁADZIE TRÓJFAZOWYM 
CZTEROPRZEWODOWYM

przy fazach odbiornika ekranowanych, w układzie odniesienia składowych 
symetrycznych

Pierwsze prawo Kirchhoffa 
ma tę samą postać w układzie 
odniesienia prądu przewodowe
go i w układzie odniesienia 
składowych symetrycznych tego 
prądu, gdyż zależność (11,3) 
między prądem przewodowym 
i jego składowymi symetrycz
nymi jest liniowa. Dla układu 
połączeń wskazanego na rys. 19 
oznaczmy macierze prądów 
w sposób następujący: 

r

1 odpływ

m-ty odpływ

Rys. 19. Rozpływ prądu trójfazowego na 
odbiory.

jest to macierz prądów przewodowych w gałęzi głównej,

A
A

macierz składowych symetrycznych prądu w gałęzi głównej,

19*
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J ak

J bk

J ck

— dla k — 1, 2,. .. m macierz prądów przewodowych
w k-tym odpływie,

Jok

— dla k = 1, 2,. . . m macierz składowych symetrycznych
prądu w k-tym odpływie.

Przy tych oznaczeniach z równania

czyli

wynika

czyli

m

JS—

(17, 1)

(17,2)

(17, 3)

(17,4)

Przechodzimy do drugiego prawa Kirchhoffa. Rozpatrujemy układ połą
czeń wskazany na rys. 20, trójfazowy czteroprzewodowy, dla którego wzór

(13,5) wiąże ze sobą macierz

cierz

Ea
Eb
Ec

sił elektromotorycznych źródła, ma

napięć na odbiorniku i macierz

Uc 
neutralnym..

Un 
Un 
Un

napięcia na przewodzie

Korzystamy z równań (11,1), (11,2) i (12,3) przy rozkładzie tych macierzy
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czyli 1, 1, 1
1, h2, h
1, h, h2

Uo Un

E2-U2
(17, 6)

0 
o 
o

Mnożąc obie strony równania (17,6) przez S 1 dochodzimy do zależności

E0-U0-Un
E.-U,
e2-u2

(17,7)

skąd ostatecznie

(17, 8)

czyli w oznaczeniach algebry’ niemacierzowej

Eg — Uq + Un

E2 = U2.
(17,9)

Widzimy więc, ’że sposob sformułowania drugiego prawa Kirchhoffa 
dla składowej zerowej siły elektromotorycznej i napięcia jest taki, jak 
dla zwykłego układu odniesienia:
siła elektromotoryczna fazowa 
i napięcia fazowe, dla składowej 
symetrycznej dodatniej i ujemnej 
natomiast odbiega od zwykłego 
układu odniesienia, gdyż składowa 
symetryczna dodatnia i ujemna 
siły elektromotorycznej są odpo
wiednio równe składowym napię
cia na odbiorniku.

Rys. 20. Układ trójfazowy czteroprzewo- 
dowy przy fazach odbiornika połączonych 

w gwiazdę ekranowanych

Po tych wstępnych rozważaniach ogólnych związanych z prawami 
Kirchhoffa w układzie odniesienia składowych symetrycznych przecho
dzimy do szczegółowego rozpatrzenia drugiego prawa Kirchhoffa dla 
schematu podanego na rys. 20 o fazach ekranowanych. Niech będzie dany, 
jak w rozdziale 14, układ prądów przewodowych (Ja, Jb, Jc) i układ opor
ności pozornych poszczególnych faz (Za, Zb, Zc). Przyjmujemy, że żadna 
faza nie jest ani w stanie jałowym, ani zwarcia, to znaczy oporność po
zorna Zk dla k=a, b, c ani nie dąży do nieskończoności, ani nie jest zerem 
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i w konsekwencji istnieje zawsze skończona niezerowa przewodność

pozorna każdej fazy ¥& = —. Ponadto dana jest oporność pozorna prze- 
Zk

wodu neutralnego Zn, o której nie czynimy żadnych założeń. Gdy w przy
padku szczególnym oporność pozorna Zn dąży do nieskończoności, to Yn 
dąży do zera, w mianowniku wzoru (13,7) znika wyraz Yn i układ 
z czteroprzewodowego staje się trójprzewodowy. Gdy w drugim przypadku 
szczególnym oporność pozorna w przewodzie neutralnym jest równa zeru 
i Zn = 0, to punkt neutralny odbiornika IV jest identyczny z punktem 
neutralnym źródła 0 i układ nasz upraszcza się do układu trzech oczek 
o wspólnym punkcie 0.

W dalszym ciągu rozważań będziemy rozpatrywali przypadek ogólny, 
w którym, Zn oraz Yn mają wartości niezerowe i skończone.

Za pomocą równania (13,6) określamy siły elektromotoryczne źródła 
w poszczególnych fazach w funkcji prądów przewodowych, oporności 
pozornych fazowych i oporności pozornej przewodu neutralnego:

Składowe symetryczne siły elektromotorycznej na mocy wzoru (14,2)

Ea
Eb —

ZaJ a
ZbJ b +

Zn(J a + Jb + Jc)
Zn(J a + Jb + dc) =

ZaJa
ZbJ b +

0 
O 

co 
co 

s 
s 

N 
N

• (17,10)
Ec ZCJ c Zn(J a + Jb + Jc) ZcJc Zn ' 3 Jo

wynoszą
Eo 
Er
E%

Ea + Eb + Ec 
EaYhEbYh“Ec =
E a + h2Eb + hEc

Zq + 3 Zn ,

= Zl,
z2,

(17,11)

Wynik ten można było otrzymać również z równania ogólnego (17,8)

po podstawieniu na miejsce macierzy napięć jej wartości ze związku

Us

(14,2), a na miejsce macierzy jej wartości
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Otrzymany wynik (17,11) dla rozpatrywanego przypadku układu trój
fazowego czitóroprzewodowego przedstawia drugie prawo Kirch- 
hoffa w postaci opornościowej w układzie odnie- 
s i e n i a skład owych .symetrycznych. Prawo to uzależnia 
macierz składowych symetrycznych siły elektromotorycznej od macierzy 
składowych symetrycznych oporności pozornej i- macierzy składowych 
symetrycznych prądu.

Równanie (14,2) jest przypadkiem szczególnym zależności (17,11), a mia
nowicie gdy Z„ = 0, czyli przewód neutralny daje zwarcie, to przy danej

macierzy składowych symetrycznych prądu macierz

symetrycznych siły elektrycznej bezopornościowego źródła

macierzy składowych symetrycznych napięcia

odbiorniku.

składowych

jest równa

zmierzonego na

Dla uzyskania postaci przewodnościowej drugiego prawa Kirchhoffa 
w tymże układzie połączeń (rys. 18) zakładamy, że dany jest układ sił 
elektromotorycznych źródła (C, £b, C), układ przewodności pozornych 
poszczególnych faz odbiornika (Ya, Yb, Yc) i przewodność pozorna prze
wodu neutralnego Yn. Żadna faza nie jest w stanie jałowym ani zwarcia.

Równanie (13,8) określa nam macierz prądów płynących w poszczegól
nych przewodach

Ja

Jb
Jc

YaEa-YaUn
YbEb~YbUn
YcEc-YcUn

Składowe symetryczne prądu wynoszą:

J i

J2

Ja + Jb + Jc
Ja^ EJ b + h2J c 
Ja d" h2 J b + hj c

YaEa + YbEb +YcEc-(Ya+Yb + Yc)Un
YaEa + hYbEb + h2YcEc - (Ya + hYb + h2Yc)Un
YaEa + h2YcEc + hYcEc - (Ya + h2Yb + hYc)Un

(17,12)
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Stosując wzory (6,6), (6,12), (6,14) i (13,7) przekształcamy tę macierz
do postaci

(17,13)

[y2,
3

—[y0, y2, ydYn+3y0

e0
El 

e.

(17, 14)

Zauważymy, że równanie (14,4) jest przypadkiem szczególnym związku 
(17,14), a mianowicie gdy oporność pozorna w przewodzie neutralnym 
jest równa zeru Z„=0, Y„-> oo, to elementy typu __^1__

Yn + 3yu Yn+3y„
3u2 Y u

i otrzymujemy ostatecznie dla rozpatrywanego przypadku drugie
prawo Kirchhoffa w postaci p r z e w o d n o ś c i o w e j 
wukładzie odniesienia składowych symetrycznych

---- r2—dążą do zera, a element--- ——według twierdzenia de l'Hospitala
YnY 3y0 Yn4~ 3y0
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Y v Y u*.dąży do yo, podobnie ----—— dąży do yr.---- - dąży do y2 i w konsek-
Yn+3y0 Yn + 3yo

wencji macierz

staje się równa macierzy (15,2)

Y„y, Y,}/, “
Y„+3y0 ’ Yn+Zyo ’ Yn + 3?/o

Y"y' 31/11/2 314

Yn+3y„ Y„ + 3}/0 Yz/ + 3?/o

Y^y. 31/2 31/11/2

_ Yn+3yQ Yi + 3Vo
t/o

Y„+3y0_

(17, 15)

y^ y*. yr

yi, y», y^ =y
y^ y^ y0_

Podobnie jak przy omawianiu przedstawiających prawo Ohma zależ
ności (14,2) i (14,4) należy stwierdzić, że w zależnościach (17,11) i (17,14), 
będących wyrażeniem drugiego prawa Kirchhoffa, każda składowa syme
tryczna siły elektromotorycznej zależy od wszystkich trzech składowych 
symetrycznych prądu i od wszystkich trzech składowych symetrycznych 
oporności pozornej oraz każda składowa symetryczna prądu zależy od 
wszystkich trzech składowych symetrycznych siły elektromotorycznej 
i od wszystkich trzech składowych symetrycznych przewodności pozornej.

Dla przeprowadzenia w następnym rozdziale dowodu równoważności 
obu postaci (opornościowej i przewodnościowej) prawa Kirchhoffa ozna
czymy jeszcze przez Zj macierz Oporności pozornej z równania (17,11)

(17,16)

18. DOWÓD RÓWNOWAŻNOŚCI POSTACI OPORNOŚCIOWEJ 
I PRZEWODNOSCIOWEJ DRUGIEGO PRAWA KIRCHHOFFA 

w układzie trójfazowym czteroprzewodowym przy fazach ekranowanych 
w układzie odniesienia składowych symetrycznych

Podobnie jak w rozdziale 15 stwierdzimy, że o ile równoważność równań 
(13,6) i (13,8) jest oczywista, a równoważność dwóch postaci prawa Ohma 
(14,2) i (14,4) została w rozdziale 15 dowiedziona, to macierze kwadra
towe Zj i yt określone równaniami (17,16) i (17,15), mają postać algę- 
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braiczną znacznie więcej różniącą się od siebie niż macierze z i y określone 
równaniami (15,1) i (15,2), wobec czego nie jest wcale intuicyjne z punktu 
widzenia matematycznego, że równania (17,11) i (17,14) są sobie równo
ważne. Należy zatem przeprowadzić odpowiedni dowód, że zachodzi 
tożsamość

z^Yi, (18,1)
Obliczamy najpierw wyznacznik charakterystyczny macierzy oporności 

pozornej (17,16)

A1 =
Zo 4- 3Zn,
Zl,

Z2 ,

z2, Zl

zo , Z2

Zj , Zo

= z’ + z’ + z’ - 3zoz1z2 + 3Zn(z^ - 21z2) (18,2)

i na podstawie wzorów (6,24) i (6,18) przekształcamy go do postaci

i — ZaZbZc + Zn(ZaZb + ZbZc + ZcZa) — 

= ZaZbZcZn { Yn + (Ya + Yb + Yc)} . (18,3)
W ogólnym rozpatrywanym przez nas przypadku żadna faza odbiornika 

ani przewód neutralny nie jest) w stanie jałowym ani zwarcia, wobec 
czego czynnik stojący przed nawiasem wężykowatym jest iloczynem 
czterech liczb zespolonych o skończonej wartości bezwzględnej i niezero- 
wych, a zatem rozpatrywany iloczyn jest różny od zera. Czynnik stojący 
w nawiasie wężykowatym jest sumą czterech liczb zespolonych, których 
obrazy na płaszczyźnie Gaussa leżą w czwartej lub pierwszej ćwiartce 
i w konsekwencji suma jest różna od zera. Stąd wyznacznik Aj jest różny 
od zera, macierz Zj jest regularna i istnieje jej odwrotność.

Dla wyznaczenia odwrotności macierzy Zj transponujemy ją

Zo + 3 Zn
zlt~ z2,

Z1( z2

Zo, Zj

Z2, Zo

(18, 4)

i obliczamy macierz kofaktorów macierzy transportowanej

zlt co/—

Z^-ZjZa,

Z^-ZoZj ,

z*-z0z2, z2-Z0Zj
(zq 4“ 3 Zn) Zo Z]Z2, (zb + 3 Zn) z2 4~ z^

zj-zoz2, — (Zo + SZnjZj + z^, (Zq4“ 3 Zn) Zo ZjZ2

z2-ZjZ2, 

z^ —złZj , 

z2-z0z2,

z^—zcz2,'

z|-Z0Zj,

Z^-ZoZj 

z2-Z0Z2

z2-ZjZ2

o, o, o
0, 3 ZnZb, 3 Znz2
0 , 3 ZnZi , 3 Znzb

(18, 5)
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Wyznacznik charakterystyczny można uprościć do postaci

\ —7 7 7 Yn + 3y0 (18, 6)
n

a stąd macierz odwrotna’iptzy uwzględnieniu przekształceń (15,7) i (15,8) 
wynosi

yp, y2, yi

y2, yi, ya
“0, 0, o, “

0 , 3 z0 3z2
1 ZaZbZc

32^
ZaZ^Zc

ZaZbZc
3 Zq_ 

zazbzc _

• (18,7)
Yn + 3 y0

0,-

Wyrażamy elementy tej drugiej macierzy przez składowe symetryczne

3 z0

=

YbYc + YaYc + YaYb

YbYc+hYaYc + h2YaYb =

3(y^-yiy2)

3(y^-yoyi) • (18,8)

ZaZbZc 
3z}

ZaZbZc
3z2

ZaZ^Zc _
YbYc + h2YaYc + hYaYb 3(y^-y.y2)

Ostatecznie więc macierz odwrotna wynosi

Yny0, Yny2, YnyY
z^^ Ynyx, {Ynyb+3y^~3yxy2, ęYny2+3y0y^-3y\ =

Yn+ oyo Yny2, (Ynyi + 3yoyi)-3y2, (Yny0+3y2)-3yty2

_Yny^
Yn~ł~3yo Yn + 3 7/q YnH" 31/o

Yny, 3yiy2 Sy! =yj (18,9)
Yn + 3y0 Yn + 3y0 Yn + 3yo

Yny2 _ _ 3y| „ 5
_Yn + 3yu’ 1 Y„ + 3yo u Yn + 3y9_
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i tym samym tożsamość nasza (18,1) została dowiedziona. Analogicznie 
do rozdziału 15 i tym razem przeprowadzone obliczenia macierzowe 
cechuje prostota i przejrzystość; odpowiednie obliczenia przy użyciu 
algebry zwykłej niemacierzowej byłyby zasadniczo możliwe do przepro
wadzenia, ale tak mozolne, zawiłe i nieprzejrzyste, że zapewne nikt z auto- 
rów-elektryków ich nie wykonywał.

19. DRUGIE PRAWO KIRCHHOFFA W UKŁADZIE TRÓJFAZOWYM
CZTEROPRZEWODOWYM\

przy fazach odbiornika indukcyjnie sprzężonych, a ekranowanych od przewodu 
neutralnego w układzie odniesienia składowych symetrycznych

Rys. 21. Układ trójfazowy czteroprzewo
dowy przy fazach odbiornika połączonych 
w gwiazdę indukcyjnie sprzężonych, 
a ekranowanych od przewodu neutralnego.

Rozpatrujemy układ trójfazowy czteroprzewodowy wskazany na rys. 21 
o fazach odbiornika indukcyjnie sprzężonych, a ekranowanych od prze
wodu neutralnego.

Niech będzie dany układ prądów przewodowych (Ja, Jb, Jc), układ opor
ności pozornych poszczególnych gałęzi odbiornika (Za, Ź&, Zc) oraz układ 
oporności pozornych wzajemnych między gałęziami (ZbC, Źac, Zob) na sku
tek istnienia sprzężeń indukcyjnych. Przyjmujemy, że żadna faza nie jest 

w stanie jałowym ani zwarcia, to 
znaczy oporność pozorna Zk dla 
k = a! b, c ani nie dąży do nie
skończoności, ani też nie jest ze
rem i w konsekwencji istnieje 
zawsze skończona niezerowa prze
wodność pozorna każdej fazy Yk- 

Ponadto dana jest oporność po
zorna przewodu neutralnego Zn, 
co do której nie czynimy żadnych 
założeń.

Za pomocą równania (13,9) określamy siły elektromotoryczne źródła 
w poszczególnych fazach w funkcji prądów przewodowych, oporności 
pozornych poszczególnych gałęzi, oporności pozornych wzajemnych mię
dzy gałęziami i napięcia punktu neutralnego odbiornika:
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Na mocy zależności (16,9) i (17,11) otrzymujemy

Eo
E, 
E„

2q 4- 2 2m0 »
Z^ Zm\ , 

z2—zmz,

Zi Zrn2,

Zq Zmo ,

+ 2 2mi,

Zq 4~ 22mo4~ 3Z,;.

Zi z-mi,
z2 —2m2,

Zi — Zmi 
■

22 4“ 2 Zm2

Zq Zm0

Z^ Zm2, Zi Zml

Zq Zmi, 22 4” 22m2 Ji

214~2Zml, Zq 2mo J-2

(19,1)

Otrzymany wynik przedstawia drugie prawo K i r c h ho f f a 
w postaci opornościowej w układzie odniesienia 
składowych symetrycznych dla rozpatrywanego przypadku. 
Równanie (19,1) jest ogólniejsze od poprzednio rozpatrywanych (16,9) 
i (17,11), które są jego przypadkami szczególnymi, a mianowicie:

1. gdy oporność pozorna w przewodzie neutralnym jest równa zeru 
Z„=0, to macierz składowych symetrycznych siły elektromoto

rycznej źródła jest równa macierzy składowych symetrycz

nych napięcia na odbiorniku i równanie (19,1) upraszcza 
się do (16,9);

2. gdy nie ma sprzężeń indukcyjnych, fazy są ekranowane, to ma
cierz składowych symetrycznych oporności pozornej wzajemnej

ZmO

z jest macierzą zerową i równanie (19,1) upraszcza się do 
(17,11).

Zm2

20. MOC POZORNA, CZYNNA I BIERNA ODBIORNIKA TRÓJFAZOWEGO 
w układzie odniesienia składowych symetrycznych

Wspominaliśmy w rozdziale 13, że przy przyjęciu mocy biernej pobranej 
przez odbiornik indukcyjny za dodatnią, moc pozorna odbiornika trój
fazowego wyraża się w postaci symbolicznej wzorem

S = UaJa~)rUbJb + UcJc • (20,1)
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Oznaczając przez

U= Ub
Uc

J= Jb
Je

J* = Jb*

macierz kolumnową napięć fazowych,

macierz kolumnową prądów płynących w poszczególnych fazach.

macierz kolumnową prądów sprzężonych z prądami płynącymi 
w poszczególnych fazach,

możemy moc pozorną w postaci symbolicznej wyrazić następująco:

S = [Ua, Ub Uc] 'Jb* =UtJ*. (20, 2)

Wyrażamy teraz macierze U i J* przez składowe symetryczne przy 
użyciu wzorów (11,2) i (8,4) oraz dokonujemy transpozycji macierzy 
napięć

S = (SUs)tS1Js*=(Us)tSS1Js*. (20,3)
czyli

S = 3(Us)tJs* = 3[U0, U,, U2] = 3(U0J0+U1J1+&2J2). (20,4)

Oznaczymy następująco kąty między poszczególnymi składowymi 
składowymi symetrycznymi:
<p0 jest to kąt, który tworzy wektor Uo z wektorem Jo, to znaczy kąt, 

o jaki należy obrócić wektor Jo, by się zszedł z kierun kiem i zwrotem 
wektora Uo, 
jest to kąt, który tworzy wektor z wektorem J, .

ę>2 jest to kąt, który tworzy wektor U2 z wektorem J2,
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Z równania (20,4) otrzymujemy wówczas

S=3(U0 JoeM+Uł J, e^‘ + U2 J2e*«) =
= 3(U0J0 cos (fo + uiJi cos Ti + U2J2 cos + 3j (UtJ0 sin <p0 + sin 9?! +
+ U2J2sin<p2)=3(Po+P1+P2)WQo+Qi+Q2). (20,5)
Całkowita moc czynna pobrana przez odbiornik wynosi zatem

P=3(Pu+P1 + P2) = 3(EVo cos yu + U1J1 cos <p1 + U2J2 cos <p^ , (20, 6) 
a całkowita moc bierna

Q = 3(Q0+Qi + Q2) = 3(lVo sin <p0+U1J1 sin <pt + U2J2 sin ę>2). (20, 7)
Wzory (20,6) i (20,7) mogą określać nie tylko moc pobraną przez odbior

nik, ale i moc wysłaną przez źródło na sieć, w tym ostatnim przypadku U 
oznacza macierz napięć fazowych na zaciskach źródła, a J* macierz prądów, 
której elementami są wektory prądów sprzężone z wektorami prądów 
płynących w poszczególnych fazach ze źródła na sieć. Jeżeli układ napięć 
fazowych na zaciskach źródła energii jest układem symetrycznym do
datnim lub ujemnym, to we wzorze (20,6), określającym moc czynną 
wysłaną przez źródło na sieć, tylko jeden z trzech składników mocy jest 
różny od zera, a mianowicie:

Ua
dla układu dodatniego U= h2Ua

P=3P1 = 3U1J1 cos <pi,
hVa

Ua
dla układu ujemnego U =

P = 3P2=3U2J2 cos <p2.

hUa
h2Ua

moc czynna wysłana na sieć wynosi

(20,8)

moc czynna wysłana na sieć wynosi

(20, 9)
Załóżmy, że na przykład układ napięć U jest symetryczny dodatni. 

Niech źródło pracuje na sieć, do której są dołączone odbiorniki trójfazowe 
asymetryczne i odbiorniki jednofazowe, w ogólnej liczbie n odbiorników, 
wówczas w mocy czynnej pobieranej przez poszczególne odbiorniki wy
stępują wszystkie trzy składniki mocy określonej wzorem (20,6), a moc 
czynna wysłana na sieć wyraża się tylko jednym składnikiem (20,8). 
Otrzymujemy zatem 

n
P = 3U1JJ COS <P^ = ^3(UokJ0k COS + Ik COS ęhk + U2k^2k COS <p2k)- (20, 10) 

k=l

Równanie to możemy objąśnić w ten sposób, że moc czynna składowej 
dodatniej prądu i napięcia zostaje wysłana przez źródło na sieć i ulega 
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częściowo transformacji w asymetrycznych odbiornikach na moc czynną 
składowej zerowej i składowej ujemnej w taki sposób, że suma alge
braiczna poszczególnych mocy czynnych wszystkich odbiorników jest 
równa mocy czynnej wysłanej przez źródło: Co do znaku tych składników 
możemy zauważyć, że w wyrażeniu (13,13) P = UaJa cos <pa + U bdb cos (fb + 
+ UCJC cos <pc wszystkie składniki są nieujemne i obliczając moc czynną 
wystarczy brać pod uwagę sumę arytmetyczną składników. W wyrażeniu 
(20,10) natomiast kąty q\k, <plk, i <plk, mogą leżeć również poza I i IV 
ćwiartką, składniki mocy czynnej mogą być różnych znaków i naileży 
brać pod uwagę sumę algebraiczną. Wobec tego moc czynna przetransfor- 
mowana w. asymetrycznych odbiornikach na moc czynną składowej 
zerowej i ujemnej może krążyć między poszczególnymi odbiornikami.

21. OPORNOŚĆ POZORNA DLA SKŁADOWEJ ZEROWEJ, DODATNIEJ
I UJEMNEJ PRĄDU

Prawo Ohma w postaci opornościowej na odbiorniku trójfazowym 
o fazach ekranowanych przy użyciu algebry niemacierzowej ma postać 
układu trzech równań

Dp  J l) ZnJ 1 H- Z] do , 
17— z । dp 4 z0Ji -f- z%J2 »
17 2 — zJ p “F z^J 4~ zJ 2

(21,1)

w układzie odniesienia składowych symetrycznych. Równania te są 
bardziej skomplikowane niż odpowiadające im równania w układzie 
odniesienia prądu przewodowego i napięcia na końcówkach

Ua = Zada , 
Hb = Zbdb, 
Uc = ZcJc ■

(21,2)

W związku z tym powstaje koncepcja zamiany operatorów wektorowych 
z0, Zj i z2 na takie operatory wektorowe Zo ,Zt i Z2 przy których użyciu 
postać równań (21,1) uprościłaby się do postaci (21,2).

Dla szczegółowego rozpatrzenia tego zagadnienia odwzorujemy trzy 
składowe symetryczne prądu d0 , d, i d2 przez odpowiadające im wektory 
na płaszczyźnie Gaussa i wyraźmy d1; oraz d2, w funkcji prądu d0) wpro
wadzając odpowiednie operatory obrotu e}a', e]a^ i operatory7 wydłużenia
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Niech zależność między prądami będzie następująca:

J i —A^^Jo
J2 = A2eia‘J0,

(21,3)

wówczas eliminując z pierwszego równania (21,1) prądy i J2 otrzy
mujemy

Uu = (z0+^“‘z^ + ^te^' z2) J 0. (21, 4)

Operator wektorowy stojący w nawiasie oznaczamy przez Zn 

Z0=z0 + zx + Aje’"1 z2 (21,5)

i nazywamy opornością pozorną dla składowej zerowej 
prąd u.

Przechodzimy do drugiego z równań (21,1). Na podstawie zależności 
(21,3) mamy

zi

^2 xx
(21,6)

i równanie dla składowej dodatniej napięcia przepisujemy w postaci

U1= z0 + —e-^Zj+^e^-^Zg Jj.
\ ^1 /

(21,7)

Operator wektorowy stojący w nawiasie oznaczamy przez Z}
1 Z 2 7\

Z1 =z0+ — e^z^ e^-^Zg 
Aj Aj

(21,8)

i nazywamy opornością pozorną dla składowej do
datniej prądu.

Przechodzimy na koniec ido ostatniego z równań (21,1). Na podstawie 
zależności (21,3) mamy

7 — — p-i"’7„ d0“ . e d 2,
X2

XX 1 xxJ =
A2

(21, 9)

20
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i równanie dla składowej ujemnej napięcia przepisujemy w postaci

U2 = (z0 + +■— e ja,z2 j J2.
\ ^2 ^2 /

(21,10)

Operator wektorowy stojący w nawiasie oznaczamy przez Z2
1

Z2=z0 + V Z1 + — e-^z2 (21,11)

i nazywamy opornością pozorną dla składowej ujem
ne j p r ąd u.

Przy wprowadzeniu do równań (21,1) oporności pozornej dla trzech" 
składowych symetrycznych prądu na miejsce składowych symetrycznych 
oporności pozornej równania te przepisujemy w postaci

(21,12)

(21,13)

odpowiadającej prawu Ohma w układzie odniesienia prądu przewodowego 
i napięcia na końcówkach.

W ogólnym przypadku odbiornika trójfazowego czteroprzewodowego 
układ prądów przewodowych i układ napięć na końcówkach są układami 
asymetrycznymi, a odpowiadające im wektory nie tworzą zamkniętego 
trójkąta; w konsekwencji wszystkie składowe symetryczne prądu i na
pięcia występujące we wzorze (21,13) są różne od zera i rozpatrywane 
oporności pozorne Zo, ZY i Z2 są O' skończonym module i niezerowe.

We wszystkich przypadkach, w których Zo, Zx i Z2 są niezerowe, okre
ślona jest ich odwrotność, którą nazywamy przewodnością po
zorną dla składowej zerowej, dodatniej i ujemnej 
napięcia i określamy za pomocą wzorów

przewodność pozorna dla składowej zerowej napięcia Yo=

przewodność pozorna dla składowej dodatniej napięcia Yx = , (21,14)

przewodność pozorna dla składowej ujemnej napięcia
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Równanie macierzowe (21,13) przy wprowadzeniu przewodności pozor
nych na miejsce oporności pozornych wyraża prawo Ohma w postaci
przewodności o we j

Y0U0 
Y^, 
y2u2

(21,15)

Ze wzorów (21,5), (21,8) i (21,11) określających oporność pozorną dla 
składowej zerowej, dodatniej i ujemnej prądu widzimy, że oporności 
pozorne Zo, Zj i Z2 są funkcjami wszystkich trzech składowych syme
trycznych oporności pozornej i w ogólnym przypadku spełnione są nie
równości

Z0^z0, 
Zi Zj, 
Z2^z2

(21,16)

oraz
Yo*yo, 
Y^y^, 
Y^yz.

W przypadku szczególnym odbiornika symetrycznego mamy stosownie

czyli składowa sylSłetryczna dodatnia i ujemna oporności pozornej 
Zachodzą wtedy we* wzorach (21,1) uproszczenia

^0 —o > 

U^ZaJi, 
^2“ 

i przy uwzględnieniu równań (21\12) mamy

Z0 = Zj ="^2 = ZU
•oraz

(21,17)

(21, 18)

znika.

(21,19)

(21,20)
Yo—•

Wyniki te wyrazimy słowami następująco:
W przypadku ogólnym oporność; pozorna dla składowej zerowej 

prądu nie równa się składowej zerowej oporności pozornej, oporność 
pozorna dla składowej dodatniej prąSw nie równa się składowej

20*
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dodatniej oporności pozornej, a oporność pozorna dla składowej 
ujemnej prądu nie równa się składowej ujemnej oporności pozornej. 

W przypadku "szczególnym odbiornika symetrycz
nego oporności pozorne dla wszystkich trzech składowych syme
trycznych prądu są sobie równe i równają się składowej zerowej 
oporności pozornej, a pozostałe składowe symetryczne oporności 
pozornej: dodatnia i ujemna znikają.

Z rozpatrywanym punktem wiąże się zagadnienie wzajemnego stosunku 
składowej symetrycznej (zerowej, dodatniej i ujemnej) oporności pozornej 
i przewodności pozornej.

Z obliczeń przeprowadzonych w rozdziale 15, a w szczególności ze 
wzorów (15,4), (15,6) i (15,8) wynika, że w ogólnym przypadku

z^-z^ 
z^+zf+zf— 3ztZjZ2

zj-ZpZi____
2^ + 2’ + ^- 3 W2

— 7 7
|_2^ + Z13 + Z23-32021Z2_

(21,21)

czyli każda składowa symetryczna przewodności pozornej jest funkcją 
wszystkich trzech składowych symetrycznych oporności pozornej.

W przypadku szczególnym odbiornika symetrycznego równanie (21,21^ 
upraszcza się do postaci

(21,22)

Wyniki te wyrazimy słowami:
W przypadku ogólnym składowa z^wa (bądź dodatnia lub 

ujemna) przewodności pozornej nie jest^dwrotnością składowej zero
wej (bądź dodatniej lub ujemnej) /porności pozornej, lecz każda 
składowa symetryczna przewodności pozornej jest funkcją wszystkich 
trzech składowych symetrycznych/oporności pozornej.

W przypadku s z c z e g ó 1 n y jfo odbiornika symetrycz
nego składowi zerowa przewodności pozornej jest odwrotnością 
składowej zerowej oporność/pozornej, a pozostałe składowe syme
tryczne: dodatnia i ujemna/ zarówno oporności pozornej, jak i prze
wodności pozornej znikają;

* * *
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W zakończeniu chciałem podziękować prof. drowi J. Łosiowi i prof. 
drowi L. Jeśmano wieżowi za przejrzenie maszynopisu części I, a prof. 
drowi P. Nowackiemu — całości pracy. Życzliwym uwagom wymienionych 
opiniodawców zawdzięczać należy ulepszenie pierwotnego tekstu i nada
nie pracy hardziej jednolitego charakteru.
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T. XOJ1EBHUKH

MRTPHUbl CWMMETPMHECKKX COCTRBR5UOLLIWX
P e 3 to m e

OcHOBHbie MaTpMMHbie ypaBHeHMS CMMMeTpHHeCKMX COCTaBJI5IIOLllHX B TpeX<ha3HOM 
CMCTeMe nogaHbi C. RycieHOM CmraHTOM b KHHre „Modern electrical engineering 
mathematics“, M3naHH0tł b 1946 rogy,

3to noHHTMe pasBwro b HacTosmeił craibe b MaieMaTMuecKOM u 3JieKTpnqecKOM 
CMbicne.

Bo BCTynneHMM k nepBoii uac™, HroeioineM MaieMaTMHecKMM xapaKTep, aBTop naer 
onpegeneHMe cMMMeTpMHecKoil u acMMMeipHHecKOM cnereMbi BenropoB, a Taninę nocne- 
HOBaTenbHOCTb BeKTOpOB BaHHOH CMCTeMbl.

B CBS13H c M3BeCTHbIMM ypaBHeHMMMH

A = SAs; As = S~łA
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aBTop bbohht cneuyiomHe Marpmjbi TpeTben creneHH

S^SS-1, S2 = Sj = 3M, M2 = I,

flMaroHajibHyto Marpnuy

1,0, 0
0, h2, 0
0, 0, h

rje

h ipw cneuHanbHbix Marpnubi c TpeMs He paBHbiMH Hynio aneMeHTaMH

0, 0, 1
1 , 0, 0
0, 1 , 0

0,1,0
0, 0, 1
1 , 0, 0

HpHMeHSS 3TH MaTpHUbl, Mbl MOWCM COCTaBHTb CJieflyK>mne npOH3BeneHMS:

SHQHS=3
0, h, 0
h2, 0, 0
0, 0,1

SH-QH'2S = 3
0, 0, h2 
0,1,0
h, 0, 0

3th npoH3BeneHH» npHMeHsiOTCsi npH pacnere mecTH pa3JiHHHbix npoH3BeneHHH 
BeKTopHbix Marpnu Bbipa>KeHHbix npw nOMomw CHMMerpnqeCKHX cocTaBjisnoiuHx, Han Hanp.

| A , B, Ć]

[A , h2B. hc]
h2B 
hC
A

Bo btopoh nacTH ynasaHo npHMeHeHHe MareMaTHMecKoro MaTpHHHoro HCcneHOBaHnsi 
Teopnn CHMMeTpHH6CKHX COCiaBJ15HOlHHX B 3JieKTpOTeXHHKe, a B OCoSeHHOCTH K HCCJie- 
flOBaHMto CTapHOHapHbix pemHMOB rpex<j>a3Hbix chctcm nepeMeHHoro Tona c HeTbipbMs 
npoBonaMH. Mowho cocraBHTb b mbtphhhom BHfle psa ocHOBHbix ypaBHeHHs: 3aKOH 
OMa H BTOpOH 33KOH Knpxroc|>a KaK B HOpMajlbHOH CHCTCMe KOOpHHHaT HanpSOKCHHS! 
Ha 3awHMax h TOKa nporeKatoiuero no sneMeHTy, TaK u b CHCTeme cnMMerpnqHbix co- 
CTaBJi5noiij,HX HanpsoKeHHH u TOKa. Ans KaHcąoro W3 3tmx cnyHaeB Mbi pasriHHaeM eine 
conpoTHBHTejibHyio cJ>opMy U = ZJ u tropmy npoBOflHMoc™ J=YU cooTBercrBeHHbix Ma- 
TpHHHHX ypaBHeHHH H KpOMe TOTO Mbl MOJKCM paCCMaTpMBaTb O1He.nbHbie JwarHHTHO 
CBssaHHbie 4>a3bi, hhh me no/iHoe oTcyrcTBHe cbs3h npH 3KpannpoBaHHbix BeTBsx.

Moikho JierKO flOKaaaTb c nOMombio BbiBeneHHbix b nepBoii nracTH <|>opMyji, hto 
MarpHUbi TpeTbeii creneHH, npHMeHeHHbie b saKOHe Owa:

MarpHua KOMnneKCHoro conpo-
THBJieHHS

z0, z2,
21, Zo,

Z2 , Z! ,

Z,

Z2

Zo
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u MaTpwua KOMnneKCHoil 
npOBOflHMOCTH 

1/2, Ki

y= Hi , 3/o, Vi
j/2, l/i , Vo

othochtcsi Apyr k flpyry Ran oópaTHbie nwcna t. e. z~*=y.
To me caMce othochtcs h k MaipnuaM Tpeibeił creneHM bo btopom 3anoHe Knpx- 

Jo<j?a

TaKwe sBJiaiOTCa no oiHOuieHHto k ce6e odpambiMH HHcnaMH.

z04" 3Zn , Z2.

Zo,

Z1

Z2 y i =

YnJ/o

Yn + 33/o

3y}

Yn + 31/o Y„ + 3yo 

31/il/2
3/2-

^„ + 31/0

Z2,
3ys

2i , 2q Yn + 3y„

HMeHHO 3TH MaTpHUbl

T. CHOLEWICKI

MATRICES OF SYMMETRICAL COMPONENTS

S u m m a r y

Three-phase symmetrical component basie equations were given in matrix form 
by S. Austen Stigant in his book „Modem electrical engineering mathematics“, pu- 
biished in 1846.

This concept is developed in the present paper from both the mathematical and 
electrical point of view.

As an introductiori to the mathematical part I the author defines the symmetrical 
and asymmetrical vector ^ystems and the sequence of vectors in a system.

In connection with the well known equations

A = SAs> Ag = S—’A 

the author introduces third-order matrices

a diagonal matrix
S^SS-1, S2 = S1 = 3M, M2 = I 

1,0, 0
0, h2, 0
0,0, h

where 
. 2k 

h=e s ,
and special rotational matrices

0, 0, 1
1 , 0, 0
0, 1,0

0, 1,0
0,0, 1
1,0,0
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By using these matrices we can form the following products
0, h , O' 

SHQHS=3 h2 , 0, 0 
0, 0,1 
’0 , 0 , h2' 

and SH2QH2S = 3 0, 1, 0
h, 0, 0 

These products can be applied for caloulating six different products of vector- 
matrices expressed by means of symmetrical components, as for instance

[A , B, C]

h2B 
hC
A

[A , h2B , hc] = 3 [a2 , —Ao]

£o

Di

Da

In part II we find an application of the mathematical symmetrical component 
matrix analysis to electrical engineering, in particular to three-phase four-wire AC 
static Systems. Two fundamental formulae:

Ohm’s law and jKkchhoff’s second law can be presented in matrix form either in 
the normal reference frame, i. e. terminal voltage and current flowing through the 
element, or in the reference frame of symmetrical components of voltage and 
current. In each caise we can still distinguish the impedance form U=ZJ from the 
admittance form J=YU, of the corresponding matrix eąuations, and we can consider 
the particular phases being magnetically coupled or screened from each other.

It can be easily proved by means of the formulae calculated in part I, that 
the third-order matrices used in the Ohm’s law:

Zo, Z2, Z,

the impedance matrix z= Zj , Zo, ,Z2

_z2, Z1 , Zo

Vo , 1/2 , 1/

and the admittance matrix y= y,, ya. 1/2

Vz, y^, l/o

are reciprocally inverse matrices, i. e. z ’=y.
The same applies to the third-order matrices of Kirchhoffs second law

that one matrix is the inverse of the other.

z0 + 3Zn , Z2, 2i
^ny>

Y„+3i/o Y„ + 31/o Yn+3y0

z2
1/11/2 3yl

Z1 ’

21,

, Yi

yny2

Yn + ^o y" Yn + 3y0

31/11/2
2g , 2o

Jn+3y° Y„ + 31/o Yn + 3l/o



WYTYCZNE DLA AUTORÓW

Komitet Redakcyjny prosi autorów o ułatwienie prac redakcyjnych zwią
zanych z przygotowaniem do druku nadesłanych artykułów przez przestrze
ganie podanych wytycznych przy przygotowaniu maszynopisu:

1. .Prace powinny być napisane pismem maszynowym, na pojedynczych 
arkuszach formatu A4, jednostronnie, z interlinią (co drugi wiersz), z mar
ginesem 3 cm z lewej strony. Stronice numerowane. Artykuły należy 
nadsyłać w dwóch egzemplarzach.

2. Wzory i oznaczenia należy wpisywać ręcznie, czytelnie, używając jedynie 
liter łacińskich i greckich. Wskaźniki niżej liter i wykładniki potęg pisać 
należy szczególnie dokładnie i wyraźnie.

3. Każda praca powinna być zaopatrzona w krótkie streszczenie (analizę) 
w języku polskim do 25 wierszy maszynopisu oraz obszerniejsze stresz
czenia (do 20% objętości artykułu) w języku rosyjskim oraz angielskim 
francuskim lub niemieckim. W razie niemożności nadesłania streszczenia 
w języku obcym autor dostarcza odpowiednie streszczenie w języku pol
skim w trzech egz. z jednoczesnym wpisaniem, o ile możności, terminologii 
w języku rosyjskim oraz w języku obcym.

4. Rysunki, wykresy i fotografie należy wykonywać na oddzielnych arku
szach z podaniem kolejnych numerów rysunków. W tekście i na margi
nesie, obok właściwego tekstu, należy podać jedynie odnośny numer 
rysunku. Ostateczne wykonanie rysunków obowiązuje Redakcję.

5. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie należy nazywać w tekście rysun
kami (skrót: rys.) i nie używać określeń jak figura, szkic, fotografia. 
U samego dołu rysunku (a przy fotografiach — na odwrocie) należy 
wpisać czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytuł pracy i naz
wisko autora.

6. Wszystkie tablice (unikać zbyt dużych) podobnie jak rysunki należy wyko
nywać na oddzielnych arkuszach i numerować kolejno liczbami arabskimi. 
U góry każdej tablicy podać tytuł (napis) objaśniający.

7. Po zakończeniu artykułu należy podać wykaz literatury, wymieniając 
w następującej kolejności: nazwisko autora i pierwsze litery imion, pełny 
tytuł dzieła lub artykułu, tytuł czasopisma, tom, numer zeszytu, rok 
i miejsce wydania oraz ewentualnie numer strony. Pozycje powinny być 
ponumerowane w kolejności alfabetycznej autorów; w tekście — powo
łania na numer pozycji w nawiasie kwadratowym, np. [3],

8. Autorowi przysługuje bezpłatnie 25 egzemplarzy odbitek pracy. Dodatkowe 
egzemplarze autor może zamówić w redakcji na własny koszt przy prze
syłaniu korekty swej pracy.

Uwaga: Autora obowiązuje korekta autorska, którą należy zwracać w ciągu 
3 dni pod adresem: Redakcja „Archiwum Elektrotechniki", Warszawa, Ko
szykowa 75, Politechnika, Gmach Elektrotechniki, Zakład Elektroniki PAN.
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