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Metoda numeryczna, kropla wirowa,
niestabilno$é Rayleigha-Taylora,
ruch pecherzyka, przeplyw w kanale

Henryk KUDELA'

MODELOWANIE ZJAWISK HYDRODYNAMICZNYCH
METODAMI DYSKRETNYCH WIROW

Omoéwiono metody dyskretnych wiréw stuzace do modelowania zjawisk hydrodynamicznych.
Podano podstawy matematyczne metod. Przedstawiono wyniki modelowania metoda dyskretnych
wiréw dla zagadnienia niestabilno$ci Rayleigha-Taylora, ruchu pecherzyka w polu grawitacyjnym
oraz przeplywu cieczy lepkiej w kanalach o zlozonej geometrii. Dla niestabilnosci Rayleigha-
Taylora zalozono, Zze plyny sa niclepkie i niesci§liwe a ich ruch potencjalny. Pozwolilo to opis
ruchu powierzchni rozgraniczajacej dwa ofrodki sprowadzi¢ do zagadnienia poczaikowego dla
warstwy wirowej. Numerycznie wykazano, ze zagadnienie poczatkowe dla warstwy wirowej jest Zle
uwarunkowane i wymaga regularyzacji. Regularyzacji dokonano przez wprowadzenie do réwnan
ruchu parametry 8. Przedstawiono rozwigzania dla réwnan zregularyzowanych. Na przykladzie
ruchu pgcherzyka wykazano, ze regularyzacja za pomoca parametru § dziala podobnie jak
lepko$é plynéw. Badania ruchu pecherzyka wykazaly, ze gdy poczatkowa forma pecherzyka jest
elipsa to podczas ewolucji pgcherzyka z jego objgtosci wysnuwa sig ni¢ (,ogon"). Formy takie sg
obserwowane réwniez w badaniach eksperymentalnych. Przedstawiono wrazliwoéé ewolucji
pecherzyka od warunkéw poczatkowych. Do badania przeplywu cieczy lepkiej w kanalach o
Zlozonej zastosowano stochastyczng metodg kropel wirowych. Obliczenia sprawdzajace
uzyteczno$¢ programu przedstawiono dla przeplywu w kanale z gwaltownym rozszerzeniem i
oplywu plytki ustawionej prostopadle do przeplywu. Wyniki obliczei poréwnano z danymi

eksperymentalnymi.

‘Instytut Techniki Cieplnej i Mechaniki Plynéw, Wybrzeze Wyspiariskiego 27, 50-370 Wroclaw



WYKAZ WAZNIEISZYCH OZNACZEN

- liczba Atwooda

- potencjal wektorowy

- stala, liczba rzeczywista

- funkcja Greena (rozwigzanie fundamentalne) réwnania Laplacea
- zmienna Lagrange’a

- przyspieszenie ziemskie m/s’

- funkcja Hamiltona, kinetyczna energia oddzialywan wiréw

- krzywizna warstwy wirowej

- liczba falowa

- liczba wiréw

- ci$nienie N/m®

- promien, odlegto$¢ migdzy dwoma punktami

- liczba Reynoldsa

q - predko$é zespolona

s - dhugoéé tuku krzywe;j

t - czas, §

u, v - wektory predkosci, m/s

u,v - sktadowe wektora predkoscl

x;, X, , X3 - wspélrzgdne przestrzenne

xy - wspéirzedne polozenia w przestrzeni dwuwymiarowej

- potencjal predkosci zespolonej

- ruch Browna

- zmienna zespolona

- parametr rzeczywisty z przedziah [-1, 1]

- intensywno$¢ warstwy wirowej w zmiennych Eulera

- intensywno$¢ warstwy wirowej wyrazona w zmiennych Lagrange’a
- parametr rzeczywisty, promieft wygladzania (obcigcia osobliwosci)
- kinematyczny wspélczynnik lepkosci, m%/s

- dhugos¢ fali zaburzajgcej, m

- gestoéé plynu nad krzywa rozdzielajaca dwa oérodki kg/m®

- gestoéé plynu pod krzywa rozdzielajacg dwa osrodki kg/m®

- wspéiczynnik napigcia powierzchniowego, N/m

- funkcja pradu

- potencjat pola predkosci

- skok wartosci potencjatu przy przejiciu przez krzywg rozgraniczajacg dwa osrodki
- wektor wirowosci

- skladowa wektora wirowosci

x
N

TR ZREID®R S QAT

- R

R

'o_'p>»<°o-<'—JQN

N

€ €F & &N

INDEKSY

Go6rny indeks n odnosi sig do dyskretnych wartosci czasu, dolny j natomiast - do numeru czastki.
Dolny indeks ¢ lub e oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej ¢ lub e.

X" - wspéirzedne (xy) polozenia j-tej czastki w chwili t=n At



1. WPROWADZENIE

W niniejszej pracy opisano metody dyskretnych wiréw, ktére w mechanice
plynéw zajmuja miejsce szczegdlne. W metodach tych pierwszoplanowa rolg
odgrywa wirowo$¢ pola predkosci i stad szczegdlna rola tych metod. Gdy zaczy-
namy studia nad mechanika plynéw, wirowo$¢ jawi si¢ nam jako co§ bardzo
abstrakcyjnego i niezbyt przydatnego. Brakuje uniwersalnych przyrzadéw, pozwa-
lajacych mierzy¢ wirowo$é w spos6b bezposredni. Definiuje si¢ jg, korzystajac z
rachunku rézniczkowego, jako kombinacjg liniowa pochodnych pola predkosci.
Jednak to wirowo$¢ przesadza o tym, czy dane pole prgdkosci moze opisywaé
realny ruch cieczy. Jezeli w calym obszarze przeplywu wirowos¢ pola predkosci,
ktorym usitujemy opisywaé przeplyw plynu, jest réwna zeru, to plyn ten przestaje
by¢ plynem realnym. W ruchu cieczy niescisliwej pole predkosci jest jednozna-
cznie okreSlone przez polozenie obszaréw z niezerowg wirowoscig. Wirowosé
pola predkosci odgrywa pierwszorz¢dne znaczenie w jako§ciowym opisie wielu
zjawisk hydrodynamicznych, takich jak: warstwa przysScienna, szybkos¢ dyssypacji
energii w przeplywie turbulentnym, powstawanie sily noSnej przy oplywie cial,
»Sciezka wirowa” Karmana, koncepcje koherentnych struktur wirowych w przeply-
wie turbulentnym itd. [156]. W przeplywach rzeczywistych obszary, w ktdrych
koncentruje si¢ wirowo$¢, zajmuja jedynie niewielka czg§¢ pola przeplywu, np.
warstwa przyScienna, strefy recyrkulacji itp. Dlatego celowe jest skoncentrowanie
uwagi wlaSnie na tych niewielkich obszarach, ktdére przesadzaja o charakterze
przeplywu.

Literatura na temat badania zjawisk zwigzanych z ruchem cieczy za pomoca
metod wirowych jest przeogromna. Co kilka lat pojawiaja si¢ prace przeglagdowe
przedstawiajace stan wiedzy w tej dziedzinie [11, 50, 51, 62, 121, 125, 126, 159,
161, 171]. Odbywaja si¢ konferencje poSwigcone tylko zagadnieniom dynamiki
wirowosci i metodom wirowym [11, 132, 190, 191, 192]. Fakty te dobitnie pod-
kreslaja wage jaka przywiazuje si¢ do wirowosci w badaniach nad ruchem cieczy.

1.1.KROTKA CHARAKTERYSTYKA METOD WIROWYCH

Ze wzgledu na charakter rozwigzywanych zadan, mozna wyrdzni¢ dwa obsza-
ry zastosowan metod dyskretnych wiréw. Pierwszy obejmuje modelowanie ruchu
i deformacji powierzchni rozgraniczajacej dwa plynne osrodki. Przyjmuje sig, ze
na tej powierzchni skladowa styczna pola predkosci jest nieciaglta. Drugi obszar
zastosowan metod wirowych odnosi si¢ do modelowania przeplywu cieczy lepkie;j
w obszarach o dowolnej geometrii.



Badanie ruchu granicy rozdzialu dwéch osrodkéw plynnych jest w praktyce
modelowania numerycznego zagadnieniem skomplikowanym. Wynika to z faktu,
7e powierzchnia rozdziatu stanowi czgsto powierzchnig nieciagtosci parametréw
stanu, np. gestosci. Na granicy tej musza byé spelnione pewne dodatkowe warun-
ki wynikajace z fizyki zagadnienia. Ze wzgledu na duza deformacjg tej powie-
rzchni i jej niewiadome polozenie w praktyce trudno jest te warunki zrealizowaé
[87]. Niekiedy mozna jednak uzyska¢ zadowalajaca informacj¢ o ruchu powie-
rzchni rozgraniczajacej dwa osrodki, przyjmujac stosunkowo prosty model ruchu
cieczy. Zaktadajac mianowicie, ze ciecz jest nielepka a ruch cieczy potencjalny,
powierzchnig rozdzialu mozna rozpatrywaé jako warstwg wirowa. W ten sposob
problem ewolucji granicy rozdzialu mozna sprowadzi¢ do zagadnienia poczatko-
wego (Cauchy’ego). Doktadnos¢ obliczei numerycznych przewyzsza o kilka rzg-
déw dokladnoéé obliczefi otrzymywanych za pomoca metod, w ktérych wykorzy-
stuje si¢ siatk¢ numeryczna. Szczegdlnie dobrze nadajg si¢ one do modelowania
numerycznego takich zagadnief, jak niestabilno$¢ Kelvina-Helmholtza [97-99,
157, 190] (granica rozdzialu wynika z réznicy predkosci dwéch osrodkéw o tej
samej gestosci), niestabilnos$¢ Rayleigha-Taylora [17, 18, 73, 90, 93, 104, 105, 108,
136, 186] (granica rozdziatu przebiega migdzy dwoma oSrodkami o réznej gesto-
§ci, przy czym oSrodek lzejszy przyspieszany jest w kierunku ci¢zszego), niestabil-
noé¢ Taylora-Saffmana [187, 188] (powierzchnia rozdziatlu przebiega pomigdzy
ofrodkami o réznej lepkosci), a takze ruchu fal powierzchniowych [20, 122].

Rozwd6j nowoczesnych metod dyskretnych wiréw w odniesieniu do mode-
lowania ruchu cieczy lepkiej zapoczatkowaly prace Chorina [42-44]. Metoda
kropel wirowych zaproponowana przez Chorina [42], zostala pomySlana jako
metoda do modelowania przeplywéw z duza liczba Reynoldsa. Mimo iz przed
pracami Chorina wykorzystywano metody dyskretnych wiréw do modelowania
réznych zjawisk hydrodynamicznych [48, 50, 51, 62], to jednak dopiero od prac
Chorina metode kropel wirowych traktuje si¢ jako algorytm do rozwigzywania
réwnan ruchu cieczy lepkiej. Prowadzi sig¢ intensywne prace teoretyczne nad
zbieznoscia metody wiréw [24-26, 28, 52, 53, 77, 78, 80]. Pojawiaja si¢ coraz to
nowe aplikacje metody Swiadczace o jej skutecznosci [34, 35, 41, 69, 70, 171,
173]. Klasyczne metody numeryczne wykorzystujace w obliczeniach siatke¢ nume-
ryczng pozwalaja rozwiazywaé réwnania ruchu cieczy dla liczb Reynoldsa rzedu
kilkuset. W przeplywach z duzg liczba Reynoldsa wystepuja sktadowe pola pred-
kosci o réznych skalach wielkosci, ktére niezwykle trudno jest uwzglednié¢ w
klasycznych metodach siatkowych (metody réznic skoficzonych, metody elementu
skoficzonego). Pojawia sig problem dominacji czlonéw reprezentujacych sily
bezwladnosciowe nad cztonami odpowiadajacymi sitom lepkosciowym. Jezeli w
przeplywie istnieja obszary o duzych gradientach predkosci (takim jest np. war-
stwa przyScienna), to w obszary te powinno wpadaé co najmnie;j kilka oczek siatki
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numerycznej. Jak wiadomo grubo$¢ warstwy przyScienne;j jest odwrotnie propor-
cjonalna do pierwiastka kwadratowego z liczby Reynoldsa Re (§~ 1/vRe). Stad
tez wzrost wartosci liczby Reynoldsa prowadzi szybko do gegstych siatek numery-
cznych, duzych ukladéw réwnan algebraicznych, dhugich czaséw obliczeniowych i
znacznych wymagan odnos$nie do pamigci komputera. Ponadto, i to jest szczegdl-
nie wazne, siatka numeryczna wprowadza do obliczefi lepko§¢ numeryczng wyni-
kajaca z zastgpienia pochodnych ilorazami réznicowymi. Lepko§é numeryczna
moze by kilka rzedéw wigksza od rzeczywistej lepkosci cieczy. W ten sposdb
mozemy otrzymywaé numerycznie poprawne rozwiazania (tzn. stabilne, bez oscy-
lacji), lecz dla calkowicie zmienionego (fizycznie) zagadnienia. Modelowanie
przeplywow turbulentnych z wykorzystaniem usrednionych réwnaii Reynoldsa
wymaga stosowania odpowiednich hipotez zamykajacych o charakterze pétempi-
rycznym, ktére moga si¢ zmieniaé w zaleznoSci od typu rozwigzywanego
zagadnienia.

Problem siatki numerycznej oraz dominacji czlonéw bezwladnosciowych nad
lepko$ciowymi rozwigzuje radykalnie wlaSnie metoda kropel wirowych. Byla ona
pomyslana jako metoda calkowicie bezsiatkowa. Obliczenia wykonywane sg we
wspotrzednych Lagrange’a. Metoda ta nalezy do metod dekompozycyjnych, tzn.
rozwigzanie koncowe otrzymuje si¢ w rezultacie zlozenia rozwiazan dwéch zaga-
dnien prostszych, tworzacych zagadnienie catkowite. W pierwszym kroku rozwig-
zuje si¢ réwnanie cieczy nielepkiej (Eulera). Pole wirowosci jest zastgpowane
rozkladem dyskretnych wiréw, zwanych kroplami wirowymi. Sa to zmodyfikowane
wiry punktowe, ktore maja skoficzony nosnik’. Krople wirowe indukuja skoficzone
pole predkosci oraz przemieszczaja si¢ tak, jak czastka materialna. Predkosé
kropli oblicza si¢ sumujac oddzialywania wszystkich pozostalych wiréw w obszarze
przeplywu. W drugim kroku rozwigzuje si¢ réwnanie dyfuzji. W komputerowe;j
implementacji metody mozna wyr6zni¢ kilka krokéw: a) rozwigzanie metoda
kropel wirowych réwnania Eulera w przestrzeni nieograniczonej, b) wyznaczenie
potencjalnego pola predkosci potrzebnego do realizacji warunku brzegowego dla
sktadowej normalnej pola predkosci do brzegu, c) rozwiazanie réwnania dyfuzji
(uwzglednienie lepkosci) i realizacja warunku brzegowego dla sktadowej stycznej
pola predkosci.

* $rednica zbioru, na ktérym zadana jest intensywno$¢ elementu wirowego, jest wigksza od zera. Dla wiru
punktowego Srednica ta réwna sig zeru.



1.2. CEL I ZAKRES PRACY

Celem pracy jest zastosowanie metod dyskretnych wiréw do modelowania
niestabilno$ci Rayleigha-Taylora (R-T) i modelowania przeplywu w kanatach o
zlozonej geometrii. Dla niestabilnoci Rayleigha-Taylora przeprowadzono bada-
nia dla powierzchni nieograniczonej, okresowej jak réwniez dla pecherzyka dwu-
wymiarowego, poruszajacego si¢ w polu grawitacyjnym. Badanie niestabilnosci
R-T, przy pewnych zalozeniach upraszczajacych, mozna sprowadzi¢ do zagadnie-
nia poczatkowego dla warstwy wirowej. Dzigki temu mamy mozliwo$¢ numery-
cznego rozwigzywania zagadnienia w spos6b bardzo dokladny. Przyjete jednak
zalozenia upraszczajgce odnoszace sig do ruchu i wlasnosci plynéw powoduja, ze
zagadnienie poczatkowe dla warstwy wirowej jest Zle uwarunkowane. Rozumie sig
przez to fakt, ze mimo analitycznego warunku poczatkowego rozwigzania w skon-
czonym czasie tracg regularnosc.

Gléwnymi osiggnig¢ciami autora pracy w modelowaniu nieograniczonej, dwu-
wymiarowej powierzchni podlegajacej niestabilnosci R-T sa:

1) wykazanie przez eksperyment numeryczny, ze na rozwigzaniach dla zaga-
dnienia R-T powstaja osobliwosci. Dokonano tego wilaczajac do modelu efekt
napiecia powierzchniowego w charakterze filtru tlumigcego wzrost zaburzefi,
ktére majg swoje Zrodlo w skoificzonej reprezentacji liczb w maszynie cyfrowe;.
Umotzliwlo to przesledzenie formowania sig osobliwosci w rozwiazaniach. Fakt
ten wymusza koniecznosci regularyzacji zagadnienia poczatkowego. Przedsta-
wiono rozwigzania dla réwnaf zregularyzowanych. Regularyzacji réwnan dokona-
no wprowadzajac do réwnan wyrazajacych predko$¢ indukowang przez warstwe
wirowa parametru 8, ktory usuwat z wyrazen podcatkowych osobliwos¢.

2) Pokazanie na przykladzie ewolucji pgcherzyka cylindrycznego ,lepko-
Sciowego” charakteru regularyzacji za pomoca parametru 8.

3) Zbadanie ruchu i deformacji pgcherzyka eliptycznego poruszajacego si¢ w
polu grawitacyjnym. Pokazano, ze z objgtosci pgcherzyka wysnuwa sig ,nic”.
Konicowa forma pe¢cherzyka, jak réwniez ewolucja ,nici”, jej zakoficzenie oraz
ksztalt, zalezg od warunkéw poczatkowych i wartoSci parametru 8. Obecno§¢
»nici” podczas jego ewolucji w polu grawitacyjnym potwierdzaja obserwacje ekspe-
rymentalne.

Gi6wnym celer: modelowania przeplywu w kanatach metoda kropel wirowych
bylo stworzenie uniwersalnego programu, ktory umozliwialby w latwy sposéb
zadawanie geometrii obszaru przeplywu oraz zbadanie wilasno$ci numerycznych
samej metody. Dotychczas metoda kropel wirowych byla stosowana najczesciej w
sytuacjach, w ktérych stosunkowo latwo bylo wyznaczyé pomocnicze, potencjalne
pole przeplywu. Jest ono potrzebne do realizacji warunku brzegowego dla sktado-
wej normalnej pola predkosci na Sciance stalej. W obecnej pracy do wyznaczenia
tego pomocniczego, potencjalnego pola przeplywu wykorzystano szybkie algory-



9

tmy rozwigzywania réwnania Poissona w polaczeniu z tzw. technika macierzy
pojemnosciowej. Umozliwilo to modelowanie przeplywéw dla przypadkéw maja-
cych znaczenie dla praktyki inzynierskiej. Program przetestowano na przykladzie
przeplywu w kanale z gwaltownym rozszerzeniem. Obliczenia wykonano w szero-
kim zakresie liczb Reynoldsa (od 50 do 10000). Rozwiazania poréwnano z dany-
mi eksperymentalnymi dostepnymi w literaturze. Przedstawiono réwniez przykta-
dowe rozwiazania oplywu plaskiej nieskorczenie cienkiej plytki ustawionej prosto-
padle do przeplywu.

Uklad pracy jest nastgpujacy: w rozdziale 2 zostaly podane podstawy mate-
matyczne kinematyki ruchu wirowego. Wprowadzono pojecia, ktére wyko-
rzystywane sa w metodach dyskretnych wiréw oraz podano podstawowe wzory i
schematy numeryczne. W rozdziale 3 podano réwnania ruchu cieczy lepkiej w
zmiennych Eulera i ich odpowiedniki w zmiennych Lagrange’a. Opisano algorytm
dekompozycji lepkoSciowej, na ktéorym opiera si¢ metoda kropel wirowych.
Omoéwiono algorytm do szybkiego sumowania, wzajemnego oddzialywania wirow.
W rozdziale 4 wyprowadzono réwnania wykorzystywane do modelowania niesta-
bilnosci Rayleigha-Taylora. Opisano algorytm rozwigzywania réwnan i zaprezen-
towano wyniki numeryczne, odnoszace si¢ do niestabilno$ci Rayleigha-Taylora.
W rozdziale 5 przedstawiono badania numeryczne dotyczace ruchu pgcherzyka w
polu grawitacyjnym. W rozdziale 6 opisano wyniki badafn numerycznych przeply-
wu cieczy lepkiej w kanale z gwaltownym rozszerzeniem. Krétko oméwiono
algorytm do szybkiego rozwiazywania réwnania Poissona w obszarach o ztozonej
geometrii i podano przyklady jego zastosowania. Dalej przedstawiono wyniki
badaf numerycznych dla metody kropel wirowych. Wyniki poréwnano z danymi
eksperymentalnymi. W rozdziale 7 zamieszczono pewne uwagi koficowe odnosza-
ce si¢ do perspektywy rozwoju metod wirowych i dokonano podsumowania otrzy-
manych wynikow.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA MATEMATYCZNE
KINEMATYKI RUCHU WIROWEGO

Przytoczymy tu pewne twierdzenia i wzory lezace u podstaw metod
dyskretnych wiréw, odnoszace si¢ do kinematyki ruchu. Najpierw jednak
wprowadzimy pewne uzyteczne pojgcia 1 definicje stosowane w metodach
wirowych.
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2.1.POJECIA WSTEPNE

W obecnej pracy bedziemy postugiwali si¢ kartezjafiskim ukladem wspotrze-
dnych, w ktérym punkt bedziemy oznaczaé jako (x,, X,, ;) lub zamiennie (x, y, z).
Wirowosé pola predkosci u(x;, x,, x;) w kartezjanskim uktadzie wspoirzednych
okreéla si¢ jako pole wektorowe @ (,,0,,w;)=rot u, ktérego sktadowe wylicza sig
nastgpujaco:

_ 9w o 0w O L L @.1)
ox, 0%

2 » W3 =~
dx, 0x dx, 0Jx

1

Linig wirowg nazywamy krzywa, ktora w kazdym swym punkcie jest styczna do
pola wirowosci, a rurkq wirowg - powierzchnig utworzona przez rodzing linii
wirowych przechodzacych przez zamknigta, redukowalng (dajaca sig Sciggnac do
punktu w sposéb ciagly) krzywa C. Intensywnoscig rurki wirowej bedziemy nazy-
wali strumief wirowosci przechodzacy przez poprzeczny przekrdj rurki. Strumien
ten, na mocy tw. Stokesa, réwny jest cyrkulacji predkosci wzdhiz krzywej obejmu-
jacej rurkg (rys.2.1):

T = f wndS = f u-dl (2.2

S C

linie. i Dalej bedziemy postugiwali si¢ rowniez takimi
Inie_wirowe I .. ) .
pojeciami jak: ni¢ wirowa, wir punktowy, warstwa
S ‘ S 7 wirowa, ktére to pojgcia zostang okreslone poni-
/ ‘m zej. Najpierw jednak przytoczymy jedno z
.— wazniejszych twierdzen rachunku wektorowego,
~= zwane niekiedy fundamentalnym twierdzeniem
rachunku wektorowego [180]. Przy okazji zostang

wyprowadzone pewne uzyteczne dla metody
wiréw wzory obliczeniowe.

Rys. 2.1. Rurka wirowa
Fig. 2.1. Vortex tube

2.2. TWIERDZENIE O ROZKYADZIE POLA WEKTOROWEGO

Twierdzenie o rozkladzie podkresla szczegdlng role wirowosci w kinematy-
cznym opisie ruchu, a tym samym rolg jaka odgrywa w mechanice plynéw.

Twierdzenie 2.1 [180]. Dowolne, ciagle pole wektorowe v, zadane w calej
przestrzeni i przyjmujace w nieskoficzono$ci wraz ze swoimi pierwszymi
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pochodnymi warto$¢ zero, mozna przedstawic w postaci sumy dwéch pdl wektoro-
wych: pola bezzrédlowego v, (div v, =0) i bezwirowego v, (rot v, = 0):

V=V +V, 2.3)

przy czym div v=div v,, rot v=rot v,.

Jezeli ciecz jest nieSciSliwa (div v=0), to wktad do pola predkosci pochodzi
tylko od rozkladu wirowosci. W monografiach po§wigconych mechanice plynéw
[23, 95, 172, 180] twierdzenie 2.1 formulowane jest jako zadanie: wyznaczy¢ pole
predkosci, gdy znana jest jego wirowo$¢ i dywergencja. Rozwigzujac to zadanie
prezentuje si¢ jednocze$nie dowdd twierdzenia 2.1. Ponizej przedstawimy kon-
strukcj¢ pola predkosci na podstawie zadanego rozktadu pola wirowosci.

Warunek niescisliwosci cieczy div v=0 bgdzie spelniony automatycznie dla
pewnego pola wektorowego B takiego, ze:

v=rot B (2.4)
Pole wektorowe B nazywane jest potencjalem wektorowym. Potencjat wektorowy
B okresla pole predkosci z doktadnoscia do pewnego pola potencjalnego grad ¢’,

czyli B,=B+grad @’ tez spelnia réwnanie (2.4). Dlatego dla pola B przyjmuje sig
dodatkowo warunek, ze div B=0. Poniewaz rot v =w, a wiec

rotrotB = (2.5)

Réwnanie (2.5) mozna przeksztalcié, korzystajac z tozsamosci wektorowe;j:

rotrotB = graddivB - AB (2.6)

gdzie AB oznacza wektor o skladowych (AB,, AB,, AB;), a A jest operatorem
Laplace’a, do postaci :

AB = -w,, i=1,2,3. Q.7)

Rozwiazanie réwnania (2.7) mozna wyznaczy¢ korzystajac ze wzordw Greena i
rozwigzania fundamentalnego (funkcji Greena) dla réwnania Laplace’a [67, 180).
Rozwiazania réwnan (2.7) maja postaé:

B, = [ G(x"-x)w,(x")dx’ (2.8)
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Funkcja Greena (rozwiazanie fundamentalne) dla réwnania Laplace’a w przes-
trzeni trojwymiarowej ma postac:

; r=‘/x12+x22+x32 (2.9)

G(x) =

N =

A wiec na mocy zwiazkéw (2.8) i (2.9) rozwiazanie réwnan (2.7) ma postac:

A
lfwi(xl’xZ’XJ)

A %) = 4o dx' i=1,2,3, dx'=dx/dx)dx, (2.10)

R? r

Pole prgdkosci wyznaczamy ze wzoru:

V= —rotf—(‘ldx’ (2.11)

Korzystajac z tozsamosci wektorowe;j:

rot(-l—(o) = lrot(.) + grad(l )xw
r r r

oraz z faktu, ze

gra‘k(%) £ —graq(,(—}) - _L3

wzor (3.i1), po przecatkowaniu przez cz¢sci (wirowo$¢ w nieskorficzonosci jest
réwna zero) mozna przeksztatci¢ do postaci [172]:

Y =

wXr /
[ (2.12)
R3

1
dar

Wz6r (3.12) postuzy nam w nastgpnym podrozdziale do wyznaczenia pola
predkosei nici wirowej, a nastgpnie wiru punktowego, ktére sa podstawowymi
no$nikami wirowosci uzywanymi w metodach dyskretnych wiréw.
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2.3. POLE PREDKOSCI NICI WIROWE]

Ni¢ wirowa stanowi pewien wyidealizowany twdr utworzony z rurki wirowej.
Gdy przekrdj poprzeczny rurki bedziemy zmniejszaé do zera w ten sposéb, ze
jednoczesnie jej intensywno$¢ (strumiefi) bedzie dazyta do nieskoficzonodci tak,
aby iloczyn pola przekroju i intensywnosci dazyt do skoficzonej granicy T, to w
granicy otrzymamy nic wirowg o intensywnosci I'. Gdy zastapimy element objeto-
Sci dx’ iloczynem pola przekroju poprzecznego rurki o i elementu dlugosci tuku
ds’, a wigc dx’ = ods’, ds = (dx, dx, dx;) sktadowe wektora wirowosci mozna
wyrazi¢ nastgpujaco:

ox;

os

W, = |0

A wige w; dx’=|w |o(0x; /as)ds=T'(3x, /as)ds i
réwnanie (2.12) mozna przeksztakcié¢ do
postaci:

T d
v(x) = 745{ s‘r’;' @.13)

Biblioteka
Pol. Wroct

Rys. 2.2. Nié wirowa
Fig.2.2. Vortex filament

Wz6r (2.13) opisuje pole predkosci indu-
kowanej przez ni¢ wirowg o intensywnosci I'
(rys. 2.2). Istnieje pelna analogia pomig¢dzy wzorem (2.13) a znanym wzorem w
elektrodynamice, opisujacym indukcje magnetyczna wytworzong przez przewodnik
przewodzacy prad o natgzeniu (intensywnosci) I' w punkcie x. Wzdr ten nosi
nazwg prawa Biota-Savarta i dalej w obecnej pracy wzor (2.13) bedzie nazywany
wzorem Biota-Savarta. Wz6r (2.13) jest podstawowym wzorem uzZywanym w
metodach wirowych w przestrzeni tréjwymiarowej [126].

2.4. WIR PUNKTOWY

Juz dla stosunkowo nieskomplikowanej geometrii nici wirowej (np. nié wirowa
w ksztalcie okregu) wzor (2.13) prowadzi do skomplikowanych wzoréw i obliczef
[95]. Te ostatnie upraszczaja si¢ zdecydowanie w przypadku nici wirowej
prostoliniowej (mozna jg uwaza¢ za okrag o nieskoniczenie wielkim promieniu).
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Jezeli przyjmiemy, ze nié wirowa pokrywa sig z
osig x, prostokatnego uktadu wspéirzednych, to
ze wzoru Biota-Savarta (2.13) otrzymujemy

(rys.2.3):

_ Lfk”” (2.14)
4’”’ -00

g 5g s . . i
Rys. 2.3. Predkosé indukowana gdzie k° jest wektorem jednostkowym skierowa

przez prostoliniowa nié wirowa nym wzdhuz osi x;. Wektor predkosci v lezy w
Fig. 2.3. Velocity induced by plaszczyznie poziomej (x, x,) (rys. 2.3). Modul
a straight vortex line wektora predkosci indukowanego przez calg pro-

stoliniowg ni¢ wirowa wyraza si¢ catka:

|v| =%f zma dxy, 1, = x12+x22 (2.15)

gdzie  jest katem zawartym pomigdzy wersorem k° a promieniem r, r, jest odle-
gloicig punktu M na plaszczyzZnie (x,, x,) od osi x; (nici wirowej). Catkg¢ we wzo-
rze (2.15) mozna obliczy¢ dokonujac np. podstawienia x,/r,=-ctga. Otrzymujemy
wowczas:

lv| = (2.16)

Rzuty wektora v= (4, v) na osie x; x, lub inaczej osie x, y maja postac:

Iy I x
u = —_.‘__, joorc O I
2mTr Y 2 r, 2.17)

Sktadowe predkosci (i, v) nie zaleza od wspdirz¢dnej x; i dla wszystkich pta-
szczyzn réwnoleglych do plaszczyzny x;=const sa takie same. Dlatego wystarczy
rozpatrywac ruch tylko w jednej plaszczyZnie (xy), a w miejsce calej nici wirowej
rozpatrywac tylko punkt przecigcia si¢ plaszczyzny Qxy z nicig wirowg. Ten punkt
wlasnie nazywa si¢ wirem punktowym.

Wzory (2.17) mozna uzyska¢ réwniez inna, nieco krotsza droga. Jezeli przyj-
miemy na poczatku, ze ruch cieczy jest dwuwymiarowy, to tatwo sprawdzié (wzory
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(2.1)), ze wektor wirowosci, jak réowniez potencjal wektorowy A, ma tylko jedng
sktadowa r6zna od zera w=(0,0,w;), B=(0,0,y). Sktadowa ¢ zwykle nazywa si¢ fun-
kcja pradu. Réwnania (2.7) sprowadzaja si¢ do jednego réwnania postac:

AY = - (2.18)

gdzie w=w,. Dla plaszczyzny funkcja G(x,y) jest rowna:
_ 1
G(x,y) = ~——Inr, (2:19)
2m
a wigc rozwiazanie réwnania (2.18) ma postaé:

Y(xy) = -ﬁf w(x',y’)Inrdx'dy’ (2.20)
RZ

Sktadowe pola predkosci v=rot B (wzér (2.4) ) wyrazaja si¢ jako:

w(xy) = 2 - -Lf 0y N0 - Y) gray
’ ay 27TR2 r2 Y
2.21)
bo] 1 /, / ! _
v(x,y) = —a_il = E;f (‘)(x yr)z(x x)dx/dy’

R?

Zal6zmy, ze wirowos$¢ w jest rézna od zera i ograniczona w pewnym obszarze
D wokot poczatku uktadu wspotrzednych (rys. 2.4). Wtedy wzér (2.20) dla pun-
ktow lezacych daleko od poczatku ukladu wspdtrzednych (r,—>o), mnozac i
dzielac pod logarytmem przez r,, mozna przeksztalci¢ nast¢pujaco [23]:

1 .
Y@y) = 5[ @@y e, dxldy’ -
Rz
2.22)
= El;r_lnrp [o@'ydx'dy|  +o@")

R2

r -
4
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Ze wzoru (2.22) wynika, ze funkcja pradu z do-
kladnoscia do O(r,") zachowuje si¢ tak jakby
cala wirowosé byla skupiona w poczatku uktadu
wspdtrzgdnych, a wigc byla generowana przez
wir punktowy o intensywnosci

I = [o(x,y))dxdy (2.23)
Rys. 2.4. Ograniczony obszar b
o niezerowej wirowosci . . .
Fig. 2.4. Bounded domain Funkcja pradu dla pojedynczego wiru punkto-
of non-zero vorticity wego o intensywnosci I, lezacego w poczatku

uktadu wspdirzednych, ma postaé (rozwigzanie
fundamentalne réwnania (2.18)[67]):

¥ = - Inr (2.24)

m

a jego predko$¢ u=(u, v) dana jest wzorami (2.17).

Przejscie do przypadku dwuwymiarowego przez catkowanie nici wirowej pros-
toliniowej uzmystawia dobitnie fakt, ze wir punktowy jest w zasadzie niciag wirowa
w przestrzeni tréjwymiarowe; i tylko ze wzgledu na swdj ksztaltt pozwala na upro-
szczenie obliczen. Nalezy pamigtaé, ze poniewaz wirowos¢ jest polem wektoro-
wym bezzrédiowym, ni¢ wirowa musi by¢ linig zamknigta albo rozciagaé si¢ do
nieskonczonosci (tw. Helmholtza [45, 95]).

Na podstawie wzoréw (2.17) i (2.24) mozemy stwierdzié, ze pod wplywem wiru
punktowego czastki cieczy poruszaja si¢ po okrggach, w §rodku ktérych znajduje
sig wir. Gdy r =0 predkos¢ wirowania cieczy dazy do nieskoficzono$ci. Méwi sig,
ze wir punktowy ma osobliwo$§¢ w punkcie swojego polozenia. Ze wzgledu na
symetri¢ indukowanego pola predkosci, pojedynczy wir nie moze samodzielnie sig
przemieszczaC. Ruch punktéw wirowych na plaszczyznie wygodnie jest przedsta-
wic za pomoca zmiennej zespolonej z= x+iy. Predkoscia zespolong bgdziemy nazy-
wali wyrazenie:

q* =u - iv (2.25)

Pre¢dkos¢ zespolona indukowang przez wir punktowy umieszczony w punkcie
z,=x,+ly, przedstawiamy za pomocg wzoru:
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q" = e (2.26)

Pole pre¢dkosci indukowane przez wir punktowy jest polem potencjalnym. Poten-
cjat zespolony W=®+iy (q'=dW/dz) ma postaé:

W(z) = %ln(z -z) @.27)

Cz¢$¢€ rzeczywista potencjalu zespolonego wyraza potencjat rzeczywisty, a czg$¢
urojona jest funkcja pradu. Potencjal zespolony ukladu n wiréw na plaszczyznie
jest suma potencjaléw poszczegdlnych wirédw, a réwnania opisujace ruch n wiréw
punktowych maja postaé:

dz; if E L

1

i 2w 2.28)

J=1 Zi - Zi
1#]

Badanie dynamiki wiréw punktowych jest przedmiotem intensywnych i rozle-
glych badan. Uklad réwnaf rézniczkowych (2.28) mozna sprowadzi¢ do tzw.
uktadu hamiltonowskiego. Funkcja Hamiltona nazywana ,kinetyczng energia
oddzialywan” ma postaé [45, 95, 10]:

.1y
i#j

Uklad réwnani (2.28) mozna zapisaé w postaci dynamicznego uktadu hamilto-
nowskiego [45, 10]:

dp; _oH 49, _oH

dt dq; dt  9p,

(2.30)

gdzie H wyraza si¢ wzorem (2.29), a g=|I;|"?x; sgn(T), p=|T; |y
Zagadnienia, ktére sa przedmiotem badan, to catkowalnoéé uktadu réwnan
(2.30) w zaleznosci od liczby wiréw N. oraz od obszaru, w ktérym wiry poruszaja
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sie. W swobodnej przestrzeni (bez $cianek sztywnych) ukiad rOwnan jest
catkowalny dla N<3 [10], natomiast juz dla N.,=4 jest ukladem niecatkowalnym
[10]. W przestrzeni fazowej ukladu (2.30) stwierdzono obecnos¢ dziwnego atra-
ktora [12], ktéry wiaze sig ze zjawiskiem nazywanym ,deterministycznym chao-
sem”. Doskonalym wprowadzeniem do zagadnien dynamiki wiréw punktowych sa
prace [9, 10, 12].

2.5. WARSTWA WIROWA - MODELOWANIE NUMERYCZNE

Rozpatrzmy przypadek, gdy wiry punktowe sa roztozone w sposéb ciagly
wzdtuz pewnej zamknigtej lub nieskoriczonej krzywej L. Wtedy odpowiednikiem
réwnania (2.28) jest wzor:

. _ 1 dali(s) _ 1 Y(s)
102 2171'[2—20(5) 2w1'£z—zo(s)ds @.31)

gdzie vy(s)=dl'/ds, s - dlugoé¢ huku krzywej mierzonej od pewnego ustalonego
punktu bgdziemy nazywali intensywnoS$cia warstwy wirowej, a samg krzywa L -
warstwa wirowa. Catka po prawej stronie wzoru (2.31) nazywana jest w analizie
zmiennej zespolonej catkg typu Cauchy’ego [66]. Wzdr (2.31) okre$la, przy odpo-
wiednich wymaganiach odno$nie do gtadkosci funkcji y(s), funkcjg analityczng w
calej ptaszczyznie zespolonej, z wyjatkiem jednak samej krzywej L, ktora jest linia
osobliwosci dla funkcji q". Jezeli punkt z lezy na krzywej L, wtedy catka we wzo-
rze (2.31) jest osobliwa i nalezy ja liczy¢ w sensie wartoSci gtéwnej Cauchy’ego
[65, 193]. W analizie zespolonej dowodzi sig, ze wzdr (2.31) okresla dwie funkcje
ciaggle po obu stronach krzywej L, ktére bgdziemy oznaczaé q, i q,, a ich wartosci
graniczne na krzywej przez q,* i q,". Istnieje zwiazek migdzy wartoscia gléwna
catki q" a warto§ciami granicznymi w postaci wzoréw Sochockiego-Plemelja [66]:

q; * q, _
2
(2.32)
- dz\?!
4 ~ 49 Y(Z)(ds)

W praktyce przedstawiony model warstwy wirowej wykorzystuje sie do modelo-
wania tzw. przep}ywéw ze Scinaniem. Przeplyw redukuje si¢ do nieskoficzenie
cienkiej powierzchni, na ktérej nastgpuje skok predkosci. Jednym z najstarszych
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historycznie  przykladéow  modelowania . -
przeplywu za pomoca warstwy wirowej jest H -
zagadnienie niestabilnosci Kelvina-Helm- = E:(
holtza odnoszace si¢ do niestabilnosci
powierzchni rozgraniczajacej dwa strumie- //\\ﬁ—"/
nie plynu o tej samej gestosci i przeciwnych ‘O N
predkofciach U (1ys.2.5). Infensywno§é o e i
warstwy wirowej wynosi: v
Y(s) = 2U (2.33) //@\/\/@/

Tak dhugo jak warstwa jest pozioma, wypa- Rys.2.5. Schemat niestabilno$ci
dkowa pola predkoéci w dowolnym punkcie Kelvina-Helmholtza

. warstwy jest réowna zero. Wprowadzenie Fig. 2.5. Schematic draw of
jednak do polozenia warstwy nieskoficzenie Kelvin-Helmholtz instability

matego zaburzenia powoduje eksponencjal-

ny wzrost tego zaburzenia. Pierwszym uczo-

nym, ktory badal nieliniowa ewolucj¢ zaburzonej warstwy wirowej za pomocg
metody dyskretnych wiréw byl Rosenhead [160]. Przyjal on, ze zaréwno warstwa
wirowa, jak i zaburzenie sg okresowe o okresie A. Warstwg wirowa o dlugosci A
zastapil N wirami punktowymi o intensywnoSciach 2UA/N. Dla okresowej warstwy
wirowej wzor (2.31) przyjmuje postac:

q*(2) = —fY(S)E ds (2.34)

zZ- z+11A

Sume wystgpujaca pod znakiem catki mozna obliczy¢ (patrz przyklad zastosowa-
nia twierdzenia Mittaga-Lefflera [125]) i wynosi ona

n =+

1 T T
=Tete Lz - 2.
) ) ctg 3 (z - z,) (2:35)

iz 2 ~Z,* nA

Predko$é indukowana przez okresowa warstwe wirowa o okresie A wyraza sig wigc
wzorem:

qQ°(2) - —2—§L—I.£v(s)ctg1;—(z— z,)ds 2.36)
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Réwnanie (2.36) mozna sprowadzié¢ do bardzo wygodnej, z punktu widzenia
catkowania numerycznego, postaci réwnania Rotta-Birkhoffa [32, 141, 193]. A
mianowicie, ze wzgledu na wyzej wymienione zalozenia, cyrkulacja zawarta
miedzy dwoma dowolnymi punktami jest niezmiennikiem ruchu i moze by¢
wykorzystana jako zmienna Lagrange’a. W calce (2.36) mozna dokona¢ zamiany
zmiennej wprowadzajac:

(s - [v(9)ds (2.37)
0

gdzie { wyraza sumaryczna cyrkulacj¢ pomig¢dzy punktem s=0 a dowolnym pun-
ktem s< A. Niech {, oznacza calkowitg cyrkulacj¢ zawarta w jednym okresie. Krzy-
wa L mozna zapisa¢ parametrycznie jako x= X({, t), y=Y({, t), a réwnanie (2.36)
przyjmuje postac:

a1t g 260 2 (00 o (2.38)

gdzie litera P przy calce oznacza warto$¢ gléwna catki w sensie Cauchy’ego,
poniewaz dla punktéw z lezacych na warstwie wirowej wyrazenie podcatkowe jest
osobliwe. Réwnanie (2.38) nosi nazwe réwnania Rotta-Birkhoffa. Dalej w pracy
przyjeto, ze A=1.

Najprostsze podejScie w modelowaniu ruchu warstwy wirowej polega wiec na
zastapieniu ciaglej warstwy wirowej ukladem wiréw punktowych odpowiadajace-
mu réwnomiernemu podziatowi zmiennej {, {;=(j-1)*A(, j=1,...N, gdzie N=1/A{
jest liczbg wiréw przypadajacych na jedng dlugo$c fali. Catka w réwnaniu (2.38)
aproksymowana jest wzorem trapezéw i w ten sposdb réwnanie ewolucji (2.38)
zostaje zastapione ukiadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisujacych
trajektorie wiréw punktowych:

dz; ] 2

_]:* ct . -

" 2N 8T ) 2.39)
k#j

z wa.runkiem poczatkowym z({,0)=I'+p((,0), gdzie p({,0) jest poczatkowym zabu-
rzeniem.

Rosenhead [160] w swoich obliczeniach uzywat niewielkiej liczby wiréw (N=4,
8, 12), przyjmujac poczatkowe zaburzenie w postaci p=i0,1sin2mx. Za kazdym
razem otrzymywat wyniki §wiadczace o zwijaniu si¢ warstwy (rys.2.5). Jego wyniki
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byly tak przekonywajace, ze nie budzily watpliwosci przez ponad trzydziesci lat.

W 1959 Birkhoff i Fiszer [33] powtorzyli obliczenia Rosenheada wprowadzajac
do obliczen wigksza liczbg wiréw (N=32) i stosujac lepszy algorytm rozwigzywania
réwnan rézniczkowych (w miejsce metody Eulera zastosowali metod¢ Run-
ge’go-Kutty rzedu czwartego). Wyniki §wiadczyly ewidentnie o braku zbieznosci
metody wiréw. Bardzo szybko, w miejsce gladko zwijajacej si¢ warstwy otrzymali
chaotyczne potozenia wiréw. Odwotlujac sig w swojej argumentacji do zachowania
si¢ niezmiennikéw ruchu ukfadu hamiltonowskiego, zakwestionowali waznoéé
modelowania warstwy wirowej ukladem wiréw punktowych. Birkhoff wysunat
réwniez hipotez¢ [32], ze prawdopodobnie zagadnienie poczatkowe dla warstwy
wirowej jest zagadnieniem zle uwarunkowanym [42, 136]. Rozumie si¢ przez to
fakt, ze mimo analitycznego warunku poczatkowego, rozwigzania w skoficzonym
czasie traca swoja regularnosc.

Za faktem ztego uwarunkowania zagadnienia poczatkowego dla warstwy wiro-
wej przemawia postaé zwigzku migdzy wspétczynnikiem wzmocnienia a diugoscia
fali zaburzajacej, wyprowadzanego w ramach liniowej teorii stabilnosci [59] (im
krotsza fala, tym wspétczynnik wzmocnienia wigkszy). Jest to cecha rozpoznawcza
zle postawionych (uwarunkowanych) zagadnien, ale nie rozstrzyga ona ostatecznie
czy petne nieliniowe réwnanie jest réwniez w sensie opisanym powyzej zle uwa-
runkowane.

W roku 1965 (praca opublikowana jednak dopiero 1980 [193]) Van de Vooren
poprawit doktadno$¢ wzoru (2.39) na obliczanie wartosci gtéwnej catki (2.38) w
sensie Cauchy’ego. Dokonat tego, usuwajac z wyrazenia podcatkowego osobliwos¢
przez dodanie funkgcji, dla ktérej znana jest warto$¢ gléwna (w tym przypadku jest
ona réwna zero). Wzér metody trapezow (2.39) ulegal nieznacznej zmianie. Poza
suma pojawit si¢ dodatkowy sktadnik [16, 141]:

N
—:LZCQ‘;W(Z--Z)+ L |Zu (2.40)
t N = T 7Y% z '
J (=¢

gdzie z, i z,, oznaczajg pierwsza i drugg pochodng po zmiennej (.

Pomimo doktadniejszej formuly na obliczanie wartosci giéwnej catki, Van de
Vooren réwniez otrzymal chaotyczny ruch wiréw. Fakt ten przypisal bigdom
zaokraglen, ktére wynikaja ze skoficzonej reprezentacji liczb w komputerze.

Wzér (2.40) ma t¢ niedogodnosé, ze wymaga obliczania numerycznego pierw-
szej 1 drugiej pochodnej (skladnik poza suma). Dokonujac pewnych prostych
przeksztatcen [86, 179], ze wzoru (2.40) mozna wyeliminowaé ten dodatkowy
sktadnik. Suma we wzorze (2.40) zamienia si¢ na sum¢ po naprzemiennym ukfa-
dzie punktéw:
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dz, 1 N
e ctgem(z. - z 2.41
‘ 1.N ; g (j k) ( )

k+ j= liczby nieparzyste

Wzér (2.41) jest wzorem spektralnie doktadnym [179]. O wzorach numery-
cznego obliczania calek mowi sig, ze sa spektralnie dokladne, jezeli biad catko-
wania numerycznego okresla maksymalny rzad pochodnej funkcji podcatkowe;.
Jezeli funkcja podcatkowa jest analityczna, to blad numerycznego catkowania jest
réwny zero. Dokladno$¢ spektralna wzoru (2.41.) wynika z rozwinigcia Eulera--
Maclaurina [183, 198] oraz z faktu, ze w tym przypadku funkcja podcatkowa jest
okresowa.

Oprécz podniesienia doktadnosci wzoréw obliczeniowych jak to przedstawiono
powyzej, w literaturze mozna spotkaé wiele innych sposobéw, ktére mialy za
zadanie eliminacje lub ograniczenie chaotycznego ruchu wiréw. Mozna tu wymie-
nié: metode kropel wirowych [46] (w miejsce wiru punktowego uzywany jest w
obliczeniach element wirowy z usunigta osobliwoscia, nazywany kropla wirowa),
metode¢ liniowego wygtadzania [131] (co kilka krokéw czasowych polozenie ka-
zdego wiru punktowego jest korygowane odpowiednig kombinacja liniowg poto-
zef wirdw sasiednich) oraz metodg réwnomiernej redystrybucji polozen wiréw
wzdluz warstwy [62, 63, 141]. Polozenie wiréw na warstwie w trakcie ewolucji
przestaje by¢ rownomierne i to uwazano za przyczyng dodatkowych bledéw nu-
merycznych przyczyniajacych si¢ do chaotycznego ruchu wiréw [62]. Dlatego co
kilka krokéw czasowych nalezalo korygowa¢ polozenie wirdw, tak aby odlegltosc
pomig¢dzy nimi pozostawala taka sama. Moore [141] wykazal, iz rzeczywiscie
metody redystrybucji i wygladzania liniowego tlhumia najbardziej niestabilne fale
zaburzajace 1 powoduja opdznienie powstawania ruchu chaotycznego, jednak nie
zapobiegaja mu calkowicie (patrz réwniez [16]).

Badania analityczno-numeryczne potwierdzily hipotez¢ o Zle postawionym
zagadnieniu poczatkowym dla warstwy wirowej [20, 136, 140]. W skoficzonym
czasie t, warstwa wirowa przyjmuje osobliwo$¢ w postaci ostrza, tzn. punktu, w
ktérym krzywizna zmienia si¢ od plus do minus nieskoficzonosci. W pracy [100]
Krasny, zastosowal odpowiednig technikg filtracyjna, majaca za zadanie ograni-
czenie wzrostu zaburzefi numerycznych, pokazat formowanie sie osobliwosci na
warstwie wirowej. Powstawanie osobliwoici jest przyczyng powstawania, nieupo-
rzadkowanego, chaotycznego ruchu wirdw.

2.5.1. REGULARYZACJA ROWNAN WARSTWY WIROWEJ

‘ Jak juz wspomniano, fakt pojawiania si¢ osobliwosci w rozwigzaniu zagadnie-
nia poczatkowego dla warstwy wirowej wynika z przyjetych idealizacji (grubo$é
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warstwy réwna zeru, brak lepkoéci cieczy). Konsekwencja tego jest postac zwig-

zku dyspersyjnego pomigdzy wspdtczynnikiem wzmocnienia amplitudy a dlugoscia
fali zaburzajacej: im krétsza fala zaburzajaca, tym wigksza warto§¢ wspdlczynnika
wzmocnienia. Przez regularyzacj¢ zagadnienia poczatkowego rozumie si¢ zmiang
tego niekorzystnego zwiazku dyspersyjnego. Jednym ze sposobdw regularyzacji
zagadnienia poczatkowego dla warstwy wirowej bylo wlaczenie do réwnan ruchu
skoniczonej dlugosci warstwy [143]. Sposéb ten, ze wzgledu na modyfikacje réw-
nan, okazatl si¢ malo przydatny w obliczeniach [141].

Wprowadzenie do réwnan ruchu efektu napigcia powierzchniowego, stabilizuje
zagadnienie w tzw. malej skali [118, 190] i nie zapobiega powstawaniu osobliwo-
§ci. W niniejszej pracy wykorzystano napigcie powierzchniowe do wytlumienia
najkrétszych fal zaburzajacych, ktérych zrédlem jest skonczona reprezentacja
liczb rzeczywistych w komputerze. Umozliwilo to obserwacj¢ formowania sig
osobliwoéci w warstwie wirowej dla zagadnienia Rayleigha-Taylora (patrz roz-
dziat 4).

Interesujacym sposobem regularyzacji zagadnienia poczatkowego byta zapro-
ponowana przez Krasnego [98] regularyzacja typu kropli wirowej (przez analogi¢
do metody kropel wirowych Chorina [42, 46]). Polega ona na modyfikacji réwnan
opisujacych predko$¢ indukowang przez warstwg wirowa (patrz (2.38)) przez
wprowadzenie do mianownika funkcji podcatkowej parametru §°. W ten spos6b
catka niewlasciwa, ktora nalezalo liczy¢ w sensie wartoSci giéwnej, zostaje zasta-
piona catka wlasciwa. Rownania ruchu dla warstwy wirowej, rozpisane dla sktado-
wych predkosci u i v maja teraz postac:

1
dx _ 1 sinh 27 (y - 7)

9t 2+ cosh2mw(y- j) - cos2m(x - k) + 8
ay 1, sin 27 (x - %)

(2.42)

dt 2y cosh2mw(y- ) - cos2m(x - %) + &°

Wazng konsekwencja wprowadzenia do powyzszych réwnafi parametru 8 jest
zmiana zalezno$ci migdzy wspdlczynnikiem wzmocnienia w a liczba falowg K
(K=2m/1), gdzie A jest dlugoscig fali zaburzajacej). Dla §°=0 zalezno$¢ ta jest
wprost proporcjonalna w~K. Po wprowadzeniu parametru §° zalezno$¢ ma taki
przebieg jak pokazano na rys. (2.37). Zlinearyzowane §-réwnania nie maja juz tej
patologicznej zalezno$ci wsp6tczynnika wzmocnienia od dhugosci fali zaburzajace;j:
im krétsza fala tym wspdtczynnik wzmocnienia wigkszy. Ponadto, gdy §—0 przy
ustalonym K, zwigzek dyspersyjny dazy do postaci odpowiadajacej zaleznosci dla
8=0. W takim sensie mozna méwié o aproksymacji réwnaf z parametrem 8-réw-
nan wyjsciowych (tj. dla §=0).
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W ramach liniowe;j teorii stabilnosci postaé zaleznoci migdzy wspdtczynnikiem
wzmocnienia  a liczba falowa K taka, jak pokazano na rys. 2.6, dla zagadnienia
niestabilnoéci Rayleigha-Taylora, otrzymuje si¢ po wprowadzeniu do rozwazan
lepkosci cieczy [29]. Stad tez, przez analogig, mozna méwi¢ o ,lepko§ciowym”
charakterze regularyzacji za pomoca parametru 8. (patrz rozdziat 5).

=0

5=005

6=0,1
3=025.

0 K 80

Rys. 2.6. Zalezno$¢ wspélczynnika wzmocnienia o od liczby falowej K

dla zlinearyzowanych réwnan (2.42) dla kilku warto$ci parametru wygladzajacego & [98]
Fig. 2.6. The dependence of the growth rate w from the wavenumber K

for the linearized equation (2.42) for several values of the smoothing parameter & [98]

3. METODA DYSKRETNYCH WIROW
W PRZESTRZENI DWUWYMIAROWE]

Obliczenia numeryczne, dotyczace przeplywu cieczy lepkiej w kanatach, ktére
zaprezentowano w niniejszej pracy (rozdziat 6), odnosza si¢ do przeplywéw dwu-
wymiarowych. Dlatego ponizej przedstawiono opis metody dyskretnych wiréw w
przestrzeni dwuwymiarowej. Réznica migdzy opisem ruchu cieczy w przestrzeni
dwuwymiarowej a tréjwymiarowej w kontekscie metod dyskretnych wiréw, zosta-
nie przedstawiona w oddzielnym podrozdziale. .

Ruch cieczy lepkiej, niefcisliwej w obszarze nieograniczonym opisywany jest
réwnaniami Naviera-Stokesa:



V-u=0 (3.1)

% + (u-V)u= -Vp + v Au

(3.2)
u(x,0) = uy(x)

gdzie u=(u,v) oznacza wektor predkosci, x=(x, x,)-wspéirzedne przestrzenne,
t-czas, p-ciSnienie, v-kinematyczny wspdlczynnik lepkosci, a u, jest zadanym
warunkiem poczatkowym. W obszarze ograniczonym §ciankami sztywnymi, doda-
tkowo stawia si¢ warunek przylegania cieczy do §cianek. Celowo jednak warunek
ten zostanie postawiony nieco pdznie;.

Réwnanie (3.2) nalezy przeksztalci¢ do réwnania Helmholtza [95, 23, 45, 172].
W przestrzeni dwuwymiarowe;j (patrz podrozdziatl 2.2) wektor wirowosci ma tylko
jedna sktadowa rézng od zera. Réwnanie Helmholtza jest wigc réwnaniem skalar-
nym, opisujacym zmiany w czasie skltadowej wektora wirowosci, prostopadtej do

plaszczyzny przeplywu:
Jw
— + (WV)w = vAw (3.3)
ot
Wirowos$¢ w wiaze si¢ z polem predkosci poprzez funkcejg pradu ¢ nastgpujaco:

A - -0 (3.5)
u(x) =roty = fK(x X ) w(x )dx’ (3.4)

gdzie Y=(0,0,¢). Jadro K pod znakiem catki wyraza si¢ wzorem:

K(x) = (;tl;xl_) (3.6)

27 | x|

W granicy, gdy v—0, réwnanie (3.2) przechodzi w réwnanie Eulera dla cieczy
nielepkiej. Metoda kropel wirowych opiera si¢ na algorytmie dekompozycji lep-
koSciowej [27]: rozwigzanie otrzymuje si¢ w dwdch krokach: najpierw rozwigzy-
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wane jest réwnanie Eulera, a nstgpnie réwnanie dyfuzji uwzgledniajace lepkosé
plynu. Algorytm, ktéry obowiazuje zaréwno dla przestrzeni dwu, jak i trojwymia-
rowej, mozna przedstawié nastgpujaco [27]: oznaczmy przez E(f) operator rozwig-
zujacy réwnania Eulera, to znaczy v(f)=E(f)v, oznacza rozwigzanie zagadnienia
poczatkowego dla réwnania Eulera z warunkiem poczatkowym v, :

A (u-V)u= -Vp

ot 3.7)
Vv =0 v(x0)-=v,

Niech t=At n, gdzie n jest liczba naturalng oznaczajaca numer kroku czasowe-
go. A wige v,=E(At)v, oznacza rozwiazanie w chwili #=At, a rozwigzanie w chwili
nAt otrzymuje si¢ przez n-krotne zlozenie operatora E(), czyli v,=(E(At))",.
Podobnie niech H(f) oznacza operator rozwiazujacy réwnania dyfuzji i niech
w(t)=H(t)w, oznacza rozwigzanie zagadnienia:

% “vAw, w(0)-w, (3.8)

Jezeli w, jest polem wektorowym bezdywergencyjnym, to réwniez w(¢)=H(*)w,
jest takim polem. Algorytm dekompozycji lepkosciowej, na ktdrym opiera sig
opisana dalej metoda kropel wirowych, polega na przyblizaniu (aproksymaciji)
rozwigzania réwnania cieczy lepkiej przez ztozenie operatoréw: réwnania dyfuzji
i réwnania Eulera. Mozna to przedstawi¢ nastgpujaco:

i, = (H(A)E(A1)"u, (3.9)

gdzie @, oznacza przyblizone rozwiazania réwnan Naviera-Stokesa w chwili nAt.
Wykiadnik n oznacza n-krotne zlozenie operatoréw H(Ar)E(Ar).

W pracy [27] Beale & Majda pokazali, ze algorytm dekompozycji lepkosciowe;j
jest zbiezny w calym obszarze przeptywu (bez $cianek), a szybkosé zbieznodci
poprawia si¢, gdy lepkos¢ cieczy maleje, tzn. zachodzi:

max |u(nAt) - G, |< CGvAt (3.10)

0<nAtsT

Stata C; nie zalezy od wspélczynnika lepkosci v, a || oznacza norme w przes-
trzeni Sobolewa rzgdu wigkszego od dwéch.
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W metodzie wiréw dyskretnych obliczenia prowadzone sa w zmiennych Lagra-
nge’a (materialnych). Ponizej przedstawiono réwnania ruchu cieczy w tych
zmiennych.

3.1. ROWNANIA RUCHU CIECZY NIELEPKIEJ
W ZMIENNYCH LAGRANGE’A

W przestrzeni dwuwymiarowej réwnanie Helmholtza dla cieczy nielepkiej
przyjmuje postac:

Vau=0
(3.11)

Jw
— + (W@V)w =0
5, @)

Z réwnan (3.11) wynikaja dwa podstawowe dla metody dyskretnych wiréw fakty:
dowolna porcja wirowosci zawarta wewnatrz zamknigtej, poruszajacej si¢ wraz z
cieczg krzywej jest stala oraz linie wirowe sg unoszone wraz z cieczg, czyli wiro-
wo$¢ wzdluz trajektorii czastki jest réwniez stala (tw. Kelvina i Helmholtza [45,
95 ).

Niech a=(a,,a,) 0znacza poczatkowe potozenie infinitezymalnej czastki cieczy.
Kazda czastka w czasie ruchu podaza pewna trajektorig i po czasie ¢ czastka a
zajmuje potozenie x(a,t). Ruch czastki zdefiniowany jest za pomocg odwzorowa-
nia ®:R*->R?, takim, ze x=®'(a,f), ®°(a)=a. Trajektori¢ czastki otrzymuje sig
jako rozwiazanie réwnania rézniczkowego:

% =u(x, ), x(a,0)=0 (3.12)

gdzie u(t,®(a))=d/dt ®'(x). Fakt, ze linie wirowe s3a unoszone wraz z ciecza, a ich
warto§é nie ulega zmianie, zapisaé mozna matematycznie jako:

w (9 (a,?)) = 0(a,0) = 0 (a) (3.13)

Predkosé u(x,r) w réwnaniu (3.12) mozemy wyrazi¢ przez rozklad wirowosci za

pomoca réwnania (3.5). Dokonujac w réwnaniu (3.12) zamiany zmiennej przez
. . , . *
odwzorowanie ®'(x)—a otrzymujemy réwnanie :

* .
Jakobian odwzorowania ® jest réwny jeden, ze wzgledu na to, Ze ruch cieczy jest nieScisliwy.
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ﬂ;‘T’fl - [K(x(a,1) - x(a ,0)) 0y(a") da~ (3.14)

gdzie K wyraza si¢ réwnaniem (3.6). Réwnanie (3.14) stanowi dwuwymiarowy
opis ruchu cieczy w zmiennych Lagrange’a.

3.1.1. ROWNANIA RUCHU CIECZY NIELEPKIEJ
W PRZESTRZENI TROJWYMIAROWEJ

W réwnaniach Helmholtza opisujacych transport wirowos$ci w przestrzeni
trojwymiarowej, pojawia si¢ dodatkowy czton (w ‘V)u, ktéry nie ma swojego odpo-
wiednika w réwnaniach Helmholtza w przestrzeni dwuwymiarowej. Czlon ten
interpretuje sig jako ,rozciagania linii wirowej”. Rownanie Helmholtza, opisujace
transport wirowosci w cieczy nielepkiej, jest teraz réwnaniem wektorowym postaci
[45, 95]:

% F (U)o = (©-V)u (3.15)
gdzie w (w, 0, w,) jest wektorem wirowosci (patrz wzor 2.1), ktory wiaze sig z
polem predkoSci réwnaniami:

AYP(x) = - (3.16)
u(x) = roty = fK(x X') w(x")dx” (3.17)
RZ

gdzie u(u,v,w), ¢(,; U,, Y3) jest potencjalem wektorowym (patrz podrozdz.2.2), a
jadro K ma postacé:

0 % -x
K(x)=—+ | -5 0 x (3.18)
4o |x? 5
- X

1

W przestrzeni tréjwymiarowej wektor wirowosci nie zachowuje sie¢ podczas
ruchu wzdhuz trajektorii, ale podlega transformacji wedhug wzoru [45]:

w() = (V,x(a,1) 0,(a) (3.19)
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Alternatywnie do réwnania (3.19), ze wzglgdu na to, ze dw/dt=(w ‘V)u zmiang
wirowosci wzdluz trajektorii czastki opisaé mozna jako:

Mﬁ%ﬁtﬁm = (w(x(a,t),t)'V)u (3.20)

Réznica miedzy wzorami (3.19) i (3.20) jest widoczna: pierwszy z nich opisuje
zmiang wirowoSci bezposrednio w zaleznosci od pochodnych przestrzennych w
przestrzeni e, drugi natomiast opisuje szybko§¢ zmian wirowosci w zaleznosci od
predkosci i wirowosci na trajektorii. W zaleznosci od tego, ktory ze wzoréw zosta-
nie przyjety do opisu zmian wirowosci, ruch cieczy nielepkiej w zmiennych La-
grange’a opisywany bgdzie réwnaniami:

%(a,t) . D£K(x(a,l) - x(a ;1)) o(x(a ", £),1) da

(3.21)
@(1) = (V,x(a,1)) 0y(a)
x(a,0) = a
albo tez za pomoca ukfadu:
% (a, ) = ]_RﬁK(x(a,t) -x(a’ ) w(x(a ,),t) da”
ow(t) _ (a v \u (3.22)
s TR CICCRORA
@ (0) = wy(a)

Zaleznie od tego, ktory ukiad réwnan: (3.21) lub (3.22) zostanie przyjety do
obliczen i poddany dyskretyzacji mozna moéwi¢ o réznych wariantach metody
kropel wirowych w trzech wymiarach [5, 126]. Opis metody kropel wirowych dla
przestrzeni tréjwymiarowej znalezé mozna w pracach [5, 24, 25, 44, 126].

3.2. APROKSYMACJA ROWNAN RUCHU CIECZY NIELEPKIEJ
W PRZESTRZENI DWUWYMIAROWEJ

Aby zastapié nieskoficzony ukiad réwnan rézniczkowych (3.14) uktadem skon-
czonym, wirowo$¢ zawartag w ograniczonym obszarze nalezy rozdzieli¢ migdzy
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elementy wirowe, nazwane kroplami wirowymi. Najprosciej mozna tego dokona¢
naktadajac na plaszczyzne e siatkg kwadratowa A® o boku h, ktérej wezly okrela-
my jako a;=h j=(h -j,h - j,), a kropli wirowej majacej polozenie x; przypisujemy
intensywnos$¢ I'=w/? Nie jest to jedyny sposéb przypisania intensywnosci kropli
wirowej w zalezno$ci od wirowosci pola. Mozna, na przyklad, kropli wirowej przy-
pisaé §rednig warto§¢ wirowosci zawartej w komoérce j o boku h [158].

Niech Ar oznacza krok czasowy, a n numer kroku czasowego. Pole wirowosci
w czasie nAs reprezentowane jest przez sume:

N
wi(x) = Zlﬂa(xj'.’ = x)Fj (3.23)
=

gdzie x"; oznacza potozenie kropli wirowej w czasie nAt, (}, nazywane bywa fun-
kcja wygladzajaca lub funkcja obcigcia (osobliwosci), a wskaznik j przebiega
wszystkie wezly siatki A". Réwnanie (3.23) mozna interpretowac jako wzor inter-
polacyjny na obliczanie wirowosci w punkcie x, gdy weztami interpolacji sa poto-
zenia kropel x;. Funkcje (), konstruuje si¢ nast¢pujgco: dla funkcji radialnie
symetrycznej () takiej, ze catka / Q(r)dr =1 , funkcje Q; definiuje si¢ jako:

1

Qs(r) = 52

Q( g) (3.24)

Gdy §—0, to funkcja (), dazy do delty Diraca. Warunek skalowania (3.24) zape-
wnia, ze cala masa (powierzchnia) skupiona wewnatrz kropli nie zalezy od 8.
Parametr 8 nazywany bywa promieniem obci¢cia lub promieniem wygladzania.
Jezeli okreSlona zostala funkcja (,(r), to jednoczesnie zadany jest rozklad preg-
dkosci generowany przez krople: K,=rot Q; :

K, (x) = K+Q,(x) = [K(x - x") Q(x) dx’

]R2

= K(x)* [ Q(y)dy -
Msr

(3.25)

(-%x) . r
2mr? 1(3)

r

gdzie * oznacza operacjg splotu. Funkcje f(r) = 27 [sQlds nazywa si¢ funk-
0
cjg ksztattu. Gdy §—0, to K;—K. Wprowadzenie funkcji wygtadzajacej spowodo-
walo usunigcie z jadra K(x) osobliwosci dla x=0.
Nieskonczony uktad rownan rézniczkowych (3.14) jest zastepowany skoriczo-
nym uktadem réwnan rézniczkowych postaci:
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=

& _ K, (X - ()T £(0) = 3.26
dt—; s(X - X ()T, A0) =a; (3-26)

gdzie %(f) oznacza przyblizong trajektorig kropli wirowej. Doktadnos¢ metody
kropel wirowych zalezy od wielkosci & uzytej do dyskretyzacji pola wirowosci,
promienia obcigcia 8, postaci funkcji wygladzajacej ) a takze kroku czasowego
przyjgtego do calkowania réwnania. Ponizej przytoczymy twierdzenie pokazujace
zwigzek migdzy h a 8 oraz ().

3.2.1. BADANIA NAD ZBIEZNOSCIA METODY KROPEL WIROWYCH
DLA PRZEPLYWU NIELEPKIEGO

Badania nad zbiezno$cia metody kropel wirowych zainicjowano w pracy
Dushane [60] i chociaz dowdd zbieznoSci podany przez niego byt bledny, wyniki
czeSciowe zostaly wykorzystane przez Halda i Del Prete’a w pracy[81]. Wykazali
oni zbiezno$¢ metody kropel wirowych dla ograniczonego, krétkiego przedziatu
czasu. Przeprowadzono réwniez eksperymenty numeryczne majace na celu pra-
ktyczng weryfikacje dowiedzionych twierdzeii odnosnie do rzgdu zbieznosci
metody kropel wirowych. Do rozwazan autorzy przyjmowali rézne postacie fun-
kcji wygladzajacej (), W nastgpnej pracy [78] Hald wykazal, ze metoda kropel
wirowych jest zbiezna dla dlugiego przedziatu czasu, a jezeli zwiazek migdzy h i 8
w postaci h=5" i funkcja wygtadzajaca speinia odpowiednie warunki regularnosci
to réznica pomigdzy trajektorig rozwigzania réwnania doktadnego a przyblizo-
nego jest rzgdu O(h?). Wykorzystujac wyniki pracy Halda [78], Beale i Majda [25,
26] pokazali w nastepnych latach, ze dobierajac odpowiednio funkcj¢ wygtadzaja-
¢3 mozna otrzymac zbiezno§¢ dla metody kropel wirowych dowolnego rze¢du.

Z badaniem zbieznosci metody kropel wirowych zwiazany jest dobér odpowie-
dnich warunkéw dotyczacych funkeji wygladzajacej, typu przestrzeni funkcyjnej i
rodzaju normy w ktérych bada si¢ zbiezno$¢. Jeden z najbardziej przejrzystych i
prostych zestawéw warunkdw, ogdlnie obecnie przyjmowanych podali Greengard
i Anderson [5]. Zdefiniowali oni tak zwana klasg funkcji M™ okreslonej naste-
pujaco: klasg funkcji M*™ stanowig funkcje Q: R¥—>R (N=2,3), ktére spelniajg
nast¢pujace warunki:

L [Qx)dk=-1;

RN

2. fx"ﬂ(x)ak = 0 dla wszystkich wielowskaznikéw a=(a,,a,) takich, ze
RN
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1=(ayray)sm-1,0raz [ |x|"|Q(x)|dx (e ; x° =x %,
RN
3. QeCt (RY;
4.  |x|NBIPQ(x)|<C dla pewnej statej C i wszystkich wielowskaznikéw S

takich, ze |B|<k;

5. |x|™*|Q(x)|<C dla pewnej stalej C.

Warunek drugi nazywany jest warunkiem momentéw i jezeli jest spetnio-
ny, to méwi sig, ze funkcja wygtadzajaca () jest rzgdu m. Powoduje on, ze wygta-
dzone pole wirowosci za pomoca funkgji ; spowoduje zmiany pola predkosci
cieczy rzedu O(8™). Warunki (3)-(5) wykorzystywane sa do wykazania stabilnoSci
metody oraz aproksymacji.

Twierdzenie o zbiezno$ci metody kropel wirowych, bedace podsumowaniem
wynikéw pracy Greegrarda i Andersona [5], a ktérego analogiczng posta¢ mozna
rowniez znalezé w wielu innych pracach [25, 52, 80], brzmi:

Twierdzenie 3.1: Zalézmy, ze pole predkosci jest wystarczajaco regularne
(gladkie) i ze wirowosé w chwili poczatkowej ma zwarty nosnik. Niech @ eM*" z
dostatecznie duzym k (k=3)oraz m=2. Przyjmijmy ponadto, ze 8=ch?, 0<g<1.
Istnieje wowczas stata C taka, ze dla dostatecznie malego h prawdziwe sg :

1. Zbieznos¢ trajektorii czastek:

max |%(a,,t) - x(a;,t)[,< C[87 + (h/8)*8]

0s<T
2. Zbieznos¢ predkosci czastek:

max [ 6(%(a;, 1), 1) = u(x(a0), 1) |, = C[87 + (B8 )81

3. Zbieznos¢ pola predkosci:
max | G(x,£) - u(x,t)l,55< C[8" + (4/5)*5].

0stsT

1
I, oznacza dyskretng posta¢ p-normy, gl = (3} |g(a;)Fh 2)P oraz
J

181, n5 = ([1&(x) [Pdx)!e.

B
Z twierdzenia wynika, ze o rzgdzie zbieznoSci metody decyduje rzad m funkcji
obcigcia oraz ze h/8 — 0, czyli ze h powinno dazy¢ do zera szybciej niz 8.
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3.3. APROKSYMACJA ROWNAN.
STOCHASTYCZNA METODA KROPEL WIROWYCH

Do rozwigzywania réwnania dyfuzji obecnie najczgsciej przyjmuje si¢ metodg
przypadkowego bladzenia. Metoda ta dobrze harmonizuje z obliczeniami w
zmiennych Lagrange’a dla réwnania Eulera. Do polozenia kropel wirowych,
wynikajacego z réwnan ruchu dla cieczy nielepkiej, dodaje si¢ zaburzenie losowe
o rozkladzie Gaussa z odpowiednio dobrang wartoscia Srednig i wariancjg. W
literaturze jest dobrze znany zwiazek pomigdzy przypadkowym ruchem czastki
(ruchem Browna) a réwnaniem dyfuzji [61, 170].

Dodanie czynnika losowego powoduje, ze pole predkosci jest zmienng losowa,
a trajektoria czastki moze by¢ uwazana za realizacjg procesu stochastycznego. Dla
przestrzeni dwuwymiarowej istnieje eleganckie sformulowanie metody kropel
wirowych w terminach stochastycznych réwnan rézniczkowych dla dyfuzyjnych
procesow Markowa. Niech W(t) oznacza proces ruch Browna (proces Wienera).
Stochastyczne réwnanie rézniczkowe dla procesu X(t) ma postaé [130, 185]:

dX(a,t) = u(X(a,t)) dt+ 2v dW (1) (3.27)

X(a,0) = a

Kazda realizacja W(f) jest ciagta, prawie wsz¢dzie nier6zniczkowalng funkcja
spetniajaca warunek W(0)=0. Réwnanie (3.27) opisuje zaréwno unoszenie czastki,
jak i proces dyfuzji a wigc jest doktadnym opisem ruchu cieczy lepkiej. Ruch
nieskonczonej iloSci czastek wzdhuz trajektorii zawierajacej zaréwno skladows
deterministyczna, jak i skladowg losowg stanowi doktadne rozwiazanie réwnania
ruchu cieczy lepkie;.

Rozwiazanie X(f,a) interpretujemy jako potozenie czastki w chwili t, ktéra w
momencie £,=0 zajmowala polozenie @. Niech G(x, ; @, 5) oznacza gg¢sto$¢ pra-
wdopodobienstwa przejicia. A wige prawdopodobienstwo tego, ze czastka osig-
gnie zbiér Ac R? w chwili ¢, jezeli w chwili ¢, znajdowala si¢ w polozeniu e,
wyraza si¢ wzorem:

P(X(HEA|at) = [G(xtia)dx (3.28)
A

W teorii stochastycznych réwnaf rézniczkowych [69, 93, 170] dowodzi sig, ze
dla réwnan postaci (3.27) funkcja G(x,t;a,5) spetnia tzw. prospektywne réwnanie
Kotgomorowa, zwane tez réwnaniem Fokkera-Plancka. Réwnanie Helmholtza
dla wirowosci (3.3), dzieki temu, ze V - u=0, mozna przeksztatci¢ do postaci:



34

aa—(‘; + V(wu) = vA® (3.29)

Réwnanie (3.29) jest identyczne z réwnaniem Fokkera-Plancka, opisujacym
funkcje gestosci prawdopodobienstwa przejécia dla dyfuzyjnego procesu Markowa
z wektorem przemieszczenia u i macierza dyfuzji (diagonalng) ze stalym wspot-
czynnikiem na gitéwnej przekatnej réwnym v [93, 185]. Wirowos$¢ w(x,f) mozna
wiec interpretowac jako chwilowy rozktad gestosci prawdopodobienstwa przejécia
procesu stochastycznego X(a,).

Podstawowym faktem, ktory wigze réwnanie paraboliczne (Helmholtza) (3.29)
z réwnaniem stochastycznym (3.27) jest to, ze funkcja Greena dla réwnania
paraboliczego G(x, t; a, t,) (rozwiazanie réwnania (3.29) z warunekim poczatko-
wym 8(x-a) gdzie § oznacza deltg Diraca) ma identyczng postaé, jak gestoS¢
prawdopodobienstwa przejicia procesu dyfuzyjnego X(f) [170, 130]. Ma ona
postacé:

B 1 ()r—oz)2
G(x,ba,t)) = —————exp{-———— 3.30
(m6e.h) 2m(¢t- )e {2(f—%)} >

Zgodnie z réwnaniem (3.5) pole predkoSci mozemy wyrazi¢ jako:

[G(y, t;2,0) 0 (,0) dar | dy

u(x,f) = [K(x-y)o(y)dy = [K(x-y)
R’ ¥ ®

(3.31)

|

R’

[K(x - y)G(y, t; @,0) dy

R

(a,0) da= [ E[K(x - X(t,a)]w(a,0)da
¥

gdzie E[‘] oznacza warto§¢ oczekiwang zmiennej losowe;j:
E[g(X(a",1))]=[g(x)G(x,;a",0)dx. Stochastyczne réwnanie (3.27) moze by¢ zapi-
sane jako [80]:

dX(ta) = {f EK(X(fLa)- X(Ha )] o (a0)da } dr+2vdW(ta)  (3.32)
¥

Rownanie (3.32) przedstawia nieskoficzony uktad stochastycznych réwnan rézni-

czkowych - dla kazdej wartosci @ jedno réwnanie. Aby zastapié nieskonczony
uktad rownan stochastycznych (3.32) uktadem skoniczonym, w réwnaniu (3.32)
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opuszcza sig symbol wartoSci oczekiwanej. Zaklada si¢ jak poprzednio, Zze no$nik
wirowosci jest zbiorem zwartym (ograniczonym) i pokrywa si¢ go siatka kwadra-
towa A, Dla kazdego a; , j=(i, h,i, h) losuje si¢ niezalezne ruchy Browna W(a;,t).
Ostatecznie otrzymujemy:

dX(ta) = | ¥ K(X(ta) - X(t,a))] 0(a:0) 87| dt + y2v dW(e,r)  (3.33)
J

z warunkiem X(aj,O):aj. W pracy [130] pokazano, ze rozwiazania réwnania
(3.33), przy zalozeniach twierdzenia 3.1, z prawdopodobienistwem bliskim jedno-
§ci, s zbiezne dla h—>0 do réwnania stochastycznego (3.28) w taki sposdb, jak to
wyszczegdlniono w punktach 1-3 w twierdzeniu 3.1.

Dla numerycznego rozwiazania réwnania (3.33) dokonujemy dyskretyzacji
czasu. Roézniczki zastgpuje si¢ przyrostami. Przyjmujemy najprostszy schemat
Eulera pierwszego rz¢du. Mozna oczywiScie wykorzysta¢ bardziej zaawansowang
metodg, np. metod¢ Rungego-Kutty, odpowiednio zaprojektowana dla réwnania
stochastycznego [39, 93]. Wiaze si¢ to jednak ze znacznym wydhuzeniem czasu
obliczeniowego. Na podstawie wlasnosci ruchu Browna wiemy, ze roéznica
W(t+Ar)-W(¢) jest zmienng losowa, o rozkladzie Gaussa z warto$cig oczekiwang
réwna zero i wariancja réwna As. Réwnanie (3.33) mozna przyblizy¢ skoficzonym
uktadem réwnan nastgpujgco:

X(t+Ap=X(1)+ Aty (K (X ()-X (1) ] o (a;,0) 4" +/2VAIN, (3.34)
J

gdzie N=(N,, N,) oznacza wektor, ktérego skladowymi sa niezalezne zmienne
losowe o rozkladzie Gaussa z warto§cig oczekiwang réwna zero i wariancja rdwna
jednosci. Gdy v—0, to réwnania (3.34) przechodza w réwnania ruchu cieczy
nielepkiej co jest zgodne z algorytmem dekompozycji lepkosciowe;.

Wprowadzenie w problematykg stochastycznych réwnaf rézniczkowych w
zwigzku z metodg kropel wirowych mozna znalez¢ w pracach [130, 39]. W Polsce
podejscie stochastyczne jest uzywane przez zespot Styczka [184, 34, 139, 185]. W
[34] a szczegdblnie w dysertacji [185] mozna znalez¢ oméwienie wybranych wiasno-
Sci stochastycznych proceséw dyfuzyjnych Markowa. Teoria stochastycznych réw-
naf rézniczkowych, proceséw dyfuzyjnych, wtasnosci ruchéw Browna, zawarta jest
migdzy innymi w pracach [69, 93, 170, 61].

Nasuwa si¢ pytanie, czy rozwigzujac réwnania dyfuzji zmuszeni jesteSmy do
korzystania z metody stochastycznej? Oczywiscie nie. Metoda przypadkowego
bladzenia §wietnie wspéigra z obliczeniami w zmiennych Lagrange’a i jest ekono-
miczna w realizacji. Jednak ze wzgledu na jej stochastyczne wiasnosci zostata
utracona precyzja punktowego przewidywania rozwigzania. By¢ moze jest to cena
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jaka musimy ptaci¢ za probe rozwiazywania przeplywéw z duza liczba Reynoldsa.
Otrzymywane rozwiazania musza podlegaé procesowi uéredniania. Ponadto jak
wiadomo [151] blad metody przypadkowego btadzenia maleje jak N2 (N- liczba
wiréw). A wiec dla zmniejszenia blgdu 2-krotnie, liczba czastek biorgcych udziat
w obliczeniach powinna powigkszy¢ sig 4-krotnie. Ze wzgledu na czas trwania
obliczen jest to kosztowne.

W ostatnich latach pojawilo si¢ wiele prac, w ktérych proponuje si¢ rozne
deterministyczne metody modelowania lepkosci. Do nich naleza: metoda ekspan-
sji promienia kropli wirowej [127], (patrz jednak kontrargumenty [75]), metoda
wymiany intensywnosci cyrkulacji kropel wirowych [55, 135, 97], czy tez metoda
rézniczkowania (dziatanie laplasianem) na funkcj¢ wygladzajaca (), ktérg dopie-
ro po tym uzywa si¢ do wyznaczenia jadra K (wzér (3.25)) [64]. Metoda wymiany
intensywnosci kropli wirowej polega na szczegélnym doborze postaci funkcji
wygladzajacej Q; Pozwala to na aproksymacje laplasianu (Aw) przez operator
catkowy, ktéry mozna zastapi¢ suma po potozeniach czastek. W metodzie tej nie
ma generacji wiréw na $ciance, ale nast¢puje modyfikacja ich intensywnosci w
poblizu Scianki. Pojawily si¢ tez prace, w ktérych modelowanie lepkosci odbywa
si¢ z uzyciem siatki numerycznej [161, 55]. Wszystkie te propozycje sa interesuja-
ce, ale wymagaja dalszych badan i weryfikacji obliczefi numerycznych z danymi
doswiadczalnymi. Dopracowania wymaga sposéb realizacji warunkéw brzegowych
dla wirowosci na Sciance. Nalezy oczekiwaé dalszych prac na ten temat.

3.4, REALIZACJA WARUNKOW BRZEGOWYCH

W praktyce rzadko kiedy rozwiazuje si¢ zagadnienia poczatkowe w calej prze-
strzeni. Zwykle zmuszeni jesteSmy rozwiazywac zagadnienia poczatkowo-brzego-
we. W obszarze przeptywu znajduja si¢ Scianki sztywne, na ktérych musza by¢
spetnione odpowiednie warunki pola predkosci. Tymi warunkami na $ciankach
sztywnych sg: znikanie zaréwno sktadowej normalnej pola predkosci, jak i sktado-
wej stycznej.

3.4.1. SKEADOWA NORMALNA

Warunek un=0 na $ciankach sztywnych realizowany jest przez dodanie do
pola predkosci, generowanego przez rozktad wiréw u,,, predkosci potencjalnej u,
dobranej tak, ze skltadowa normalna wypadkowego pola predkosci (u,,+u,) n=0.
Dodanie skfadowej potencjainej pola predkoéci nie zmienia wirowosci pola prze-
ptywu (rot u,=0). Dla prostych geometrii obszaru przeptywu, znajdowanie poten-
cjalu predkosci @ (u,=grad @) nie przedstawia wigkszych klopotéw (metoda
odwzorowan konforemnych, odbi¢ zwierciadlanych, itp.). Dla zlozonej geometrii

przeplywu wyznaczenie skladowej potencjalnej stanowi jednak pewien problem
wymagajacy znacznego naktadu pracy.
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34.2. SKEADOWA STYCZNA

Dla cieczy lepkiej zaréwno sktadowa normalna prgdkosci, jak i sktadowa sty-
czna do brzegu powinny przyjmowaé warto§¢ zero. Warunek u-r=0, gdzie = jest
wektorem jednostkowym stycznym do Scianki, wnosi do obliczefi znaczne kompli-
kacje. Przy Sciance tworzy si¢ cienka warstwa posredniczaca migdzy skonczona
warto$cia predkoSci wewnatrz obszaru przeplywu a warto$cia zero na §ciance i,
jak wiemy z teorii warstwy przySciennej [23, 95], jej grubo$¢ maleje ze wzrostem
liczby Reynoldsa (~1/vVRe).

Zalbézmy, ze o x jest skierowana wzdtuz §cianki, a 0§ y jest do Scianki prosto-
padta. Pochodna ou/dy ma znaczna warto$¢ (w przeciwienstwie do pochodnej
dv/ax). Z definicji wirowoSci w=0dv/dx-0u/dy wynika, ze w okolicy §cianki wirowo§¢
przyjmuje znaczne wartoSci. Dla obszaru ograniczonego Sciankami sztywnymi,
calkujac réwnanie (3.29) stronami i korzystajac z twierdzenia Greena, otrzymamy:

d ow
—|wdx=v [ —ds (3.35)
dr,, Lan

gdzie D oznacza obszar przeplywu, a D jest brzegiem tego obszaru i catka po
prawej stronie wzoru (3.35) oznacza catkg wzdluz brzegu obszaru dD. A wigc
catkowita szybko§¢ zmian wirowosci wewnatrz obszaru przeplywu zalezy od skla-
dowej normalnej wirowosci do brzegu.

Aby zrealizowa¢ warunek u-r=0, stosuje sig¢ generacjg wiréw na Sciance [42].
Pole predkosci wytworzone przez rozklad kropel wirowych i sktadowa potencjalng
na Sciance sztywnej obszaru daje pewna warto$¢ sktadowej stycznej predkosci
réznej od zera. Scianke mozna wigc uwazaé za warstwe wirowa o intensywnosci
(u,+u)r. T¢ niepozadang warstwg nalezy skompensowaé. Brzeg obszaru jest
dzielony na odcinki o dhugosci h, a w Srodku tego odcinka wstawiana jest kropla
wirowa o intensywnosci przeciwnej niz intensywnosci tego odcinka warstwy wiro-
wej, czyli Ty,,.,=-(u,+u) vh. Tak wygenerowanemu wirowi pozwala si¢ dyfun-
dowa¢ do wnetrza obszaru przeplywu. Wiry wypadajace poza brzeg sa z obliczen
eliminowane. Proces generacji wirowosci na brzegu powtarza si¢ w kazdym kroku
czasowym. Warunek u-r=0 jest speiniony tylko w przyblizeniu.

W pracy [53] Cottet wykazal, ze opisany proces generacji wiréw, przy us=0,
przybliza warunek typu Neumanna dla wirowosci (zadana jest pochodna normal-
na wirowoci do brzegu). Réwnanie Helmholtza (3.3) wymaga warunkéw dla
wirowosci na brzegu (§ciankach sztywnych) obszaru przeplywu. Prébe zamiany
warunku u-r=0 na odpowiedni warunek dla wirowosci podejmuje si¢ w ostatnich
czasach w wielu pracach np. [4, 53, 97].
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3.5. SZYBKIE ALGORYTMY METODY DYSKRETNYCH WIROW

Jedna z powaznych wad metody wiréw w klasycznym, bezpo$rednim podejsciu
do obliczenia sumy wystepujacej we wzorze (3.34) jest to, ze liczba dziatan jest
proporcjonalna do kwadratu z liczby wiréw. Intensywne badania z wykorzysta-
niem modeli symulacyjnych, opartych na ruchu czastek w réznych dziedzinach
nauki: w fizyce plazmy, mechanice nieba, technologii pétprzewodnikowej jak
réwniez w mechanice plyndw, przyczynily si¢ do rozwoju algorytméw szybkiego
obliczania wzajemnego oddzialywania. Obecnie znane s eksperymenty numery-
czne, gdzie liczba czastek, ktdra bierze udziat w obliczeniach jest rzgdu miliona i
wiecej [90]. W zastosowaniach tych giéwny problem sprowadza si¢ do obliczenia
potencjatu ¢ i pola sit F, indukowanego przez rozklad czastek, F=-gradé¢, A¢=p,
gdzie p opisuje rozktad czastek. Po drobnych modyfikacjach algorytmy te przeno-
szg sie na metode wiréw. Rolg potencjatu zastepuje funkcja pradu, a polu sit
odpowiada pole predkosci. Funkcja pradu, podobnie jak potencjal, spetnia réw-
nanie Poissona (patrz (2.18 )).

W wielu zastosowaniach potencjal opisujacy oddzialywanie N-czastek ma
postac:

¢ = qbdalekie + ¢bliskie (336)

gdzie ¢4, 0znacza potencjal dla sit dalekiego zasiggu, natomiast ¢y ;. 0odnosi
si¢ do potencjatu sit dziatajacych na krétkich odleglosciach, tak jak np. sily Van
der Waalsa w gazie. W kontekscie obliczefi metoda kropel wirowych koniecznosé
modyfikowania sposobu oddzialywania czastki na malych odleglosciach wynika ze
wzgledéw natury numerycznej, tzn. z koniecznosci usuni¢cia osobliwego oddzialy-
wania migdzy wirami.

Jedna z pierwszych metod szybkiego obliczania oddzialywania czastek byla
metoda siatkowa typu ,wir w komoéree” (VIC) [48]). Czas obliczefi w tej metodzie
jest szacowany jako proporcjonalny O(NInN). Dla silnie niejednorodnych rozkta-
déw czastek, na skutek obecnosci siatki numerycznej, metoda daje zbyt wygladzo-
ne, a przez to niedopuszczalnie zafalszowane, wyniki. Za modyfikacje metody
VIC mozna uzna¢ metod¢ lokalnej korekeji [2, 15, 154], w ktérej obliczenie
oddzialywania czastek podzielono na dwa etapy: oddzialywania bliskie, dla kto-
rych stosuje si¢ metody bezposredniego sumowania oraz dalekie - obliczane z
udzialem siatki (metoda nazywana bywa P°M - Particle-particle/particle-mesh
[82]). Bezsiatkowy, szybki algorytm w zastosowaniu do symulacji zagadnief gra-
witacyjnych podal Appel [7], jak réwniez Barnes i Hut [21]. Metoda zapropono-
wana przez Appela daje duze przyspieszenie w stosunku do metody klasycznej,
gdy rozkiad czastek jest niejednorodny, jednak zawodzi, jezeli stawiane sa odpo-
wiednie wymagania odno$nie do doktadnosci w przypadku rozkladéw réwnomier-
nych. Na szczegdlng uwage, ze wzgledu na precyzyjny, matematyczny sposéb
przedstawienia algorytmu oraz dobre przyspieszenia, zashuguje metoda rozwinigé
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biegunowych, zaproponowana przez Greengarda i Rokhlina [76, 40]. Podobny
algorytm przedstawili réwniez Dommelen i Rudensteiner [58]. Ostatnimi czasy
szybkie algorytmy obliczania potencjatu bywaja poréwnywane ze soba i oceniane
z punktu widzenia mozliwosci ich wektoryzacji, umozliwiajacej efektywna realiza-
cje tych algorytméw na super szybkich, wieloprocesorowych komputerach
(Katzenelson [90]). W niniejszej pracy korzystano z oryginalnego programu
Greengarda i Rokhlina [76].

3.5.1. METODA ROZWINIEC BIEGUNOWYCH

U podstaw algorytmu rozwinigé biegunowych lezy spostrzezenie, ze aby obli-
czy¢ predkoéé indukowana przez skupisko wiréw w punktach poza skupiskiem,
nie jest konieczne obliczanie predkosci od kazdego indywidualnego wiru-czastki.
Zamiast tego predko$¢ indukowana przez skupisko czastek moze by¢ zastapiona
przez rozwini¢cie biegunowe rzgdu p wokét centrum z,,. Ponadto to rozwinigcie
p-tego rzedu moze by¢ przesunigte do centrum innego skupiska. Przytoczymy
twierdzenia lezace u podstaw algorytmu [40, 76]:

Twierdzenie 3.2 (o rozwinieciu biegunowym). Zalézmy, ze m naladowanych
czastek o intensywnosci {g;, i=1,..m} znajduje si¢ w punktach {z;, i=1,...m} oraz ze
dla wszystkich |z;|<R. Wtedy dla dowolnego z€C |z|>R, potencjat ¢(z) dany
jest poprzez rozwinigcie:

* a
¢(2) = Qln(z2) + E — 3.37)
=1 Z*
gdzie™”
m m _qizk
=Y g, oraz a-y —— (3.38)
k=1 1k

Ponadto, dla dowolnego p=1,

B & R B (1Y (3.39)
l"’(z) ones - 3 A=l 2[ <5
gdzie
m B
c=1% B=;lf1,l, a = I’I. (3.40)
i= l_ il
V4

*

* .
Dla funkcji pradu uzywanej w obecnej pracy logarytm mnozony jest przez czynnik 1/2mr.
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Aby lepiej zrozumieé na czym polega przyspieszenie obliczen, rozwazmy naste-
pujacy przyklad [76]: zalézmy, ze m czastek (wiréw) o intensywnosci {g;, i=1,...,m}
znajduje si¢ wewnatrz kota o promieniu R i zamierzamy obliczy¢ potencjat w n
punktach y, j=1,...n, poza kotem. Skupiska czastek natadowanych i punktéw, w
ktérych chcemy policzy¢ potencjat s wzgledem siebie oddzielone (dobrze separo-
wane) (rys. 3.1):

|x. - x| <R, dla wszystkich 7= 1,..m

lv. - y,|<R, dla wszystkich j = 1,...n

lx, - y,|>3R (3.41)

...............

Rys.3.1.Dobrze separowane zbiory na plaszczyZnie
Fig. 3.1. Well-separated sets in the plane

Aby otrzymac warto§ci potencjalu w punktach {y;} wywotanego obecnoscia
fadunkéw w punktach {x;}, mozna dokonaé sumowania:

Y ¢.(y) da wsgstkich j=1,.n (3.42)
7=1

Wymaga to naktadu pracy rzgdu nm. Jezeli jednak obliczymy najpierw p wspot-
czynnik6w rozwinigcia biegunowego wzgledem punktu x,, a nastepnie obliczymy
wartoSci potencjatéw w punktach {y;}, to naklad pracy bedzie proporcjonalny do
O(mp+np), a na podstawie wzoru (3.38) mamy oszacowanie:

v

=y - x|k

>, - QG- x,) -

< B(%)p (3.43)
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Tak wigc, aby otrzyma¢ wzgledny blad mniejszy od zadanego ¢, rzad rozwinig-
cia musi by¢ p=-log,(g). Gdy rzad rozwinigcia jest juz ustalony, to naktad pracy
jest rzgdu O(m+n), co jest znacznie mniejszg wielkoScia niz nm.

Powyzsze twierdzenie 3.2 uzupelniaja lematy, ktére daja mozliwo§é odpowie-
dniej manipulacji rozwinigciami biegunowymi, np. jezeli dysponujemy wspdiczyn-
nikami rozwinigcia biegunowego wzgledem pewnego centrum z,, to mozna otrzy-
maé rozwinigcie biegunowe wzglgdem innego centrum z,, wykorzystujac wspot-
czynniki juz znanego rozwinigcia [40, 76]. Centralng strategia jest wigc obliczanie
oddzialywania migdzy r6znymi skupiskami wiréw, lezacymi w réznych od siebie
odleglo$ciach za pomoca rozwini¢¢ biegunowych. Oddzialywania pomigdzy cza-
steczkami (wirami) lezacymi blisko siebie obliczane sa bezposrednio.

Z szybkimi algorytmami wyznaczania potencjalu jest zawsze zwigzany algorytm
szybkiego okreslenia wzajemnego polozenia czastek, ktéry polega na konstrukcji
tzw. drzewa zalezno$ci. Wierzchotkiem drzewa jest komérka obejmujaca wszystkie
czastki. Jest ona dzielona na cztery rowne czgéci, ktére nazywane sa ,dzie¢mi”, a
komérka, z ktérej powstaly - ,rodzicem”. ,Dzieci” sa dalej dzielone na cztery czg-
§ci, az do okreslonego poziomu wyznaczonego przyjeta doktadnos$cia. Istotnym
elementem algorytmu jest prowadzenie listy pozwalajacej szybko okredli¢, do
ktérej komorki nalezy dana czastka i czastki jej najblizszego otoczenia (sasiedzi).
Jest to jedna z najbardziej ztozonych czgSci algorytmu. Szczegdly mozna znalezé
w pracach [40, 76, 58, 90], a takze w ksiazce [82].

Parametrami wejSciowymi do programu sa: zalozona doktadnos¢, na podstawie
ktérej okreslany jest rzad rozwinigcia p i liczba podziatléw pierwszej, zawierajace;j
wszystkie czastki komoérki-rodzica, wspotrzedne czastek oraz wartosci ich intensy-
wnosci (fadunek, wirowo$¢). Do uzytkownika nalezy zdefiniowanie prawa bliskich
oddzialywan i podanie promienia bliskich oddzialywan 8. Im parametr § jest
wigkszy, tym wigcej czastek oddziatluje migdzy soba wedlug tego szczegdlnego
prawa, a wigc im wiekszy promien §, tym czas obliczen si¢ wydtuza. Stad od razu
tez wida¢, ze funkcje wygladzajace o nieskoficzonym nodniku nie nadajg si¢ do
obliczen za pomoca algorytmu szybkich oddzialywan.

Nalezy dodaé, ze istotne przyspieszenia w obliczeniach otrzymuje si¢ dopiero
dla liczby czastek rzedu 500. Czas obliczefi roénie ze wzrostem N liczby czastek
liniowo, a nie z kwadratem liczby, jak w metodzie bezposredniego sumowania. Na
komputerze PC-486/DX2-66MHz, dla liczby czastek 3000-4000, otrzymywano
dziesigciokrotne skrécenie czasu obliczen w stosunku do metody bezposredniego
sumowania (wyznaczenie sktadowych predkosci i funkcji pradu).
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4. NUMERYCZNE MODELOWANIE RUCHU GRANICY
ROZDZIALU DWOCH PLYNNYCH OSRODKOW
O ROZNYCH GESTOSCIACH

4.1. ZJAWISKO NIESTABILNOSCI RAYLEIGHA-TAYLORA

W mechanice plynéw dobrze znany jest fakt, ze réznica gestoSci migdzy
dwoma o$rodkami plynnymi moze wywolywa¢ ruch pltynéw. Do bardziej znanych
przyktadéw mozna zaliczy¢: ruch powietrza wywolany réznicg gestosci spowodo-
wang zmiang temperatury, prady oceaniczne, ruch wody zasolonej i stodkiej w
ujSciach rzek itp. W pewnych przypadkach zmiana gestoSci dokonuje si¢ gwatto-
wnie i mozna méwic o powierzchni rozgraniczajacej dwa o§rodki z réznymi gesto-
§ciami. W polu grawitacyjnym powierzchnia rozgraniczajaca dwa plynne oSrodki
o roéznych gestosciach jest powierzchnia stabilna, tzn. mate zaburzenie tej powie-
rzchni bedzie pozostawalo male, gdy plyn Izejszy znajduje si¢ nad ci¢zszym. Jezeli
natomiast sytuacja jest odwrotna i plyn ci¢zszy znajdzie si¢ nad lzejszym, to taka
powierzchnia rozdzialu bgdzie powierzchnia niestabilng. Poczatkowo male zabu-
rzenie polozenia powierzchni bgdzie wzrasta¢ eksponencjalnie. Pierwsze prace
teoretyczne nad tego typu niestabilnoécig opublikowal juz ponad 100 lat temu
(1883) Lord Rayleigh. W roku 1950 w pracy [186] Taylor zauwazy!, ze niestabil-
no$é analogiczna do sytuacji w polu grawitacyjnym bgdzie miata miejsce, gdy plyn
Izejszy bedzie przyspieszany w kierunku cig¢zszego. Praca Taylora dala impuls do
wspolczesnych, intensywnych badan nad réznymi aspektami tego typu niestabil-
nosci (wplyw napigcia powierzchniowego i lepkosci, geometria sferyczna, wplyw
pola magnetycznego itd. [118, 178]). Taylor zapoczatkowal réwniez prace
dodwiadczalne nad tym zjawiskiem [129]. Eksperymenty, ze wzglgdu na niezwykle
szybki rozwdj zjawiska (dla przyspieszenia g=9,81m/s* i dhugosci fali zaburzajacej
A=1 cm czas rozwinigcia szacowany jest na ok. 0,01s [118]), sa niezwykle klopotli-
we i trudne w realizacji (problem z wytworzeniem wilasciwego przyspieszenia [6,
129, 156]). W literaturze ten rodzaj niestabilno$ci nazywany jest niestabilnoscia
Rayleigha-Taylora (R-T).

Juz w czasach nam wspdtczesnych uswiadomiono sobie fakt, ze niestabilnos¢
Rayleigha-Taylora ma podstawowe znaczenie w wielu zastosowaniach technolo-
gicznych, w technice laserowej, w fizyce plazmy, w astrofizyce, w fizyce atmosfery
1 innych [118, 178]. W najbardziej ogdlnej postaci zjawisko opisywane jest peiny-
mi réwnaniami ruchu cieczy lepkiej i $cisliwej, wlaczajac w to dodatkowo efekty
powierzchniowe. Ze wzgledu na nieliniowy charakter zjawiska, a takze fakt, ze
jest to zagadnienie z ruchomym brzegiem, zjawisko to jest niezwykle trudne do
modelowania numerycznego [56, 74, 88]. Pewne interesujace informacje odnosnie
do zachowania sig powierzchni rozgraniczajacej mozna jednak uzyskaé, przyjmu-



43

jac stosunkowo prosty model fizyczny. Zaklada si¢, ze ruch cieczy jest potencjal-
ny, nielepki i niesciSliwy, a zmiana gestoSci dokonuje si¢ skokowo przy przejsciu
przez powierzchnig rozdzialu. W takim przypadku powierzchnig rozdzialu mozna
traktowac jak warstwg wirowa i w ten sposéb badanie ruchu i deformacji powie-
rzchni rozgraniczajacej dwa oSrodki sprowadzi¢ do zagadnienia poczatkowego.

4.2. ROWNANIA RUCHU WARSTWY WIROWEJ

DLA ZAGADNIENIA RAYLEIGHA-TAYLORA
I OPIS ALGORYTMU OBLICZENIOWEGO

Zal6zmy, ze plyny sa nielepkie i nieScisliwe a pole ich predkosci jest potencjal-
ne. WprowadZmy do rozwazaf prostokatny uklad wspéirzednych (xy). Niech
gbrng poiptaszczyzng (y >0) do momentu wprowadzenia zaburzenia (1<0) zajmu-
je ciecz o stalej gestosci p;, a dolna pélplaszczyzng ciecz o ggstosci p,. State pole
grawitacyjne dziala przeciwnie do kierunku osiy. Ggstosci plynéw zmieniajg si¢ w
sposob skokowy przy przejsciu przez krzywa rozdziah osrodkéw plynnych. Krzy-
wa rozdzialu bedziemy opisywali parametrycznie uzywajac zmiennej zespolone;j
z(e,t)=x(e,t)+iy(e,t), gdzie e jest parametrem rzeczywistym e € [0, e,], ktérego
warto$¢ bedzie wyrdzniata w spo-
sob jednoznaczny polozenie czast-
ki-wiru na warstwie wirowe;j. v
Parametr e spelnia wigc rolg u
zmiennej Lagrange’a. Skladowa 8
normalna pola predkosci na gra- »
nicy rozdziatu jest ciagta, a sktado- u, SN Py
wa styczna predkodci moze do- \_/
znawac nieciaglosci (skokowej). Z B
tego, co powiedziano w rozdziale ”

2.5 wynika wige, ze krzywa‘ roz- Rys. 4.1. Schemat niestabilno$ci Rayleigha-Taylora

dz_laiu mo.Zna uwazad za warstwg Fig. 4.1. Scheme of Rayleigh-Taylor instability
WIrowg o intensywnosci:

\

i
b

1
I
|
|
|
|
2
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T(s,t) = (u, - u,)s° (4.1)

gdzie u,u, oznaczaja predkoéci graniczne o§rodka dolnego i gérnego, s° jest
wektorem jednostkowym stycznym do krzywej rozdzialu, s jest diugoscig tuku
krzywej (parametrem kanonicznym krzywej [125]) (rys.4.1). W dalszych oblicze-
niach bedziemy postugiwali si¢ parametrycznym opisem krzywej, a zamiast inten-
sywnosci I' bgdziemy postugiwaé sie intensywnoscia warstwy y, wyrazong w zmien-
nych Lagrange’a
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Y(et) = T(e0)x + 5. (42)

gdzie e w indeksie dolnym oznacza rézniczkowanie po tej zmiennej. Zatézmy
réwniez, ze warstwa wirowa wraz z zaburzeniem jest okresowa wzgl¢dem zmien-
nej x o okresie A =1, przy czym parametr e zmienia sig w przedziale od 0 do 1.
Przyrost wartosci parametru e od 0 do 1 daje nastgpujaca zalezno$c:

z(e+1,t) = z(e, t)+1 @3)

v(e+r1,2) = v(et)

Pole predkosci q"=u-iv indukowane przez okresowa warstwg wirowg opisuje wzor
Biota-Savarta:

q°(ef) = ziijy(e, tyetgm(z(e,t) - z(& 1))de (4.4)
0

Litera P przy calce oznacza catkg w sensie wartosci gtéwnej. Pole predkosci q
ma potencjal zespolony W=¢+iy ( q"(e)=(dW/dz) w postaci:

W(z,t) - zijpfy(e,t)ln[sin m(z(e,r) - 2(&,1))] de (43)

Z teorii potencjatu [67, 149] wiadomo, ze jego warto$¢ wewnatrz obszaru daje
si¢ wyrazi¢ przez catkg wzdhiz brzegu, na ktdérym zadany jest pewien rodzaj
osobliwosci (fadunek, dipol itp.). W przypadku warstwy wirowej osobliwoscia t3
jest nieciagglos¢ sktadowej stycznej predkosci I'=0[W]/as, gdzie [W] oznacza skok
wartoSci potencjatu przy przejsciu przez krzywa. Rodzaj rozlozonej wzdhiz brzegu
osobliwoSci mozna zmienial. W rezultacie mozemy otrzymywacé rézne postacie
wzordw dla tego samego zagadnienia. Inng osobliwoscia, z ktérej dalej bgdziemy
korzystac, jest warstwa dipolowa. Intensywnos¢ warstwy dipolowej charakteryzuje
skok wartosci potencjatu na krzywej graniczne;j:

w= W Wo=¢, - ¢ (4.6)
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Latwo zauwazyé, ze intensywnosci warstwy wirowej i dipolowej zwigzane sa row-
naniem:

Y(e) =mn, 4.7

Potencjal predkosci mozna wyrazi¢ za pomocg intensywnoSci warstwy dipolowe;j
nastepujaco [20]:

1
W(2) = o [m(2)z(e)agmiz(e) - 2(2))de (48)
0

Zauwazmy, ze warto§¢ skoku potencjatu zespolonego przy przejSciu przez
krzywa jest rzeczywista. Mozna stad wywnioskowad, ze funkcja pradu § jest przy
przejSciu przez krzywa rozdziahu ciagla, a to, majac na uwadze zwiazki Cauchy’-
ego-Riemmana (J¢/dn=0y/ds), zapewnia, ze sktadowa normalna pola predkosci
przy przejsciu przez krzywa jest tez ciaglta [18]. W ten sposdb spetnione sg wyma-
gane warunki kinematyczne na krzywej rozdziatu.

Dla celéw obliczeniowych na krzywej rozdziatu zostana rozmieszczone w chwili
poczatkowej czastki-wiry (znaczniki) w sposéb jednoznaczny wyrdznione warto-
§cig parametru e. Pozwoli to na §ledzenie ewolucji powierzchni rozgraniczajace;j.
Nalezy teraz zdefiniowaé pre¢dkos¢ czastek umieszczonych na warstwie. Dla zaga-
dnienia R-T istnieje pewna dowolno$¢ w zdefiniowaniu tej predkosci. W cieczy
jednorodnej, a wigc w przypadku niestabilnosci Kelvina-Helmholtza (p,=p,) pre-
dkos¢ tg zmuszeni jeste$my okresli¢ jako §rednia arytmetyczna predkosci oSrodka
gérnego i dolnego. Koniecznosé takiego okreslenia predkosci jest wymuszona
twierdzeniem Kelvina o zachowaniu wirowosci [193]. W przypadku jednak niesta-
bilnoci R-T, na skutek dzialania przyspieszenia ziemskiego i réznicy gestoscei
plynéw, intensywno$é warstwy wirowej zmienia si¢ (tw. Bjerknesa [95]). Do pet-
nego opisu ewolucji warstwy w zagadnieniu R-T, oprécz réwnania (3.4) nalezy
dotaczyé odpowiednie réwnanie opisujace zmiany intensywnoéci warstwy wirowej
w czasie. Z powodu tego dodatkowego réwnania mamy mozliwo$¢ okreSlenia
predkosei znacznikéw (wiréw) umieszezonych na krzywej rozdziatu jako $redniej
wazonej

_8_{:q291+qz+a%;ql (4.9)

gdzie « jest parametrem rzeczywistym a€ [-1,1]. Zauwazmy, ze wartoscia para-
metru & mozemy wplywaé na potozenie czastek na krzywej rozdziatu. Dla a=0
czastka nie nalezy do zadnego z plynéw. Dla a=-1 czastka nalezy do plynu gor-



46

nego (przyjmuje predkosé czastek plynu nad krzywa rozdziahu ), a dla a=1 nalezy
do plynu dolnego. Wprowadzenie parametru a powoduje odpowiednig modyfika-
cje réwnan ewolucji intensywnosci warstwy. Daje jednak t¢ korzys¢, ze zyskujemy
dodatkowy parametr, ktérym mozemy wplywaé na jako$¢ obliczefi numerycznych.
Korzystajac ze wzordw Sochockiego-Plemelja (2.32), wzér (4.9) mozna przeksz-
talci¢ do postaci

dzx* Y

= & = o 4.10
s A q*+a22 (4.10)

gdzie q° jest warto$cig gtéwng calki okreslong wzorem (4.4).

Wyprowadzenie wzoru opisujacego zmiany intensywnosci warstwy wirowej w
czasie przebiega nast¢pujaco: piszemy catk¢ Lagrange’a (rozszerzona postaé
rownania Bernoulliego) na krzywej rozdziatu dla obu plynéw

3,
or |, 2

I 2

veye Zioo, =12 (4.11)

P,

gdzie indeks dolny E przy pochodnej wzglgdem czasu potencjatu ¢, oznacza

pochodna w zmiennych Eulera, natomiast indeks i oznacza, ze zmienna odnosi

sig odpowiednio do osrodka gérnego (i=1) lub dolnego (i=2), p jest ciSnieniem.
Predkos¢ zmiany potencjatu wzdhiz trajektorii czastki, a wiec w zmiennych

Lagrange’a, zdefiniowana jest wzorem:

dop.(e,t) _d¢, _dp, J¢,
———— =0—+ 7 +
ot ox oy at | g

(4.12)

gdzie (4,7) oznacza predkos¢ czastek (znacznikéw) zdefiniowang wzorem (4.10).
Po uwzgl¢dnieniu (4.12), uktad réwnan (4.11) mozna zapisaé w postaci:

3
! - (G + "’V])+%(Uf+ )+ Aigy-o
p

ot

d¢, 1, 2 2 Pl (413)
2 - . i 2 =

3 (U%*V%)+2(uz+vz)+~p2+gy 0

Odejmujac od siebie rownania (4.13) i korzystajac ze wzoréw (4.6) i (4 7), a
nastepnie eliminujac z réwnan predkosci czastek (znacznikéw) (4,7) jak réwniez
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predkodci graniczne (u,v;), i=1,2, za pomoca wzoréw Sochockiego-Plemelja (2.32)
oraz (4.10), otrzymujemy:

220 (4.14)

Zat6zmy, ze na powierzchni rozdziahu dziata napigcie powierzchniowe, a r6zni-
ca ci$nien przez krzywa rozdziatu opisywana jest wzorem Laplace’a [122]:

p-pcok (4.15)

gdzie o oznacza wspdlczynnik napigcia powierzchniowego, a k krzywizng warstwy
k=(x YooY Xee) (P 4y* ). Za pomoca wzoru (4.15) eliminujemy z rownania (4.14)
ciSnienie p, , otrzymujac:

@Pi” Py, EK_g (4.16)
2 pyp, P,

iy

Z réwnania (4.16) nalezy jeszcze wyeliminowac ci$nienie p,. Dodajac do siebie
uktad réwnafi (4.13) i eliminujac z tak otrzymanego réwnania predkosci znaczni-
kéw (i1,9) (wzor 4.10) i predkosci graniczne o$rodkéw (u,v;) (i=1,2) jak poprze-
dnio, otrzymujemy:

ux + v 2 +
R o e e SRR A BN CET)
o4 2.7 4z,z, P1P2 P2

gdzie ¢ jest Srednig arytmetyczng z ¢, i ¢, jako wartoé¢ gtéwna potencjatu (4.5),
a u,v oznaczaja predkosci wynikajace z wartoéci gtéwnej catki (4.4). Obliczajac z
réwnania (4.17) ci$nienie p, i wstawiajac do réwnania (4.16), otrzymujemy:

ux_+ v 2
M,ZZA%_qu‘—lay e ye+ Y‘+
Lat 2 2 7.7 42z, z,
(4.18)
2
20k P |

Py * Py 22,2,
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gdzie A jest liczba Atwooda:

A= P (4.19)
Py * Py

Rézniczkujac obustronnie réwnanie (4.18) po parametrze e, wykorzystujgc zwia-
zek (4.7) oraz dokonujac algebraicznych przeksztalcef, otrzymujemy:

1 ux,+ vy, 19 y*
Y,=2A|ux,+ vy, - —ay ——= +=— v 28y, |+
! ! ! 2 Zez* 86‘3262
(4.20)
20k, 1 a9 ¥
+ + —a—
Pt P, 2 deg g

Przy wyprowadzaniu zaleznosci (4.20) skorzystano z mozliwo§ci zamiany kolej-
nosci rézniczkowania i zaleznoSci:

9% (x(e,t),y(et)) _
dtde

Uux, + v = ux +Vvy +ull_+vv (4.21)
e -ye, t"e Iye e e

gdzie nastg¢pnie (4,7,) wyeliminowano z powyzszego rownania za pomoca («,,V,),
korzystajac ze wzoru (4.10).

Roéwnania (4.10) i (4.20) stanowia kompletny opis ewolucji warstwy wirowej
dla zagadnienia R-T. Aby przedstawi¢ je w formie bezwymiarowej, przyj¢to za
jednostke dhugosci A, za jednostke czasu (A/A4g)"”, a wspétezynnik napigcia po-
wierzchniowego o unormowano wzglgdem g(p,-p,)A,2 Wzér (4.20) w bezwymia-
rowej formie ma postaé:

Uux +v 2
Y, =2A|ux, + vy, - Say —— ga,l0 ¥ |,
z,z, 88‘?.;:e.z"

(4.22)
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Roéwnanie (4.22) przedstawia soba réwnanie caltkowe Fredholma drugiego
rodzaju. Aby si¢ o tym przekonaé, nalezy w réwnaniu (4.22) pochodne prgdkosci
u,v, wyrazi¢ przez y i y,. Mozna tego dokonac¢ rézniczkujac po czasie wzoér (4.4).
Przed rézniczkowaniem wzoru (4.4) calkg wystgpujaca w tym wzorze regularyzo-
wano, odejmujac od niej calkg o znanej wartodci gtéwnej. Skorzystano z tozsa-
mosci [20, 30]:

1

Pfctng(e) - z(e)]_(e)de 0 (4.23)

Po odjgciu wzoru (4.23) od (4.4) wyrazenie na predko$¢ zespolona przyjmuje
postac:

ar= O <_e§(c)ze(é)ctgw[z(c) - Ae))de (424)

Po zrézniczkowaniu wzgledem czasu wyrazenia (4.24) otrzymujemy wyrazenia na
u, v,, ktére podstawione do wzoru (4.22) przeksztalcajg go do nastgpujacego
réwnania catkowego dla vy,

1
= APfy,(é)Bdé + r(xp,u,v,Y) (4.25)
0

gdzie P, jak przedtem oznacza wartos¢ catki w sensie Cauchy’ego, B wyraza sig za
pomoa wzoru

B- -y sinh 2m(y(e) - y(€)) n
“cosh2m(y(e)-y(&))-cos2m(x(e)-x(&))

N sinZ27r (x( €) - x( €))
e cosh 2m(y(e) - y(&)) - cos 2m(x(e) - x( &)

a r(-) oznacza wyrazenie, ktére nie zalezy od pochodnej v,.

Algorytm obliczeni numerycznych przebiega nast¢pujaco: zalé6zmy, ze znane sa
np. z warunku poczatkowego dla =0 wartosci x(e), y(e), y(e). Korzystajagc z row-
nan (4.10) i (4.24), dokonujemy przesunigcia w czasie o krok czasowy Af powie-
rzchni rozdzialu x(e), y(e). Nast¢pnie obliczamy niejednorodny czton réwnania
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(4.25) r(x,y,u,v,¥) i rozwiazujemy iteracyjnie réwnanie catkowe (4.25) wzgledem v,
Na koficu, znajac juz y,, dokonujemy aktualizacji wartodci y dla czasu t+Az, co
konczy jeden krok czasowy algorytmu.

Réwnania rézniczkowe (4.10) rozwiazywane byly metoda typu predyktor-
korektor Adamsa-Multona czwartego rzedu. Zapewnialo to odpowiednig szyb-
kosé obliczen (3-4 razy szybciej niz z uzyciem metody Rungego-Kutty tego sa-
mego rz¢du). Poniewaz metody Adamsa-Multona nie s3 metodami samostartuja-
cymi, to do obliczenia pierwszych czterech krokéw czasowych zastosowano meto-
de Rungego-Kutty piatego rzg¢du, wykorzystujac procedur¢ RKF45 (pozwala
rozwigzywaé réwnania rézniczkowe z zadana doktadnoscia [65]). Catki we wzo-
rach (4.23) i (4.24) zastagpiono suma, korzystajac ze wzoru trapezéw (2.41).
Wszelkie pochodne wzglgdem parametru e obliczano korzystajac z funkcji skle-
janych rzgdu trzeciego. Korzystna cecha réwnania catkowego (4.25) jest to, ze
(por. praca [20]) ma ono zbiezny szereg Neumana. Do rozwigzania réwnania
catkowego mozna wigc wykorzysta¢ schemat iteracyjny postaci y,&+D=Ly ®+r,
gdzie k oznacza kolejny numer iteracji, a L(") jest operatorem catkowym. Jest to
niezwykle korzystna wtasno$¢ prezentowanej metody, charakteryzujaca sig oszcze-
dnoscig czasu obliczen i pamigci komputera przy rozwigzywaniu réwnania. Jako
kryterium zbiezno§ci przyjgto norme §redniokwadratows, |y, D-y ®|,<10®% Dla
przyspieszenia zbieznosci procesu iteracyjnego stosowano w pierwszym kroku, dla
otrzymania y,©, wzér ekstrapolacyjny postaci:

YO ALy =dy () -6y, (t-AD) + 4y (t-2A8) - y(t-3A8) (4.26)

Na ogo6l wystarczyly dwie iteracje, aby spelnione bylo narzucone kryterium zbie-
znoSci. W pracy [155] réwnanie catkowe opisujace intensywnoS$¢ warstwy wirowej
zastapiono uktadem réwnan algebraicznych, ktory rozwigzywano przez odwraca-
nie macierzy. Wydhuza to znacznie czas obliczen i stawia odpowiednie wymagania
pamigci komputera.

Jak wida¢, przedstawione powyzej wyprowadzenie rownania opisujacego zmia-
ny intensywnoSci warstwy wirowej w czasie jest stosunkowo zmudne, ale doktadna
znajomo$¢ poszczegdlnych jego krokéw ulatwia zaprogramowanie obliczen.
Uwydatnia réznice mig¢dzy predkoSciami czastki umieszczonej na warstwie (&,7),
predkoSciami wartoSci gltdwnej (u,v) oraz predkosciami granicznymi oSrodkdw
(u;,v;). Wyprowadzenie réwnania opisujacego ewolucj¢ intensywnosci warstwy
wirowej migdzy dwoma osrodkami o réznych ggstoSciach jest zdecydowanie
prostsze, jezeli przyjac, ze a we wzorze (4.9) jest réwna zero [123, 189]. Wprowa-
dzenie parametru a pozwala jednak wyeliminowaé z réwnania (4.20) nieliniowy
czton 9/de (y*/z.2,") co jest niezwykle korzystne z punktu widzenia obliczef nume-
rycznych. Przez odpowiedni dobér wartosci parametru a proces iteracyjny jest
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szybciej zbiezny i same réwnania mozna rozwigzywaé w dluzszym przedziale
czasu. W pracy [91] Kerr sugerowal, ze najlepsza wartoscia parametru a jest
a=-A*. W pracach [107, 108] autor niniejszej dysertacji, przez eksperyment nume-
ryczny wykazal, ze istnieja lepsze wartosci tych wspétczynnikéw i odpowiadajg
one a=-A/2. Jest to ta warto$¢ parametru a, przy ktérej z réwnania (4.20) elimi-
nuje si¢ czton d/de (y*/z.z,"). Trudno$ci numeryczne wiazace si¢ z nieliniowym
cztonem /e (Y?*/z,z2,"”) oraz konieczno$é jego linearyzacji opisywane sg réwniez
przez Tryggvasona [189], ktéry do rozwiazania zagadnienia R-T uzywal metody
siatkowej i przyjmowal, ze a=0.

Zwrdémy uwagg, ze dla opisu ewolucji warstwy wirowej mozemy si¢ postuzyé
warstwg dipolowa, korzystajac z réwnan (4.10) i (4.18) i eliminujac wczesniej z
réwnania (4.18) pochodna potencjalu po czasie. W pewnych sytuacjach postugi-
wanie si¢ w modelowaniu numerycznym warstwa dipolowa, w miejsce warstwy
wirowej, moze dawac lepsze rezultaty numeryczne [18, 20, 101, 105].

4.3. WYBRANE FAKTY Z LINIOWEJ TEORII STABILNOSCI

Zalézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 ciecze sa w spoczynku. Dla >0 krzywa
rozdziatu y=0 zostata zaburzona i zaburzenie ma postac: y(x,t)=€(f)cos Kx. Z linio-
wej teorii stabilno§ci wynika [29, 59], ze amplituda zaburzenia (), z pominigciem
efektu napigcia powierzchniowego, bgdzie zachowywala sig jak €(f)=e(0)cosh wt,
gdzie w jest wspdlczynnikiem wzmocnienia i wiaze si¢ z liczbg falowa K, w sposéb
nastgpujacy (zwiazek dyspersyjny):

W = gt P2 g (4.27)

p1+p2

Ze wzoru (4.27) widaé, ze dla p,> p, wspdiczynnik wzmocnienia w jest dodatni
i tym wiekszy, im dhugos¢ fali zaburzajacej A (K=2m/A) jest mniejsza. Powierzchnia
rozdziahu jest zawsze niestabilna. Jest to zasadniczy powdd ztego uwarunkowania
zagadnienia poczatkowego dla warstwy wirowej (w skoficzonym czasie otrzymuje-
my osobliwe rozwigzanie). W procesie obliczeniowym Zrédtem zaburzefi o dowol-
nie malej fali jest skoficzona reprezentacja liczby rzeczywistej w maszynie i proces
zaokraglen. Bledy te sg wzmacniane i bardzo szybko przestaniaja wartoSci uzyte-
czne obliczefi. Wprowadzenie do réwnain efektu napigcia powierzchniowego
powoduje, ze zwiagzek dyspersyjny przyjmuje postac:

2 P17 P

w?=g K- 2K (4.28)

p1+p2 p1+p2
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W tym przypadku niestabilno$é ma miejsce, gdy w?>0, wigc gdy dlugos¢ fali zabu-
rzajacej jest wigksza od pewnej charakterystycznej dlugosci A,

1
A, > 2m|—2 }2 (4.29)

(P~ Py)

Napigcie powierzchniowe stabilizuje wigc zagadnienie R-T dla dlugosci fal
krétszych od A.. Mozna obliczyé najbardziej niestabilng dhugosé fali, to jest taka,
przy ktérej w? ma warto$é najwigksza (d w*/dK=0). Jej dlugo$é rowna sig A,,=v3X..
Dla tej wartosci dtugo$é fali zaburzajacej wspétczynnik wzmocnienia amplitudy

wynosi
(02 2 y g(pl - pz) (430)

330 Pt

Na uwage zashluguje fakt, ze warto§¢ wspélczynnika powierzchniowego o ma
niewielki wplyw na wspolczynnik wzmocnienia o (w~1/(c'*). Byé moze jest to
przyczyna, dla ktérej napigcie powierzchniowe nie regularyzuje catkowicie zaga-
dnienia R-T, a stabilizuje go w zakresie tzw. matlej skali. Do§wiadczalnie obser-
wuje sig, ze napigcie powierzchniowe powoduje zmniejszenie si¢ wspdtczynnika
wzmocnienia. Jednak na skutek dziatania napi¢cia powierzchniowego brak catko-
witej stabilizacji zagadnienia [118].

Autor niniejszej rozprawy wykorzystal fakt stabilizujacego dziatania napigcia
powierzchniowego w zakresie fal krotkich do wythumienia zaburzefi numerycznych
i pokazal, ze w warstwie wirowej, dla zagadnienia R-T, formuje si¢ osobliwo$¢ w
postaci ostrza, czyli punktu, w ktérym krzywizna doznaje skoku od plus do minus
nieskoficzonosci.

4.4. WYNIKI BADAN NUMERYCZNYCH DLA NIESTABILNOSCI R-T
METODA DYSKRETNYCH WIROW

4.4.1. PRZYPADEK A=1 (p,/p, = »)

Przypadek dla liczby Atwooda réwnej 1, A=1, odpowiada sytuacji, gdy o§rodek
materialny o gestoSci p, graniczy z proznig. Ze wzgledu na liczne prace anality-
czne jak réwniez numeryczne [17, 18, 74, 138, 199, 201] jest to jeden z najdokta-
dniej zbadanych przypadkdw niestabilnosci Rayleigha-Taylora. Moze wiec stuzyé
jako test sprawdzajacy przydatno$¢ metody jak i poprawno$¢ programu oblicze-
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Rys. 4.2. Wyniki numeryczne dla niestabilnoéci Rayleigha-Taylora, A=1, a =-1,
y(x,0)=¢ cos(2mx), £=0,5/2m; a-sekwencja profili powierzchni y(x);
b-wykresy intensywnosci warstwy (e); c-pedko$¢ pecherzyka (dla punktu x=0)

w zalezno$ci od czasu; d- przyspieszenie ostrza a/g (dla punktu x=0,5) w zaleznoSci od czasu

Fig. 4.2. Numerical results for Rayleigh-Taylor instability, 4=1, a=-1,
y(x,0)=¢ cos(2mx), £=0.5/2m; a- sequences of interface profiles y(x);

b-plots of vortex-sheet strength y(e); c-a plot of the velocity vs time (for x=0 point)

nioweg

vs time; d-a plot of acceleration vs time for the spike (for x=0.5 point)

o. W obecnej pracy wyniki poréwnywano z pracami [17, 18, 138]. Na

rys.4.2a przedstawiono sekwencjg¢ ksztaltow powierzchni rozgraniczajacej. Do
obliczen przyjeto krok czasowy Ar=0,002 (w jednostkach bezwymiarowych), N=120
oraz warto§¢ parametru a=-1 (wzor (4.9)) (identycznie jak w pracach [17, 18]).
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Liczbe wiréw N jak i krok czasowy dobrano droga eksperymentu numerycznego
tak, ze zwiekszenie liczby wiréw jak réwniez zmniejszanie kroku czasowego nie
wplywalo na wyniki numeryczne. Przyjgcie dla a=-1 oznacza, ze czastki umie-
szczone na krzywej rozdzialu poruszaja si¢ jak czastki o§rodka gérnego. Tylko
przy tej wartoSci parametru @ mozliwe bylo otrzymanie rozwigzan w tak dtugim
przedziale czasu. Osrodek materialny spadajacy w kierunku prézni (w otoczeniu
punktu x=0,5) przyjmuje wydtuzony, waski ksztalt palca (ostrza), natomiat w
otoczeniu punktu x=0, przyjmuje ksztalt kolisty (czasami méwi sig, ze przyjmuje
ksztalt pecherzyka [17, 18]). Na rys.4.2b przedstawiono zmiany intensywnosci
y(e,t). Widag, ze zmiany y(e,t) w okolicy x=0,5, przebiegaja z uplywem czasu coraz
bardziej stromo [19] (zmiana z warto$ci ujemnych na dodatnie), krzywizna war-
stwy roSnie, a wiry w okolicy punktu x=0,5 zblizaja si¢ na krzywej rozdzialu do
siebie coraz bardziej. W efekcie tego proces iteracyjny dla wyznaczenia vy, (row-
nanie (4.25)) przestaje by¢ zbiezny. Na rys.4.2c. przedstawiono zalezno$¢ pred-
kosci pecherzyka (punkt x=0,0) od czasu, a na rys.4.2d zalezno$¢ przyspieszenia
od czasu dla punktu x=0,5 (ostrza). Z badan analitycznych [68] wynika, Ze prg-
dkosS¢ asymptotyczna pecherzyka przyjmuje warto$¢ u,=0,23 [17]. Z obliczen
numerycznie uzyskano warto§¢ 0,225. Wartos§¢ przyspieszenia ostrza dla czasu ¢
€[0,8 1,2] jest wigksza od przyspieszenia ziemskiego. Wynik ten potwierdzaja
réwniez badania numeryczne innych autoréw [17, 18, 138].

W celu jakoSciowej kontroli poprawnosci obliczen monitorowano podczas
obliczef kilka niezmiennikéw ruchu [20, 155, 158]. Byly to: y-$redni poziom
polozenia powierzchni rozdziatu, ktéry powinien by¢ zawsze réwny zero, S- stru-
mien masy przez powierzchnig, ktory tez powinien by¢ réwny zero oraz E - ener-
gia calkowita zaburzonego przeplywu, ktéra powinna zachowywa¢é stalg wartos¢
przyjeta w chwili ¢=0:

1
p= fyxe de
0
1
S = -[v¢nde (4.31)
0

4E 1 1 1
= ([Wyde+2A Yo, de) + 24 [y x de
Py *P2 0 0 0
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We wzorze na energi¢ catkowita E_ wyrazenie w nawiasie okraglym reprezentuje
energi¢ kinetycza, a czlon po znaku dodawania energi¢ potencjalna. Energia
kinetyczna zaburzenia wyraza si¢ jako:

1 1
Ekziplf(u2+VZ)dA+§f(u2+V2)dA (4.32)
R, )

gdzie catkowanie odbywa si¢ po pdinieskoficzonych obszarach R, i R, o szero-
kosci 1 (dlugo$¢ fali zaburzajacej) i obszarze powyzej (R,) 1 ponizej (R,) powie-
rzchni rozdziatu.

Korzystajac z faktu, ze (u*+v*)=|V ¢ [* oraz ze funkcja pradu jest okresowa,
catki we wzorze (4.32) mozna, na mocy wzoréw Greena, zamieni¢ na calki po
krzywej L rozgraniczajacej obszary o réznych gestosciach:

E, = plfwI a [w2 ll’st (4.33)

L

2

Funkcja pradu jest ciagla przy przejsciu przez krzywa L, a warto§¢ potencjatu
¢, wyrazona jako §rednia arytmetyczna potencjaldow ¢, i ¢,, doznaje skoku (patrz
wzor (4.6)). Korzystajac z warunku Cauchy-Riemanna (0y/on=-0¢/as, i=1,2)),
wzoru(4.7) oraz podstawiajac za ¢, é;=[(¢; +¢,)/2 - (¢, -¢,)/2] i podobne
wyrazenie dla ¢,, po prostych przeksztalceniach i podzieleniu stronami przez
(p1+p,)/4 otrzymujemy wyrazenie w nawiasie okraglym wyst¢pujace we wzorze
(4.31).

Energia potencjalna zaburzenia obliczona wzgl¢dem powierzchni poziomej y=0
wyraza si¢ jako:

1

1 y ¥
E,=p,[([ydpydc-p, [([ydy)dr- p‘ i fy x,de (4.34)
0 0 0 0

Po podzieleniu stronami wzoru (4.34) przez (p,+p,)/4 otrzymujemy wyraz poza na-
wiasem okraglym we wzorze (4.31).

Kontrola niezmiennikéw ruchu jest dobrym narzgdziem diagnostycznym
poprawnosci obliczen. Zawsze pojawienie si¢ nieregularnoSci w rozwigzaniach,
ktére wynikaly z narastania bledéw numerycznych dawaly zmiang niezmiennikow
ruchu.
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Rys. 4.3. Zmiana energii kinetycznj, potencjalnej
i calkowitej w zalezno$ci od czasu podczas

ewolucji powierzchni rozdziahu wynosito 107, E (0)=-6.3 107
Fig. 4.3. The variations of the kinetic, potential Tak male zmiany wartosci nie-
and total energies vs time during zmiennikéw $wiadcza o do-

evolution of the interface brych wlasnosciach algorytmu

obliczeniowego. Przebiegzmian
energii catkowitej, potencjalnej i kinetycznej pokazano na rys.4.3.

4.4.2. PRZYPADEK A( 1, ( p)/p,# =)

Mimo dobrej zgodnosci migdzy wynikami numerycznymi, a badaniami anality-
cznymi i numerycznymi innych autoréw dla przypadku 4=1, algorytm opisany w
podrozdz.4.2 calkowicie zawodzi dla liczby Atwooda 4 <1, a wigc gdy p,/p, # c°.
Proces iteracyjny dla wyznaczenia vy, przestaje by¢ zbiezny po kilkunastu krokach
czasowych.

Na rys.4.4 przedstawiono wyniki obliczefi dla 4=0,0476 (p,/p, = 1,1). Na
rys.4.4a przedstawiono profil powierzchni rozdzialu migdzy o$rodkami, a na
rys.4.4b i rys.4.4c wykres krzywizny oraz zmian¢ intensywnosci y w zaleznosci od
wartoSci parametru Lagrange’a e. Wykresy krzywizny warstwy wirowej wykorzysta-
no do kontroli regularnosci rozwiazan. Chaotyczne, nieregularne, oscylacje poja-
wily si¢ na wykresie krzywizny juz dla t=0,74. Powigkszenie sekwencji fragmentu
profiléw, miejsca zaznaczonego na rys.4.4a (t=0,784) ramka, przedstawiono na
rys.4.5. Wyraznie wida¢, ze wiry zaczynaja si¢ uktadaé w sposéb nieregularny.
wSzum" na wykresie krzywizny pojawia si¢ w poblizu wystepowania maksimum
intensywnoSci warstwy wirowej y, tzn. w miejscu, gdzie wyst¢gpuje maksymalna
roznica wartoSci stycznych predkodci obu osrodkéw. Jest to wiec zwiazane z
niestabilnoscig Helmholtza [59]. Bledy numeryczne sa wzmacniane najbardziej w
miejscach, gdzie Y ma warto$¢ maksymalna. W trakcie obliczefi zrédtem przypa-
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Rys. 4.4. Wyniki numeryczne dla liczby Atwooda A4=0,0467 (p/p,=1,1), y(x,0)=0,1cos 2mx),
¥ (x,0)=0; a-profile powierzchni rozdzialu w réznych chwilach; b- wykresy krzywizn
w zalezno$ci od parametru Lagrange’a e; c- wykresy intensywnosci warstwy y (e);
Fig. 4.4. Numerical results for Atwood number 4=0.0467 (p,/p,=1.1), y(x,0)=0.1cos 2mx),
¥ (x,0)=0; a-interface profiles at different moments; b-plots of the curvatures
vs Lagrangian parameter e; c-plots of vortex sheet y (e)

dkowych zaburzen o bardzo krétkiej fali jest proces zaokraglen liczb i ich skofi-
czona reprezentacja w maszynie [100, 193]. Zaburzenia te ze wzgledu na zwigzek
dyspersyjny w~1/A sg wzmacniane i naktadaja si¢ na wlasciwe wyniki numeryczne.
Jezeli do réwnan opisujacych zachowanie sig¢ warstwy wirowej wprowadzi¢ napig-
cie powierzchniowe, to zgodnie z tym, co wynika z liniowe;j teorii stabilnoci (por.
podrozdz. 4.4), wspdlczynnik wzmocnienia dla fal o bardzo malych dhugosciach
powinien by¢ ograniczony. Na rys.4.6 przedstawiono przebiegi krzywizny i zmiany
intensywnos$ci warstwy wirowej dla warunkéw jak na rys.4.4, ale z wlaczonym
efektem napigcia powierzchniowego - 0=0,0005. Po wiaczeniu do réwnaf napig-
cia powierzchniowego ,szum” na wykresie krzywizny nie pojawia sig. Dzigki temu
mozemy przesledzi¢ formowanie si¢ osobliwosci na profilu powierzchni rozgra-
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Rys. 4.5. Powigkszone fragmenty Rys. 4.7. Powigkszone fragmenty
powierzchni rozdziatu, miejsce zaznaczone powierzchni rozdzialu z napigciem
ramka na rys.4.4a, t=0,784 powierzchniowym, o=0,0005
Fig. 4.5. Close-up of interface Fig. 4.7. Close-up interface profiles
profiles marked by the frame with surface tension effects o=0.0005
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Rys. 4.6. Wyniki numeryczne z wlaczonym efektem napigcia powierzchniowego, a=0,0005;
a- wykresy krzywizn k(e) (czas pokazany w ramce); b-wykresy intensywnosci warstwy y(e)
Fig. 4.6. Numerical results with surface tension effects o=0.0005;
a-plots of the curvature (time is shown at the frame); b-plots vortex sheet intensity y(e)
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niczajacej oba oSrodki. Przyjmuje ona postaé ostrza co wyraznie widaé na powig-
kszonych fragmentach powierzchni na rys.4.7. Jednoczesnie na wykresach krzy-
wizny (rys.4.6a) wida¢, ze warto§¢ krzywizny w tych punktach zmienia si¢ gwatto-
wnie od duzych wartosci dodatnich do ujemnych. Jest to ten rodzaj osobliwosci,
ktory przewiduja badania analityczno-numeryczne dla ewolucji warstwy wirowej
[140, 136, 19].

Na wykresach intensywnosci warstwy y(e) (rys.4.6b, dla 1=0,824) pojawiaja si¢
charakterystyczne ostre koniuszki. Osobliwo$¢, w postaci zatamania (ostrza) na
warstwie wirowej, z charakterystycznymi koniuszkami na przebiegu intensywnosci
warstwy otrzymal w badaniach numerycznych réwniez Krasny [100], dla zagadnie-
nia Kelvina-Helmholtza. Aby wyeliminowa¢ bl¢dy numeryczne naktadajace sig na
wlasciwe wyniki numeryczne zastosowal odpowiednia technikg filtracyjna z wyko-
rzystaniem szybkiej transformaty Fouriera.

Interesujacym faktem, ktéry réwniez zaobserwowat Krasny [100] jest to, ze dla
dostatecznie matej amplitudy poczatkowego zaburzenia €=0,01, na profilu, w
jednym pélokresie powstaje tylko jeden punkt zalamania (rys.4.8), a nie dwa, jak
to przedstawiono na rys.4.6 i 4.7.

a) 01 b) 200 20
0N, t=144
BN e k Y
v \\'1{‘\/ t=148 x107
t=14,/"
A =148 t=148
-01 -200 -20
0 025 030 0 0.50 e 100 0 050 & 1.00
X

Rys. 4.8. Wyniki numeryczne dla 4=0,0467 (p,/p,=1,1), y(x,0)=0,01cos 27x,y (x,0)=0;
a-sekwencja powigkszonych fragmentéw powierzchni rozdziahu;
b-wykres krzywizny dla czasu ¢=1,48; c-wykres intensywnosci Y (e), £=1,48
Fig. 4.8. Numerical results for 4=0.0467 (p,/p,=1.1), y(x,0)=0.01 cos 2mx, y(x,0)=0;
a-sequence of the close-up interface profiles
b-plot of the curvatures for time ¢=1.48; c-plot of the intensity y(e), ¢=1.48

Warto zauwazy¢, ze gdy liczba Atwooda wzrasta, a wige gdy roznica gestosci
pomigdzy oSrodkami jest wigksza, punkt osobliwosci - zalamania si¢ warstwy
wirowej - przesuwa sie blizej punktu symetrii x=0,5. W granicznym przypadku dla
A=1 punkt osobliwy wystepuje dokladnie dla punktu x=0,5 [19].

Na rys.4.9 przedstawiono sekwencj¢ powigkszonych fragmentéw powierzchni
rozdziatu oraz wykres krzywizny i intensywnosci warstwy dla 4=0,5. Poréwnujgc
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wyniki przedstawione na rys.4.8 z wynikami z rys.4.9 tatwo zauwazy¢, ze ostrze na
profilu powierzchni tworzy si¢ blizej punktu x=0,5.

01 5) 400 20
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Rys. 4.9. Wyniki numeryczne dla liczby Atwooda A=0,5 (p,/p,=3), «=-0,25, £ =0,1;
a-powigkszone fragmenty powierzchni rozdziahi; b- wykres krzywizny k(e) dla czasu ¢=0,8;
c- wykres intensywnos$ci warstwy Y (e), £=0,8
Fig. 4.9. Numerical results for Atwood number A=0.5 (p/p,=3), «=-0.25, £ =0.1;

a- close-up fragments of interface profiles; b- plot of the curvature k(e) for time ¢=0.8;
c-plot of the vortex sheet intensity y(e), £=0.8

Nalezy podkreslic, ze warto§¢ wspotczynnika napigcia powierzchniowego, ktéra
uzyto w obliczeniach byla kilka rzedéw mniejsza od realnej wartosci fizyczne;.
Zostata uzyta tylko jako rodzaj filtru, pozwalajacego wythumié najbardziej niesta-
bilne zaburzenia numeryczne majace swoje zrédlo w skorficzonej reprezentacji
liczb w komputerze.

Warto$§¢ wspétczynnika o dobrano do§wiadczalnie. Zalezy ona od liczby wiréw
uzytych do obliczen. Im wigksza liczba wiréw tym warto$¢ wspélczynnika powinna
by¢ mniejsza. Dla wigkszej liczby wiréw (N=160) réwniez otrzymano podobne
wyniki jak zaprezentowane powyzej, jednak w tym przypadku 0=0,0001. Dobrze
znany jest fakt, ze zbyt mala liczba wiréw w obliczeniach daje pozorny efekt
napigcia powierzchniowego [190]. Stad tez w obliczeniach z mniejsza liczba wiréw
nieregularnosci i chaotyczne polozenia wiréw moga zaznaczaé si¢ w wynikach
znacznie pdzniej.

Prezentowane wyniki obliczeni prowadzono na liczbach o podwdjnej precyzji
(14 miejsc znaczacych po przecinku). Gdy obliczenia sg prowadzone na liczbach
o pojedynczej precyzji liczb (7 znaczacych cyfr po przecinku), to ,szumy” na
wykresie krzywizny pojawiaja si¢ znacznie wczesnie;j.
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443. WYNIKI DLA ROWNAN ZREGULARYZOWANYCH

Fakt powstawania osobliwosci w rozwigzaniach opisujacych realne zjawisko
fizyczne jest w praktyce nie do przyjecia. Swiadezy o tym, ze przyjety model
matematyczny jest niekompletny i wymaga uzupelnienia. Moze ono polegaé¢ na
wlaczeniu dodatkowych efektow fizycznych, jak np. lepkosci, skoficzonej grubosci
warstwy. Mozna tez probowac dokonaé niewielkiej zmiany réwnan wyjSciowych,
jak to opisano w podrozdz.2.5.1, przez wprowadzenie do réwnan opisujacych pole
predkosci parametru 8% Modyfikacja réwnan za pomoca parametru 8% powoduje
zmiang niepozadanego zwigzku dyspersyjnego pomigdzy wspdtczynnikiem wzmo-
cnienia amplitudy zaburzenia a jego dlugoscia fali (patrz podrozdziat 2.5.1). W
wypadku niestabilno$ci R-T efekt taki daje wprowadzenie do réwnan lepkosci
cieczy [29]. Dlatego tez regularyzacji za pomoca parametru 6 mozna interpreto-
wac jako probg symulacji lepkosci plynéw. Réwnania opisujace pr¢dkosé induko-
wang przez warstwg wirowa maja teraz posta¢ (poréwnaj podrozdz.2.5.1):

ox _ _1‘f Y(¢,t)sinh 27 (y(e) - y(e')) de

9t 2qcosh2m(y(e) - y(e')) - cos2m(x(e) - x(e')) + & (4.35)
a_yzl} y(e,8)sin2m(x(e) - x(e'))

dt 2+ cosh2m(y(e) - y(e')) - cos2m(x(e) - x(e')) + &

Zmodyfikowane wyrazenia na pre¢dko$¢ (4.35) wykorzystano do obliczenia
pochodnych u,, v, wyst¢pujacych w réwnaniu catkowym (4.22) Fredholma dla v,.

Ponizej przedstawiono wyniki tylko dla wartosci parametru §°=0,1 natomiast
bardziej szczegGtowe badania i wyniki numeryczne wplywu wartosci parametru 8
zamieszczono w nastgpnym rozdziale.

Na rys.4.10 przedstawiono wyniki obliczeniowe dla.4=0,0476 (p,/p,=1,1) podo-
bnie jak na rys.4.4, ale dla tego przykladu §°=0,1, oraz 0=0,0005. Przy tak malej
wartoSci wspoélczynnika napigcia powierzchniowego nie zauwazono jego wplywu
na szybko§¢ ewolucji. Wiaczenie jednak napigcia powierzchniowego thumito wyra-
znie wzrost bledéw numerycznych i pozwolifo na obserwacj¢ ewolucji powierzchni
w znacznie dluzszym przedziale czasu. Widaé charakterystyczne powstawanie stru-
ktur spiralnych po obu stronach osi symetrii x=0,5. ,Szum” na wykresie krzywizny
pojawia si¢ na skutek zbytniego zblizania si¢ wiréw do siebie w zwijajacym sig
fragmencie warstwy wirowej. Zjawisku temu sprzyja nieliniowy charakter réwna-
nia (4.25) opisujacego ewolucje intensywnoéci warstwy wirowej. Jak pokazemy w
nastgpnym podrozdziale linearyzacja tego réwnania spowoduje, ze nieregularnosci
W przebiegu krzywizny pojawiaja si¢ znacznie pdZnie;.
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Rys. 4.10. Wyniki numeryczne dla réwnan zregularyzowanych, 20,1, A=0,00476, ¢=0,0005,

z warunkami poczatkowymi jak na rys.4.4; a- sekwencja profiléw powierzchni rozdziahi y(x,?);
b-sekwencja wykreséw krzywizny k(e); c-sekwencja wykreséw intensywnosci warstwy wirowejy (e)
Fig. 4.10. Numerical results for regularized equations, §°=0.1, A=0.00476, ¢=0.0005,
with boundary equations as in fig.4.4; a-time sequence of interface profiles y(x,t);
b-sequence of the interface curvature k(e); c-sequence of the vortex sheet intensity y(e)

Na rys.4.11 przedstawiono profile powierzchni dla réznych ilorazéw gestosci w
tym samym bezwymiarowym czasie. Z wykreséw wynika, ze im wigksza réznica
gestoSci, tym podatno$¢ warstwy wirowej na zwijanie jest mniejsza. Gdy réznica
gestosci pomigdzy plynem gérnym i dolnym jest mala (iloraz ggstosci jest bliski
jednosci) tworzg sig¢ charakterystyczne struktury spiralne. Osrodek lzejszy, ktdry
porusza sig do gory w kierunku pionowym i oSrodek cig¢zszy poruszajacy si¢ do
dohu tworza struktury spiralne prawie identyczne. W granicznym przypadku dla
A=0 sa one identyczne. Przy duzym ilorazie ggstosci plyn bardziej gesty, ktory
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opada w kierunku lzejszego zawgza sig tworzac charakterystyczne ,kuliste” zakon-
czenie, ktére zanika i przechodzi w ,palec”, gdy iloraz ggstosci plynéw dazy do
nieskoficzonosci. Osrodek lzejszy porusza si¢ w kierunku osrodka cigzszego two-
rzac powierzchnig kolistg (pgcherzyk).
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Rys. 4.11. Wykresy profili powierzchni rozdziatu dla réznych ilorazéw gestosci
w tym samym bezwymiarowym czasie £=1,8, y(x, 0)=0,1 cos 2mx, y(x, 0)=0, N=120, 0=0,0005;
a - A=0,0476 (p/p, =1,1); b -.A4=0,333 (p,/p, =2); ¢ - A=0,5 (p,/p,=3); d - A=0,6666 (p,/p,=5)
Fig. 4.11. Plots of the interface profiles for different ratio density
at the same non-dimensional time #=1.8, y(x, 0)=0.1 cos 2#x, y(x, 0)=0, N=120, 0=0.0005;
a - A=0.0476 (p,/p, =1.1); b - 4=0.333 (p,/p, =2);c - A=0.5 (p,/p,=3); d - A=0.6666 (p,/p,=5)

4.4.4. PRZYPADEK A=0 (APROKSYMACJA BOUSSINESQA)

Przy malej réznicy gg¢stoéci migdzy oSrodkami, a wigc gdy p,/p,—>1, rownanie
opisujace ewolucjg intensywnosci warstwy mozna znacznie uproscic stosujac tzw.
aproksymacjg Boussinesqa [17, 189]. Zaklada sig, ze A — 0 oraz ze przyspiesze-
nie ziemskie g — o tak, ze iloczyn Ag dazy do skoficzonej granicy, réwnej w
naszym wypadku 1. W miejsce réwnania calkowego Fredholma II-go rodzaju
(4.22) otrzymuje sie liniowe réwnanie rézniczkowe postaci (a=0):

Y, = 2}/&‘— 20k, (4.36)

Obliczenia z réwnaniem (4.36) przebiegaja duzo szybciej (nie ma potrzeby
iteracyjnego rozwigzywania réwnania catkowego dla y,). Ze wzgledu na to, ze
réwnanie ewolucji warstwy wirowe;j jest liniowe, mozna bylo przesledzi¢ rozwia-
zania dla znacznie dhuzszego czasu. Wyniki przedstawiono na rys.4.12. Widac
wyraznie uksztaltowang strukture wirowa po obu stronach pionowej osi symetrii
dla r=2,6. Gdy poréwnamy wykresy powierzchni z rys.4.12 z wykresami rozwigzan
pelnych réwnaf nieliniowych z rys. 4.10, dla ktérych liczba Atwooda
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Rys. 4.12. Wyniki numeryczne dla A=0 (aproksymacja Boussinesqa), 8 =0,1, #=0,0005, N=200.
Zaburzenie poczatkowe jak na rys.4.4, y(x,0)=0,1 cos 2mx, v(x,0)=0;
a-sekwencja profili powierzchni rozdziahu; b- wykresy krzywizny k(e);
c-wykresy intensywnosci warstwy y(e)
Fig. 4.12. Numerical results for A=0 (Boussinesq approximation),ﬁ2 =0,1, 0=0,0005, N=200.
Initial disturbance as at fig.4.4, y(x,0)=0,1 cos 2mx, Y(x,0)=0;
a- sequence of interface profiles; b- plots of curvature k(e);
c-plots of vortex sheet intensity y(e)

byta réwna A4=0,0476 (p,/p,=1,1), to zauwazymy, ze profil powierzchni jest dla
czas6w t=1,2, i t=2 prawie identyczny. Efekty nieliniowe przejawiajg swdj wplyw w
koncowej fazie ewolucji, powodujac dla czaséw ¢=2 nieregularne oscylacje na
wykresie krzywizny i intensywnoS$ci warstwy y(e) (patrz rys.4.10. b,c ). Liniowa
postac¢ tego réwnania (4.36) pozwala na znacznie dhuzsze §ledzenie rozwigzan.
W rzeczywistym eksperymencie trudno sobie wyobrazié sytuacjg, ze warunek
poczatkowy bedzie mial posta¢ dokladnie okre§long wzorem matematycznym.
Najczgsciej zaburzenia poczatkowe maja charakter losowy. Eksperymenty poka-
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zuja jednak, ze nawet przy losowym zaburzeniu obserwuje si¢ powstawanie bar-
dzo podobnych, typowych duzych struktur. Przez badanie ewolucji powierzchni
dla okre§lonych warunkéw poczatkowych mozna lepiej zrozumieé formy powsta-
jace w warunkach rzeczywistych. Ponizej (rys.4.13) przedstawiono rozwigzania dla
zaburzenia poczatkowego bgdacego sumg dwoéch czgstotliwosei z odpowiednio
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Rys. 4.13. Ewolucja powierzchni rozdziatu dla zaburzenia poczatkowego
o dwéch czgstotliwosciach: y(x,0)=0,1 cos 2mx+0,07 cos 6mx, N=400, A=0, ¢=0
Fig. 4.13. Evolution of the interface profiles for initial disturbance
with two frequencies: y(x,0)=0.1 cos 2mx+0.07 cos 6mx, N=400, A=0, 0=0
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Rys. 4.14. Ewolucja powierzchni rozdziatu dla zaburzenia poczatkowego
o dwbch czgstotliwosciach: y(x,0)=0,1 cos 2mx+0,07 cos 6mx,
N=400, A=0, z napigciem powierzchniowym ¢=0,001
Fig. 4.14 Time evolution of interface profiles for initial disturbance
with two frequencies: y(x,0)=0.1 cos 2zxx+0.07 cos 67x,
N=400, A=0, ¢=0, and with surface tension ¢=0.001

dobranymi amplitudami. Jezeli przyjmiemy, ze wspdlezynnik napigcia powierzch-
niowego jest réwny zero (0=0), to z réwnania (4.36) wynika, ze ekstremum szyb-
kosci zmian cyrkulacji w czasie wystepuje w punktach, gdzie y, ma ekstremum,
czyli w punktach, w ki6rych &%/de” réwna sig zero. Sa to punkty przegigcia powie-
rzchni rozdziatu. Na rys.4.13 przedstawiono wyniki ewolucji powierzchni, ktéra w
chwili poczatkowej zaburzona byta fala: y(x,0)=¢, cos 2mx + €, cos 6mx, gdzie
wartosci g, i £, byly dobrane tak, aby funkcja y(x,0) miata w jednym okresie trzy
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punkty przegiegcia [8, 13]. Z rysunku wida¢, ze w punktach tych nast¢puje kumu-
lacja cyrkulacji, ktéra daje charakterystycza formg powierzchni rozdziatu czgsto
obserwowang w zyciu codziennym, gdy nieco cig¢zsza ciecz zostaje wrzucona do
cieczy lzejszej.

Jezeli wlaczymy efekt napigcia powierzchniowego z odpowiednio duza warto-
$cig wspblezynnika o =0,001, to, jak mozna zauwazy¢ na rys.4.13, napigcie powie-
rzchniowe zapobiega powstaniu jednej ze struktur wirowych dla y=0. Wynik ten,
obrazujacy dzialanie napigcia powierzchniowego, jest w dobrej zgodnosci jako-
$ciowej z wynikami numerycznymi prezentowanymi przez Daley’a, ktore zostaly
otrzymane poprzez rozwigzywanie réwnafi Naviera-Stokesa metoda ,czastki w
komorce” [ 56].

4.5. UWAGI PODSUMOWUJACE OBLICZENIA
DLA ZAGADNIENIA RAYLEIGHA-TAYLORA

Przedstawiona metoda dyskretnych wiréw, odnoszaca si¢ do modelowania
ruchu ostrej granicy rozdzialu migdzy dwoma o$rodkami znajduje zastosowanie
wszedzie tam, gdzie lepko$¢ cieczy mozna w poczatkowych etapach ewolucji
pominaé, ruch cieczy uwazac za potencjalny, a powierzchnig¢ rozdziahn o§rodkéw
traktowac jako nieskoficzenie cienka. Wykorzystywana jest w modelowaniu pew-
nych szczegdlnych zadan wystgpujacych w hydromechanice, np. zagadnienia nie-
stabilnoSci powierzchni, ruchu fal powierzchniowych itp. Przyjete zatozenia upra-
szczajace powoduja, ze zagadnienie poczatkowe dla warstwy wirowej jest Zle
uwarunkowane i prowadzi w skoficzonym czasie do rozwigzan osobliwych. Wy-
maga wigc regularyzacji. Napigcie powierzchniowe stabilizuje zagadnienie w tzw.
malej skali i w obecnej pracy wykorzystano je do wytlumienia wzrostu bledéw
numerycznych, wynikajacych ze skonczonej reprezentacji liczb rzeczywistych w
komputerze. Dalo to mozliwo$¢ zaobserwowania formowania si¢ osobliwosci w
rozwiazaniach. Powstawanie osobliwosci jest gtéwna przyczyna, z powodu ktore;j
algorytm metody wiréw zaproponowanej przez Bakera, Meirona i Orszaga [17,
18, 20] zawodzi dla liczby Atwooda 4<1. Regularyzacja polegajaca na wprowa-
dzeniu do wzoru prawa Biota-Savarta parametru § jest zabiegiem czysto formal-
nym i fatwym w realizacji. Mozna prébowa¢ nadaé jej interpretacje fizyczng i
traktowac jako probe symulacji lepkosci cieczy (patrz podrozdz. 2.5.1 i rozdziat
nast¢pny). Pozwala na uzyskiwanie realistycznych wynikéw.

Metodami alternatywnymi do zaprezentowanej metody catkowej, zwanej nie-
kiedy metoda sumowania bezposredniego sa metody siatkowe, np. metoda ,wiru
w komorcee” [189], ktdre nalezg do metod bardziej uniwersalnych i pod wzgledem
wykorzystania czasu obliczeniowego komputera bardziej ekonomicznymi. Jednak
metody bezposrednie, wlasnie ze wzgledu na brak siatki numerycznej, oferuja
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bardziej wyrafinowane narz¢dzie do badania formowania si¢ osobliwosci w roz-
wigzaniach. Dajg mozliwo$¢ wgladu w charakter powstajacych osobliwosci i pod-
suwaja sposoby regularyzacji zagadnienia. Pozwalaja na precyzyjne $ledzenie
ewolucji, drobnych, zt6zonych elementéw powierzchni, jak to zostanie przedsta-
wione w nastgpnym rozdziale na przykladzie ruchu pecherzyka plynu w polu
grawitacyjnym.

5. RUCH I DEFORMACJA DWUWYMIAROWEGO
PECHERZYKA

Jedno z wazniejszych zagadnien wiazacych si¢ z mechanika kropli (pgcherzy-
ka) odnosi si¢ do deformacji i ruchu powierzchni ograniczajacej pgcherzyk. W
wielu dziedzinach, np. w mechanice czastek krwi, w fizyce atmosfery, w technice
odlewniczej, ruch pgcherzyka wywotany jest réznica ggstoéci plynu wewnatrz i na
zewnatrz pecherzyka oraz dzialaniem przyspieszenia ziemskiego. Bardzo czgsto
jest tak, ze plyn zawarty wewnatrz pgcherzyka jest lzejszy niz plyn otaczajacy
pecherzyk i jego powierzchnia podlega klasycznej niestabilnosci Rayleigha-Taylo-
ra. Ruch pecherzyka odbywa si¢ w warunkach ,dalekich od réwnowagi” [124].
Mozna sig wige spodziewad, ze podczas ruchu powierzchnia bgdzie doznawaé
»«dziwnych” deformacji zaleznych od warunkdw poczatkowych, a forma koficowa
pecherzyka bedzie catkowicie rézna od swojej formy poczatkowej. W takich
przypadkach méwi si¢ o niestabilnosci morfologicznej [124, 173], ktdry to termin
pojawia sig czgsto w pracach dotyczacych niestabilnego, dendrytycznego wzrostu
krysztaha.

Badania nad ruchem dwuwymiarowego pgcherzyka umozliwily przeanalizowa-
nie wplywu parametru §° uzytego do regularyzacji zagadnienia. Réwnania opisu-
jace ruch pecherzyka sa prostsze i tatwo jest pewnym wielko$ciom nadaé odpo-
wiednig interpretacje. Aby uniknaé klopotéw zwiazanych z nieliniowo$cig réwna-
nia ewolucji warstwy wirowej, o ktérych wspomniano w rozdz. 4.4.4 przyjeto, ze
roznica gestosci plynéw wewnatrz i na zewnatrz pecherzyka jest niewielka i
mozna zastosowa¢ aproksymacje¢ Boussinesqa. Pomimo uproszczenia, przypadek
taki ma znaczenie praktyczne. W wielu zagadnieniach réznica gestosci plynu
wewnatrz pecherzyka i plynu otaczajacego jest rzeczywiscie niewielka. Z bardzie;j
znanych przykladéw mozna wymienié¢ pgcherzyk z ogrzanym powietrzem zwany
termikiem [171, 3]. Jak wykazuja obliczenia z poprzedniego rozdziatu dla ilorazu
gestosci rzgdu ~1,1 aproksymacja Boussinesqa daje identyczne wyniki jak dla
petnych réwnan nieliniowych.
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5.1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA. ROWNANIA RUCHU

Zaktadamy jak poprzednio, ze plyny sa nielepkie i nieci§liwe, ruch plynu ma
potencjal predkosci i jest dwuwymiarowy. W prostokatnym ukladzie wspoirze-
dnych (x, y) powierzchnia pgcherzyka opisywana bedzie parametrycznie (x(e, f),
y(e, t)), gdzie ¢ jak poprzednio, oznacza czas, a e jest parametrem rzeczywistym e
€ [0, 1], ktéry spetnia rowniez rolg zmiennej Lagrange’a. Powierzchnig rozdziatu
mozna traktowaé jak warstwe wirowa. Odpowiednikiem wzoréw (4.35) i (4.36) sa
rOéwnania:

ax_ 1 }v(d,t)(y(e,t) - y(€.0) 4y 5.1)
at 27T0 rr + &2
1 !
9y _ _Lfv(c’,t)(X(e,t) - x(€40) 4 (5.2)
at 2 g rr+ 8
oY _ o 9¥ 53
at 266 )

gdzie P=(x(e, t)-x(e’, £))*+(y(e, )-y(e’, 1))’ a y(e, t) jak we wzorze (4.4) jest inten-
sywnoScia w zmiennych Lagrange’a. Obliczenia przebiegaly wedlug algorytmu
numerycznego opisanego w podrozdziale 4.2. Zastosowano identyczng apro-
ksymacj¢ numeryczna jak w rozdz. 4: calki zastapiono sumami na przemiennym
ukladzie punktoéw (podrozdziat 2.7). W wyniku tego otrzymano nast¢pujacy uklad
réwnan opisujacy trajektorie wiréw umieszczonych na warstwie wirowe;j:
dx;  p < V(Y- %)

dt T /;’

k+ i= liczby nieparzyste

5.4
I+ 8 S

dy;
dt

3 | x>
<
oy
]

|
o
p—

(5.5)

k + = nieparzyste

dy, _ dy,
Yi_ o Y

dt de

(5.6)
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gdzie (x;, y;) = (x(e; ), y(e;, 1)), €; = ih, h=1/N, N-liczba czastek na warstwie.
Pochodng wzgledem parametru e obliczano korzystajac z funkcji sklejanych rzedu
trzeciego, co zapewnia dokladnosé rzedu O(h’) [183]. Uktad réwnafi rézniczko-
wych rozwigzywano, jak poprzednio, metoda predyktor-korektor typu Adamsa -
Multona rzg¢du czwartego. Liczba wiréw jakiej uzyto w obliczeniach wahala sie, w
zaleznosci od zlozonodci ksztaltu pgcherzyka, od 300 do 800. Do kontroli popra-
wnosci obliczefi uzywano dwdch niezmiennikéw ruchu: pola pecherzyka S oraz
strumienia masy przez granicg pegcherzyka Q:

1

1
S = fyxede, 0= fu-nde (5.7)
0 0

Jezeli podczas obliczef iloraz (S,-S)/S,, S,- poczatkowa warto$¢ pola pecherzyka,
wzrastal ponad 0,025 lub Q osiagato warto§¢ 0,05, obliczenia przerywano. Poda-
nym wartoSciom zmian niezmiennikéw odpowiadalo pojawienie si¢ ledwo wido-
cznych zaburzef regularnoéci w polozeniu wiréw na krzywej opisujacej ksztatt
pecherzyka.

5.2. WYNIKI NUMERYCZNE DLA PECHERZYKA KOLOWEGO

[q¥)
=

] t= 2.0 _t= 3.0 _t= 1.0
L2.6 0.0 2.6

Rys. 5.1. Ewolucja cylindrycznego pecherzyka §°=0,01, N=600
Fig. 5.1. Time evolution of cylindrical bubble, §°=0.01, N=600
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Rys. 5.2. Powigkszona ramka z pgcherzykiem rys. 5.1

dla czasu t=4, §*=0,01

Fig. 5.2 Close-up of the frame with the bubble from

the fig. 5.1 for time ¢=4, §°=0.01

Badania nad ruchem pgche-
rzyka kolowego byly prowadzo-
ne réwniez przez innych auto-
réw [3, 137]. Przypadek ten
umozliwia sprawdzenie popra-
wnoSci kodu programu. Ponad-
to pozwalal na zbadanie wply-
wu warto§ci wspélczynnika 8
uzytego do regularyzacji zaga-
dnienia. Na rys.5.1 przed-
stawiono rozwiazania obra-
zujace fazy ruchu pecherzyka
dla wartosci parametru §°=0,01.
Widaé wyraznie formowanie si¢
struktury spiralnej po obu stro-
nach pionowej osi symetrii.
Takie struktury otrzymywane
byly przez innych autoréw jak i
obserwowane w ekspe-

rymentach [3, 137]. Na rys.5.2 przedstawiono powigkszona klatkg z rys.5.1 dla

t=4.

Im mniejsza warto§é wspotezynnika 8% tym podatno$é warstwy wirowej na zwija-

[QV]
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Rys. 5.3. Ewolucja pecherzyka cylindrycznego dla wartosci parametru §*=0,1
Fig. 5.3. Evolution of the cylindrical bubble for &* value as 8°=0.1
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nie si¢ wzrasta, tzn. w tym samym czasie liczba zwojéw struktury spiralnej osigga
wigksza liczbg (patrz Krasny [98, 99], Anderson [3], Kerr [91]). Duze wartosci
parametru 8 (~0,1) zapobiegaja zwijaniu si¢ warstwy wirowej. Jezeli wprowadze-
nie do réwnan parametru §° b¢dziemy interpretowaé jako prébe symulacji lepko-
§ci cieczy, to takie zachowanie pecherzyka jest zgodne z intuicyjnym poj-
mowaniem dzialania lepkoSci. Na rys. 5.3 przedstawiono sekwencj¢ rozwiazan
obrazujaca ewolucj¢ ksztaltéw pecherzyka dla §*=0,1.

Aby lepiej zilustrowaé wplyw parametru 8 na rozwigzania, na rys.5.4 przed-
stawiono rozwiazania obrazujace ewolucjg pecherzyka dla trzech réznych wartosci
parametru 8%, 8°=0,01 (pierwsza kolumna), §°=0,04 (druga kolumna) oraz §°=0,1
(trzecia kolumna). Klatki w tych samych rzgdach odnosza si¢ do tych samych
bezwymiarowych czaséw, ale z réznymi warto§ciami parametru §*. Wraz ze zmia-
ng warto$ci 8 zewngtrzne wymiary pecherzyka zmieniaja si¢ bardzo niewiele.
Mozna zauwazy¢, ze predkoS¢ unoszenia si¢ pgcherzyka wraz ze wzrostem war-
toSci parametru §° nieznacznie maleje. Warto$¢ parametru 8 istotnie natomiast
wplywa na sposOb formowania si¢ struktury spiralnej. Widaé¢ wyraznie, ze im
mniejsza warto$¢ parametru 8°, tym liczba zwinigé spirali osiggnieta w tym samym
czasie ro$nie.

Na rys. 5.5 przedstawiono zmiang predkosci pgcherzyka, a doktadniej jego
goérnego punktu na osi symetrii, w zaleznosci od czasu. Wplyw wartosci parame-
tru §* na predkoéé unoszenia pecherzyka jest taki jakiego oczekuje si¢ od lepko-
Sci plynu. Wigksze wartoSci parametru 8, co odpowiadatoby wigkszym wartosciom
wspolczynnika lepkosci plynu, powoduja wolniejsze zmiany predkosci pgcherzyka.
Wykres na rys. 5.5 sugeruje istnienie granicznej pr¢dkosci pgcherzyka nie zaleznej
od wartosci parametru 82

Na rys. 5.6 przedstawiono zmiany grubosci pgcherzyka (tzw. daszka) na pio-
nowej osi symetrii. Grubosci tej mozna nada¢ znaczenie szybkosci zmiany wiro-
wosci w jednej potowie pecherzyka. A mianowice, jezeli scatkujemy réwnanie
(5.3) po parametrze e w granicach od 0 do 0,5 (odpowiada to obejsciu potowy
obwodu pgcherzyka), to otrzymamy:

0.5

3
9 (v - 24 (5.8)
at{v y

gdzie Ay jest szerokoscig pecherzyka na osi symetrii.

Tak wigc wigkszej lepkosci powinno towarzyszy¢ szybsze rozpraszanie wiro-
wosci i szybsze zmiany szerokosci pecherzyka. Zalezno$¢ taka mozna odczytaé z
wykresu przedstawionego na rys. 5.6. Najpierw mamy powolniejsze zmiany szero-
kosci pecherzyka, a nastepnie szeroko$é pecherzyka zmienia si¢ szybciej dla
wigkszej wartosci parametru 8%
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Rys. 5.4. Ewolucja pgcherzyka dla réznych wartoéci parametru 8*. Czas oraz warto$é parametru
podana zostata na dole kazdej klatki. Ewolucja odbywa sig z dotu (t=0) do géry t=4.
W rzgdzie na danym poziomie zmienia sig warto§¢ parametru § (8°= 0,01, 0,04, 0,1)
Fig. 5.4. Evolution of the bubble for various values of the 8% The time and the §* value are
given at the bootom of each frame. Evolution goes from the bottom (t=0) to the up (t=4).
In the row the §° value changes (8°= 0.01, 0.04, 0.1)
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szeroko$¢ "daszka
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0.0 1.0 2.0 3.0 t 4.0

Rys.S.5. Predko$é pecherzyka w zaleznosci
od czasu: — 82=0,1, - - §2=0,04, --$?=0,01
Fig. 5.5. Bubble velocity vs time:

— 8=0.1, - - §°=0.04, -$*=0.01

1.0 2.0 3.0 t 4.0

Rys. 5.6. Szerokosé ,daszka”
w zalezno&ci od czasu:
— §=0,1, - - §°=0,04, -$°=0,01
Fig. 5. 6. Cap thickness vs time:
— 8%=0.1, - - §%=0.04, --§°=0.01

5.3. RUCH PECHERZYKA ELIPTYCZNEGO

W rzeczywistych eksperymentach, na skutek
réznych zaklécen zewngtrznych, forma pocza-
tkowa pecherzyka moze odbiega¢ od formy
kulistej. Interesujacym bylo wigc przebadanie
wplywu poczatkowego ksztaltu pgcherzyka na
jego ewolucj¢ i forme koficowa. Zalozono, ze
poczatkowa forma pgcherzyka bedzie elipsa,
ktérej ksztalt bgdziemy charakteryzowaé ilora-
zem B dhugosci krétszej osi elipsy b do dhuzszej
a, B=b/a a polozenie poczatkowe katem ©
nachylenia diuzszej osi elipsy do osi x ukladu
wspéirzednych. (rys. 5.7). Dalej przyjeto, ze
B=1/3 i a=1.

Na rys. 5.8 przedstawiono ewolucje peche-

Y q o
o
/P
, 0
78
%

Rys.5.7. Schemat potozenia
pecherzyka eliptycznego
Fig. 5.7. Schematic draw

of the eliptic bubble

1zyka eliptycznego dla ® =90° oraz §°=0,01, a na rys. 5.9 przedstawiono powig-
kszone klatki z rys. 5.8 dla ¢=1,8 i t=2. Natychmiast zauwazalne jest wysnuwanie
si¢ z objgtoéci pecherzyka ,ogona” (nici). Plyn otaczajacy pgcherzyk wnika w
objgtosé pecherzyka u podstawy ,ogona”. Dolna cze¢$¢ pecherzyka doznaje fanta-
zyjnych deformacji, gérna natomiast przyjmuje ksztalt kota. Grubos¢ wysnu-

wajacego si¢ ogona jest prawie zerowa.

Wigksze wartosci parametru 8 zapobiegaja delikatnym deformacjom dolne;j
cz¢Sci pecherzyka, ale struktura ,ogonowa” wyst¢puje nadal, z tym ze ,ogon” staje
si¢ nieco grubszy (rys. 5.10). Struktura ,ogonowa” jest obserwowana w wielu

cksperymentach.
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Rys. 5.8. Ewolucja eliptycznego pecherzyka dla ©=90°, B=1/3, §=0,01
Fig. 5.8 Evolution of the bubble for ®=90°, 8=1/3, §*=0.01
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o
o T T
0.9 0.0 0.9

Rys. 5.9. Powigkszone klatki z rys.5.8 dla czaséw ¢=1,8 i t=2, (82=O,01, 0=90°)
Fig. 5.9 Close-up frames from the fig.5.8 for the time £=1.8 i t=2, (§?=0.01, §=90°)
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Rys. 5.10. Sekwencja ksztaltéw pecherzyka eliptycznego dla @=90°, §°=0,04
Fig. 5.10 Sequence of the shapes of the elliptical bubble for ®=90°, §*=0.04

Na rys. S5.11
przedstawiono zdj¢-
cie z do§wiadczenia
dotyczacego  termi-
kéw unoszacych sig w
wodzie nad pozioma,
podgrzewana powie-
rzchnia [181]. Zdjgcie
bylo reprodukowane
w  wielu ksigzkach
poswigconych mecha-
nice plynéw np. [188,
192, 194].

Na rys. 5.12
przedstawiono zdjg-
cie uzyskane w eks-

Rys. 5.11. Fotografia termikéw unoszacych sig¢ w wodzie
znad podgrzewanej powierzchni [181]
Fig. 5.11. Photograph of thermals rising in the water
from a heated surface [181]

perymentach nad termikami w cieczach o duzej lepkosci [77]. Podobng strukturg
»0gonowa” opisano w pracy [96].

Wigksze wartosci parametru §° zapobiegaja skomplikowarym deformacjom i
majg wyraznie dziatanie wygladzajace, zmieniaja skale czasu. Tego wiasnie spo-
dziewamy si¢ po dzialaniu efektu lepko$ciowego plynu. Ale duze wartoSci
8°(8*~0,4) moga zasadniczo zmienié¢ ksztatt pecherzyka podczas ewolugji, co
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bedzie pokazane ponizej, gdy zmianie bedzie ulegat kat ® nachylenia poczatko-
wego pecherzyka wzgledem osi x.

Rys. 5.12. Fotografie termika otrzymane w eksperymencie w pracy [77]
Fig. 5.12 Pictures of a thermal that was taken in experiment in the work [77]

Na rys. 5.13 przedstawiono ewolucjg pgcherzyka, ktéry w chwili poczatkowe;j
byt przechylony o kat ® =60° (§°=0,01). Cz¢$¢ gbrna pgcherzyka przyjmuje ksztalt

2.2

= t= 1.6 t= 1.8 _t= 2.0

Rys. 5.13. Ruch pecherzyka eliptycznego dla ©=60° §’=0,01, N=600
Fig. 5.13. The motion of the eliptic bubble for ®=60°, §°=0.01, N=600
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kolisty, a dot pecherzyka jest mocno pofalowany. ,Ogon”, ktéry wysnut si¢ z
pecherzyka, jest zakonczony ,glowa” z malefikim ostrzem i jest powyginany. Na

rys. 5.14 przedstawiono powigkszone klatki rys. 5.13 dla czaséw ¢=1,8 i t=2.

0.8

0.3

[qV]

t= 1.8

T

o T
L0.s 0.0 0.5

Rys. 5.14. Powigkszone klatki z rys.5.13 dla czaséw t=1,8 i t=2, (62=O,01, 0=60°
Fig. 5.14. Close-up of the frame from the fig. 5.13 for the t=1.8, i 1=2, (§°=0.01, ®=60°)

1.0

linio

Na r1ys.5.15 przedstawiono rozwigzania obrazujace koficowe fazy ewolucji
pecherzyka dla warunkéw poczatkowych jak na rys. 5.13, z tym ze warto$¢ para-
metru 8 zostala zwiekszona do 0,04. Mozemy zaobserwowadé, ze zwigkszenie
warto$ci parametru §* spowodowato wygladzenie tylnej czg$ci pecherzyka, a takze
zmodyfikowato ksztalt ,ogona”. Ponadto fatwo zauwazy¢, ze wartosci parametru
8” powoduja zmiang szybkosci ewolucji. Jezeli dla réznych wartosci parametréw 8
powstaja podobne struktury, to dla wigkszych wartosci 6 pojawiaja si¢ one zna-

cznie pozniej.
o

o
= 4

< _t= 1.5 _t= 2.0 _t= 3.0
L1.5 0.5 2:5

Rys. 5.15. Koricowe ksztalty pecherzyka eliptycznego dla §°=0,04, ©=60°
Fig. 5.15. Final stages of the eliptical bubble evolution with §°=0.04, ®=60°
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Zdarza si¢ jednak, ze wigksze, by¢é moze zbyt duze, wartoSci § powodujg zmia-
ny jakosciowe w ewolucji pgcherzyka. Na rys.5.16 przedstawiono ewolucjg pe-
cherzyka dla §°=0,4 oraz ®=60°. Ewolucja pgcherzyka w poréwnaniu do przedsta-
wionej na rys.5.13 przebiega duzo wolniej, a w koficowej fazie ruchu zmienia sig

[qV]
w

2.6

g P

_t= 2.0 t= 4.0

.0

6.2 1

2.6

< _t=6.0 t= 7.0 t= 8.0
L2.6 1.0 u.6

Rys. 5.16. Kolejne fazy ruchu pecherzyka eliptycznego dla §°=0,4, 8=60°
Fig. 5.16. The successive stages of the bubble in evolution with §’=0.4, 8=60°

6.4

4.8

3.2

.0
1.0 0.6 2.2 3.8

1.6

Rys. 5.17. Powigkszone klatki z rys.5.16 dla czaséw =7 i t=8, (§°=0,4, ®=60°)
Fig. 5.17. Close-up frames from the fig.5.16 fot time ¢=7 i t=8, (§°=0.4, ®=60°)
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réwniez w sposoOb istotny ksztatt pecherzyka. Gorna, kolista czg§¢ pgcherzyka,
uformowana jest z cienkiej nici. Na rys. 5.17 przedstawiono powigkszone klatki
czasowe z 1ys.5.16 dla czasu ¢=7 i t=8.

[e0]
[aY)

0.9

1.0

2.8

0.9

= _t= 2.5 _t= 3.0 _t=3.25
L1.0 0.9 2.8
Rys. 5.18. Ruch pecherzyka eliptycznego z parametrami §°=0,04 i §=45°

Fig. 5.18. The motion of the eliptic bubble with the parameter value as §°=0.04 and §=45°

2.4

< t= 2.6 t= 2.8 _t=3.0
L1.0 0.7 2.4

~ Rys. 5.19. Ewolucja pecherzyka eliptycznego z parametrami ©=30°, 87=0,01
Fig. 5.19 Evolution of the eliptic buble with the parameter values as ©=30°, §°=0,01
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Celem dalszego zobrazowania wplywu poczatkowego kata ® na ewolucjg
pecherzyka, na rys. 5.18 przedstawiono rozwiazania dla ©=45° i §°= 0,04 (nalezy
poréwnaé z rys. 5.15). Chociaz zewngtrzne ksztalty pgcherzyka sa podobne to
mozna zauwazy¢ réznice w ewolucji ,ogona”, w jego zakoniczeniu i dlugosci (patrz
klatki dla t=3). Podkresla to jeszcze raz fakt duzej wrazliwosci ewolucji pe-
cherzyka od warunkéw poczatkowych.

~
o

t= 3.0

T T

0.9 0.0 0.9 1.8

Rys. 5.20. Powigkszone klatki z rys. 5.19 dla czaséw t=2,8 i =3 (§°=0,01, ®=30")
Fig. 5.20. Close-up of frames from the fig. 5.19 for the time t=2.8 and r=3 (§°=0.01, ©=30")

< = 2.5 _t= 3.0 ' t= 3.75
L1.D 0.8 2.6

Rys. 5.21. Ewolucja pecherzyka eliptycznego z parametrami ®=30°, §’=0,04
Fig. 5.21. Evolution of the eliptical bubble for =30, §*=0.04
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Na rysunkach 5.19-5.23 przedstawiono wyniki dla ewolucji pgcherzyka pochy-
lonego w chwili #=0 wzglgdem osi x o ®=30°, z réznymi warto§ciami &%, §°=0,01,
0,04 oraz 0,4. Raz jeszcze mozna zauwazy¢ wplyw poczatkowego kata na ewolucj¢
pecherzyka jak rowniez przesledzi¢ modyfikacje tej ewolucji powodowane przez
warto§é parametru 8%

Poréwnujac ze soba rys. 5.21 i 5.18 tatwo zauwazy¢ jakoSciowa rdznicg, jaka
spowodowata zmiana wartosci kata © (ta sama warto§¢ parametru §%). W kof-
cowej fazie ewolucji pgcherzyka mozna wyréznic tylko dwa korce. Réznica ta jest
jeszcze bardziej widoczna na rys.5.22 (poréwnaj z rys. 5.17). Masa pecherzyka
rozlozyla si¢ w cienkiej nici, z ktérej uformowalo si¢ czolo pgcherzyka (patrz
powigkszone klatki czasowe na rys.5.23).

0
wn

2.4

9 5 t= 0. t=3.0 t= 4.0

2.4 1.0 4.4

T

(0]

¢ |6 @

< _t= 7.0 _t= 8.5 _t= 10.0
L2.y 1.0 u.uy

Rys. 5.22. Ewolucja pecherzyka eliptycznego dla §2=0,4, ©=30°, N=600
Fig. 5.22 Evolution of the elliptical bubble for §’=0.4, ©=30°, N=600

5.8

. 8.5 / t= 10.0
2.4 -0.7 1.0 2.7 4.4
Rys. 5.23. Powiekszone klatki pecherzykéw z rys.5.22 dla czaséw t=85 i 1=9, (8°=0,4, ©=30°)

Fig. 5.23. Close-up of frames with the bubbles from the fig. 5.22
for t=8.5 and t=9, (§°=04, @=30")
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5.4. UWAGI KONCOWE

Obecne badania nad ruchem i deformacja pgcherzyka, dotyczace morfolo-
gicznej niestabilnosci jego ksztaltu, zostaly zainspirowane praca H. Arefa [8].
Aref analizujac rozwiazania takich zagadnien jak niestabilno§¢ Kelvina-Helmhol-
tza, Saffmana-Taylora czy Rayleigha-Taylora wykazal, ze ewolucji przebiegajacej
w warunkach niestabilnych towarzyszy powstawanie ,ostrzy”, ,nici”, ,wasoéw”. Ele-
menty te pojawily si¢ rowniez w rozwigzaniach przedstawiajacych ruch pgcherzyka
(termika) w polu grawitacyjnym. Mimo dwuwymiarowego modelu przyjetego w
obecnej pracy, przedstawione wyniki dobrze koresponduja z danymi ekspery-
mentalnymi. W pracy [96] na podstawie badan eksperymentalnych nad ruchem
kropli poruszajacej si¢ w polu grawitacyjnym z mala liczba Reynoldsa stwierdzo-
no nastgpujace stadia ruchu:

1. Powstanie struktury ,ogonowe;j", ktéra bierze poczatek w tylnym punkcie
stagnacji kropli. Wraz z uplywem czasu ogon staje si¢ coraz ciefiszy;

2. Obszar u podstawy ,ogona” splaszcza si¢ i powstaje zaglebienie, ktore z
uplywem czasu powigksza si¢ wokot osi symetrii kropli (tak, jak to pokazuja
nasze rys. 5.11). Z uplywem czasu ,ogon” kropli odrywa si¢ i kropla deformuje
si¢ do formy toroidalnej;

3. Toroidalna kropla dalej roénie i rozpada sig na skutek dalszej niestabilno-
§ci.

Nasza dwuwymiarowa symulacja doktadnie odpowiada opisowi z pkt. 1 i 2.
Zawsze na ogonie mozna wyrdzni¢ miejsca, gdzie grubo$¢ dazy do zera. Prawdo-
podobnie w tym punkcie nastgpuje oderwanie si¢ ogona od pegcherzyka. Z powo-
du dwuwymiarowego modelu nie jesteSmy w stanie otrzymac formy toroidalnej,
ale widaé, ze grubo$¢ pecherzyka (daszka) na osi symetrii (rys. 5.10) dazy do
zera. Odpowiadaloby to w przypadku tréjwymiarowym przechodzeniu do struktu-
ry toroidalnej [150]. Dzigki jednak dwuwymiarowoSci naszego modelu sam
program obliczeniowy jest stosunkowo prosty i szybki w obliczeniach.
Wygenerowano nowe struktury ewolucji pgcherzyka (rys. 5.23), ktérych istnienie
moze potwierdzié tylko eksperyment.

6. MODELOWANIE PRZEPLYWOW W KANAY.ACH
METODA KROPEL WIROWYCH

W niniejszym rozdziale oméwimy sposéb realizacji obliczeni i przedstawimy
wyniki numeryczne modelowania przeplywu w kanatach metoda kropel wirowych.
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Celem jaki postawiano sobie, podejmujac ten temat, byto opracowanie programu,
ktéry w tatwy sposéb umozliwialby zadawanie zlozonej geometrii obszaru przeply-
wowego i rozwigzywanie réwnan ruchu cieczy lepkiej metoda kropel wirowych.
Przypomnijmy, ze metoda kropel wirowych opiera si¢ na algorytmie dekompozy-
cji lepkosciowej (patrz rozdz.3). Rozwigzanie otrzymuje si¢ w dwdéch krokach.
Jezeli przez n oznaczymy numer kroku czasowego, to algorytm przemieszczenia
czastki, kropli wirowej, mozna zapisaé:

n+1/2 n
=X+ At(uy, + u,)

x;ul = gf:+1/2 + \/_QTA—}NJ

(6.1)

gdzie u, oznacza pre¢dko$¢ indukowang przez krople wirowe w punkcie x, =(x;,
¥;), u, jest predkodcia potencjalng dobrang tak, aby skfadowa normalna wypadko-
wego pola predkosci u,+u, byta réwna zeru, Nj=(N®, N®) jest wektorem losowym
o rozkladze Gaussa, z warto$cia Srednia réwna zero i wariancja réwnga jednosci.

Wektor losowy N zrealizowano przy uzyciu generatora liczb losowych o roz-
kladzie rownomiernym i zastosowaniu transformacji Boxa-Mullera [93, 94, 151]:

6.2)

»-2
I
Q
g
N
3
o

N, = gsin2wg,

gdzie (&,,E,) sa niezaleznymi liczbami losowymi z przedziahi [0,1) o rozkladzie
jednostajnym.

Do generacji liczb losowych o rozkladzie Jednostajnym wybrano generator
multiplikatywny o nazwie GGUBS z biblioteki IMSL". Znalezienie generatora
liczb losowych o dobrych wiasnoéciach statystycznych czyli zapewniajacego jedno-
stajny rozktad liczb i ich niezalezno$é, nie jest rzecza tatwa [147], a przeprowa-
dzenie gruntownych testéw jest niezwykle czasochonne [94]. Wybrany generator
sprawdzono najprostszymi testami po to tylko, aby wyeliminowaé wyjatkowo zly
generator. Uzyto testéw czestotliwo$ciowych. Najpierw przeprowadzono test na
odcinku (0,1) - odcinek podzielono na 100 réwnych czgéci i sprawdzano czgsto§é
wpadania liczb do danego przedziatu. Przeprowadzono réwniez podobny test na
plaszczyznie. Kwadrat o dtugosci boku jeden podzielono na 100 réwnych czeici i
rejestrowano wpadanie wygenerowanej pary liczb do danego kwadratu. Hipotezg
o réwnomiernym rozkladzie generowanych liczb sprawdzano za pomocg testu x*
[93]. Ponadto generator sprawdzono uzywajac testu Kotgomorowa-Smirnowa [94]

*Intemational Mathematical and Statistical Library.
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oraz poddano wizualnemu testowi (snowtest) na korelacjg generowanych liczb
[94, 120, 147]. Jezeli wystepuje korelacja pomlqdzy generowanymi liczbami, to na
obrazie otrzymuje si¢ pewne regularne wzory {np. odcinki prostych itp.). Doda-
tkowo obliczenia powtarzano z uzyciem generatora o nazwie UNIRAN, ktorego
algorytm opublikowano w [133]. Wyniki dotyczace uSrednionych rozkladow pre-
dkosci oraz linii pradu byly prawie identyczne, wigc uznano generator z biblioteki
IMSL za zadowalajacy dla obecnych zastosowani. Podjgcie pewnych krokow ostro-
znosci zwigzanych z uniknieciem zlego generatora liczb losowych, mimo duzej
renomy biblioteki IMSL, bylo uzasadnione. Mamy tutaj na uwadze niestawny
przypadek z generatorem RANDU znajdujacym si¢ w bibliotece SSP™* IBM/360,
firmowanej przez jedna z najwigkszych firm komputerowych [151]. Postugiwano
sie nim przez wiele lat, przekopiowywano do réznych systeméw, a jak si¢ okazato
mial on wyjatkowo zle wlasnosci statystyczne [151, 94].

Ze wzorbw (6.1) widaé, ze w kazdym kroku czasowym konieczne jest wyzna-
czenie predkosci potencjalnej u,. W niniejszej pracy do wyznaczenie pomocnicze-
go pola potencjalnego wykorzystano podprogram szybkiego rozwiazywania row-
nania Poissona POISX [169, 166 ] w polaczeniu z technika macierzy pojemno-
Sciowej. Szybkie, bezposrednie algorytmy rozwigzywania réwnafi eliptycznych
stuza do rozwigzywania uktadu réwnan algebraicznych otrzymanych po dyskrety-
zacji pochodnych w sposdb doktadny (w przeciwienstwie do metod iteracyjnych).
Charakteryzuja si¢ duza oszczgdnoscia czasu obliczen i pamigci komputera [116].
Szybkie algorytmy mozna stosowaé tylko wtedy gdy mozliwe jest wykorzystanie
metody rozdzielenia zmiennych. A wigc obszar, w ktérym szukamy rozwiazania
powinien by¢ prostokatem, a typ warunku brzegowego wzdtuz jednego brzegu nie
powinien ulega¢ zmianie. Aby mozliwe bylo wykorzystanie tych algorytméw w
obszarach nieregularnych nalezalo dodatkowo zastosowaé technikg¢ macierzy
pojemnosciowej, ktéra oméwimy ponizej.

6.1. WYZNACZANIE POTENCJALNEGO POLA PRZEPLYWU
W OBSZARACH NIEREGULARNYCH

Metoda macierzy pojemnosciowej polega na tym, ze obszar nieregularny, w
ktérym szukamy rozwigzania, jest ,zanurzany” w obszar prostokqtny, dla ktérego
mozna zastosowaé szybka, bezposrequ metodg rozwigzywania réwnania Pois-
sona . Najpierw nalezy wyznaczy¢ macierz, zwang macierza pOJemnoscqu,
ktéra bf;dmemy oznacza¢ litera C. Pozwala ona na wyrazenie zmian rozwiazania
Su od zmian czlonu zrédlowego &f (f oznacza prawa stron¢ réwnania Poissona
Au=f), czyli du=Céf. Macierz pojemnosciowa C jest budowana w ten sposéb, ze

**
Scintiﬁc Subroutine Package.

" Og6lnie chodzi o rozwigzywanie réwnan eliptycznych, ktérego szczegdlng postacia jest
réwname oissona i Laplace’a.
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kolejno w punktach nieregularnych (nie nalezacych do brzegu prostokata) sa
umieszczane jednostkowe zrddia i jest rozwigzywane zagadnienie na powigkszo-
nym, prostokatnym obszarze. Rozwiazania w we¢zlach siatki, ktore tworza obszar
nieregularny, stanowig kolejne kolumny macierzy C. Po wyznaczeniu macierzy
pojemnosciowej C, szukanie rozwiazania odbywa si¢ w dwdch krokach: 1 -
rozwigzywane jest zagadnienie w obszarze regularnym, a wigc z uzyciem szybkich
podprograméw rozwiazywania réwnania Poissona [37, 49], i obliczana jest odchy}-
ka du migdzy otrzymanym rozwiazaniem a wartoscia, ktéra wynika z warunku
brzegowego, okreslonego na $ciankach tworzacych obszar nieregularny. Korygo-
wana jest prawa strona réwnania Poissona zgodnie ze wzorem f=f~-WC'8u, gdzie
W jest macierza operatora odwzorowujacego calg siatk¢ numeryczna na punkty
nieregularne [38, 152], 2 - rozwigzywane jest ponownie réwnanie Poissona na

Rys. 6.1. Przeplyw potencjalny wywotany jednostkowa réznicg potencjatéw
pomigdzy wlotem i wylotem z kanahu
Fig. 6.1. The potential flow induced by the unit potential difference
between the inlet and outlet of the channel

Rys. 6.2. Oplyw potencjalny przeszkody w ksztalcie kwadratu. Na wlocie i na wylocie z komory
zadano jednostkowe, jednorodne pole predkosci
Fig. 6.2. The potential flow over the square. At inlet and outlet of the chamber
it was given the unit and uniform velocity field
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prostokacie (ze zmieniong prawg strona f). Otrzymane rozwiazanie w kroku
drugim speia juz pozadane zagadnienie wyjsciowe [38, 168]. Przyktad rozwigzan
przeplywu potencjalnego przy uzyciu techniki macierzy pojemnosciowej przedsta-
wiono na rys. 6.1 1 6.2.

Koniecznosé wyznaczania macierzy pojemnosciowej, mimo ze wyznacza si¢ ja
tylko raz, limituje efektywnos§é metody. Przy bardzo skomplikowanych geometry-
cznie ksztaltach obszaru przeplywowego moze sig¢ okazaé, ze bardziej efektywna
metoda rozwiazywania réwnania Poissona jest metoda iteracyjna SOR [166].

Potrzebne do realizacji warunku brzegowego potencjalne pole predkosci
obliczono przez wyznaczenie potencjalnej funkcji pradu ¥, (u,=-0¥, /%y, v, =0y Jax).
Potencjalng funkcje pradu wyznaczono rozwiazujac nast¢pujace zagadnienie
brzegowe:

Ay =0 (6.3)

Pe(0,y) = 0 - W (0.)

P (x,0) = - Wi (x.yy)

. . 6.4)
wp(x’.YH) =0 - w@(x’yH)
Ay (L.y) _ 0
ax

gdzie Q - strumien masy, réwny wartosci funkcji pradu Y=y, +§, na gérnej Sciance
kanahu, ktérej rzedna oznaczyliSmy yy; ¢, oznacza warto§¢ funkcji pradu
wytworzonej przez krople wirowe. Na dolnej Sciance warto$¢ funkcji pradu jest
réwna zero.

Zwréémy uwage, ze uzycie siatki numerycznej do rozwigzywania réwnania
(6.3) ma charakter pomocniczy. Funkcja szukana §, nie zalezy wprost od
gradientéw predkosci wewnatrz obszaru przeplywu, lecz tylko od wartosci
brzegowych. Predko$¢ potencjalna u, byla wyznaczona za pomocg ilorazu
réznicowego centralnego:

U, (xy rAy) - W, (xy - Ay)

Uu =

E 2Ay
e Ary) - ¥, (- Aey) ©=)
e 2Ax

gdzie Ax, Ay oznaczajg przyrost wartoSci zmiennej na siatce numerycznej,
odpowiednio w kierunku osi x i y.
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Ze wzoru (6.5) obliczono wartosci predkosci pola potencjalnego w wezlach
siatki. Sktadowe styczne potencjalnego pola predkosci na Sciankach (np. sktadowa
u wzdluz dolnej i gornej Scianki kanahu) byly obliczane ze wzoru ekstrapolacyj-
nego [132]:

0, = < (1L, + 184,91, + 24,) + O(4Y) ©6)

gdzie indeks 0 odnosi si¢ do wartosci funkcji pradu na Sciance, indeks 1 odnosi
si¢ do wartoSci funkcji pradu w odlegloéci h=Ay
wzdluz prostej prostopadlej do Scianki itd.

Predkosci potencjalne dla poszczegblnych wirdw 4 3
byly obliczane przy uzyciu wazonego
powierzchniowo schematu interpolacyjnego, sz A
uzywanego w metodzie ,wir w komérce” [48]: (o ¥o)
SR a Jo
A A
Au+ A g 4
e e i o b L R L T 2

A

Rys. 6.3. Schemat interpolacji
~wazonych” powierzchni
Fig. 6.3. The scheme of
interpolation of weighed areas

gdzie A, oznaczaja pola powierzchni odpowiednich
czedci komorki z weztami 1,2,34, a u; (i=1,2,3,4)
oznaczaja wartoSci predkosci w wezlach komorki
(rys. 6.3).

6.2. PRZEPLYW W KANALE Z GWAELTOWNYM ROZSZERZENIEM.
SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Efektywno§é metody kropel wirowych i jej przydatno$¢ do modelowania
przeplywéw w kanatach zbadano na przykladzie przeplywu w kanale z
gwaltownym rozszerzeniem. Mimo stosunkowo prostej geometrii, obraz
przeplywu jest zlozony i zawiera kilka istotnych elementéw. Mozna wyréznié
strefe recyrkulacji tuz zaraz za stopniem, oderwanie warstwy przySciennej z rogu
stopnia, a takze przeplyw ustalony poza strefa recyrkulacji.

Schematyczny szkic obszaru przeplywu przedstawiono na rys.6.4. Poczatek
uktadu wspotrzednych umieszczono na wlocie do kanahi. Zaznaczono dhugosé
strefy recyrkulacyjnej za uskokiem. Unormowang dhugodcig strefy recyrkulacyjnej
nazywamy iloraz xz=x/Hj, gdzie H; jest wysokoScia stopnia. Liczbg¢ Reynoldsa
zdefiniowano jako Re=U Hyg/v, (U jest predkoscia na wlocie). Przyj¢to, ze rozktad
predkoéci na wlocie jest réwnomierny i réwny jednosci U=1. Warunek taki zostat
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Rys. 6.4. Schemat geometrii przeplywu w kanale z gwaltownym rozszerzeniem
Fig. 6.4. The sketch of the geometry for the flow over backward-facing step

réwniez przyjety w pracach [70, 174]). Umozliwilo to poréwnanie wynikéw
numerycznych niniejszej pracy z wynikami podanymi w pracach [70, 174].
Stosunek catkowitej szerokosci kanalu H do wysokosci stopnia Hj przyjgto
jako réwng 0,5. Catkowita dlugo$¢ kanatu, ktoéra zastosowano do obliczen, wynosi
L=12H. Dhugos¢ czgici przewgzonej od wlotu kanatu do stopnia wynosi 2H.

6.3. WYBOR PARAMETROW NUMERYCZNYCH

Przypomnijmy, ze w metodzie kropel wirowych wirowos$¢ rozdzielana jest
migdzy dyskretne elementy nazwane kroplami wirowymi i wirowo§¢ wyrazana jest
przez sumg:

w¥(x) = faa(xj‘—x)rj (6.8)
F1

gdzie k jest numerem kroku czasowego, x* oznacza potozenie kropli wirowej w
chwili t=k At, )5 oznacza funkcje¢ wygtadzajaca z promieniem wygltadzania 8, T;
jest cyrkulacja niesiona przez kroplg (patrz wzor (3.20)).

Do obliczenr jako );uzywano funkcji zaproponowanej przez Chorina [42].
Zbadano réwniez wplyw na wyniki numeryczne funkcji obcigcia zaproponowane;j
przez Nordmarka [145]. Funkcja wygtadzajaca Chorina ma postac [42]:

1 <é
0, (r) - 2wér 6.9)

0 =8

Funkgji £}, okreslonej wzorem (6.9) odpowiada funkcja pradu (Ay,=-Q; ):
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- Lln I dla r=6

ks

XL ©.10
—I—(E’ +1Iné - 1) dla r<$

m

Yatwo zauwazy¢, ze dla r>§ funkcja pradu dla kropli wirowej jest identyczna jak
dla wiru punktowego. Pole predkosci wytworzone przez krople wirowe wyraza sig
wzorem (patrz wzor 3.23):

N
ug(x) = )f], K,(x - x)T, 6.11)
£

gdzie K; jest funkcja wygladzajaca dla pre¢dkoSci generowanej przez krople
wirowga. Postac tej funkcji jest okreslona przez ()5 (rot K= {);) i ma postac:

S SN da r<é
2mré 21rréd
K (x) = (6.12)
-y _* dla r=8
2ar? 2arr?

Warto zwrdcié uwagg, ze funkcja obcigcia (6.9), zgodnie z twierdzeniem 3.1 z
rozdz.3 ma niekorzystne wiasnosci: a) ma w punkcie r=0 osobliwo$é, b) jest
nieciagla dla r=$, c) jest funkcja dodatnia. Aby zbadaé wplyw postaci funkeji {2,
na wyniki numeryczne obliczenia wykonano réwniez dla funkcji obcigcia 8-ego
rz¢du zaproponowznej przez Nordmarka [145, 79]. Funkcja Nordmarka jest
bardzo podobna w ksztalcie do funkcji obcigcia nieskonczonego rzedu [28],
zapewniajacej najszybsza zbiezno§¢ metody kropel wirowych. Funkcje
nieskoficzonego rz¢du maja jednak nieograniczony nosnik i jako takie nie nadajg
si¢ do obliczeri z uzyciem szybkich algorytméw do obliczania wzajemnego
oddzialywania wiréw. Funkcja Nordmarka ma postac:

2 4 6 2
22 -nl w105 -0y -y darss
Q’a(x) _ é ) é L)

0 dlar>$é

(6.13)
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Pole predkosci indukowane powyzszym rozkladem wirowosci wewnatrz kropli
zdefiniowane jest wzorem:

1_22

G2 P [286 - 1092(1 - ﬁ) +1365(1 - L)
8 &

2mr?
3 10
K, (%) - - 560(1 - g) ](1 - —8;) ] da r=é (6.14)

T
i——!—’i dla r>$6
2m 2

Natomiast funkcja pradu dla takiej kropli wirowej ma postac:

1. r2 195, r2 1430 ,r4 25025, r.%
Ly g+ 2oty - a2Vl O
e AL e Y TRAT L
18018 , r.8 r.1° 51480 , r 12
_ I 6006(LY - I
S (D) s006(E) 222 ()
212355 ., r. 14 39325, r16 20449, r.18
Fy(x) = EY) (E) - T(E) o _T(E) * (6:15)
20 22 24
_ 0B r® I nE MO IS e dn res
11 6 48 6 13 ° 6
—Llnr dla r>6§
ar

Stata C dobrano tak, aby funkcja ¥, byta ciagla dla r=5. Stata ta wynosi:
C=1,25337/mw—-(1/27)Iné.

Do rozwigzania zagadnienia (6.3)-(6.4) wybrano siatkg 120x20, czyli Ax=0,1,
Ay=0,05. Do podziatu brzegu stalego przyjeto odcinek o dlugosci h=Ax (patrz
podrozdz. 3.4). Promien obci¢cia, zgodnie z twierdzeniem 3.1 z rozdzialu 3,
przyjeto nieco wigkszy niz dlugo§¢ h, a mianowice 8=h"*=0,112. W innych
pracach dlugo$¢ promienia obcigcia & przyjmowano §=h/m [35, 69, 170], a
poczatkowo nawet §=h/2m [42].

W wyzej cytowanych pracach metode kropel wirowych stosowano lacznie z
metodg warstw wirowych [43]. W obliczeniach braly udzial zaréwno krople
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wirowe, jak i warstwy wirowe. Warstwy wirowe byly uzywane do obliczenh w
obszarze blisko §cianki. Grubos¢ tego obszaru byla dobierana arbitralnie. Poza
obszarem przySciennym, warstwy wirowe byly zamieniane na krople wirowe, a
jezeli kropla wirowa wpadala w obszar przyScienny byta zamieniana na warstwg
wirowa. Stosowanie dwdch no§nikéw wirowosci, ktdrymi rzadza odmienne prawa
ruchu (réwnania ruchu dla warstw wirowych wynikaja z réwnan Prandtla dla
warstwy przySciennej [43, 44]), powoduje znaczne zwigkszenie kodu programu a
takze wywoluje klopoty interpretacyjne w przypadku, gdy przy Sciance powstaja
strefy recyrkulacyjne. Wiadomo, ze réwnania Prandtla przestaja obowiazywaé w
poblizu punktéw oderwania warstwy przySciennej. Dlatego w niniejszej pracy
przyjeto, ze jedynymi no$nikami wirowosci bgda krople wirowe.

Gléwnym powodem, dla ktdrego zostala opracowana metoda warstw wirowych
byla powolna zbiezno$¢ metody kropel wirowych w poblizu S§cianki [44].
Spowodowane bylo to faktem, iz powstajace wiry mogly zmienia¢ znak swojej
intensywnoéci w kazdym kroku czasowym. Przypomnijmy, ze generacja kropel
wirowych odbywa sig, tak aby skompensowana zostala niezerowa warstwa wirowa
wzdhuz brzegu stalego. Nowo wytworzona kropla wirowa, wskutek niewielkiego

a =~ . s . .
- < _ - 4 .- wartosc srednia ['=-0.022
2 i "-"ﬁ‘!’f ,:!rl!ﬂ*luim”mm m'u'ﬂr‘.u(mm",rfgu'aanr.qlﬁjww't.qp'm
% ; . a4 % w
CZ
b)

- - - - wartosc srednia I'=-0.022

- frt W\OWM
[

T T T

8. 16. 4. 32; u0.
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Rys. 6.5. Wykres zmiany intensywnosci generowanych kropel wirowych w zaleznoéci
od czasu w ustalonym punkcie écianki, x=1, y=0,5, Re=500; a- dla §=h/2m, b- dla § =h"*
Fig. 6.5. Plot of the intensity of the new generated blobs vs time at the fixed point
on the wall, x=1, y=0.5, Re=500; a- for §=h/2r; b- for & =ho
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przemieszczenia w poblizu §cianki moze powodowaé w nastgpnym kroku
czasowym generacje kropli o cyrkulacji przeciwnej. Przyjgcie odpowiednio duzego
promienia obcigcia zdecydowanie ostabia ten efekt. Na rys. 6.5 przedstawiono
przyktadowe wykresy zmian intensywno$ci kropel wirowych generowanych na
iciance w punkcie x=1, y=0,5, dla 8=h/2m (rys.6.5a) oraz dla §=h®% (rys. 6.5b), w
zaleznoéci od czasu. Na rys. 6.5b wida¢é, ze intensywnos¢ generowanych kropel
jest prawie zawsze tego samego znaku a amplituda wahafi intensywnosci kropel
jest duzo mniejsza. Srednie wartoéci wygenerowanej wirowosci s3 podobne.
Krok czasowy uzyty do rozwigzania réwnania (6.1) przyjeto jako Ar=0,05.
Wybér kroku czasowego dokonano tak, aby spetnione bylo kryterium [154]:

AtU,_<Ax (6.16)

gdzie U,, oznacza maksymalng pr¢dkoS¢ w obszarze przeplywu, Ax przyrost
zmiennej x na siatce numerycznej Ax=h, h=0,1. Ostateczne wielkosci h i At
ustalono na podstawie préb obliczeniowych. Zmniejszenie kroku czasowego At
lub podzialu icianki & o polowg w badanym przedziale liczb Reynoldsa, nie
dawalo juz istotnych zmian w wynikach obliczeniowych. Przyjecie zbyt malego
kroku czasowego, albo zbyt malej wartosci h wydhuzato znaczaco czas obliczen ze
wzgledu na wigksza liczbg kropel wirowych bioracych udzial w obliczeniach. Dla
przyjetych parametréw czas obliczen jednego zadania (800 krokéw czasowych), z
uzyciem szybkich algorytméw sumowania wzajemnego oddzialywania wiréw, na
komputerze PC-486/66MHz wynosit ok. 10 godzin. W pracach [35, 69, 70, 71,
174] wartosci dla h byly przyjmowane z przedzialu [0,1, 0,4] a dla kroku
czasowego At z przedziatu [0,05, 0,2].

6.4. WYNIKI NUMERYCZNE DLA PRZEPLYWU
W KANALE Z GWALTOWNYM ROZSZERZENIEM

Wryniki numeryczne jakie otrzymal autor pracy poréwnywano z danymi
dos$wiadczalnymi, dostgpnymi w literaturze [14, 57] jak rowniez z wynikami badan
numerycznych innych autoréw [70, 88, 174, 146]. Na podstawie badan
eksperymentalnych [14, 57] wiadomo, ze dla Re<225 za wystgpem tworzy sig
stabilna strefa recyrkulacyjna o eliptycznym ksztalcie. Dhugosé strefy
recyrkulacyjnej wzrasta liniowo wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa. Dla ustalone;]
liczby Reynoldsa przeplyw mozna uwazac za stabilny i stacjonarny.

Na rys.6.6 przedstawiono zamieszczone w pracy [85] zdjgcia z wizualizacji
przeptywu nad gwaltownym rozszerzeniem. Mozna zauwazyé, ze strefa
recyrkulacyjna rozbudowuje si¢ stopniowo, tak jakby z przeplywu potencjalnego.

Na rys. 6.7 przedstawiono przebiegi linii pradu - usrednione tylko po 10
krokach czasowych dla zredukowania zaburzen stochastycznych - w odcinku



Rys. 6.6. Fotografie z badan eksperymentalnych [85]: czasowy rozwdj linii pradu w obszarze z
gwaltownym rozszerzeniem, Re=99,6, t,<t,<t. (za zgoda autora)
Fig. 6.6. The pictures from the experiment [85]: timewise development of streamlines
for the flow past a downstream-facing step, Re=99,6, t,<t,<t_ (with permission of the autor)

kanahu tuz za stopniem, dla liczby Reynoldsa Re=100. Sekwencja, poczynajac od

géry zaczyna si¢ przeplywem potencjalnym i koficzy obrazem linii pradu
uérednionych po 200 krokach czasowych dla czasu T mig¢dzy 30 a 40. Widad, ze
strefa recyrkulacyjna rozwija si¢ z przeplywu potencjalnego. Wyznacza ja linia
pradu o wartosci réwnej 0, ktéra odrywa si¢ z rogu stopnia i koniczy na dolne;j
§ciance. Dolna §cianka kanalu stanowi lini¢ pradu o wartoSci réwnej zero, a
gbérna §cianka kanatu odpowiada linii pradu o wartosci 0,5.

Na wykresach linie pradu o wartosci =0 oraz §=0,5 sa pogrubione, natomiast
linie pradu o wartosci ponizej zero jak i wigksze od 0,5 sg narysowane liniami
przerywanymi. Zaznaczono réwniez profile pregdkosci w przekrojach poprzecznych
kanahi.Skala naniesiona na gérnej Sciance ulatwia odczyt dlugosci strefy
recyrkulacyjnej jak réwniez warto$¢ predkosci. Skala dla predkosci jest tak
dobrana, ze jednostce predkosci odpowiada 0,5 jednostki dhugodci na skali. Na
rysunkach widaé¢ formowanie si¢ profilu predkosci (od prostokatnego - dla
przeplywu potencjalnego, do parabolicznego dla przeplywu lepkiego, ustalonego
poza strefg recyrkulacji). Dla kontroli staloici przeplywajacej masy obliczano
strumiefi masy w przekroju poprzecznym kanahu. Strumiefi masy zawsze wynosif
05001,

Interesujacych informacji o przeplywie dostarczajg portrety potozen kropel
wirowych. Krople wirowe poruszajg si¢ tak jak czastki cieczy, wigc stanowig
wygodne i atrakcyjne narzedzie wizualizacji przeplywu. Poniewaz s3 réwniez
nosnikami wirowoéci daja obraz pola wirowosci. Na rys. 6.8 przedstawiono
potozenia kropel wirowych w obszarze przeplywu po 4, 10, 20, 40 i 200 krokach
czasowych. Do czastki dolaczony jest odcinek, ktérego dlugosé jest
proporcjonalna do modulu wektora predkosci. Zwrot odcinka odpowiada
kierunkowi wektora predkosci. Latwo stwierdzi¢, gdzie wystgpuje maksymalna
predkosé w danym obszarze jak réwniez zaobserwowaé, gdzie powstajg strefy
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Rys. 6.7. Sekwencja chwilowych przebiegéw linii pradu wraz z profilami predkoéci dla Re=100
Fig. 6.7. Instantaneous sequence of the streamlines together with the velocity profiles at Re=100

recyrkulacyjne. Na ekranie kolorowego monitora mozna latwo zorientowaé sie co
do znaku cyrkulacji niesionej przez krople.

Z sekwencji rysunkéw przedstawiajacych potozenie kropel wirowych na rys.
6.8 wida¢ narastanie warstwy przySciennej. Poniewaz przeplyw jest laminarny,
warstwa przyScienna szybko obejmuje cala szeroko$§é kanalu. Mozna
zaobserwowac powstawanie strefy recyrkulacyjnej.
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Rys. 6.8. Chwilowe polozenia kropel wirowych wraz z wektorem predkosci; Re=100
Fig. 6.8. The instantansous position of the vortex blobs together with the vector velocity; Re=100
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Rys. 6.9. Liczba kropel wirowych biorgcych udzial w obliczeniach w zaleznosci od czasu
i liczby Reynoldsa; Re=50, — — — Re=250,- Re=500, - - - - Re=10000
Fig. 6.9. Number of the vortex blobs taking part in the calculation vs time
and Reynolds number; Re=50, — — — Re=250,-+ Re=500, - - - - Re=10000
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Liczba wiréw bioracych udziat w obliczeniach po kilkudziesigein krokach
stabilizowata si¢ w przyblizeniu na stalym poziomie, ktéry zalezal od liczby
Reynoldsa. Jak widaé na rys. 6.9, im wigksza liczba Reynoldsa, tym liczba wiréw
biorgcych udzial w obliczeniach jest wigksza.

Na rys. 6.10 przedstawiono usrednione przebiegi linii pradu dla liczb
Reynoldsa Re=50, 100, 150, 200, 357 i 800. Usrednienia dokonano w przedziale
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Rys. 6.10. Usrednione przebiegi linii pradu dla Re=50, 100, 150, 200, 375, 800
Fig. 6.10. Averaged streamlines at 2e=50, 100, 150, 200, 375, 800

czasu od 20 do 40. Obrazy linii pradu dla Re<220 niewiele zaleza od liczby
krokow czasowych bioracych udzial w usrednianiu. Swiadczy to o tym, ze
przeplyw ma charakter stacjonarny.

Na rys. 6.10 wida¢ bardzo wyraZnie narastanie dlugosci strefy recyrkulacyjnej
za stopniem wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa. Otrzymana dilugo$é strefy
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recyrkulacyjnej dla Re<250 jest zgodna z danymi do§wiadczalnymi [14, 57]. Dla
Re >250 dlugos¢ strefy recyrkulacyjnej przestaje wzrastaC liniowo wraz ze
wzrostem liczby Reynoldsa. Z pomiaréw doSwiadczalnych wynika, ze wzrost
dhugosci strefy recyrkulacyjnej wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa odbywa si¢ az
do Re=1000. Przyczyna tej niezgodnosci moze wynikaé z faktu, ze w metodzie
kropel wirowych rozwiazania sg nieustannie zaburzane. Wynika to ze sposobu
rozwigzywania réwnania dyfuzji. Powoduje to, ze strefa recyrkulacyjna przestaje
wzrastaé przy nizszej liczbie Reynoldsa niz to ma miejsce w eksperymencie. Z
literatury wiadomo tez [14, 57], ze dla Re>250 strefa recyrkulacyjna za stopniem
traci swoja stabilno$¢. Podobna zaleznos¢ wzrostu dhugosci strefy recyrkulacyjne;j
otrzymali Sethian, Ghoniem w pracy [174], w ktérej stosowano réwniez metodg
kropel wirowych w polaczeniu jednak z metoda warstw wirowych. Praca Sethiana
i Ghonima jest rowniez interesujaca, dlatego ze autorzy badali zbiezno$¢ metody
kropel wirowych. Przeprowadzali obliczenia w szerokim zakresie zmian
parametréw numerycznych, a wigc mi¢dzy innymi kroku czasowego Az i dhlugosci
h. Taka sama zalezno§¢ dlugosci strefy recyrkulacyjnej od liczby Reynoldsa w
niniejszej pracy i pracy [174], Swiadczy o tym, ze konieczno$é wprowadzania
warstw wirowych do obliczefi wydaje si¢ by¢ zbyteczna.

T=27.0 - 27.0 Re=  800. N= 3954
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Rys. 6.11. Sekwencja chwilowych przebiegéw linii pradu dla Re=800
Fig. 6.11. Sequence of the instantaneous streamlines at Re=800
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Warto zwréci¢ uwagg na fakt, ze wprowadzenie skoficzonego promienia
obcigcia jest przy §ciance obszaru przeplywu Zrédiem pewnego bledu. Krople
wirowe, ktore zblizyly si¢ do §cianki na odleglo§¢ mniejsza niz 8, swoim
no$nikiem wystaja poza obszar przeplywu. Ta wystajaca cz¢§¢ kropli wirowej nie
powinna by¢ brana pod uwagg przy rekonstrukcji pola wirowosci, a tym samym i
przy obliczaniu pola predkosci. Pewnym rozwiazaniem, ktérego celem jest
skompensowanie utraty masy kropli wirowej wskutek wystawania jej poza obszar
przeplywu, moglaby by¢: a)zmiana lokalnej intensywnosci wiréw [114, 115] b)
uzycie wirébw w poblizu Scianki o zmiennym, adaptujacym si¢ ksztalcie kropli
wirowej w taki sposdb, aby nie wystawal poza brzeg. Takim prototypem kropli
moglaby by¢ eliptyczna kropla wirowa [187].

T= 2.0 Re=  800. N= 1367
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Rys. 6.12. Polozenia kropel wirowych w réznych chwilach wraz z wektorami predkosci, Re=800
Fig. 6.12. The positions of the vortex blobs with velocity vector at different time , Re=800
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Mimo ze dla wigkszych liczb Reynoldsa brak jest zgodnosci migdzy dlugoscia
strefy recyrkulacyjnej zmierzona [14] a obliczona, to jakoSciowy obraz przeplywu
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Rys. 6.13. Sekwencja potozen kropel wirowych wraz z wektorami predkosci dla Re=10000
Fig. 6.13. The sequance of the vortex blob positions with velocity vector at Re=10000

otrzymywany z obliczen jest poprawny. Na obrazie linii pradu na rys. 6.10 dla
Re=375 widaé powstawanie dodatkowej strefy recyrkulacyjnej. Fakt formowania
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sic tej dodatkowej strefy recyrkulacyjnej dla Re=400 potwierdzaja réwniez
badania eksperymentalne [14].

Na rys. 6.11 przedstawiono sekwencjg chwilowych przebiegéw funkcji pradu
dla Re=800. Wida¢, ze dhugosé strefy recyrkulacyjnej zmienia sig. Strefa rwie sig
na oddzielne porcje wirowoéci, ktére nastgpnie przemieszczaja si¢ wzdhz Scianki.
Przeplyw ma charakter niestacjonarny. Goérna strefa recyrkulacyjna po
uksztaltowaniu si¢ réwniez przesuwa si¢ wzdluz gérnej Scianki, rozprasza sig i
odbudowuje w pierwotnym miejscu.

Na rys. 6.12 przedstawiono sekwencj¢ chwilowych polozen kropel wirowych,
ktore zarazem obrazujg pole wirowosci. W poréwnaniu do przeplywu z Re=100 z
rys. 6.8 mozna zauwazyC, ze warstwa przyScienna narasta o wiele wolniej. Z
obrazu przeplywu dla t=40 wyraZznie widoczny jest rdzefi potencjalny, a wzdhuz
Scianki widoczne sg duze okresowe struktury wirowe, utworzone z mniejszych
kropel wirowych.

Zjawiska, ktore delikatnie si¢ zaznaczaja dla przeplywu z liczba Reynoldsa
Re=800 bardzo wyraznie wida¢ dla Re=10000. Na rys. 6.13 przedstawiono
sekwencje polozen kropel wirowych dla Re=10000. Warstwa przyScienna jest
jeszcze ciefisza niz dla Re=800. Wida¢ wyraznie rdzefi potencjalny, formowanie sig
strefy recyrkulacyjnej zaréwno przy gornej §ciance, jak i przy dolnej. Dolna strefa
o»Jwie si¢” i odbudowuje. GoOrna przesuwa si¢ wzdhiz gérnej Scianki, jest
rozpraszana i réwniez odbudowuje si¢ w pierwotnym miejscu. Strefy
recyrkulacyjne s3 zbudowane z kropel wirowych o przeciwnej cyrkulacji niz krople
w ich otoczeniu (przy dolnej §ciance powstaja krople cyrkulacji ujemnej, ale
strefa recyrkulacyjna jest utworzona z kropel o cyrkulacji dodatniej, przeciwnie
niz to ma miejsce dla strefy recyrkulacyjnej przy Sciance goérnej). Struktury
wirowe wzdhuz Scianek goérnej i dolnej ukladaja si¢ na przemian.

Dla lepszego zobrazowania zmian pola wirowosci przeplywu na rys. 6.14
przedstawiono t¢ sama sekwencj¢ polozen kropel wirowych, co na rys. 6.13 ale
tym razem polozenie kropli wirowej zaznaczono okre¢giem o promieniu &
(promien wygtadzania), ktory byt uzyty w obliczeniach (patrz wzér 6.9).

Na rys. 6.14 wida¢ wyraznie obszary pozbawione wirowosci. Jest ona
skoncentrowana w poblizu Scianki. Zaznaczaja si¢ tez charakterystyczne ,j¢zyki”
Swiadczace o zwijaniu si¢ warstwy wirowej, a obserwowane zaréwno w
eksperymentach, jak i otrzymywane w obliczeniach numerycznych przez innych
autoréw [144].

Aby latwiej mozna bylo poréwnaé obrazy p6l wirowosci dla przeplywéw z
réznymi liczbami Reynoldsa na rys. 6.15 zestawiono te pola razem. Dla
przeplywu laminarnego (Re=100) krople wirowe sa roztozone réwnomiernie. Dla
liczby Reynoldsa Re=800 zaznacza si¢ rdzen potencjalny i powstaja wzdluz
Scianek duze struktury wirowe utworzone z mniejszych elemetéw wirowych jakimi
sg krople wirowe. Dla przeplywu w pelni turbulentnego, Re=10000, krople
wirowe maja tendencje do tworzenia skupisk. Zjawiska wirowe koncentruja sig
przy Sciance.
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Rys. 6.14. Sekwencja polozesi kropel wirowych dla Re =10000. Krople zaznaczone s3
okrggami o promieniu odpowiadajgcemu promieniowi obcigcia §=:0,112
Fig. 6.14. The sequence of the vortex blob positions at Re=10000. The vortex blobs are
marked by the circle with the radius equal to the cui-off length §=0.112

Uzycie funkcji Nordmarka (6.15) praktycznie dawalo takie same obrazy wiro-
wosci, usrednionych linii pradu i dlugosci stref recyrkulacyjnych. Z twierdzenia
3.1 wynika, a potwierdzaja to réwniez eksperymenty numeryczne [145, 148] doty-
czace modelowania ruchu cieczy nielepkiej, ze postac funkcji wygladzajacej wply-
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Rys. 6.15. Portrety pél wirowosci dla przeplywéw z réznymi liczbami
Reynoldsa: Re=100, 800, 10000
Fig. 6.15. The vortcity fields for the flow at different
Reynolds number: Re=100, 800, 10000

wa istotnie na doktadnos¢ i szybko$¢ zbieznosci metody kropel. Jednak w przypa-
dku modelowania ruchu cieczy lepkiej, o dokladnoSci metody kropel wirowych
przesadza rzad metody numerycznej uzytej do rozwiazywania stochastycznego
réwnania ruchu cieczy (3.34). W niniejszej pracy uzyto metody Eulera pierwszego
rzgdu i tym nalezy thumaczy¢ niewrazliwo§¢ wynikéw numerycznych od przyjgtego
ksztattu funkcji wygtadzajacej. Podniesienie rz¢du dokfadno$ci metody rozwiazy-
wania rownania stochastycznego (3.32) prawdopodobnie spowoduje, ze postaé
funkcji wygtadzajacej bgdzie miata bardziej widoczny wplyw na wyniki numery-
czne.

6.5. OPLYW NIESKONCZENIE CIENKIEJ PEYTKI
USTAWIONEJ PROSTOPADLE DO KIERUNKU PRZEPLYWU

Celem dalszego przetestowania mozliwosci zbudowanego programu, wykorzy-
stujgcego metode kropel wirowych, bylo podjgcie préby zamodelowania oplywu
nieskonczenie cienkiej plytki ustawionej prostopadle do kierunku przeplywu.
Nieskonczenie cienka plytka wymaga odpowiedniego traktowania w procesie
generacji wirw. Istnieje obszerna literatura na temat modelowania optywu ciecza
nielepka ciat z ostrymi krawedziami [22, 31, 127, 128, 164, 182]. Przyjmuje sig, ze
ostre krawgdzie sg punktami oderwania si¢ warstwy przySciennej i na tych krawe-
dziach nastgpuje generacja wirowosci, ktéra dostaje si¢ w obszar przeptywu po-
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tencjalnego. Jednym z bardziej znanych i powszechnie stosowanych réwnan opisu-
jacych predkos¢ generacji wirowosci na ostrzu jest wzor [22, 127]:

ar _
u? - 6.17
&= - ) (617)
gdzie u,, u_ oznaczaja gorng i dolna predkos$é po obu stronach odrywajacej sig
warstwy przySciennej. NajczgSciej przyjmuje si¢ réwniez, ze warto§¢ u,> u_i u_ jest
we wzorze pomijana. Dalej w obliczeniach przyjgto, ze kropla wirowa, ktdra byta
wprowadzana do przeplywu w kazdym kroku czasowym miala intensywnosc:

AT = -% wAt (6.18)

gdzie u, jest suma predkosci potencjalnej i pochodzacej od kropel wirowych na
ostrzu.

Ponizej przedstawiono rozwigzania dla dwoch réznych liczb Reynoldsa Re=200
i Re=5000. Przede wszystkim zalezalo nam na zbadaniu jak reaguje metoda
kropel wirowych na zmiang liczby Reynoldsa.

Na rys. 6.16 przedstawiono sekwencj¢ polozen kropel wirowych dla Re=200.
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Rys. 6.16. Sekwencja polozeni kropel wirowych; Re=200
Fig. 6.16. The sequence of the vortex blob position; Re=200
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Rys. 6.17. Sekwencja chwilowych przebiegéw linii pradu; Re=200
Fig. 6.17. The sequence of the instantaneous sireamlines; Re=200
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Rys. 6.18. Sekwencja polozeii kropel wirowych; Re=5000
Fig. 6.18. The sequence of the vortex blob positions; Re=5000
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Poniewaz przeplyw jest laminarny, warstwa przyScienna szybko rozszerza si¢ na
calg szeroko$¢ kanatu. Widac zasilanie pola wirowosci wirami odrywajgcymi si¢ z
konca plytki. Pole wirowosci w §rodku kanalu wskutek oddzialywania ostrza jest
zafalowane.

Na rys. 6.17 przedstawiono chwilowe rozktady linii pradu (usrednione po 10
krokach czasowych) wraz z rozkladami pr¢dkosci dla Re=200. Widaé narastanie
strefy recyrkulacyjnej za plytka, w ktérej, jak pokazuja rozktady predkosci, wyste-
puje przeplyw wsteczny.

Na rys. 6.18 przedstawiono sekwencj¢ kropel wirowych dla Re=5000. Warstwa
przyScienna ksztattuje sig teraz duzo wolniej. Zrodlem wirowosci jest koniec
plytki, z ktérego splywajg wiry oraz niestabilna strefa recyrkulacyjna za plytka.
Tuz nad plytka widac wyraznie uformowany rdzen potencjalny, ktory jednak ma
skoficzony zasieg. Wzdhuz kanati uformowaly si¢ z kropel wirowych duze, okre-
sowe struktury wirowe. Na rys. 6.13 przedstawiono sekwencj¢ chwilowych wykre-
sow linii pradu wraz z profilami predkosci. Po poréwnaniu ze sobg p6l wirowosci
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Rys. 6.19. Sekwencja chwilowych przebiegéw linii pradu wraz
z rozkladami predkosci; Re=5000
Fig. 6.19. The sequence of the instantaneous time portrait of the streamlines
with the velocity distribution; Re=5000



106

przeplywéw dla Re=200 oraz Re=5000 wida¢, ze produkcja wirowosci na koficu
plytki dla liczby Reynoldsa Re=5000 jest znacznie wigksza niz dla Re=200. Strefa
recyrkulacji jest znacznie dluzsza. Widaé wyrazniej uksztattowane struktury wiro-
we wzdhuz §cianek kanahu dla wigkszej liczby Reynoldsa (Re=5000). Reagowanie
metody kropel wirowych na zmiang liczby Reynoldsa jest wigc poprawne.

Poréwnujac otrzymane obrazy przeplywéw przedstawionych na rys. 6.18, ze
zdjeciami przeplywéw rzeczywistych z duza liczba Reynoldsa opublikowanych w
literaturze, np. [165, 194] nalezy stwierdzi¢, ze komputerowe obrazy przeplywow
otrzymane metoda kropel wirowych sg bardzo podobne to przeplywéw rzeczy-
wistych. Majac wigc na uwadze fakt prawidlowych zmian pél predkosci i wiro-
wosci w zaleznosci od liczby Reynoldsa nalezy przyjaé, ze metoda kropel wiro-
wych w zaproponowanej realizacji jest uzytecznym, narz¢dziem badawczym,
nadajacym si¢ do modelowania przeplywéw w zlozonych geometrycznie obsza-
rach.

7. PODSUMOWANIE

Ze wzgledu na typ modelowanych zjawisk przedstawione metody dyskretnych
wirédw mozna podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej grupy zaliczamy metody
znajdujace zastosowanie w badaniu ruchu nieskoficzenie cienkiej powierzchni
rozgraniczajacej dwa oSrodki, na ktérej sktadowa styczna pola predkosci jest
nieciagta. Moze ona by¢ wykorzystywana do badania niestabilnosci Kelvina-Hel-
mholtza, Rayleigha-Taylora czy tez ruchu fal powierzchniowych. Przyjmuje sig
dosé restrykcyjne zalozenia odnosnie do ruchu cieczy i wlasnosci fizycznych
plynéw (ruch potencjalny, ciecze nielepkie). Pozwala to jednak na przedstawie-
nie réwnan ruchu w postaci zagadnienia poczatkowego dla warstwy wirowe;j.
Dzigki temu metoda charakteryzuje si¢ duza dokladnoscia, o kilka rzedéw prze-
wyzszajaca doktadno$¢ metod siatkowych, oraz efektywnym wykorzystaniem
czasu i pamigci komputera. Stanowi precyzyjne narzedzie badania formowania
si¢ osobliwoSci w ruchu warstwy wirowej. Ze wzgledu na przyjete zalozenia
upraszczajace zagadnienie poczatkowe musi podlegaé regularyzaciji.

Do gléwnych osiagni¢¢ obecnej pracy w zakresie modelowania ruchu warstwy

wirowej w przypadku niestabilno$ci Rayleigha-Taylora mozna zaliczy¢:
- Pokazanie, przez eksperyment numeryczny, formowania si¢ w rozwigzaniach
osobliwosci. Byto to mozliwe dzigki wlaczeniu do réwnan efektu napigcia powie-
rzchniowego, ktory spetnial rolg filtru thumiacego wzrost bledéw numerycznych,
majgcych swoje zrodlo w skoficzonej reprezentacji liczb w maszynie. Pojawianie
si¢ osobliwosci w rozwigzaniach jest przyczyna, dla ktérej algorytm metody
wiréw podany w pracy [17] zawodzit dla liczb Atwooda mniejszych od jeden.
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- Wskazanie doboru najkorzystniejszej wartosci parametru a (wzér (4.9)).
Najkorzystniejsza wartoScia parametru jest a=-A/2. Dla tej warto$ci w réwnaniu
intensywnoS$ci ewolucji warstwy wirowej zeruje si¢ czlon nieliniowy
(1/2)0/0e[Y*/z.Z ] (patrz wzdr (4.20)).

- Przykladowe rozwiazania dla réwnan zregularyzowanych, z réznymi wartoscia-
mi liczb Atwooda i réznymi rodzajami zaburzef poczatkowych (w przypadku
aproksymacji Boussinesqa).

- Zbadanie wplywu wartoSci parametru 8 uzytego do regularyzacji na przykta-
dzie ruchu pecherzyka cylindrycznego w polu grawitacyjnym.

- Zbadanie wplywu warunkéw poczatkowych pecherzyka eliptycznego na jego
ewolucjg. Stwierdzono, e eliptyczna forma pgcherzyka w chwili poczatkowej
powoduje, ze podczas ewolucji z jego masy wysnuwa si¢ ni¢ (,ogon"). Szczegdly
ewolucji pegcherzyka takie jak: zakoficzenie nici, jej ksztalt, polozenie punktu, z
ktérego wysnuwa si¢ ni¢ zaleza od warunkéw poczatkowych. Nici, ostrza, stru-
ktury spiralne sa typowymi elementami pojawiajacymi si¢ w trakcie ewolucji
form w warunkach ,dalekich od réwnowagi” [8, 124].

Do drugiej grupy metod wirowych naleza metody stuzace do rozwiazywania
réwnai ruchu cieczy lepkiej, np. metoda kropel wirowych. Zostala ona pomysla-
na jako metoda do rozwiazywania réwnan ruchu cieczy lepkiej z malg wartoscia
wspolczynnika lepkoéci (duza liczba Reynoldsa). Gtéwnymi osiagnigciami niniej-
szej pracy odnosnie do metody kropel wirowych sa:

- Zbudowanie uniwersalnego programu do modelowania przeplywéw w kana-
fach o zlozonej geometrii, a wigc waznych dla praktyki inzynierskiej, z wykorzy-
staniem metody kropel wirowych. Waznym etapem w realizacji tego zadania byto
opanowanie sposobu szybkiego wyznaczania przeplywéw potencjalnych w kana-
tach o zlozonej geometrii.

- Wiaczenie do programu metody szybkiego sumowania wzajemnego oddzialy-
wania wiréw, co pozwolilo na pigciokrotne przyspieszenie obliczen.

- Przetestowanie programu dla przeplywu w kanale z gwaltownym rozszerzeniem
i oplywu nieskoficzenie cienkiej plytki ustawionej prostopadle do przeplywu.

W metodzie kropel wirowych otwartym problemem pozostaje dowod
zbiezno$ci metody w obszarze ze §ciankami sztywnymi. W niniejszej pracy przy-
jete za Chorinem [42] podejScie do realizacji warunku przylegania plynu do
§cianek sztywnych przez generacj¢ kropel wirowych na Sciance opiera si¢ na
przestankach empirycznych. Nalezy si¢ spodziewaé dalszych prac teoretycznych
uzasadniajacych i racjonalizujacych takie podejscie [97, 184].

Z przeprowadzonych tu badaf wynika, ze w metodzie kropel wirowych do
obliczenr nie jest konieczne stosowanie warstw wirowych jako dodatkowego
noé$nika wirowoéci w poblizu §cianki. Otrzymano jakoSciowo poprawne obrazy
przeplywéw turbulentnych. Program stanowi interesujace narz¢dzie badawcze
proceséw przejsciowych i turbulentnych w przeplywach dwuwymiarowych. Pewna
wadg stochastycznego podejécia do metody kropel wirowych jest utrata precyzji
punktowego przewidywania pr¢dkosci oraz powolny wzrost doktadnosci w zale-



108

znosci od liczby wiréw (~N"). W ostatnich latach pojawito si¢ wiele prac doty-
czacych modelowania lepkosci cieczy metodami deterministycznymi [54, 55, 64,
97, 135, 161]. Nalezy sig spodziewaé dalszych préb wyeliminowania z algorytmu
kropel wirowych stochastycznego podejécia do rozwiazywania réwnania dyfuzji.
Moze jednak okazal sig, ze skuteczno$é metody kropel wirowych ma swoje
zrédio wlasnie w stochastycznej realizacji algorytmu. Stochastyczno$¢ pola pre-
dkosci przeplywéw z duzg liczba Reynoldsa jest jego charakterystyczna cecha.

Algorytm metody kropel wirowych daje si¢ rozszerzy¢ na przeplywy trojwy-
miarowe [5, 44, 126]. Prezentowane w pracy podejScie wyznaczania potencjalne-
go pola przeplywu, za pomoca szybkich metod siatkowych tez mozna rozszerzy¢
na przypadek tréjwymiarowy [167]. W przyszloici istnieje wigc szansa na zbudo-
wanie uniwersalnego programu, w oparciu o metodg kropel wirowych dla prze-
plywéw tréjwymiarowych. Obliczenia takie wymagaja jednak dostgpu do kompu-
teréw o duzej mocy obliczeniowej (wzrost liczby oddzialywan, konieczno$¢ uzycia
wigkszej liczby kropel wirowych ze wzgledu na potrzebg dobrego zamodelowania
efektu rozciagania linii wirowej). Dostep do komputeréw o duzej mocy oblicze-
niowej bedzie coraz latwiejszy ze wzgledu na ciagly rozwdj technologiczny te-
chniki komputerowej. Modelowanie przeptywdw tréjwymiarowych bardziej wigze
si¢ z realnymi, fizycznymi przeplywami niz modelowanie przeplywéw dwuwymia-
rowych. Dlatego w najblizszych latach nalezy oczekiwa¢ wzrostu publikacji na
temat modelowania przeplywdw tréjwymiarowych.

Nie ulega watpliwosci, ze metody dyskretnych wiréw beda si¢ dalej intensy-
wnie rozwijaly. Wynika to z atrakcyjnych cech metody, takich jak mozliwo$é
modelowania przeplywéw w zakresie duzych liczb Reynoldsa oraz analizy i inter-
pretacji wynikéw numerycznych modelowanych zjawisk z uzyciem wirowosci.
Wirowo$¢ natomiast jest ,mig¢Sniem i nerwem” dynamiki plynéw, nieodigcznym
elementem wszystkich rzeczywistych zjawisk wiazacych si¢ z ruchem plynu.
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NUMERICAL MODELLING OF THE HYDRODYNAMIC
PHENOMENA BY THE VORTEX METHODS

The vortex methods used to modelling of the hydrodynamic phenomena were described. The mathe-
matical foundation of the methods was given. Numerical results that were obtained by vortex me-
thod for the Rayleigh-Taylor instability and for the motion of the bubble in the gravity field were
presented. Numerical results for the viscous flow in the channel with complex geometry were also
presented . For the Rayleigh-Taylor instability it was assumed that the flow is potential and the fluid
is incompressible and inviced. The interface can be regarded as vortex sheet. The study of the mo-
tion could be reduced to the solution of the initial value problem for the vortex sheets. It was numer-
ically shown that the initial value problem for the vortex sheet is ill-posed and the equations of
motion must be regularized. Regularization was done by introducing & parameter to the equation of
motion. The numerical results for regularized equations are presented. Using the example of the
numerical study of the bubble motion it was shown that the 8 parameter acts like the viscosity of the
fluid. From the initially elliptic bubble a thread emerged. The evolution of the bubble was sensitive
on initial condition. The thread structure was observed in the experiments. For the study of the
viscous flow by vortex blob method a general proposed program was built. To calculate the auxiliary
potential flow which was needed to satisfy the boundary condition on the wall the fast elliptic solver
with the capacitance matrix technique was used. The resuits for the backward-facing step flow and
for the flow over the thin plate were presented. Numerical results were compared with the experi-

mental data.
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Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.
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