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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

Zagadnienie drgan i stateczno$ci niepryzmatycznych, cienko$ciennych elementow
konstrukcji pretowych ma duze znaczenie praktyczne, ze wzgledu na powszechne
zastosowanie w rzeczywistych konstrukcjach budowlanych niepryzmatycznych pretow
0 przekroju cienkosciennym. Rozwigzanie problemu drgan i stateczno$ci cienkos$ciennych
konstrukcji pretowych jest szczegélnie skomplikowane, gdy parametry uktadu, takie jak
charakterystyki geometryczne i materiatowe przekroju poprzecznego, sa zmienne na dtugosci
preta. W ogélnym przypadku zmienno$¢ tych charakterystyk powoduje bowiem zakrzywienie
osi utworzonych przez $rodki cigzkosci 1 $rodki $cinania przekrojow poprzecznych. Wowczas
roOwnania drgan 1 stateczno$ci w ogoélnym przypadku opisane sa sprzezonym ukladem
4 réwnan rozniczkowych o zmiennych wspotczynnikach, co praktycznie uniemozliwia
otrzymanie $cistego rozwigzania analitycznego. Wyjatkiem sg tutaj szczegolne przypadki, gdy
przekrdj poprzeczny jest bisymetryczny i liniowo zmienny. Wowczas wspotczynniki te
przyjmuja prosta okreslong posta¢ (np. sa funkcjami liniowymi, parabolicznymi itp.). Stopien
skomplikowania problemu oraz brak ogélnych rozwigzan sprawiaja, ze zagadnienie to jest
réwniez interesujace z poznawczego punktu widzenia.

Metoda najczesciej stosowang do analizy drgan i statecznosci tego typu uktadow jest
metoda elementéw skonczonych (MES). Wykorzystywane sa tutaj miedzy innymi modele
bazujace na pretowych elementach skonczonych o 14 stopniach swobody, przy czym z reguty
niepryzmatyczne elementy konstrukcji modelowane sg pryzmatycznymi elementami
skonczonymi o skokowo zmiennym przekroju poprzecznym. Profesjonalne oprogramowanie
stosujace t¢ metode pozwala na rozwigzanie zagadnien utraty stateczno$ci oraz zagadnien
dynamicznych (zagadnienie wlasne, analiza drgan wymuszonych). Zaletg tej metody jest
mozliwo$¢ rozwigzania duzych, nieregularnych uktadow, wadg natomiast ograniczona
dokladno$¢ rozwigzania. Dokladno$¢ ta z reguly jest wystarczajagca z punktu widzenia
praktyki projektowej, moze natomiast by¢ zbyt mata przy analizie ztozonych zagadnien
dynamicznych lub zagadnien utraty statecznosci.

W celu dokladniejszej analizy zachowania niepryzmatycznych cienkosciennych
konstrukcji pretowych, w przypadku metody elementéw skonczonych, stosuje si¢ rowniez
ptytowe oraz brylowe elementy skonczone. Modele takie umozliwiaja uwzglednienie efektow

lokalnych w analizie konstrukcji cienkosciennych, takich jak lokalna utrata statecznosci lub
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lokalne drgania $cianki elementu cienko$ciennego. Prowadzi to jednak do zdecydowanie
bardziej rozbudowanego modelu obliczeniowego i1 duzo bardziej zlozonego zadania
0 znacznej liczbie stopni swobody. Modele te z uwagi na swoja ztozonos¢ obliczeniowsa
w praktyce inzynierskiej ograniczaja si¢ do pojedynczych elementow konstrukcyjnych lub
niewielkich uktadow pretowych.

Inne rzadziej stosowane metody numeryczne do rozwigzania tego typu zagadnien to
metoda kwadratur roznicowych DQM (Differential Quadrature Method), w ktorej okresla sie
pochodne poszukiwanej funkcji poprzez wartosci funkcji wyjsciowej, lub metoda
transformacji ro6znicowej DTM (Differential Transform Method), w ktorej uzyskuje si¢
wspotczynniki rozwinigcia poszukiwanego rozwigzania w szereg Taylora.

Do rozwigzania uktadu réwnan rozniczkowych o zmiennych wspotczynnikach, ktéry
opisuje rozpatrywane zagadnienia, czgsto stosuje si¢ roznego rodzaju metody
aproksymacyjne, w ktérych rozwigzan poszukuje si¢ w postaci skonczonych lub
nieskonczonych szeregéw. Przykladem takich metod s3: metoda Galerkina, metoda Ritza,
aproksymacja rozwigzan klasycznymi szeregami potgegowymi lub klasycznymi szeregami
Fouriera. W metodach aproksymacyjnych doktadno$¢ rozwigzania zalezy od postaci przyjetej
bazy aproksymacyjnej oraz jej rozmiaru. Zaleta metod aproksymacyjnych jest uzyskiwanie
rozwigzania w postaci poélanalityczej, ktora umozliwia dogodne wykonywanie dalszych

przeksztatcen.

1.2. Przeglad literatury

Problemem analizy konstrukcji pretowych w tym w szczegdlnoSci analizy drgan
| stateczno$ci niepryzmatycznych, cienkosciennych elementéw konstrukcji pretowych
zajmowalo si¢ wielu autoréw, o czym $wiadczy bogata literatura dotyczaca tego tematu.

W literaturze mozna znalez¢ obszerne prace przegladowe, w ktorych autorzy
zajmowali si¢ zarowno analiza drgan jak i analiza statecznosci, m. in. w publikacjach
Kim i in. [41], Nguyen i in [65], Rajasekaran i Khaniki [76], [77], Rajasekaran i Nalinaa [78],
Soltani i in. [103], [104].

Kim i in. w pracy [41] przedstawili ogélne sformutowanie problemu przestrzennej
analizy drgan swobodnych i statecznosci cienkos$ciennych pryzmatycznych przestrzennych
elementow ramy. Analiz¢ wykonano dla pretow o0 przekroju bez cech symetrii

z uwzglednieniem odksztalcen S$cinajacych. W przedstawionym przez autoréw modelu



parametry przemieszczenia okre$lone zostaly dla dowolnie wybranych osi odniesienia
z uwzglednieniem sktadnikow drugiego rzgdu wynikajacych z obrotow. W celu okreslenia
dynamicznej i statycznej macierzy sztywnos$ci dla jednorodnego, pryzmatycznego elementu
belkowo-stupowego o przekroju cienko$ciennym bez cech symetrii wyprowadzono réwnania
rézniczkowe pierwszego rzedu na podstawie réwnan ruchu. Rozwigzanie problemu
sprowadzono do rozwigzania zagadnienia wlasnego. Autorzy wykazali, ze wyniki
numeryczne uzyskane przedstawiong metoda sg zgodne z wynikami uzyskanymi metodg
elementéw skonczonych w programie ABAQUS przy zastosowania zarOwno cienko$ciennych
elementoéw belkowych jak i elementow ptytowych.

Nguyen i in. w pracy [65] do analizy drgan swobodnych i analizy wyboczenia
cienkosciennych ~ kompozytowych belek dwuteowych o zmiennych parametrach
materiatowych i geometrycznych zastosowali metode Ritza. Do opisu zmienno$ci parametrow
materialowych na grubos¢ $cianki zastosowano rozktad potggowy. Rownania ruchu zostaty
wyprowadzone z rownan Lagrange'a. W pracy wyznaczono czestotliwosci drgan wiasnych
I warto$ci obcigzenia krytycznego powodujacego wyboczenie belek cienkosciennych zarowno
dla teorii uwzgledniajgcej wpltyw $cinania na odksztalcenia, jak i dla teorii pomijajacej jego
wplyw. Otrzymane wyniki numeryczne poréwnano z wynikami uzyskanymi przez innych
autorow. W cytowanej pracy autorzy zbadali rowniez wpltyw kata nachylenia widkien,
rozktadu materiatu, stosunku rozpigtosci do wysokosci 1 wptyw odksztalcenia §cinajacego na
warto$¢  Krytycznego obcigzenia wyboczeniowego i czestotliwosci drgan wiasnych
cienkosciennych belek dwuteowych, analizujac rézne warunki brzegowe.

Rajasekaran i Khaniki w pracach [76], [77] wyprowadzili formuty pozwalajace na
szczegotowg analize¢ wyboczenia i drgan swobodnych niepryzmatycznych belek
cienkosciennych 0 dowolnym przekroju otwartym i zamknietym. Opracowana teoria
ogranicza si¢ do matych odksztalcefr, umiarkowanych ugi¢¢ 1 matych obrotow. Opiera si¢ na
zalozeniu, ze odksztalcenie $cinajagce na konturze $rodkowej powierzchni przekroju
poprzecznego preta jest pomijalne. Korzystajac z membranowej teorii powtok, uzyskano
doktadne wyrazenia na odksztalcenia. W cytowanych pracach przyjeto, ze wiasciwosci
materiatowe sg zmienne zarowno wzdhuz osi belki, jak i w kierunku poprzecznym segmentu
ptytowego belek. Rownania przemieszczeniowe wyprowadzano, przyjmujac dowolny uktad
odniesienia. Do obliczen charakterystyk geometrycznych przekrojow poprzecznych
wykorzystano catkowanie numeryczne Simpsona oraz kwadraturg catkowania numerycznego
Gaussa. Krytyczne obcigzenia wyboczeniowe 1 czgstotliwosci wlasne oraz odpowiadajace im

formy wyboczeniowe i1 modalne dla roéznych schematow belek niepryzmatycznych
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wyznaczono z uzyciem metody elementow skonczonych. W analizach zastosowano
cienkoscienny element skonczony 0 siedmiu stopniach swobody w kazdym wezle. Wyniki
uzyskane dla analizowanych przyktadow poréwnano z wynikami prezentowanymi
w dostepnej literaturze. Dzigki modyfikacjom sztywno$ci osiowej | poprzecznej
wyprowadzone formuly pozwalaja na badanie belek kompozytowych z laminatami
kompozytowymi wzmocnionymi wioknami.

W pracy Rajasekaran i Nalinaa [78] przedmiotem rozwazan jest statyka, zagadnienie
wlasne oraz problem wyboczenia niepryzmatycznych cienkos$ciennych kompozytowych
elementéw przestrzennych o dowolnym przekroju. Teoria ogranicza si¢ do matych
odksztatcen, umiarkowanych ugie¢ i malych obrotow. W pracy wyprowadzono Sciste, przy
przyjetych zatozeniach, wyrazenia dla odksztalcen oparte na membranowej teorii powlok,
uwzgledniajace efekt nieliniowego zwezenia przekroju poprzecznego. Wykorzystujac
wyprowadzone formuty oraz stosujac do catkowania numerycznego kwadratury Gaussa,
wyznaczono macierze sztywnosci 1 bezwladnosci prgtowego elementu skonczonego.
Zdefiniowane elementy skonczone zastosowano do rozwigzania klasycznych problemow
wyboczenia i zagadnien drgan. Krytyczne obcigzenia wyboczeniowe, czgstotliwosci wlasne
oraz odpowiadajace im formy wyboczeniowe i modalne wyznaczono za pomoca procedury
iteracji Jacobiego.

Soltani i in. w pracach [103], [104] badali wyboczenie gi¢tno-skretne i drgania
swobodne zbieznych cienkosciennych belek-stupow o dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego. Rownania ruchu wyprowadzono stosujac zasade Hamiltona. Energig
odksztatcenia wyznaczono z uwzglednieniem naprezen poczatkowych. W  pracy
uwzgledniono efekty mimosrodowego (w stosunku do $rodka $cinania i §rodka cigzkoS$ci)
przylozenia  obcigzenia.  Wyprowadzone rdéwnania rdézniczkowe o  zmiennych
wspoéfczynnikach rozwigzano metoda szeregdw potegowych, analizujac rdézne schematy
podparcia. W zastosowanej metodzie przemieszczenia i zmienne charakterystyki
geometryczne przekrojow sg aproksymowane wielomianami skonczonego stopnia.

W przedstawionych w pracy przyktadach numerycznych rozwigzano zagadnienie
zginania i skrgcania oraz problem drgan swobodnych belek cienkosciennych ze zbieznymi
srodnikami i pasami oraz r6znymi warunkami podparcia. W celu sprawdzenia poprawnosci i
oszacowania doktadnosci zastosowanej metody otrzymane wyniki pordwnano z wynikami
uzyskanymi metoda elementéw skonczonych oraz z dostgpnymi rozwigzaniami innych

autorow.
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Zagadnienie drgan pretow cienko$ciennych bylo analizowane m. in. w publikacjach
Ambrosini i in. [2], Arpaci i Bozdag [6], Borbon i Ambrosini [11], Chen [19],
Eisenberger [22], Gere [30], Jang i Kim [39], Machado i Cortinez [57], Mohri i in. [60],
Nguyen i in [64].

Ambrosini i in. w pracy [2] wyprowadzili réwnania drgan belek cienkos$ciennych
0 przekroju otwartym z uwzglgdnieniem odksztalcalnosci postaciowej, bezwladnosci
obrotowej przekroju oraz zmiennych charakterystyk przekroju. Rownania te wyprowadzono
przyjmujac zatozenia Wlasowa. RoOwnania te majg rowniez zastosowanie do belek
pelnosciennych i opisujg ogoélne zagadnienie sprz¢zonego zginania i skrgcania belek prostych.
Otrzymane rownania zastosowano do wyznaczenia czestotliwosci drgan wilasnych i reakcji
sejsmicznej budynku wyposazonego w cienko$cienny rdzen zelbetowy, ktéry ma wytrzymac
obcigzenia boczne. W celu wykazania ogdlnosci wyprowadzonych rownan zastosowano je do
analizy drgan belki ceowej 0 zmiennym przekroju.

W pracy [6] Arpaci i Bozdag analizowali zagadnienie sprzezonych drgan
pryzmatycznych belek cienko$ciennych o niesymetrycznym otwartym przekroju
poprzecznym. W cytowanej pracy wyprowadzono i rozwigzano rownania rozniczkowe dla
sprzgzonych drgan gigtnych i skrgtnych. Omoéowiono rowniez i poddano krytycznej analizie
wczesniejsze badania na ten sam temat.

Borbon i Ambrosini w artykule [11] zawarli numeryczno-eksperymentalne badanie
czestotliwosci drgan wilasnych belek cienko$ciennych obcigzonych osiowo. W pracy
analizowany byl wplyw obcigzenia osiowego na czgstotliwosci drgan wilasnych. Rownania
ruchu wyprowadzono na podstawie teorii belek cienkoSciennych Wtasowa, ktorg
zmodyfikowano tak, aby uwzgledniata wplyw podatnosci na $cinanie oraz bezwladnoS$ci
obrotowej przekroju w wypadkowych napr¢zeniach. State obcigzenie osiowe uwzgledniono
W réwnaniach ruchu, zaréwno w dziedzinie czasu, jak i1 czestotliwosci. Pokazano, ze
rozniczkowe rownania ruchu sg wygodne do analizy w dziedzinie cz¢stotliwosci przy uzyciu
metody zmiennej stanu. W cytowanej pracy zawarto przyktady numeryczne w celu pokazania
wplywu obcigzenia osiowego przy roznych warunkach brzegowych. Na koniec w pracy
przedstawiono testy doswiadczalne drgan swobodnych, ktore pozwalaja zweryfikowac teori¢
przedstawiong w pracy i dostarczajg dobrej jakosci danych, ktore mozna wykorzysta¢ do
sprawdzenia doktadnosci 1 wiarygodnos$¢ réznych teorii.

Chen w pracy [19] do wyprowadzenia dynamicznych réwnan rownowagi belek
cienkosciennych o dowolnym przekroju zastosowal zasade Hamiltona. Przemieszczenia

zostaly zdefiniowane w dowolnie wybranym ukladzie wspolhrzednych. W wyniku
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zastosowania tej metody otrzymano roéwnania rownowagi dynamicznej i naturalne warunki
brzegowe. Wyprowadzone réwnania byly silnie sprzezone.

Eisenberger w pracy [22] podat doktadne rozwigzania pozwalajgce na wyznaczenie
czestotliwosci  drgan skretnych symetrycznych pretow cienkos$ciennych o otwartym,
zmiennym przekroju poprzecznym. W pracy przedstawiono metode analityczng pozwalajaca
na utworzenia dynamicznej macierzy sztywnosci preta, z uwzglednieniem efektu spaczenia.
Opisang metode zastosowano w przedstawionym w pracy przyktadzie numerycznym.
Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami wyznaczonymi metodami przyblizonymi.

Gere w pracy [30] zajmowal si¢ analiza skretnych drgan swobodnych pretow
cienkos$ciennych o przekroju otwartym, w ktorych $rodek $cinania i $rodek ciezkosci
pokrywaja si¢. Takimi przekrojami sg dwuteowniki o przekroju bisymetrycznym i przekroje
typou Z o roéwnych pasach. Wyprowadzono réwnanie rézniczkowe drgan skretnych
uwzgledniajgce efekt spaczenia przekroju poprzecznego. Okreslono wplyw spaczenia na
czestotliwos¢ drgan oraz na formy drgan belek jednoprzestowych, analizujac rézne warunki
podparcia. Dla belki swobodnie podpartej wyprowadzano wzor na glowne czestotliwosci
skretne i wyrazenie okreslajace formy drgan wilasnych. W przypadku innych warunkow
podparcia wyprowadzano rownania pozwalajagce na wyznaczenie czestosci wilasnych
I przedstawiono ich graficzne rozwigzania.

W pracy [39] Jang i Kim badali zachowanie belki cienkos$ciennej o przekroju
skrzynkowym poddanej dynamicznemu obcigzeniu skrecajagcemu. W analizowanym
przypadku spaczenie i deformacje przekroju poprzecznego sg sprz¢zone z odksztalceniami
skretnymi. W wyniku sprzgzenia zagadnienie rozchodzenia si¢ drgan wzdhuz osi belki staje
si¢ skomplikowane. Sprzgzone zachowanie propagacji fali skrgcajacej, wypaczajacej
I znieksztatcajacej w belce cienkosciennej z prostokatnym przekrojem skrzynkowym zostat
zbadany teoretycznie przy uzyciu cienkosciennej teorii belki wyzszego rzedu.

Machado i Cortinez w pracy [57] zbadali wplyw poczatkowych odksztalcen
generowanych przez dzialanie statycznego obcigzenia zewngtrznego, a takze wplyw
podatnosci $cinajacej na dynamiczne zachowanie bisymetrycznych cienkosciennych belek
zespolonych. Przedstawiona teoria uwzgledniania geometryczng nieliniowosci uktadu
spowodowang duzymi przemieszczeniami i obrotami. W celu dyskretyzacji rownan
opisujgcych zagadnienie zastosowano wariacyjng metode Ritza. W rozwazaniach
uwzgledniono belki o przekroju otwartym poddane poczatkowemu momentowi
jednorodnemu, obcigzeniu roztozonemu i obcigzeniu skupionemu. Uzyskane w pracy wyniki

numeryczne pokazuja, ze gdy stosunek sztywnosci na zginanie wzdluz stabszej 0si do
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sztywnos$ci na zginanie wzdtuz silnej osi jest duzy, klasyczna analiza drgan moze prowadzic¢
do niedoktadnych wynikéw ze wzgledu na wplyw poczatkowych przemieszczen. W pracy
zbadano réwniez wpltyw rozpietosci belki oraz poziomu przytozenia obcigzenia na wartosci
czestosci wlasnych dla réznych sekwencji uktadania laminatu.

Mohri i in. w pracy [60] opisali model nieliniowy, ktory uwzglgdnia nieliniowos$¢
geometryczng w spaczeniu, zginaniu i skrgcaniu. Model zostal wykorzystany do analizy
nieliniowego zagadnienia utraty stateczno$ci. W oparciu o ten model, badano zachowanie si¢
belek cienkos$ciennych po wyboczeniu zaréwno pod obcigzeniem osiowym i hormalnym do
osi belki. Do rozwigzania zastosowano metode Galerkina. Rozwigzania po wyboczeniu sg
otrzymywane metoda iteracyjng Newtona-Raphsona. Korzystajac ze stycznej macierzy
sztywnosci wyprowadzonej z rozwigzania statycznego, przeprowadzono analiz¢ zar6wno
w fazie wstgpnej, jak i po wyboczeniu. Rownania opisujace zagadnienie wiasne
sformutowano dla belek o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego. Dla belek
0 przekrojach bisymetrycznych i monosymetrycznych wyprowadzono zaleznos$ci w postaci
zamknigtej pozwalajgce na wyznaczenie czestotliwosci wlasnych.

Nguyen i in. w pracy [64] wyprowadzili rozwigzania analityczne pozwalajace na
wyznaczanie czestosci skretnych drgan wilasnych dwuteownika ze stgzeniami posrednimi.
Wyprowadzone rownania majg proste formy zamknig¢te i mozna je zastosowac, uwzgledniajac
dowolng liczbe punktow usztywniajacych. Réwnania zweryfikowano, poréwnujac uzyskane
za ich pomoca wyniki z wynikami wyznaczanymi metoda elementow skonczonych.
Wykonane poréwnania potwierdzity poprawnos¢ wyprowadzonych réwnan. Jako przyktad
praktycznego zastosowania w inzynierii ladowej, uzyskane roéwnania zastosowano do analizy
drgan wilasnych uktadu podwoéjnych belek dwuteowych i przeprowadzano seri¢ analiz,
ktorych celem bylo zbadania wptywu liczby punktow usztywniajacych i calkowitej
sztywnosci skretnej na drgania skretne.

W literaturze dotyczacej zagadnienia utraty stateczno$ci niepryzmatycznych pretow
cienkosciennych szczegolnie duzo miejsca poswigecono zagadnieniu zwichrzenia belek
cienkosciennych (LTB), w tym w szczegolnosci zwichrzenia belek niepryzmatycznych
o liniowo zmiennym przekroju. Zagadnienie to polega na utracie ptaskiej postaci zginania
i jest kluczowym problemem z punktu widzenia praktycznego. Tym zagadnieniem zajmowali
si¢. m. in. Andrade i Camotim [3], Andrade i in. [4], [5], Asgarian i in. [7],
Benyaminai in. [9], Bradford [12], [13], Challamel i in. [17], Challamel i Wang [18],
Guptaiin. [37], Ibatez i Serna [38], Kitipornchai i Trahair [43], [44], Kus$ [47]-[49],
Mohriiin. [61], [63], Osmani i Meftah [70], Polyzois i Raftoyiannis [73],
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Raftoyiannis i Adamakos [74], Rezaiee-Pajand i in. [79], Ronagh 1 Bradford [80],
Soltani [99], Soltani 1 Asgarian [100], [101], Soltani 1 in. [105], [108],
Suryoatmono i Ho [109], Zhang i Tong [125].

Andrade i Camotim w pracy [3], wykorzystujac metody wariacyjne sformutowali
rébwnania pozwalajace na analiz¢ zwichrzenia monosymetrycznych cienkosciennych belek
0 zbieznym przekroju. Rownania rownowagi wyprowadzono, stosujac kryterium Trefftza.
W celu weryfikacji poprawnosci i ilustracji mozliwosci zastosowan wyprowadzonych
robwnan, przedstawiono w pracy szereg przyktadow. W przyktadach tych analizowano
zwichrzenie bisymetrycznych i monosymetrycznych dwuteowych belek swobodnie
podpartych i wspornikowych o zbieznym $rodniku, obcigzonych punktowo. Do rozwigzania
wyprowadzonych roéwnan zastosowano metode Rayleigha-Ritza, wykorzystujac do
aproksymacji form zwichrzenia funkcje trygonometryczne. Uzyskane wyniki poréwnano
z wynikami uzyskanymi przez innych autoréw. W pracy wykazano, ze modelowanie belki
zbieznej jako zespolu segmentow belek pryzmatycznych jest koncepcyjnie niespdjne i moze
prowadzi¢ do niedokladnych wynikow. W pracy zawarto rowniez aktualny przeglad
jednowymiarowych sformutowan analitycznych opisujacych zagadnienie zwichrzenia belek
liniowo zbieznych.

Andrade i in. w pracy [4] przedstawili jednowymiarowy model umozliwiajacy analizg
zwichrzenia niepryzmatycznych belek cienko$ciennych 0 monosymetrycznym, otwartym
przekroju poprzecznym. Model ten umozliwia uwzglednienie wpltywu wstepnego ugiecia
przed wyboczeniem. W pracy wyznaczono wspotczynniki obcigzenia krytycznego i formy
wyboczenia otrzymane za pomocg zaprezentowanego modelu. Otrzymane wyniki
numeryczne poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda elementow skonczonych przy
uzyciu dwuwymiarowych powlokowych elementow skonczonych (wyniki referencyjne).
Autorzy analizowali belki swobodnie podparte i belki wspornikowe o przekroju dwuteowym
z pryzmatycznymi péotkami 1 pryzmatycznymi lub liniowo zbieznymi S$rodnikami.
Analizowano zaréwno przekroje o jednakowych poétkach jak i o potkach réznych. Jako
obcigzenie belek przyjeto site skupiong na koncu wspornika oraz sile skupiong w $rodku
rozpictosci W przypadku belki swobodnie podpartej. Otrzymane wyniki numeryczne
poréwnano z wWynikami uzyskanymi metoda elementéw skonczonych, wykazujac ich dobrg
zgodnos¢. W pracy odnotowano rowniez istotne rozbiezno$ci dla krotszych belek, ktore
wynikaja z wystepowania odpowiednich znieksztalcen przekroju poprzecznego lub

miejscowych zjawisk wyboczeniowych.
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W pracy [5] Andrade i in. przedmiotem rozwazan byto zwichrzenie cienko$ciennej
belki niepryzmatycznej dodatkowo podpartej punktowo na jej dtugosci. Autorzy, analizujac
bisymetryczny dwuteownik o liniowo zbieznym $rodniku obcigzony od gory, pokazali, jaki
wpltyw na rozwazany problem zwichrzenia maja dodatkowe utwierdzenia liniowo spr¢zyste
lub sztywne. Dodatkowe podparcia mogg mie¢ charakter translacyjny lub skretny w stabszej
ptaszczyznie. Wynikowy problem wlasny zostal rozwigzywany w postaci bezwymiarowe;.
Do obliczen numerycznych wykorzystano pakiet COLNEW. W cytowanej pracy autorzy
wykonali szczegétowg parametryczng analize, badajac skuteczno$¢ rdznych typow
utwierdzenia bocznego, wptywu sztywno$ci utwierdzenia oraz wptywu na wyniki stopnia
zbieznos$ci belki niepryzmatycznej. Analiza ta umozliwila autorom pracy zidentyfikowanie
osobliwosci zwichrzeniowych i wyboczeniowych belek niepryzmatycznych oraz podanie
fizycznego wyjasnienia pozornie paradoksalnych wynikow.

Asgarian i in. w pracy [7] przedstawili teoretyczny model niepryzmatycznej belki
cienkosciennej i wykorzystali go do analizy stateczno$¢ na zwichrzenie niepryzmatycznych
belek cienkosciennych o dowolnych przekrojach poprzecznych. Roéwnania roéwnowagi
i rOwnania ruchu wyprowadzono stosujac zasade Hamiltona. Energi¢ odksztalcenia
wyznaczono, uwzgledniajac naprezenia poczatkowe. W pracy uwzgledniono rowniez efekty
mimosrodowego (w stosunku do srodka $cinania i sSrodka ciezko$ci) przytozenia obcigzenia.
Wyprowadzone réwnania rdézniczkowe o zmiennych wspolczynnikach rozwigzano metoda
szeregdOw potegowych, analizujac rézne schematy podparcia. W zastosowanej metodzie
przemieszczenia 1 zmienne charakterystyki geometryczne przekrojow sg aproksymowane
wielomianami skonczonego rzedu. Do rozwigzania rownan rdzniczkowych czwartego rzedu
opisujacych zagadnienie utraty stateczno$ci belki ze zmiennymi parametrami
geometrycznymi z uogélnionymi warunkami brzegowymi autorzy zastosowali metode
aproksymacyjna wykorzystujaca do aproksymacji szeregi potegowe. Obciazenie powodujace
utrate stateczno$ci okre$lono, wyznaczajgc wartosci wilasne macierzy wspdiczynnikow
wyprowadzonego ukladu réwnan algebraicznych. W celu zbadania doktadnosci
i efektywnosci metody w pracy, przedstawiono rozwiazania Kilku przyktadow numerycznych.
Otrzymane wyniki por6wnano z wynikami uzyskanymi metoda elementéw skonczonych przy
wykorzystaniu oprogramowania ANSYS i wynikami otrzymanymi przez innych autoréw
innymi dostgpnymi metodami numerycznymi lub analitycznymi.

W pracy [9] Benyamina i in. badali zagadnienie zwichrzenia bisymetrycznych belek
cienkosciennych o zbieznych s$rodnikach. W tym celu opracowali nieliniowy model preta

uwzgledniajagcy duze skrecenia. Do rozwigzania wyprowadzonych réwnan réwnowagi
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zastosowano metodg Ritza. Rozwigzujac te rOwnania wyprowadzono prosty wzor analityczny
umozliwiajacy analiz¢ zwichrzenia belek o zbieznych $rodnikach. Wyprowadzony wzor
pozwalal na badanie wptywu na zwichrzenie takich wielkosci jak sztywnos$¢ przekroju, punkt
przylozenia obcigzenia i parametru okreslajacego stopien zbiezno$ci. Autorzy dokonali
numerycznej weryfikacji proponowanego wzoru analitycznego, rozwigzujac kilka przyktadow
liczbowych. Wykazali, ze wyprowadzony wzor daje wyniki zgodne z wynikami uzyskanymi
metoda elementow skonczonych.

Bradford w pracy [12] zastosowal metode elementéw skonczonych do analizy
zwichrzenia, monosymetrycznych niepryzmatycznych belek dwuteowych obcigzonych
dowolnym obcigzeniem 1 z dowolnymi warunkami podparcia. W rozwigzaniach
uwzgledniono naprezenia szczatkowe powstajace przy spawaniu pasow do $Srodnika oraz
przestrzenny rozktad uplastycznienia. Wyniki uzyskane dla analizowanych przyktadow
poréwnano z wynikami prezentowanymi literaturze.

Bradford w pracy [13] dokonal przegladu brytyjskich i australijskich norm
projektowania, w ktorych do okreslenia stanu granicznego zwichrzenia niepryzmatycznych
belek dwuteowych, wykorzystuje si¢ metod¢ stanéow granicznych. W cytowanej pracy do
wyznaczenia sprezystego obcigzenia krytycznego belek zastosowano metode elementow
skoniczonych. Przedstawiona metoda umozliwia analize belek w szerokim zakresie, jezeli
chodzi o ich geometrig¢ i warunki obcigzenia. W pracy zaproponowano metod¢ projektowania
wykorzystujaca dokladne sprezyste rozwiazania krytyczne. Zaproponowana metoda
projektowania oraz metody normowe zostaly poré6wnane w rozwigzanym Ww pracy
przyktadzie.

Challamel i in. w pracy [17] analizowali zwichrzenie liniowo zbieznych belek
wspornikowych wywotane obcigzeniem przytozonym na koncu wspornika. Analityczne
rozwigzanie problemu zwichrzenia, w postaci konfluentnych funkcji hipergeometrycznych,
wyprowadzono dla wspornikow o liniowo zmiennej wysokosci. Obcigzenie, powodujace
wyboczenie, odpowiada najnizszemu  dodatniemu  pierwiastkowi  wyznacznika
charakterystycznego, wynikajacego z ogoélnego rozwigzania rownania rozniczkowego
z uwzglednieniem warunkow brzegowych. W pracy przedstawiono roéwniez rozwigzanie
zagadnienia optymalizacji ksztattu wspornika, przyjmujac jako kryterium optymalizacji
maksymalng jego no$nosci na zwichrzenie (przy zatozeniu stalej obje¢tosci materiatu).

W pracy [18] Challamel i Wang przedstawili analize¢ kryteriow zwichrzenia belek
wspornikowych wywotanych obcigzeniem skupionym zlokalizowanymi na koncu wspornika

I na dtugosci belki wspornikowej. W warunkach, w ktorych wspornik zachowuje statecznosc,
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rozwigzanie ma posta¢ zamknieta i wyraza si¢ za pomoca funkcji Bessela. W pracy pokazano,
ze granica obszaru, w ktorym konstrukcja zachowuje stateczno$¢ zmierza w kierunku linii
Dunkerleya, gdy obcigzenie posrednie zbliza si¢ do wierzchotka wspornika. Gdy odlegto$¢
miedzy oboma obcigzeniami jest wystarczajagco duza, linia Dunkerleya nie jest juz
odpowiednia do oszacowania obszaru statecznosci. W pracy przedstawiono zestaw wzoréw
przyblizonych do szybkiego oszacowania obcigzenia, powodujacego zwichrzenie belki
wspornikowej.

Gupta i in. w pracy [37] zastosowali metode elementow skonczonych do analizy
zwichrzenia niepryzmatycznych cienkosciennych belek dwuteowych. Zaprezentowana
w cytowanej pracy metoda umozliwia analiz¢ cigglych belek dwuteowych o zbieznoSci
liniowej lub kwadratowej z akceptowalng doktadnoscig. W przedstawionym modelu
uwzgledniono wptyw lokalizacji obcigzen preta w roznych punktach przekroju poprzecznego.
Przedstawione w pracy analizy parametryczne wykonano dla jednoprzgstowych
I dwuprzestowych belek cigglych, uwzgledniajac rozne formy i stopnie niepryzmatycznosci,
obcigzenia oraz warunkow podparcia. Poprawno$¢ rozwigzan otrzymanych metoda
elementow skonczonych zostala zweryfikowana poprzez poréwnanie ich z dostgpnymi
w literaturze wynikami eksperymentalnymi i numerycznymi.

W pracy [38] Ibafiez i Serna przedstawili metod¢ obliczania momentu krytycznego dla
niepryzmatycznych pretow cienkosciennych. Metoda bazuje na obszernych wynikach badan
parametrycznych sprezystego momentu krytycznego belek niepryzmatycznych z réznymi
rozktadami momentoéw zginajacych. Przedstawiona metoda, zwang metoda rownowaznych
momentéw, polega na =zastgpieniu belki niepryzmatycznej z dowolnym przebiegiem
momentow  zginajagcych rownowazng belka pryzmatyczng. Efektem zastosowania
przedstawionej w pracy procedury jest to, ze znane w literaturze wyrazenia analityczne
stosowane do obliczenia momentu krytycznego dla belki pryzmatycznej mozna uogdlni¢
I stosowa¢ do belek niepryzmatycznych.

Kitipornchai i Trahair w pracach [43], [44] wyprowadzili réwnania r6zniczkowe,
opisujace zagadnienie gietno-skretnej utraty statecznoSci  niepryzmatycznych  belek
dwuteowych na podstawie analizy odksztalcen podtek zgodnie z zalozeniami teorii Wtasowa.
Rownania te wykorzystano do analizy zwichrzenia belek swobodnie podpartych. W pracy
stwierdzono, ze w przypadku belek o stalych potkach, w ktorych niepryzmatyczny jest
jedynie $rodnik, zmiany sztywnosci skr¢tnej wraz ze zmiang stopnia zbieznosci sa niewielkie,
a w konsekwencji krytyczne obcigzenia sprezyste nie zmieniaja si¢ znacznie. Natomiast

sprezyste obcigzenia krytyczne belek o statej wysokosci, ktore majg zbiezne potki wraz ze
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wzrostem stopnia zbiezno$ci zmniejsza si¢ znacznie. Autorzy przeprowadzili testy, w ktérych
obcigzali obcigzeniem skrecajacym belki wspornikowe o liniowo zmiennym S$rodniku,
otrzymane wyniki potwierdzity przewidywania teoretyczne. Przeprowadzono rowniez testy
wyboczenia na swobodnie podpartych belkach dwuteowych, ktore miaty zbiezne potki lub
srodnik. Otrzymane doswiadczalne wartosci obcigzenia krytycznego byly zgodne
z wartosciami wyznaczonymi teoretycznie.

Ku$§ w swoich pracach [47]-[49] przedstawit metode wyznaczania momentu
krytycznego niepryzmatycznej stalowej belki cienko$ciennej ze zmiennym liniowo
przekrojem poprzecznym. Do wyznaczenia obcigzenia krytycznego zastosowal metode
Rayleigh’a — Ritz’a. Autor w swoich pracach obliczenia wykonywat przy uzyciu programu
Mathematica. Uzyskane wyniki porownywatl z obliczeniami numerycznymi wykonanymi
metoda elementow skonczonych przy zastosowaniu pakietu obliczeniowego ANSYS.
W cytowanych pracach zawarto wiele przyktadéw numerycznych dla réznych schematow
statycznych 1 réznych rozpigtosci niepryzmatycznych belek cienko$ciennych. W pracach
analizowano rozne schematy obcigzenia takie jak obcigzenie rOwnomiernie roztozone,
obcigzenie sitami skupionymi i obcigzenie momentami skupionymi na koncach belki.
Przedmiotem analizy byl rowniez poziom przylozenia obcigzenia. W pracach wykazano, ze
nos$nos¢ obliczeniowa przekrojow belki zmniejsza si¢ znaczniej w przypadku zwe¢zenia
szeroko$ci pasow, w poroOwnaniu ze zmniejszeniem wysokosci srodnikow przy tych samych
wartos$ciach parametrow zbieznos$ci i cechach geometrycznych przekrojow poprzecznych.

W pracy [61] Mohri i in. analizowali globalng stateczno$¢ nieusztywnionych na
dhugosci cienko$ciennych pryzmatycznych pretow o przekrojach otwartych. W cytowanej
pracy opracowano model pryzmatycznego preta cienkosciennego, wykorzystujac go nastepnie
do analizy stateczno$ci belki na zwichrzenie. Zgodnie z europejska normg stalowa Eurokod 3
do sprawdzania stateczno$ci belek nieutwierdzonych poprzecznie na dlugosci stosuje si¢
rozwigzanie analityczne. Zalezy on od rozkladu momentu zginajacego, wpltywu punktu
przytozenia obcigzenia oraz stopnia monosymetrii przekroju zwanego parametrem Wagnera.
Wspotczynniki Cq, C, i C3 odpowiednio wptywaja na te parametry i sa podane dla wybranych
przypadkoéw obcigzen. Autorzy cytowanej pracy w oparciu o zaproponowany model, stosujac
metody Ritza i Galerkina ponownie wyznaczyli wspotczynniki C;, C, i C3 dla belek
swobodnie podpartych. Wspotczynniki C; i C, uzyskane metodg Galerkina sg zblizone do
wspotczynnikéw uzyskanych na podstawie normy Eurokod 3. Natomiast wspolczynniki Cs

zaproponowane przez Wagnera i uzyskane w pracy metoda Galerkina bardzo roznig si¢ od
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wynikow uzyskanych na podstawie normy Eurokod 3. W pracy oméwiono rézne rozwigzania
oraz poréwnano je z wynikami uzyskanymi za pomocg metody elementéw skonczonych.
Mohri i in. w pracy [63] zajmowali si¢ badaniem problemu zwichrzenie
pryzmatycznych belek cienko$ciennych analizujagc model liniowy i nieliniowy. Przedmiotem
rozwazan byly belki o0 przekroju monosymetrycznym. W przeprowadzonych analizach
uwzgledniono rdézne rozkltady momentéw zginajacych, wplyw poziomu przylozenia
obcigzenia oraz efekty zwigzane ze wspoétczynnikiem Wagnera. W rozwazanym w pracy
zagadnieniu nieliniowym, uwzgledniajgcym wystepowanie w uktadzie duzych katow
skrecenia preta cienkos$ciennego, badano wpltyw poczatkowego odksztatcenia uktadu przed
wyboczeniem. Stosujagc metode elementéw skonczonych, zbadano stateczno$¢ belek

obcigzonych na obu koncach momentami gradientowymi (M,,wM,,-1<y <1). W pracy

pokazano, ze w przypadku belek o monosymetrycznych przekrojach dwuteowych i teowych
skutki ugie¢ przed wyboczeniem sg istotne tylko wtedy, gdy szersza poika jest Sciskana pod

wpltywem momentu M, i dodatniego gradientu y >0. W pracy zbadano réwniez wpltyw

gradientu momentu na statecznos¢ belek zamocowanych na koncach. W przypadku takich
warunkéw brzegowych w belce powstaja znaczne sily osiowe wynikajace z nieliniowej
deformacji belki.

Osmani i Meftah w pracy [70] badali wptyw odksztalcen $cinajacych na wyboczenie
niepryzmatycznych cienkosciennych belek o przekroju bisymetrycznym. W pracy
analizowano belki o przekroju otwartym 1 zamknigtym, obcigzone kombinacjg sit
powodujacych zginanie i odksztalcenia osiowe. W prowadzonych analizach autorzy pracy
wykorzystywali nieliniowg teori¢ belki uwzgledniajacg nieliniowo$¢ geometryczng.
W réwnaniach opisujacych analizowany model, uwzgledniono skladowe odksztatcen
wynikajgce ze $cinania. Do rozwigzania rownan réwnowagi autorzy zastosowali metode
Ritza. Nastepnie obliczyli obcigzenia wyboczeniowe wyznaczajgc warto$ci wlasne macierzy
sztywnosci. W pracy wykazano zgodno$¢ wartos$ci obcigzenia krytycznego, wyznaczonego
proponowang W pracy metoda, z wynikami otrzymanymi metoda elementow skonczonych
przy uzyciu oprogramowania ABAQUS. Zamieszczone w pracy wyniki liczbowe, dla
wspornikow i belek swobodnie podpartych z przekrojami otwartymi i skrzynkowymi
pokazuja, ze klasyczne rozwigzanie problemu statecznos$ci ma tendencje do przeszacowania
rzeczywistej nosnosci na wyboczenie krotkich belek wspornikowych o zwezajacych sig

przekrojach skrzynkowych.
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Polyzois i Raftoyiannis w pracy [73] analizowali utrate statecznosci belek
Z niepryzmatycznymi $rodnikami, poddanych obcigzeniom zginajacym. Zgodnie ze
specyfikacjami AISC (American Institute of Steel Construction) element liniowo zbiezny jest
traktowany jako element pryzmatyczny o zmodyfikowanej dtugos$ci i przekroju identycznym
jak przekroj ,,mniejszego” konca elementu liniowo zbieznego. Do okreslenia zmodyfikowanej
dhugosci stuza wspotezynniki modyfikujace, na warto$¢ ktorych wptywaja takie czynniki jak
gradient momentu na dlugo$ci miedzy stezeniami oraz sposob utwierdzenia sgsiednich
przeset. W cytowanej pracy wptyw tych czynnikow zostat ponownie przeanalizowany metoda
elementéw skonczonych i otrzymane wyniki porownano z warto$ciami proponowanymi
w specyfikacjach AISC. Na podstawie uzyskanych rezultatow zaproponowano modyfikacje
wytycznych projektowych dla stalowych belek o liniowo zbieznych przekrojach.
Zaproponowane wytyczne obejmowaly szerszy zbior belek w zakresie geometrii
I przypadkéw obcigzen.

Raftoyiannis i Adamakos w pracy [74] przedstawili numeryczng procedure do
okreslania  Krytycznego obcigzenia powodujgcego zwichrzenie belek dwuteowych
Z niepryzmatycznymi §rodnikami. Wspotczynniki modyfikujace sprezysty moment krytyczny
w odniesieniu do $redniego przekroju poprzecznego podano dla réznych wspoédtczynnikow
zbiezno$ci. Wyniki przedstawione w formie graficznej poréwnano z wynikami badan
dostgpnymi w literaturze. Przedstawiong w artykule metode mozna bardzo tatwo zastosowac
w projektowaniu do analizy zwichrzenia belek niepryzmatycznych o zbieznym $rodniku.

W pracy [79] Rezaiee-Pajand i in. badali zwichrzenie niepryzmatycznej belki
cienkosciennej z uwzglednieniem zmienno$¢ parametrow materialowych zardéwno na
kierunku podtuznym jak i na kierunku poprzecznym. Zatozono, ze przekrdj poprzeczny belki
jest symetrycznym przekrojem dwuteowym o liniowo zmiennej wysokos$ci $rodnika. Przyjeto
ponadto, ze jest on w sposOb ciagly poprzecznie podparty przez wiezi rotacyjne na calej
dhugosci belki. Prezentowane rozwiazanie otrzymano dla przypadku, w ktorych zmiana
modutu sprezystosci i modutu odksztatcalno$ci postaciowej opisana jest funkcja potegowa.
Zmiany tych wspotczynnikow nastepuja wzdluz dhugosci belki i wysokosci przekroju.
Analizowana belka obcigzona byta dwoma skupionymi momentami na koncach. Poszukiwane
przemieszczenie poprzeczne i kat skrecenia belki aproksymowano sinusowymi szeregami
trygonometrycznymi. Krytyczny moment zginajacy belki wyznaczono rozwigzujac
zagadnienie wlasne. Aby zweryfikowac¢ doktadno$¢ i poprawnos$¢ otrzymanych wynikow,

W pracy rozwigzano kilka przyktadow numerycznych.
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Ronagh i Bradford w pracy [80] opracowali element skonczony stuzacy do analizy
lokalnej i globalnej utraty statecznosci cienko$ciennych stalowych konstrukcji pretowych
takich jak ramy hal stalowych i mosty stalowe skladajace si¢ z niepryzmatycznych
dwuteownikow. Opracowany element skonczony uwzglednia zarowno zwegzenie pasow, jak
I sSrodnika. W elemencie skonczonym uwzglgdniono rowniez pionowe usztywnienia srodnika
oraz wplyw lokalizacji obcigzenia poza $rodkiem $cinania. Przedstawione sformulowanie
zagadnienia prowadzi do ogolnego zagadnienia wlasnego, w ktorym obcigzenie
wyboczeniowe i formy utraty stateczno$ci sg Wyznaczane przy uzyciu powszechnie znanych
algorytmow. W pracy przedstawiono przyktady numeryczne. W celu sprawdzenia
poprawnos$¢ i oszacowania dokladnos$¢ zastosowanej metody otrzymane dla analizowanych
przyktadow wyniki poréwnano z wynikami uzyskanymi przez innych autoroéw. Prezentowang
metode zastosowano do badania wptywu lokalnych deformacji na wyboczenie typowej ramy
hali stalowej pod wplywem obcigzen grawitacyjnych.

W pracy [99] Soltani przedstawil metode analizy zwichrzenia symetrycznych belek
kompozytowych o niepryzmatycznym przekroju dwuteowym. W prezentowanej metodzie do
wyznaczenia calkowitej energii potencjalnej i zdefiniowania formuly wariacyjnej dla kata
skrgcenia wykorzystuje si¢ klasyczng teori¢ belek kompozytowych i model Wiasowa.
Obcigzenie wyboczeniowe wyznacza si¢ stosujac metode Ritza. Aby zademonstrowad
doktadno$¢ proponowanej metody, przeanalizowano przyktady numeryczne, a otrzymane
wyniki poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda elementow skonczonych,
z wykorzystaniem elementéw powlokowych, w programie ANSYS i pokazano ich dobrg
zgodnos¢. W cytowanej pracy dla wybranego obcigzenia, szczegélowo oméwiono wplyw
niektorych parametrow, takich jak wspdlczynniki zbieznoséci, polozenie obcigzenia
poprzecznego 1 orientacja wildkien na stateczno$¢ boczna kompozytowych dwuteownikéw
0 przekroju niepryzmatycznym o swobodnie podpartych koncach. Uzyskane wyniki pokazuja,
ze nos$nos¢ na wyboczenie boczne belki zespolonej ze zwezajacym si¢ przekrojem
dwuteowym znaczgco spada, gdy kat witokien w obu pasach jest obrocony wzgledem osi
podtuznej. Maksymalne obcigzenie wyboczeniowe dla swobodnie podpartej belki o zbieznym
srodniku 1 pasach pod rownomiernie roztozonym obcigzeniem uzyskuje si¢ poprzez
umieszczenie wtokien w Srodniku pod katem +/-45°, natomiast w obu pasach pod katem 0°.

Soltani i Asgarian w pracach [100], [101] =zastosowali metod¢ elementow
skonczonych oraz metod¢ kwadratur rdézniczkowych do analizy zwichrzenia
niepryzmatycznych bisymetrycznych belek dwuteowym ze zmiennymi parametrami

materialowymi na dlugosci belki. Analize¢ wykonano dla belek o roéznych warunkach
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podparcia. Rownania rownowagi wyprowadzono metodg energetyczng z uwzglednieniem
teorii Wtasowa. Uktad réwnan réwnowagi zostal nastepnie przeksztalcony w pojedyncze
robwnanie rozniczkowe, W ktorym poszukiwang funkcja jest kat skrecania. Macierze
sztywnosci 1 sztywnos$ci geometrycznej wyznaczono, wykorzystujac do aproksymacji funkeji
ksztattu szescienne wielomiany interpolacyjne Hermite'a. W cytowanych pracach
przeanalizowano wiele przyktadow numerycznych. Szczegdétowo omoéwiono wplyw na
zwichrzenie réznych czynnikéw i parametrow takich jak: osiowa zmienno$¢ wilasciwosci
materialu na dlugosci preta, wspdtczynnikéw zbieznosci dla belek niepryzmatycznych,
wartosci gradientu momentu zginajacego, poziomu przylozenia obcigzenia poprzecznego
I warunkéw podparcia belki. Wyniki zawarte w cytowanych pracach moga by¢ przydatne
w badaniach belek dwuteowych o zbieznych $rodnikach i/lub poétkach o zmiennych na
dhugos$ci cechach materialowych.

W pracy [105] Soltani i in. rowniez zajmowali si¢ analizg zwichrzenia przegubowo
podpartych niepryzmatycznych belek dwuteowych z parametrami materiatowymi
zmieniajacymi si¢ wzdtuz osi podtuznej belki. Analiza zostata wykonana z uzyciem metody
elementow skonczonych. W pracy zalozono, ze wtasciwosci materiatowe belki zmieniajg si¢
w sposob ciagly wzdluz osi podluznej, zgodnie z procentowa objetoscia materialow
sktadowych, ktora jest opisana funkcjami wykladniczymi lub potegowymi. Do rozwigzania
roOwnan rézniczkowych zastosowano metode szeregow potegowych. Funkcje ksztaltu
wyznaczono uzywajac do ich aproksymacji szeregéw potegowych. W pracy przedstawiono
trzy obszerne przyktady numeryczne osiowo niejednorodnych i jednorodnych belek
niepryzmatycznych o bisymetrycznym przekroju dwuteowym. Przeanalizowano wplyw
réznych parametréw, takich jak osiowa zmiana wlasciwosci materiatu, wspotczynnik
zbieznosci dla belki niepryzmatycznej, poziom przytozenia obcigZenia poprzecznego.

Soltani i in. w pracy [108] zastosowali metod¢ rdznic skonczonych do rozwigzania
problemu zwichrzenia niepryzmatycznych belek cienkos$ciennych o dowolnych warunkach
brzegowych. W zastosowanej metodzie wszystkie pochodne wystepujace w réwnaniu
rownowagi sa zastgpowane odpowiednimi réznicami skonczonymi w celu otrzymania
dyskretnej postaci réwnania rdwnowagi w postaci macierzowej. Krytyczne obcigzenie
powodujace zwichrzenie okre$lon0, wyznaczajgc warto$ci wiasne otrzymanej macierzy.
W celu weryfikacji doktadnosci stosowanej w pracy metody przedstawiono kilka przyktadow
numerycznych, w  ktorych analizowano zwichrzenia niepryzmatycznych  belek
cienko$ciennych. Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami otrzymanymi metoda elementow

skonczonych, wykorzystujaca do aproksymacji elementy powtokowe, w programie ANSYS.
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Autorzy dokonali réwniez pordwnania otrzymanych wynikoéw z ich wlasnymi rezultatami
otrzymanymi w innych pracach przy uzyciu metody aproksymacyjnej bazujacej na szeregach
potegowych. Wyniki otrzymane w pracy pokazaty, ze w niektorych przypadkach metoda
roznic skonczonych pozwala doktadniej okresli¢ obcigzenie wyboczeniowe, w innych
doktadniejsze jest przyblizenie szeregami potggowymi. W rezultacie autorzy do analizy
zwichrzenia zalecajg zastosowanie metody hybrydowej, opartej na potaczeniu techniki réznic
skonczonych i metody szeregow potegowych.

Suryoatmono i Ho w pracy [109] analizowali rownania okre$lajagce normowy
wspolczynnik gradientu momentu C,. Wspolezynnik Cyp jest stosunkiem migdzy momentem
krytycznym w sytuacji zmiennego wykresu momentow, a momentem krytycznym w sytuacji
jednorodnego momentu. Podane w normie projektowe; AISC wspotczynniki obcigzenia
krytycznego dla konstrukcji stalowych sg réwnaniami empirycznymi. Réwnanie okreslajace
wspotczynnik C, W wydaniu normy z 1986 r. jest poprawne w przypadku liniowej zmiennos$ci
momentéw gnacych migdzy podporami. Zmodyfikowane rownanie okreslajace C, W wydaniu
normy z 1994 r. jest poprawne dla szerszej grupy przebiegbw momentow gnacych. W ocenie
autorOw cytowanej pracy istniato jednak prawdopodobienstwo, ze dla pewnych wykresow
momentéw normowe roéwnania dadza btedne wyniki. Autorzy zbadali poprawnos¢ obu
rownan poréwnujac wartosci wspotczynnika C, obliczone z wykorzystaniem wzorow
normowych, z warto$ciami obliczonym przy uzyciu metody roznic skonczonych. Analize
przeprowadzono dla kilku przypadkow obcigzenia. Wyniki numeryczne potwierdzity, ze
rownania do oceny wspotczynnika C, w obu wydaniach normy AISC nie sa doktadne dla
czeSci  przypadkow analizowanych w cytowanym artykule. Autorzy zaproponowali
alternatywne rdwnania do oceny wspotczynnika Cy, dla kazdego przypadku obcigzenia.

W pracy [125] Zhang i Tong zajmowali si¢ analiza zwichrzenia belek dwuteowych
0 niepryzmatycznym $rodniku. Autorzy bazujac na teorii Wiasowa najpierw przeprowadzili
analize liniowa z uwzglednieniem efektow niepryzmatycznosci belek dwuteowych
0 zbieznych $rodnikach. Nastepnie, na potrzeby analizy zwichrzenia belek dwuteowych ze
zwe¢zajagcym si¢ Srodnikiem, zastosowano klasyczng metode wariacyjng bazujaca na
catkowitej energii potencjalnej uktadu. W pracy zawarto przyktady numeryczne, w ktorych
wyznaczono obcigzenia krytyczne dla niepryzmatycznych wspornikow i belek swobodnie
podpartych o przekrojach dwuteowych. Obcigzenia krytyczne wyznaczone opisang metoda
poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda elementéw skonczonych przy uzyciu réznych
elementow powlokowych 1 roéznych elementoéw belkowych. Modele belkowe bazuja

odpowiednio na metodzie zastgpienia elementdw niepryzmatycznych réwnowaznymi
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elementami pryzmatycznymi oraz na typowej teorii belek niepryzmatycznych dostepnej
W istniejgcej literaturze. Porownanie wynikow numerycznych pokazuje, ze wyniki oparte na
metodzie stosowanej przez autoréw w tym artykule sg doktadniejsze od wynikow
uzyskiwanych na podstawie istniejacych teorii. W pracy pokazano rowniez, ze metoda
elementdéw skonczonych wykorzystujaca rownowazne pryzmatyczne elementy belkowe moze
dawac¢ wyniki znacznie r6znigce si¢ 0d wynikoéw otrzymanych innymi metodami.

Zagadnieniami dotyczacymi utraty statecznosci pretdow o przekroju cienkos$ciennym

zajmowali si¢ rowniez m. in. Achour i Roberts [1], Branford i Cuk [14],
Egidio i Vestroni [21], EIl-Mahdy i El-Saadawy [23], Erkmen i Mohareb [24], [25],
Gizejowski [31], Kim i1 Kim [42], Machadoi Cortinez [58], Mohri i in. [62],

Nguyen i in. [66], [67], Masquino i Marotti de Sciarra [71], Raftoyiannis i Ermopoulos [75],
Ronagh i in. [81], [82], Smith [97], Soltani i in. [106], [107], Yang i Yau [123], Yau [124].

Achour i Roberts w pracy [1] wyprowadzili zalezno$ci definiujace nieliniowe
odksztalcenia dla pryzmatycznych cienkosciennych pretow, 0 otwartym przekroju
poprzecznym, poddanych dziataniu obcigzen osiowych, zginajacych i skretnych. Wyrazenia
nieliniowe dla odksztalcen zostaty wyprowadzone dla modelu pretowego. W przedstawionej
teorii  pominigto wptyw odksztatcen $cinajacych spowodowanych nierdéwnomiernym
zginaniem i skrgcaniem. Wyprowadzone formuty zostaty sprawdzone przez zastosowanie ich
do rozwigzania szeregu problemoOw sprezystej utraty statecznos$ci, w ktorej istotnym
elementem jest doktadna posta¢ wyrazen nieliniowych.

W pracy [14] Branford i Cuk przedstawili metod¢ analizy wyboczenia gietno-
skretnego niepryzmatycznych belek-stupdw o przekroju dwuteowym z wykorzystaniem
metody elementow skonczonych. Sformulowanie przedstawione w pracy stanowi ogdlne
podejscie do problemu, w ktorym sprzezenie skrecania i zginania zostalo uproszczone
poprzez przyjecie 0Si obrotu preta w srodka $rodnika. Dokonujgc tego uproszczenia, autorzy
nie odbiegaja w swych rozwazaniach od ograniczen innych metod rozwigzan, takich jak
stosowanie elementow pryzmatycznych i metody réznic skonczonych. W pracy podane
zostaly macierze sztywnos$ci 1 sztywno$ci geometrycznej, ktére mozna wykorzystac
W istniejacych programach, bazujacych na metodzie elementéw skonczonych. Autorzy
wykazali, ze wyniki uzyskane prezentowang W pracy metoda sa zgodne z wynikami
uzyskanymi bardziej ztozonymi metodami.

Egidio i Vestroni [21] w pracy skupili si¢ na numerycznej i doswiadczalnej
weryfikacji nieliniowego jednowymiarowego modelu pryzmatycznej belki cienkos$cienne;j

0 przekroju otwartym. W rozpatrywanym modelu zatozono, ze belka jest nierozciggliwa na
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dlugosci oraz pominicto wplyw odksztatcen $cinajacych. Model uwzglednia nieliniowe
sktadniki wydluzenia spowodowane spaczeniem i skrgcaniem. W celu lepszego zobrazowania
wptywu tych sktadnikow, w pracy poddano analizie belke o monosymetrycznym przekroju
poprzecznym. Autorzy przeprowadzili wstepna analiz¢, aby okres$lic przekrdj belki
wspornikowej, dla ktorego przewaza¢ bedzie krzywizna skretna nad krzywizng gigtna. Dla
rozpatrywanego w pracy przekroju ceowego, umiarkowanej krzywiznie gietnej towarzyszy
duze odksztatcenie skretne. W pracy uwage skupiono na analizie odpowiedzi na sity statyczne
z wynikami uzyskanymi za pomoca dwoch réznych modeli nieliniowych bazujacych na
metodzie elementdéw skonczonych oraz z wynikami eksperymentalnymi. W pracy uzyskano
ciekawe wyniki dla warto$ci obcigzenia krytycznego przy wyboczeniu gigtno-skretnym.

El-Mahdy i El-Saadawy w pracy [23] stworzyli trojwymiarowy model belki
cienko$ciennej, wykorzystujac program ANSYS i przeanalizowali wplyw zmiennego
stosunku wymiaréw poélek belki monosymetrycznej na optymalne wilasciwosci uzytkowe
Z uwagi na no$nos¢ z uwzglednieniem zwichrzenia. W pracy zbadano smukte $rodniki oraz
wptyw lokalnego i globalnego wyboczenia i jego korelacje z catkowita nos$noscia belki.
W analizowanych przyktadach numerycznych zuzycie materialu na pasy jest stale i zmianie
ulegaja tylko udzialy w pasach S$ciskanych i rozcigganych, tak aby uzyskaé optymalne
rozwigzanie projektowe. Glownym celem autorow bylo przedstawienie bezposrednich
wytycznych projektowych kierowanych do doswiadczonych projektantow, ktore zapewnig
najbardziej ekonomiczny dobdr rozwigzan projektowych.

Erkmen i Mohareb w pracach [24], [25] wykorzystali metode wariacyjng do analizy
wyboczenia pryzmatycznych elementéw cienkosciennych. Rownania przemieszczeniowe
wyprowadzono, na podstawie zmodyfikowanej teorii belek cienko$ciennych Wtasowa,
przyjmujac, W przedstawionej w pracy zmodyfikowanej teorii, niektore z zatozen teorii
Wiasowa m.in. hipoteze sztywnego przekroju poprzecznego i posta¢ wyrazen na naprg¢zenia,
podczas, gdy inny element tej teorii, zalozenie 0 zerowaniu odksztalcenia $cinajgcego na
powierzchni $rodkowej, sg odrzucane. W celu wyprowadzenia réwnan roéwnowagi
| zwigzanych z tymi rownaniami wzorow okreslajacych warunki brzegowe, wykorzystano
warunek stacjonarno$ci energii. Opisana metoda uwzglednia efekty deformacji $cinajacej
i efekty lokalizacji obcigzenia. W réwnaniach przemieszczeniowych uwzgledniony zostat
rowniez efekt Wagnera. Przedstawiony w pracach szereg przykladow demonstruje
poprawnos¢ sformutowanych elementow skonczonych i mozliwos¢ ich zastosowania w wielu

réznych zagadnieniach zwigzanych z wyboczeniem konstrukcji  cienkosciennych.
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Prezentowane w pracy przyktady obejmujg wyboczenie gietne i skretne stupa, zwichrzenie
belek o réznych warunkach brzegowych wywotane para momentéw skupionych. We
wszystkich analizowanych w cytowanych pracach przypadkach poprawnos$¢ rozwigzania
zostala zweryfikowana poprzez poréwnanie ze znanymi wynikami uzyskanymi w postaci
zamknigtej i/lub numeryczne;.

Gizejowski w pracy [31] badal zagadnienia przestrzennej utraty statecznosci rygli
stalowych konstrukcji szkieletowych, a takze belek stropowych opartych na podciggach, ktore
charakteryzujg si¢ ograniczong zdolno$cig obrotu na podporach. W cytowanej pracy
analizowano wplyw sztywnosci blach czotowych i zeber podporowych oraz wycig¢ w ich
polaczeniu z podciggami w stropach stalowych. Rozwazania zilustrowano przyktadami
numerycznymi.

Kim i Kim w pracy [42] przedstawili metode analizy drgan swobodnych i statecznosci
przestrzennej, cienko$ciennych belek zbieznych i ram przestrzennych, bazujacg na metodzie
elementow skonczonych. Energie kinetyczng i potencjalng uktadu wyznaczono, stosujac
zasad¢ pracy wirtualnej. Wyprowadzane zalezno$ci wyznaczono wzgledem dowolnie
wybranej osi odniesienia, przyjmujac przemieszczenia punktow tej osi  jako
przemieszczeniowe parametry opisujgce zachowanie uktadu. W rezultacie autorzy otrzymali
funkcjonat, w ktorym wystepuja skladniki, uwzgledniajace nieliniowe odksztatcenie
sprezyste. Autorzy wyznaczyli macierze bezwladnoS$ci, sztywnoS$ci sprezystej i sztywnosci
geometrycznej dla preta o niesymetrycznym cienko$ciennym przekroju poprzecznym. Jako
funkcje ksztattu, w dwuweztowym elemencie, przyjeto Hermitowskie wielomiany sze$cienne.
W macierzach uwzgledniono korekte dla obcigzen skupionych i roztozonych przylozonych
poza przyjeta osig odniesienia. W celu weryfikacji poprawnosci oraz doktadnosci
przedstawionej metody, autorzy przedstawili przyktady numeryczne, w ktérych rozwigzano
zagadnienia drgan wtasnych oraz problem wyboczenia poprzecznego i skretnego
niepryzmatycznych cienkosciennych belek-stupéw i ram przestrzennych. Otrzymane wyniki
poréwnano z wynikami uzyskanymi przez innych autorow.

W pracy [58] Machado i Cortinez przedstawili geometrycznie nieliniowg teori¢
cienko$ciennych belek kompozytowych, ktéra zostata opracowana zaréwno dla pretow
0 przekrojach otwartych, jak i zamknietych, z uwzglednieniem deformacji spowodowanej
$cinaniem ($cinanie przy zginaniu i spaczeniu). Sformulowany model nieliniowy
wykorzystano do analizy stateczno$ci pryzmatycznych belek cienkosciennych wykonanych
z materialow kompozytowych obcigzonych skupionymi momentami na koncach, sitami

skupionymi lub réwnomiernie roztozonym obcigzeniem. W celu rozwigzania otrzymanego
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nieliniowego uktadu rownan rézniczkowych autorzy najpierw zastosowali metode Ritza,
a nastepnie otrzymane algebraiczne roOwnania réwnowagi rozwigzali metodg przyrostowa
Newtona-Rapshona. W artykule analizowano wyboczenie gi¢tno-skretne i zwichrzenie oraz
zachowanie si¢ belek swobodnie podpartych po wyboczeniu, wskazujac na wplyw
odksztalcenia $cinajacego dla réznych sposobow uktadania laminatu i wplyw ugie¢ przed
wyboczeniem na obcigzenia wyboczeniowe.

Mohri i in. w pracach [62] zbadali zachowanie si¢ pryzmatycznych belek
cienko$ciennych o przekroju otwartym w przypadku duzych przemieszczen skrecajgcych.
Roéwnania réwnowagi wyprowadzono dla przypadku sprezystego zachowania belki.

Otrzymane rezultaty autorzy wykorzystali do zdefiniowania belkowego elementu
skoniczonego z dwoma weztami i siedmioma stopniami swobody w kazdym wezle. Ze
wzgledu na zalozenie duzego skrecania i wystepujace sprze¢zenie gietno-skregtne, autorzy
uzyskali nowe macierze sztywnosci. Do rozwigzywania otrzymanych réwnan nieliniowych
W cytowanej pracy zastosowano przyrostowo-iteracyjng metode Newtona-Raphsona. W pracy
przedstawiono wiele zastosowan dotyczacych nieliniowego i postwyboczeniowego
zachowania si¢ belek pod obcigzeniem skr¢cajacym i zginajacym. Przedstawiony w pracy
element belkowy jest efektywny i doktadny w przypadku analizowania bifurkacji
i nieliniowego zachowania belek o przekrojach asymetrycznych. W pracy udowodniono, ze
punkty bifurkacji sa zgodne z nieliniowymi rozwigzaniami stateczno$ci. W pracy wskazano
zalety modelu 1 oméwiono ograniczenia modeli stosowanych dla liniowej stateczno$ci.

Nguyen i in. w pracach [66], [67] zajmowali si¢ analiza wyboczenia gi¢tnego,
skretnego i1 gig¢tno-skretnego kompozytowych belek cienkosciennych o przekroju otwartym,
oroznych typach rozkltadu zmienno$ci parametrow materialu na grubosci $cianki.
W pracy [66] autorzy analizowali belki obcigzone osiowo. Natomiast w pracy [67]
przedmiotem analizy byty belki obcigzone poprzecznie sitami skupionymi, obcigzeniem
rOwnomiernie roztozonym 1 gradientem momentu z uwzglednieniem réznych typow
rozktadow parametrow materiatowych. W cytowanych pracach do opisu zmienno$é¢
parametrow materiatowych na grubo$§¢ S$cianki zastosowano rozkitad potegowy.
W wyprowadzonych réwnaniach autorzy uwzglednili spaczenie przekroju poprzecznego oraz
wszelkie sprzgzenia strukturalne wynikajace z anizotropii materiatu. Analizowany problem
utraty statecznosci zostal rozwigzany przy uzyciu dwuweztowego, belkowego elementu
skonczonego o 14 stopniach swobody. Stosujgc prezentowang metodg, wyznaczono krytyczne
obcigzenie dla cienko$ciennych monosymetrycznych dwuteownikéw 1 ceownikow

z dowolnym rozktadem cech materialu na grubosci $cianki. Uzyskane w pracy wyniki
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poréwnano z wynikami uzyskanymi przez innych autorow, potwierdzajac poprawno$é
zastosowanej metody.

Masquino i Marotti de Sciarra w pracy [71] analizowali niepryzmatyczne belki
cienkoscienne 0 otwartych przekrojach poprzecznych. Autorzy, wykorzystujac podejscie
wariacyjne, wyprowadzili przemieszczeniowe rownania Eulera-Lagrange'a opisujace
zagadnienie utraty stateczno$ci. Niepryzmatyczno$¢ belki wprowadza dodatkowy sktadnik,
do wyrazenia okreslajagcego naprezenia styczne, modyfikujacy potozenie srodka $cinania. Na
podstawie dodatniej okreslono$ci drugiej wariacji catkowitej energii potencjalnej, okreslono
kryterium stateczno$ci. W pracy wykazano, ze réwnania FEulera-Lagrange'a mozna
wykorzysta¢ do analizy utraty statecznos$ci niepryzmatycznych belek cienkos$ciennych.
Metoda analizy statecznosci przedstawiona w cytowanej pracy, wyprowadzona zostata przy
zatozeniu liniowego 1 sprezystego zachowania konstrukcji.

W pracy [75] Raftoyiannis i Ermopoulos analizowali stateczno$¢ sprgzysta
niepryzmatycznych stalowych stupoéw obcigzonych mimosrodowo o ciaglej lub skokowej
zmiennosci przekroju na dlugosci preta. Autorzy zbadali réwniez wplyw imperfekcji
poczatkowej. Problem stateczno$ci zostal sformutowany w sposob umozliwiajacy analize
wickszos¢ przypadkdw spotykanych w zastosowaniach projektowych. Przedstawione
sformutowanie opiera si¢ na dokladnym rozwigzaniu réwnania opisujacego wyboczenie
stupow o zmiennym przekroju. Dla okreslenia poczatkowej imperfekcji w pracy przyjeto
ksztatt paraboliczny zgodnie z zapisami Eurokodu 3. Kryterium plastyczno$ci zostato
zastosowane do okreslenia zniszczenia materialu w konfiguracji wyboczonej. W celu
weryfikacji otrzymanych wynikéw analitycznych, autorzy wykonali nieliniowe analizy
metoda elementéw skonczonych. Wyniki przedstawione w cytowanej pracy moga by¢
wykorzystane do projektowania niepryzmatycznych stlupoéw stalowych z uwzglednieniem
imperfekcji.

Ronagh i in. w pracach [81], [82] zajmowali si¢ nieliniowa analizg niepryzmatycznych
belek-stupéw o przekroju cienkosciennym. W pracy [81] autorzy przedstawili teorie
nieliniowego odksztalcenia osiowego i wypadkowe naprezenia Kirchhoffa dla belki-stupa
cienko$ciennego o przekroju zbieznym. Rownania wyprowadzone W pracy na podstawie
pierwszej wariacji potencjatu catkowitego mogg by¢ wykorzystane w nieliniowej analizie
roOwnowagi. Rdwnania wyprowadzone na podstawie drugiej wariacji potencjatu catkowitego
moga by¢ zastosowane do analizy statecznosci. W pracy [82] autorzy wykorzystali
wyprowadzone rdwnania jako podstawe dla analizy metoda elementow skonczonych.

Uzyskano wyniki numeryczne dla niepryzmatycznych ~monosymetrycznych belek
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dwuteowych. W zakresie analizy liniowej wykazano zgodnos$¢ wynikow numerycznych
z wynikami uzyskanymi przez innych autorow.

Smith w pracy [97] przy wykorzystaniu metody energetycznej i analizy symbolicznej
opracowal analityczne wyrazenia pozwalajagce na wyznaczenie krytycznego obcigzenia
wyboczeniowego shupow niepryzmatycznych. Opracowana teoria ma zastosowanie do
kazdego stupa, ktorego zmiennos$¢ przekroju poprzecznego mozna zapisa¢ jako funkcje
wspotrzednej osiowe].

Soltani i in. w pracach [106], [107] badali zagadnienie zwichrzenia belek
cienkosciennych 1 wyboczenia  gietno-skretnego  belek-stupow  cienkosciennych,
niepryzmatycznych o przekroju dwuteowym przy uwzglednieniu nielokalnego modelu
sprezystosci. W analizowanych pretach wilasciwos$ci materialowe zmieniaja si¢ w sposob
ciagly wzdluz osi podtuznej preta. ROwnania gietno-skretne, opisujace problem utraty
stateczno$ci zostaty wyprowadzone w oparciu o nielokalng teori¢ sprezystosci Eringena
I metod¢ energetyczng z uwzglednieniem zatozen teorii belki cienko$ciennej Whasowa. Uktad
rownan opisujacych zwichrzenie belki zostat zredukowany do rownania rézniczkowego
czwartego rzedu zaleznego od kata skrecania poprzez separacje pozostalych rownan
rézniczkowych. Obcigzenia wyboczeniowe zostaly ostatecznie wyznaczone przy uzyciu
metody kwadratur rézniczkowych (DQM), ktora zostata wykorzystana w cytowanych
artykutach jako narzedzie numeryczne do bezposredniego rozwigzywania rownan
rézniczkowych. Autorzy w przykladach numerycznych zbadali wplyw niektorych
parametrow, takich jak wyktadnik potegi dla rozkladu wlasnosci materiatowych,
wspotczynnika niepryzmatycznos$ci, poziomu przytozenia obcigzenia, warunkow brzegowych
1 parametrow nielokalnego modelu sprezystosci Eringena, na no$no$¢ krytyczna
niepryzmatycznych belek dwuteowych.

Yang i Yau w pracy [123] wyprowadzili rézniczkowe roéwnania rownowagi dla
niepryzmatycznej belki dwuteowej oraz zdefiniowali belkowy element skonczony
uwzgledniajacy efekt nieswobodnego skrecania. W wyrazeniach okreslajacych prace
wirtualng uwzgledniono efekty nieliniowosci geometrycznej. Odksztatcenia wyznaczono
W oparciu o membranowg teori¢ powtok. Przemieszczenia kazdego przekroju poprzecznego
zostaly okreSlone przy uwzglednieniu zalozen teorii Wtasowa. Wyprowadzone liniowe
I geometryczne macierze sztywnos$ci majg zastosowanie W analizie wyboczenia i mogg by¢
przydatne w przyrostowej analizie duzych przemieszczen. Wykorzystujac przedstawiong

W pracy teori¢, mozna bada¢ rézne problemy niestatecznosci gietno-skretnej. W pracy
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przeanalizowano szereg przyktadéw i dokonano poréwnania otrzymanych wynikéw z innymi
istniejagcymi rozwigzaniami.

Yau w pracy [124] przedstawil model elementu skonczonego do analizy wyboczenia
niepryzmatycznych belek dwuteowych obcigzonych momentami skrgcajacymi. W pracy
niepryzmatyczny dwuteownik traktowany jest jako uktad trzech zwgzajacych si¢ waskich
belek (gorny pas, srodnik i dolny pas). Catkowita energi¢ potencjalng niepryzmatycznej belki
dwuteowej mozna bezposrednio wyrazi¢, sumujgc wszystkie wyrazenia okreslajace energie
potencjalng belek ,,sktadowych” w oparciu o0 rownanie potencjatu zwezajacej si¢ belki pelnej.
Na bazie wyznaczonej catkowitej energii potencjalnej uktadu wyznaczono liniowe macierze
sprezystosci 1 geometrycznej sztywnosci obcigzonego skretnie elementu belki dwuteowej
0 niepryzmatycznym przekroju poprzecznym. Efekty drugiego rzedu spowodowane
bimomentem i momentem gietno-skretnym zostaly uwzglednione w wyprowadzonej
geometrycznej macierzy sztywnosci. Zawarte w pracy przyktady analizy wyboczenia
wykazaty, ze spaczenie i skrecanie St. Venanta moga znaczaco wplywac na nosnos¢ belek
dwuteowych na wyboczenie gigtne przy obcigzeniu skrecajacym. Obcigzenia krytyczne
zbieznych belek dwuteowych o wigkszej sztywnos$ci na spaczenie zostajg zmniejszone przez
efekt niestatecznos$ci spowodowany bimomentem.

Innymi pokrewnymi zagadnieniami dotyczacymi niepryzmatycznych konstrukcji
pretowych, w tym rowniez konstrukcji cienko$ciennych zajmowali si¢ takze inni autorzy.
Zagadnieniami dotyczacymi drgan swobodnych niepryzmatycznych belek zajmowali si¢
Ghazaryan i in. [33], Kim i in. w pracy [40] przedstawili analiz¢ naprezen w liniowo
zbieznych belkach teowych. Lee w swojej pracy [50] zajmowat si¢ cienkoSciennymi belkami
kompozytowymi. Leung [51] rozwazat teori¢ dynamicznego wyboczenia osiowo-skretnego.
Librescu i in. [54] analizowali problemy drgan i stateczno$ci z uwzglednieniem zjawisk
termosprezystych.  Optymalnemu  projektowaniem  ram  stalowych  zbudowanych
z niepryzmatycznych cienko$ciennych elementow pretowych poswigcona jest praca
Saka [94]. Shen i in. [96] zajmowali si¢ analizg drgan lopat wirnikow w turbinach
wiatrowych, przyjmujac w analizie jako ich model niepryzmatyczny cienkoscienny element
pretowy. Soltani i Asgarian w pracy [102] analizowali drgania wlasne i1 stateczno$¢
niepryzmatycznych belek spoczywajacych na podtozu Winklera-Pasternaka. Wang i in. [117]
zajmowali si¢ optymalizacja geometrii belki, przyjmujac jako funkcje¢ celu maksymalng
warto$¢ obcigzenia krytycznego.

Ghazaryan i in. w pracy [33] metoda transformacji réznicowej zbadali drgania

swobodne Dbelek Eulera-Bernoulliego 0 niepryzmatycznym przekroju poprzecznym
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| zmieniajagcych si¢ wlasciwosciach materialowych wzdluz osi podluznej preta przy
uwzglednieniu roéznych warunkéw brzegowych. Rownanie opisujace belke Eulera-
Bernoulliego 0 zmiennych wspoétczynnikach zostato zredukowane do zestawu prostszych
algebraicznych rownan rekurencyjnych za pomoca przeksztalcen rozniczkowych. W celu
wykazania ogdélno$§¢ 1 skuteczno$¢ tego podejscia, w cytowanej pracy obliczono
czestotliwosci drgan wiasnych roéznych belek o zmiennych na dlugosci parametrach
i porbwnano je z wynikami, otrzymanymi metodami analitycznymi i numerycznymi,
dostgpnymi w literaturze.

Kim i in. w pracy [40] analizowali metody projektowania wspornikoéw 0 przekroju
teowym ze zbieznym S$rodnikiem. W cytowanej pracy zbadano zaleznosci migdzy
maksymalnym naprezeniem $ciskajagcym, a stopniem zbiezno$ci belki rozumianym jak
stosunek s=h’/h (h - wysoko$¢ belki w punkcie utwierdzenia, h’- wysoko$¢ na koncu
wspornika). Autorzy wyprowadzili analityczne formutly, okreslajace potozenie przekroju
maksymalnego naprg¢zenia, gdy belka jest poddana dzialaniu rownomiernego obcigzenia
roztozonego lub obcigzenia skupionego na swobodnym koncu. Wyniki otrzymane
zaproponowang metoda zweryfikowano za pomocg metody elementéw skonczonych i testow
doswiadczalnych.

Lee w pracy [50] badat zwichrzenie cienkosciennych belek kompozytowych
0 przekrojach monosymetrycznych. Rownania opisujace ogolny geometrycznie nieliniowy
model cienkos$ciennych laminowanych belek kompozytowych o dowolnym otwartym
przekroju poprzecznym i dowolnych sekwencjach uktadania laminatu zostaty wyprowadzone
metodami wariacyjnymi. W cytowanej pracy zdefiniowane zostaly wszystkie wypadkowe
naprezen oraz wyprowadzano tensor odksztalcen nieliniowych. W pracy podano ogolne
roOwnania uwzgledniajace nieliniowo$¢ geometryczng. Roéwnania, opisujace zagadnienie
zwichrzenia, wyprowadzono przez linearyzacje rownan nieliniowych. Na podstawie modelu
analitycznego w pracy opracowano jednowymiarowy model elementu skonczonego.
Przyktady numeryczne rozwigzano dla cienkosciennych belek kompozytowych
0 monosymetrycznych przekrojach poprzecznych. W pracy zbadany zostal wptyw orientacji
wlokien, umiejscowienia przytozonego obcigzenia, stosunku wysokosci do rozpigtosci na
wielkos¢ obcigzenia powodujgcego zwichrzenie belki.

W pracy [51] Leung zaproponowal zastosowanie do analizy wyboczenia teorii
dynamicznego wyboczenia osiowo-skretnego. W pracy wzigte zostaly pod uwage efekty
drugiego rzgdu zwigzane z dziataniem sily osiowej i momentu skrecajacego. Macierz

sztywnosci dynamicznej uzyskano aproksymujac funkcje przemieszczen uogolnionych
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szeregami potegowymi. Dzigki zastosowaniu przedstawionej w pracy metody mozna
analizowac¢ dowolnie roztozong site 0siowa.

Librescu i in. [54] w pracy zajmowali si¢ problemami zwigzanymi z modelowaniem
termosprezystym 1 zachowaniem elementéw cienkosciennych takich jak belki wykonane
Z materiatdow o gradacji funkcjonalnej (FGM). W tym konteks$cie rozwazane byty dwa uktady
konstrukcyjne: (i) obracajace si¢ topaty maszyn wirnikowych oraz (ii) cienko$cienne
konstrukcje belkowe obracajace si¢ wokot wilasnej osi podtuznej. We wszystkich tych
przypadkach zatozono, ze konstrukcje dziataja w srodowisku o wysokiej temperaturze. Pod
wptywem predkosci wirowania generowane sa sity zyroskopowe. Pod ich wpltywem,
podobnie jak w systemach niekonserwatywnych, moga wystapi¢ zjawiska utraty stateczno$ci
spowodowane flatterem i dywergencja. W cytowanej pracy zbadano wplyw sit
zachowawczych i zyroskopowych rozpatrywanych w potaczeniu z polem temperaturowym
powodujacym degradacje wlasciwosci sprezystych na drgania uktadu konstrukcyjnego i utratg
statecznosci. Cienkos$cienny model belki konstrukcyjnej rozwazany w cytowanym artykule
jest modelem zaawansowanym. W tym sensie, ze oprocz $cinania poprzecznego i spaczenia,
uwzglednia si¢ wptyw wstepnego skrecenia i niejednorodnosci przekroju poprzecznego belki
wzdhuz jej dlugosci. W analizie uwzgledniono zarowno belki skrzynkowe, jak i belki
0 okraglym przekroju poprzecznym. W pracy autorzy wykonali poroéwnanie uzyskanych
wynikéw z wynikami uzyskanymi za pomocg modelu Mori-Tanaka, stwierdzajac bardzo
dobrg zgodno$¢ wynikéw. W artykule omoéwiono kwestie zwigzane z podstawami
I zachowaniem geometrycznie nieliniowych obracajacych sig/wirujacych cienko$ciennych
belek, 0 nawarstwiajacej si¢ budowie (FGM) i dziatajacych w polu temperatury.

Saka w pracy [94] zajmowal si¢ projektowaniem niepryzmatycznych elementow
stalowych. W cytowanym artykule opracowano algorytm optymalnego projektowania
stalowych ram, sktadajacych si¢ z elementow pryzmatycznych i/lub liniowo zbieznych. Autor
przyjat statg szerokos$¢ przekroju dwuteowego oraz stalg grubo$¢ srodnika i pasa, podczas gdy
wysoko$¢ §rodnika przyjal zmieniajacg sie liniowo na dlugosci preta. Wysokos¢ przekroju
w kazdym wezle ramy zostata potraktowana jako zmienna projektowa. Ponadto autor zatozyt,
ze w kazdym wezle ramy wystepuja utwierdzenia boczne. Funkcja celu, byta objetosé
materialu  ramy. Podczas formulowania problemu projektowego uwzgledniono
przemieszczenie oraz polgczone ograniczenia wytrzymato$ci osiowej i wytrzymatosci na
zginanie. Dla zademonstrowania praktycznego zastosowania opisanego w pracy algorytmu

przedstawiono przyklady numeryczne.
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Shen i in. w pracy [96] analizowali niepryzmatyczne struktury cienkos$cienne, ktore sg
szeroko stosowane w turbinach wiatrowych i topatach wirnikoéw. W tym artykule opracowano
model elementow skonczonych w celu zbadania liniowo zbieznych cienko$ciennych struktur
belkowych, w ktorych uwzgledniono efekt spaczenia zwigzany ze skrecaniem. Autorzy,
korzystajac z zasady Hamiltona, wyprowadzili zestaw w pelni sprzezonych roéwnan
przemieszczeniowych. Nastepnie, stosujac metode transformacji réznicowej (DTM), uzyskali
poOtanalityczne rozwigzania, ktore wykorzystano w definicji elementu skonczonego.
W cytowanej pracy stosujgc opisang metode, przeprowadzono symulacje numeryczne dla
liniowo zbieznych, cienkos$ciennych topat wirnika turbiny wiatrowej, ktore zostaty
zweryfikowane przy uzyciu programu ANSYS. Wyniki czgstotliwosci modalnych byty
zgodne z rezultatami otrzymanymi z programu ANSYS, w ktorych wykorzystano okoto
30000 elementow powlokowych. W opracowanym modelu elementéw skonczonych do
wykonania takich obliczen potrzebny byt jeden element skonczony, poniewaz funkcje
interpolacyjne  zostaly wyprowadzone z dokladnych poétanalitycznych rozwigzan.
Zaproponowany przez autorow model elementow skonczonych umozliwia doktadne
i wydajnie przeprowadzenie analizy modalnej dla liniowo zbieznych cienkos$ciennych topat
wirnika.

Soltani 1 Asgarian w pracy [102] do analizy drgan wiasnych i stateczno$ci
niepryzmatycznych belek Eulera-Bernoulliego, spoczywajacych na podtozu Winklera-
Pasternaka, zastosowali hybrydowe podej$cie oparte na kombinacji metody szeregow
potegowych oraz metody Rayleigha-Ritza W przedstawionej analizie, oprécz zmiennej
geometrii przekrojow, uwzgledniono zmiennos¢ wlasciwosci materiatu wzdhuz podtuznej osi
belki. Przedstawiong metode wykorzystano do rozwigzania przyktadow numerycznych.
Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda elementéw skonczonych
(program ANSYS) oraz z innymi dostgpnymi wynikami numerycznymi.

Wang i in. w pracy [117] zajmowali si¢ okresleniem optymalnej liniowej zbieznosci
waskiej prostokatnej belki. Analizowany problem polegal na wyznaczeniu takiej zbieznosci,
przy ktorej krytyczne obcigzenia wyboczeniowego (przy ustalonej objgtosci materiatu belki),
bedzie miato najwigksza wartos¢. W pracy analizowana byty belka wspornikowa oraz belka
swobodnie podparta, obcigzona obcigzeniem réwnomiernie rozlozonym i obcigzeniem
skupionym. Rozwigzanie problemu uzyskano za pomocg dwoch metod. Jedna opierala si¢ na
kryterium energetycznym Timoshenki, druga oparta byta na mnoznikach Lagrange'a.

W celu podkreslenia ztozonos$ci problemu i konieczno$ci prowadzenia dalszych badan

w zakresie niepryzmatycznych konstrukcji cienko$ciennych nalezy zauwazy¢, ze
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powszechnie dostgpne opracowania polskie 1 zagraniczne dotyczace projektowania
cienkosciennych konstrukcji pretowych (Biegus [10], Brzoska [16], Gjelsvik [32],
Gosowski [35], ELubinskiiin. [55], Lubinski i Zotowski [56], Rutecki [91], [92],
Rykaluk [93], Weiss i Gizejowski [119]), czy tez opracowania dotyczace analizy drgan
I statecznosci cienko$ciennych konstrukcji pretowych (Bazant i Cedolin [8], Brezina [15],
Chen i Lui [20], Green i Zerna [36]) z reguty pomijaja fakt niepryzmatycznos$ci lub traktuja
go W sposdb uproszczony.

Na zakonczenie tego przegladu nie sposob nie wymieni¢ podstawowych pozycji
dotyczacych mechaniki konstrukcji, co prawda dotyczyly one w gléwnej mierze
pryzmatycznych konstrukcji pretowych, ale w momencie rozpoczgcia badan nad omawiang
W pracy tematyka stanowity zrodto podstawowej wiedzy w tym zakresie. Sa nimi prace
dotyczace mechaniki konstrukcji takie jak: Fung [26], Gawecki [27], [28], Nowacki [68],
[69], Timoshenko [114], Timoshenko i Gere [115], [116].

W zakresie stosowanych przy wyprowadzeniu réwnan metod energetycznych

i elementow rachunku wariacyjnego korzystano z prac Gelfanda i Fomina [29],

Koztowskiego i in. [46] oraz z pracy Washizu [118].

1.3. Cel pracy

Przystepujac do realizacji niniejszej pracy, okreslono pie¢ gtownych celow, jakie chce
si¢ W niej osiggnac.

Pierwszym celem pracy jest wyznaczenie rownan opisujacych zagadnienie drgan oraz
zagadnienie utraty statecznosci dla niepryzmatycznych, cienkos$ciennych elementow
konstrukcji pretowych o0 dowolnie zmiennych parametrach geometrycznych.

Jako punkt wyjscia przejeto teoretyczne rozwazania przedstawione przez Wilde
w pracy [120]. W cytowanej pracy opisano model preta cienko$ciennego o zmiennych
parametrach ~ geometrycznych,  wykorzystujac ~ bezmomentowa  teorie¢  powtok.
Przemieszczeniowe  réwnania  réwnowagi ~ wyprowadzono z  wykorzystaniem
zaawansowanych metod teorii sprezystosci, w tym rachunku tensorowego. Wyprowadzajac
réwnania opisujace model preta, W cytowanej pracy zatozono, ze jego przekroje obracaja si¢
wzgledem ustalonego $rodka obrotu (w literaturze za punkt ten przyjmuje si¢ $rodek §cinania
przekroju). Poniewaz potozenie tego punktu na dlugosci pregta zmienia si¢, zatem
w wyprowadzonych rownaniach konsekwentnie (w sensie przeksztatlcen matematycznych)

powinny pojawiac si¢ sktadniki zawierajace pochodne funkcji opisujace wspotrzedne tego
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punktu. W pracy [120] wszystkie te sktadniki zostaly pominigte, tak jakby obrot we
wszystkich przekrojach odbywal si¢ wzgledem ustalonej prostoliniowej osi, co oczywiscie
mogloby by¢ jednym z zalozen upraszczajacych, ale wtedy powstaje pytanie jakie
wspotrzedne ma ta oS 1 jak je wyznaczy¢. Uogolnienie wyprowadzanego w niniejszej pracy
modelu polegatlo zatem, na konsekwentnym uwzglednieniu wszystkich sktadnikow,
w ktorych pojawiaja si¢ pochodne funkcji, opisujacych zmienne potozenie srodkéw $cinania
przekrojow. Nalezy podkresli¢ tez, ze wyprowadzane W nhiniejszej pracy rownania opisujg
zachowanie preta cienko$ciennego 0 przekroju otwartym wzgledem dowolnej prostoliniowej
osi odniesienia oraz ze zmiana potozenia tej osi nie wplywa na otrzymywane rezultaty.
Warunek ten w niektorych publikowanych pracach nie jest spetniony. Dodatkowo
wyprowadzone réwnania pozwalaja rowniez uwzgledni¢ rzeczywista lokalizacje punktu
podparcia w definiowanych warunkach brzegowych.

Drugim celem jest opracowanie algorytmow numerycznych stuzacych do analizy
drgan 1 stateczno$ci niepryzmatycznych, cienko$ciennych elementéw uktadéw pretowych
o dowolnie zmiennych parametrach geometrycznych. Do rozwigzania analizowanych w pracy
zagadnien zastosowano metod¢ aproksymacyjnag. W metodzie tej funkcji bedacych
rozwigzaniami rozwazanych problemow poszukuje si¢ w postaci rozwinig¢ w szeregi
wzgledem wybranych typéw ortogonalnych wielomianéw Gegenbauera: w tym
W szczegblnosci wielomianow Legandre’a oraz wielomiandw Czebyszewa I 1 II rodzaju.
Matematyczne podstawy tej metody zostaty przedstawione w pracach Lewanowicza [52] [53]
I Paszkowskiego [72]. Podstawowym elementem wykorzystywanym w stosowanej metodzie
jest twierdzenie opisujace sposob przyblizonego rozwigzywania réwnan rdézniczkowych
zwyczajnych o zmiennych wspotczynnikach z wykorzystaniem ortogonalnych wielomianow
Gegenbauera. Przestawiony sposoéb rozwigzania zagadnien drgan 1 statecznosci
niepryzmatycznych, cienko$ciennych elementow uktadéow pretowych nie byl dotychczas
stosowany przez innych autoréw.

Kolejnym celem jest zbadanie wptywu dodatkowych sktadnikow ,,uogoélnionych”
rownan przemieszczeniowych, opisujacych drgania cienkosciennego niepryzmatycznego
preta o dowolnym rozkladzie geometrycznych charakterystyk przekrojéw na wyniki
rozwigzania zagadnienia wlasnego (a stad wplywu na rozwigzania innych zagadnien
dynamiki niepryzmatycznego preta cienkosciennego). Podstawa do wyprowadzenia przez
autora ,,uogdlnionych” réwnan przemieszczeniowych byty réwnania (opisujace zagadnienie
statyczne) wyprowadzone przez Wilde w pracy [120], na bazie bezmomentowej teorii powtok

z wykorzystaniem zatozen Wtasowa [121]. Uogdlnienie to polegatlo na uwzglednieniu
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w matematycznym opisie modelu dodatkowych sktadnikéw zawierajacych pochodne funkcji
opisujacych zmienne potozenia srodkdéw $cinania, a pominigtych w pracy [120]. Dodatkowe
sktadniki zawierajace pochodne funkcji okreslajacych zmienne wspoétrzedne srodkow $cinania
zostaly uwzglednione w opisie modelu przedstawionego W pracy Soltaniego, Asgariana
I Mohriego [104]. Przedstawiony w pracy [104] model wyprowadzono przyjmujac za punkt
wyj$cia arbitralnie przyjeta funkcje okreslajaca podtuzne przemieszczenia preta. Podkreslic
jednak nalezy, ze uzyte tam zalezno$ci kinematyczne nie spetniajg zatozen Wiasowa [121].
Wyprowadzone w [104] réwnania stosowane byly przez tych autoréw w innych ich pracach,
m. in. [103] i [105]. Z uwagi na zlozono$¢ zagadnienia inni autorzy zajmujacy si¢
niepryzmatycznymi pr¢tami cienkos$ciennymi z reguly ograniczaja si¢ do analizy zagadnien
pretow bisymetrycznych lub monosymetrycznych o liniowo zmiennym wymiarach $cianek
przekroju poprzecznego, co znacznie upraszcza rozwazania bo eliminuje z tych rownan wiele
sktadnikow ze wzgledu na zerowanie sie niektorych geometrycznych charakterystyk
przekrojow.

Kolejny cel to zbadanie wptywu na rozwigzanie zagadnienia drgan wlasnych pretow
cienkosciennych dwodch czynnikéw zwigzanych z geometria preta 1 jego schematem
statycznym. Przedmiotem analizy bylo sprawdzenie, jaki wptyw na rozwigzanie zagadnienie
wlasnego ma zmiana punktu podparcia (przy czym zmiana polozenia tego punku odbywata
si¢ tylko w ramach ustalonego tego samego przekroju preta). Drugim z analizowanych
probleméw bylo zbadanie wpltywu na rozwigzania zagadnienia wiasnego ,,niewielkiego”
zakrzywienia preta.

Ostatni cel to zastosowanie opracowanych metod do analizy zagadnienia globalnej
utraty stateczno$ci pretow niepryzmatycznych oraz uktadéw pretowych ztozonych z pretéw
niepryzmatycznych. W ramach tej analizy badany jest rowniez wptyw zmiany punktow
podparcia w ramach ustalonego przekroju podporowego. Badano réwniez wplyw punktu
przylozenia obcigzenia na wartosci obcigzenia krytycznego belki.

Niniejsza praca jest kontynuacjg badan P. Ruty, ktory jako pierwszy zastosowal te
metode, do rozwigzywania zagadnien mechaniki budowli wykorzystujac do aproksymacji
wielomiany Czebyszewa | rodzaju. Otrzymane przez niego rezultaty przedstawione zostaty
w pracach [83]-[85] oraz w jego monografii habilitacyjnej [86]. Zastosowaniem wielomianow
Czebyszewa do rozwiazywania zagadnien mechaniki budowli zajmowata si¢ rowniez
w swojej rozprawie doktorskiej M. Meissner [59], P. Ruta i M. Meissner w pracy [87] oraz

P.Ruta i J. Szybinski w pracach [88]-[90]. W zakresie konstrukcji cienko$ciennych
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czeSciowe wyniki badan autor niniejszej rozprawy wraz z P. Ruta zawart w pracach [110]-
[113].

Otrzymane przedstawiong w pracy metodg rozwigzania sg rozwigzaniami ogolnymi.
Umozliwiajg one bowiem analiz¢ uktadéw o dowolnych parametrach geometrycznych, bez
konieczno$ci ponownego rozwigzania problemu. Wystarczy tylko w wyprowadzonych
wzorach podstawi¢ odpowiednie wspdtczynniki rozwinig¢ w szeregi wzgledem
analizowanych wielomianéw ortogonalnych zmiennych geometrycznych charakterystyk
przekrojow. Metoda cechuje si¢ duza doktadnoscig, a potanalityczna posta¢ wynikow
umozliwia ich dalsze wykorzystanie w analizie bardziej ztozonych problemow, w ktorych do

rozwigzania stosuje si¢ metody analityczne.

1.4. Zakres pracy

Praca sktada si¢ z dziesigciu rozdzialow. Pierwszym rozdziatem jest wstep, w ktorym
przedstawiono przeglad literatury i cel pracy.

W drugim rozdziale przedstawiono przyjete zalozenia dotyczace matematycznego
opisu niepryzmatycznych pretow cienkosciennych 0 przekroju otwartym. Na podstawie
zalezno$ci opisujacych przemieszczenie przekroju poprzecznego preta cienkosciennego, przy
uwzglednieniu zatozen Wiasowa [121], wyprowadzono =zaleznosci kinematyczne dla
przemieszczen preta cienkos$ciennego. Wyprowadzono rowniez zaleznos$ci opisujgce stan
odksztatcen i stan naprezenia dla zagadnienia liniowego i nieliniowego. Opisane zaleznos$ci
wyprowadzono wzgledem prostoliniowej osi odniesienia.

W kolejnym rozdziale stosujac metod¢ energetyczng wyprowadzono rdéwnania
przemieszczeniowe, opisujace analizowany model pregta cienkos$ciennego. W ramach
zastosowanej do wyprowadzenia réwnan metody wyznaczono wariacj¢ funkcjonatow,
opisujacych energie potencjalng i kinetyczng oraz prace obciazenia zewnetrznego. Otrzymane

roOwnania pozwalajg na rozwigzanie nastepujacych zagadnien:

¢ liniowego zagadnienia statyki,

¢ nieliniowego zagadnienia statyki,
e zagadnienia drgan wlasnych,

e zagadnienia utraty statecznosci,

e zagadnienia drgan wymuszonych.
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Z uwagi na obszerno$¢ wymienionych zagadnien w dalszej czgéci pracy analizowano
zagadnienie drgan wilasnych i zagadnienie utraty statecznos$ci. W przypadku zagadnienia
utraty statecznosci (wg teorii II rzedu) do wyznaczenia naprgzen wstepnych wykorzystywano
rozwigzanie liniowego zagadnienia statyki.

W  rozdziale czwartym przedstawiono podstawowe informacje dotyczace
wielomianow i szeregdbw Gegenbauera. Opisano metod¢ aproksymacyjng pozwalajaca
W przyblizony sposob rozwigzywaé réwnania rozniczkowe o zmiennych wspoétczynnikach.
W metodzie tej uktad rownan rézniczkowych sprowadzony zostaje do nieskonczonego uktadu
rownan algebraicznych (w przypadku zagadnienia wlasnego, zagadnienia utraty statecznosci,
czy tez zagadnienia drgan wymuszonych harmonicznie) lub do nieskonczonego uktadu
rownan roézniczkowych zwyczajnych (w przypadku drgan niestacjonarnych). Niewiadomymi
nieskonczonego uktadu roéwnan sg wspotczynniki rozwinigcia poszukiwanych funkcji
rozwigzania w szeregi Gegenbauera.

Nastgpny rozdzial zawiera analize¢ zagadnienia wlasnego wraz z przykladami
numerycznymi. Roéwnania opisujace drgania wiasne preta cienko$ciennego, tworza uktad
czterech sprzgzonych ze sobag réwnan rézniczkowych czwartego stopnia. W rozdziale tym
przeanalizowano wptyw rozmiaru bazy aproksymacyjnej na doktadno$¢ wynikéw w celu
oszacowania zalecanej wielkosci bazy aproksymacyjnej. Analizowano réwniez wpltyw na
rozwigzanie zagadnienia wlasnego, uproszczen polegajacych na pominigciu dodatkowych
sktadnikow zawierajacych pochodne funkcji opisujacych zmienne potozenia $rodkow

$cinania oraz wplyw parametru [ opisujacego nachylenie $cianek w stosunku do osi

podtuznej belki. Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami otrzymanymi metodg elementow
skoficzonych.

W rozdziat szostym badano wptyw zmiany punktu podparcia (przy czym zmiana
potozenia tego punku odbywata si¢ tylko w ramach ustalonego tego samego przekroju preta)
na rozwigzanie zagadnienia drgan wlasnych pretow. Zagadnienie to jest pomijane w znanej
autorowi literaturze. W literaturze z reguly kinematyczne warunki brzegowe okresla sig¢
w $rodku $cinania, przyjmujac, ze przemieszczenia czy tez katy obrotu w tym punkcie
przyjmuja warto$¢ zero, natomiast warunki kinetyczne okresla si¢ wzgledem osi centralnych
tj. osi przechodzacych przez srodek ciezkosci przekroju. Rzeczywiste, faktyczne fizyczne
warunki podparcia, odbiegajagce od zwyczajowo przyjmowanych, nie s3 w literaturze
analizowane, a, jak wykazano w pracy, warunki te istotnie wptywaja na wartosci i formy
wlasne szczegdlnie dla uktadow o obu podporach nieprzesuwnych na kierunku podtuznym.
Analizujac wpltyw zmiany punktu podparcia, dokonano réwniez poréwnania wynikow
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uzyskanych przy zastosowaniu do aproksymacji réznych wielomiandw aproksymacyjnych
przy roznych wielko$ciach bazy aproksymacyjnej. Otrzymane wyniki pordwnano z wynikami
wyznaczonymi metodg elementow skonczonych.

W rozdziale siddmym przeprowadzono analize wplywu na rozwigzania zagadnienia
wlasnego ,,niewielkiego” zakrzywienia 0SI preta przy zachowaniu tego samego przekroju
poprzecznego. Otrzymane wyniki porownano z wynikami otrzymanymi metoda elementow
skonczonych.

W rozdziale 6smym przedstawiono rozwigzanie zagadnienia stateczno$ci pretow
cienkos$ciennych, o dowolnym niesymetrycznym przekroju poprzecznym i dowolnym
obcigzeniu. Wyprowadzone w tym przypadku réwnania rézniczkowe opisujace zagadnienie
utraty stateczno$ci, stanowig uklad czterech sprzezonych ze sobg réwnan rézniczkowych
czwartego stopnia. Jako przyktady w rozdziale tym rozwigzano zagadnienie zwichrzenia belki
przegubowo-przegubowej o liniowo zmiennym monosymetrycznym i bisymetrycznym
przekroju poprzecznym, obcigzonej momentami skupionymi na koncach. W ramach analizy
uwzgledniono zmiang lokalizacji punktu podparcia w ustalonym przekroju podporowym.
Kolejnym analizowanym przyktadem jest belka wspornikowa o liniowo zmiennym
bisymetrycznym przekroju poprzecznym, obcigzona sila skupiong na koncu wspornika.
W ostatnim przykladzie analizowano wptyw zmiany punktu przylozenia obcigzenia
niepryzmatycznej belki bisymetrycznej. Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami
otrzymanymi metodg elementéw skonczonych oraz z wynikami uzyskanymi przez innych
autorow.

W rozdziale dziewigtym zastosowano zaprezentowang W pracy metode analizy
statecznosci pretow cienkosciennych do rozwigzania zagadnienia utraty statecznosci prostego
niepryzmatycznego uktadu pretowego. W rozdziale tym rozwigzano zagadnienie utraty
statecznosci ramy ztozonej z dwoch pretow 0 liniowo zmiennym bisymetrycznym przekroju
poprzecznym obcigzonej sitg skupiong w wezle. Otrzymane wyniki porownano z wynikami
otrzymanymi metodg elementéw skonczonych.

Ostatni rozdziat stanowi podsumowanie, w ktorym zawarto ogdlne wnioski 1 mozliwe
kierunki dalszych badan.

Wyniki we wszystkich przyktadach numerycznych otrzymano z wykorzystaniem
pakietu firmy Wolfram Mathematica 12 [34], [122]. Przyktady, w ktorych do rozwigzania
stosowano MES [45], rozwigzano =z wykorzystaniem systemu komputerowego
SOFISTIK [98] i ABAQUS [95].
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2. Matematyczny opis pretow cienkosciennych
2.1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazan W niniejszej pracy sa niepryzmatyczne prety O przekroju
cienko$ciennym otwartym. Wyprowadzajac rownania opisujace rozwazany model preta
cienkos$ciennego, przyjeto nastepujace zatozenia Wiasowa [121]:

1. przekroje poprzeczne preta ulegajg deformacji tylko w kierunku osi podluznej X

(tzw. hipoteza sztywnego przekroju poprzecznego — zalozenie z teorii skrgcania

swobodnego de Saint-Venanta),

2. liniowe odksztalcenia postaciowe powierzchni §rodkowej sa rowne zeru, tzn. y,, =0.

Zalozono réwniez, ze wymiary przekroju poprzecznego preta sag mate w pordwnaniu
Zjego dhugosciag. Zatozenia te pozwalaja na traktowanie preta jako obiektu
jednowymiarowego, w ktorym przemieszczenia dowolnego punktu preta sa funkcjami dwoch
zmiennych (x,s). Zatozono rowniez, ze material jest idealnie sprezysty i izotropowy.

Bazujac na pracy Wilde [120] do opisu analizowanego w pracy modelu wykorzystano
bezmomentowa teori¢ powlok. Wykorzystywane w niniejszej pracy rownania
przemieszczeniowe wyprowadzono wzgledem dowolnej prostoliniowej osi odniesienia
i zwigzanego z przyjeta osig globalnego, prawoskretnego, Kkartezjanskiego uktadu
wspotrzednych  (x,y,z). Zalezno$ci kinematyczne opisujace przemieszczenia preta
cienko$ciennego uwzgledniajg wystepujaca w precie niepryzmatycznym krzywoliniowos$¢ osi
opisujacej potozenia srodkow $cinania, O stanowi uogdlnienie modelu podanego przez Wilde

w pracy [120].

2.2. Opis geometrii preta cienkosciennego

W opisie niepryzmatycznego preta cienkosciennego wprowadzono dodatkowy lokalny
uktad wspolrzednych (t,s,n) zwigzany z punktami powierzchni S$rodkowej powtoki,
w ktorym t=X, wspotrzedna s opisuje dlugos¢ wzdhuz linii Srodkowej przekroju dla
x=const, a wspotrzedna n opisuje dlugos¢ wzdluz wektora normalnego do

powierzchni [120].
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X =const

0(yo,20) - Srodek ciezkosci przekroju
SC(Cy,Cy) - $rodek $cinania

Rys. 2.1. Przyjety opis geometrii preta cienkosciennego.
Uktad wspotrzednych oraz lokalne wektory bazowe dla niepryzmatycznego preta
cienkosciennego

Wektor opisujacy potozenie punktu na powierzchni srodkowej okreslony jest nastepujacym
wzorem

r=te +y(,s)e, +z(ts)e,, (2.1)

gdzie: e,, e , €, sa wersorami bazy kartezjanskiego ukladu wspotrzgdnych.

Wektory bazy kowariantnej lokalnego uktadu wspoétrzednych (t,s,n) zdefiniowane sa

nastepujaco:

8.t = ex + yvtey + Zytez , (2 2)
as = y,sey + Z,sez '

gdzie: f,=0of (t,s)/as, f, =of (t,s)/ét.

W dalszej czegsci pracy w wigkszosci przypadkéw pomijany jest jawny zapis

argumentow funkcji oraz stosowany jest skrotowy zapis pochodnych funkcji. Jawny zapis
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stosowany jest jedynie w miejscach, w ktorych jest to konieczne dla czytelnego
I jednoznacznego przedstawienia zagadnienia.

Wspotrzedna s opisuje dlugos$¢ krzywej na ptaszczyznie yz, w zwigzku z tym

(vo) +(z.) =1. (2.3)

Mozna wprowadzi¢ nastepujacg notacje:
y,=cCosa, Z,=sina, (2.4)

gdzie a jest katem pomie¢dzy dodatnig cz¢sécig osi Yy oraz styczng do przekroju poprzecznego
dla t =const.

Trzeci jednostkowy wektor bazy definiuje nastepujaca zaleznos¢

—a, X4,

|at><a| =(1+5%) 2 (,Be +sinae, —cosae, ), (2.5)

n

gdzie f=-y sina+z,cosax.

Macierz transformacji z bazy kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych do kowariantnej

bazy uktadu zdefiniowanego na powierzchni wyraza si¢ nastepujaco

1 y,t Z,I
Ck=| 0 cosa  sina |. (2.6)
g sina  —cosa

_\/1+ﬂ2 \/1+ﬁ2 \/l+ﬂ2_

Dla uktadu wspotrzednych zwigzanego z powierzchnig kowariantny powierzchniowy

tensor metryczny wyraza si¢ wzorem

. :{1+ﬂ;+72 ﬂ 27)

gdzie y =y cosa+zsina.
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Kontrawariantny tensor metryczny wyraza si¢ wzorem

1 7
2 2
qr | 1P 1 ;ﬂ n (2.8)
Y +pB%+y
1+ f° 1+ p?

Zdefiniowany lokalny uktad wspotrzednych w ogdélnym przypadku nie jest
ortogonalny. Na bazie wczesniej zdefiniowanego ukladu mozliwe jest wprowadzenie

ortogonalnego uktadu wspoétrzednych (T,S, N) w nastepujacy sposob:

ag=a,, ay =4a,,
a,la; La,, (2.9
la; |=1.

Z powyzszych zalezno$ci wynika, ze wersor a; lezy w plaszczyznie stycznej do powierzchni,
wektor definiujemy w nastepujacy sposob

a; =, +a,a,. (2.10)

Wartosci wspotczynnikow ¢, i «, sa okreslane na podstawie nastgpujacych zaleznosci:

a, Lag,

(2.11)
la;|=1.

Poniewaz [a,|=la,|=1 i a,Lla, , zatem wersor a, spehiajacy warunki (2.9) mozemy

réwniez wyznaczy¢ ze Wzoru

1

a, =-a xa, = (1+ Vs )_E (eX — Bsinae, + B cos aez) . (2.12)

Ostatecznie macierz transformacji lokalnego uktadu a,,a, do ukfadu ortogonalnych

jednostkowych wektorow ag,a,  lezacych na powierzchni stycznej do powierzchni

srodkowej powtoki okreslona jest wzorem
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C. = y 1, (2.13)

a macierz odwrotna ma postaé

(2.14)

1 0
C 9= .
- L Jl+ﬂ2]

2.3. Wyprowadzenie zalezno$ci kinematycznych i funkcji okreslajacych stan

odksztalcenia dla zagadnienia liniowego

W pracy zastosowano powszechnie stosowane zatozenie, ze linie $rodkowe
przekrojow poprzecznych preta ulegaja deformacji tylko w kierunku osi podiuznej X
(tzw. hipoteza sztywnego przekroju poprzecznego). Prowadzi to do nastgpujacego roéwnania

opisujacego przemieszczenie dowolnego punktu preta cienkos$ciennego

u=u,(ts)e, +(u, () —(z(t,s)-C, (1)) O(t) Je, +(uz(t) +(y(t.9) —Cy(t))e(t))ez , (2.15)
gdzie:
u= (U wU,.U, )— wektor opisujacy przemieszczenie dowolnego punktu preta,
6(t) —kat obrotu wzgledem osi wyznaczonej przez punkty o wspolrzednych, (Cy (t),C, (t)) ,
u, (), u,(t) — sktadnik przemieszczen przekroju poprzecznego w $rodku $cinania mierzone
wzdluz osi globalnego uktadu wspotrzednych,
u,(t,s) — funkcja opisujaca przemieszczenie podtuzne przekroju wzgledem plaszczyzny
wyznaczonej przez x =const, z uwzglednieniem przemieszczenia podtuznego wynikajacego

ze spaczenia przekroju.
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zZy

Rys. 2.2. Przyjety opis przemieszczen preta cienkosciennego

Liniowe sktadowe tensora odksztatcenia definiuje si¢ wzorem

7aﬂ:%(aaouﬁ+aﬁou,a). (2.16)

Stad po podstawieniu do wzoru (2.15) zalezno$ci (2.2) 1 (2.14) otrzymujemy:
Y =Ug + Y, (uy’t —-(z-C,)0, + Cz’t9)+ z, (uz‘t +(y —Cy)Qt —Cy]ﬂ),

Vis =Vst = %(ux,s + y,s (uy,t _(Z _Cz)e,t +Cz,t0)+ Z,s (uz,t +(y_cy)e,t _Cy,te))’ (217)

7 =0.
Odksztatcenia fizyczne wyznaczamy wykorzystujac zaleznos¢

Voo = Cg,cg.yaﬂ . (2.18)
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Po wykonaniu przeksztatcen formuty definiujace odksztatcenia fizyczne przyjmuja postaé:

yor =(1482) v =27 (14 5°) 7ia

L
T1s = Vst :(1+ﬂ2) 2 Vst (2.19)
Yss =0.

Zgodnie z zatozeniem teorii Wilasowa napre¢zenia y;3 =0. Z tego wynika, ze roéwniez

naprezenia y,, = 0. Ostatecznie prowadzi to do nastgpujacej zaleznosci
s ==( Y (U —(2-C,)8,+C, 0)+ 2, (v, +(y~C, )8, ~C,.0)). (2.20)

Calkujac obie strony powyzszego wzoru po zmiennej S oraz uwzgledniajac, ze z prawej

strony rownosci tylko funkcje z 1 Yy zaleza od S, otrzymujemy

U, =U, —Yyu, —2zu

X

~(yC,,—12C,,)0-w0,, (2.21)

zZt

gdzie:
U, = U, (t) jest stala catkowania niezalezng od zmienne;j S,

o = o(t,s) jest wspotrzedng wycinkowa opisang zaleznoS$cia
a)(t,s):J.(—(Z—Cz)yys+(y—Cy)zys)ds. (2.22)
Nastepnie rézniczkujac funkcje U, po zmiennej t otrzymujemy

ux,t = l'on,t - y,tuy,t - yuy,n - Z,tuz,t - Zuz,tt —K@—ﬂat _a)e,tt ) (2-23)
gdzie:

K= (y,tCz,t + yCz,tt - Z,tCy,t - ZCy,tt )’

2.24
(a)'t +YyC,, - sz,t). ( )

Y7

Wstawiajgc u,, do wzoru na y,, oraz uwzgledniajgc, ze t = X ostatecznie otrzymujemy

Vi =Uoex — yuy,xx —2U, _waxx _‘//g,x - o0, (225)
gdzie:
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l//=a),x+y,x(Z_Cz)_z,x(y_cy)+(ycz,x _ZCy,x)’
o=YyC zC

XX yLXX

(2.26)

2.4. Wyprowadzenie nieliniowych skladnikow tensora odksztalcenia

Formuty okreslajace nieliniowe sktadowe tensora odksztalcenia wyprowadzimy
wykorzystujgc  wyznaczone przemieszczenia preta cienkosciennego oraz  definicje

nieliniowych sktadowych tensora odksztatcenia:

2
Ve =%(U,x ou), (2.27)
1
}/:slz_(usous)'
S (Useu

Po podstawieniu pochodnych przemieszczen nieliniowe skladowe odksztatcenia ! wyrazaja

si¢ wzorem
u2
w1
7/x>i E +(ny_(zx_ va)e_(z_(:z)ex)2 =
Hu+(v,-C,.)0+(y-C,)0,) (2.28)
1 (UOX'X =Yy x = YUy o = 25U, = ZU, K6 — /uex - a)e,xx )2
_ 2 +(UW +77y9+19y9,x )2 +(uz,x +7729+ '929»( )2 |
gdzie:

ny:_(z,x_cz,x)7 Uz:(y,x—cy,x),

2.29
9,=-(z-C,), 9,=(y-C,). (229

Po wykonaniu przeksztalcen i wprowadzeniu w celu uproszczenia zapisu nastepujacych

oznaczen:
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x.1 1 2 2 2 21 2 2,2 2 0 2 2 2
ag; =1, any =1+y5%, a@"z =Y, o =142, o =2, a,=Kk"+n,+n;,
61 _ 2 2 2 0,2 _ 2 yl _ y.2 _ z1 2,2 _
aﬁ,l =4+ lgy + l92 ) ae,z =, ax,l - _y,x ' ax,l =-Y, ax,l - _Z,x ’ ax,l =-Z,
0 _ 01 _ 0,2 _ y.2 _ z1 2,2 _
ax,l =-K, ax,l =—H, ax,l =—w, ay,l - yy,x ) ay,l - y,xz,x ) ay,l - y,xz’
0 0.1 0,2 71 2,2 0 (2'30)
a,=Y,k+n,, a= Y,xﬂ+'9y , ay=Yy,0, a,=Y1,, a,=YZ, a,,=YkK,
01 0,2 2,2 0 01 0.2
ay,Z = y/u1 ay,z = yC!), az,l = Zz,x ’ az,l = Z,xK+772 1 az,l = Z,x:u+'91 1 az,l = Z,xa)7
0 01 0,2 01 0.2 0,2
A, =1K, Q) =1U, &, =10, a,"=ku+n9,+n8, a,”=ko, o, =uo,
otrzymujemy
nl _ l x,lu2 + y,luz + y,2u2 + z,1u2 + z,2u2 + 592 + 6,102 + 0,202
Vx = 2 Ay 1Yox x ay,l Y. X ay,Z ¥, XX O U 700U TG ApaUx T %ol
yl y.2 z,1 2,2 0 0.1
+ax,luox,xuy,x + ax,l uox,xuy,xx + ax,luox,xuz,x + ax,l uox,xuz,xx + ax,luox,xe + ax,l uox,xe,x
0,2 v.2 21 2,2 0 6.1
T uox,xe,xx Tay Uy Uy oyl U, oy Uy Uy s+ ay,luy,xa + ay,luyvxgyx (2.31)

6,2 z1 z,2 % 6,1 0,2
+ay,1 uy,xe,xx + ay,Zuy,xxuz,x + ay,zuy,xxuz,xx + ay,Zuy,xxe + ay,Zuy,xxe,x + ay,z uy,xxH,xx

S, 0, +aliu, 0, +alu, O+alu, 0,

z,1%z,x

2,2 4
+az,1 uz,xuz,xx +az,1uz,x9+a Z,XX

6,2

6,1 0,2 6,2
+az,2 uz,xxe,xx + ae eex +a9 Haxxge,xx +a€,l Qxe,xx :

W przypadku zagadnienia nieliniowego w pracach cz¢sto pomija si¢ sktadnik uflx jako
mala wyzszego rzedu. Nalezy zauwazyé, ze ma to uzasadnienie jedynie dla ustrojow
pretowych o przekroju pelnosciennym, w przypadku przekroju cienkosciennego wplyw
odksztatcen podtuznych, wynikajacych za spaczenia pregta nie jest pomijalny. Dodatkowo
nalezy zauwazyC, ze pominigcie skfadnika ujx ma uzasadnienie jedynie dla ustrojow
z podporami nieprzesuwnymi na kierunku podluznym preta. W przypadku ustrojow

2

Z podporami przesuwnymi na kierunku podluznym nalezy uwzgledni¢ sktadnik u,, co

wykazano w pracy autora dla zagadnienia belki Timoshenki [90].
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Wz6r definiujacy nieliniowa sktadowa odksztatcenia ! przyjmuje postaé

u . u

X, X7X,S

~(u,,—(z,-C,,)0-(2-C,)0,)2.0 |=

+(u,+(y,—C,,)0+(y-C,)0,)y.0

N |~

nl _
j/xs_

(2.32)
u0>(,x - y,xuy,x - yuy,xx - Z,xuz,x - Zuz,xx
=% (_Ke_:ue,x _a)e,xx }(_yvsuy'x e _XH_G)YSQX) )
~(uy, +7,0+3,0,)2.0+(u,, +1,0+3,6,)y .0
gdzie:
X = (y,sCz,x - Z,sCy,x) : (233)

Po wprowadzeniu nastepujacych oznaczen upraszczajacych zapis wyprowadzanych wzorow:

J 1
é,}yll = y,xy,s ' élzll = Z,xz,s ’ gg = KZ"—']z y,s —77yz,s ’ 511 = :ua),s ’ é’xy,'ll = _E y,s ’

: 1 1 1 1 a1
é/x,f:__zs’ é/xgl:__;(’ é/)f:ilz_ga),s’ ézg,ylzziyy,s’ é/y,vllzz(y,xz,s_'_z,xy,s)’

2 ' 2
L1 1 1 1
é/y,’lzzzzy,s’ gilza(y,xl—i_’(y,s_z,s)! gffzz(yxa)s+ﬂys), é/jfzza)y’sy
2.34
z,1 1 4 1 01 1 2,2 1 4 1 ( )
é/y,z = E yz,s ) é/y,z = E Y, gy,z = E ya)s ) é/z,l = E Zz,s ’ élz,l = E(Z,x;{+KZ,s + y,s)’
1 1 1 1
4/2911 = E(Z,xa),s +luz,s)1 4/21912 = Ea)z,s ) 4/202 = E Zy, 4/2921 = E Za),s )
99,1;1(/((05+192y’s—19y2's+1u;()’ 5,2 :la);( ;f zlm@S,
2 2 2
otrzymamy

49



nl yl 2 2 0102 z,1
yxs - (é/ zl 2 U +§96 +§9,10, ) é/xl oxx yx x,luox,xuz,x

2 ;
+§x1uoxx9+é’xl oxxe +é/y uyxuyxx é/; Y, X zx é/yl Y, X zxx+é/yl
01 0,2 1 17 61
+é/y,luy,x0,x+é’y,1 uy,xg,xx_'_é/;zuy,xxuz,x+§y,2uy,xx9+§y, yxxe +é/ zx Z,XX (235)
6.1
+§zluzx0+é’zl zxe +é/ U 9 +4/12uzxx9+522uzxx0 +é/19 00

+é/90'299,xx + é,‘g,ize,xe,xx

Nieliniowa skladowa odksztalcenia y ma posta¢

e = %(Uf,s +22+y%)= 3((—y,suy,x —2U,, - 20-0,0,) +220° + y,ié’z) =

2
1 (2.36)
= (vl 2 (2 ) )
ys s yx Z,X + y Zuy x6+ y a) U 9 + ZSZU 9+Z,sa),suz,x0,x +Za),599,x :
Po wprowadzeniu nastepujacych oznaczen:
Gi=VYa. Gi=re G =XV Gi=wr Gh=Y.. 237
é:yg,l = y,sZ’ 5511 = y,sa),s ' 52:91 = Z,SZ’ 52911 = Z,sa),s ' g'l = Za)s '
sktadowa ta ostatecznie wyraza si¢ wzorem
1 2 Zl 2 02 012
(531 Lt SHul, + 500" + 55167 (238
+EMU U, HETU O+ ETU, O +ENU, O+ EN, O, +E7160, .
2.5. Wyprowadzenia zaleznoS$ci opisujacych stan naprezenia
Zalezno$¢ pomigdzy odksztalceniami 1 naprezeniami okreslone s3 wzorem
n” =DH""y ,, (2.39)
gdzie: HY"* = l(a“”a”” +a*a’” +u(s“ps“ +a"’13ﬂ")) D=E'g, E'= E
2 ’ ’ 1-v?

v — wspotczynnik Poissona, E — modul Younga, g — gruboéé, € — tensor Ricciego.
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Powyzsza zalezno$¢ po uwzglednieniu, ze y,, =y =0 sprowadza si¢ do postaci

N =E'g(1+42) 7, (2.40)

Poniewaz zatozono, ze y, =y, =0, stad sity n® nie moga by¢ wyprowadzone z relacji
odksztatcenia-napr¢zenia podanej powyzej. Sity n® mogag by¢ wyprowadzone z réwnan
roOwnowagi.

Rozwazajac sity przekrojowe dzialajace w przekroju poprzecznym dla X =const.
Otrzymujemy wektor sil wyrazony za pomoca sit membranowych w postaci nastgpujacego

réwnania

t=n"n.a,, (2.41)
gdzie n, jest kowariantnym elementem wektora jednostkowego normalnego do plaszczyzny
stycznej i prostopadtego do linii stycznej do przekroju poprzecznego. Wobec tego, ze n jest

réwny o, wynikaja nastgpujace rownosci:

L
n=(1+5°)2, (2.42)
n,=0
Zatem
t=n" (1+,82)% a, +n* (1+ﬂ2)% a, . (2.43)

W celu znalezienia sktadowej t dzialajacej wzdtuz osi X rzutujemy wektor na o§ X mnozac
go skalarnie z wersorem e, . W wyniku tego mnozenia otrzymujemy
O =toe, =E'g"(Uy, — YU, —2U, , — @0, —y0,—50), (2.44)

3
gdzie " = (1+ ﬁz) 2 g wyraza zredukowang grubo$¢.

Powyzsze wyrazenie opisuje naprezenia wynikajace z odksztatcen liniowych. W analogiczny

sposoOb definiuje si¢ naprezenia zwigzane Z odksztatceniami nieliniowymi
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nl* _ ¢nl* _
o, =1 oe, =

X1y ,2 y.1,,2 Y,2,,2 z1 2 2,2,,2
1 ax,luox,x +ay,1uy,x + ay,zuy,xx + az,luz,x +az,2uz,xx

02 012 0,202
2 +a99 +a9,19,x+a€,29,xx

o) iUg Uy ol UG U o+ el U U, iUy U+ ag U, O

x,1 Hox,x 7y, x OX,X 7'y, XX 0X,X ~'Z,X x,1 Yox,x 7'z,xx OX,X (2 45)

[ 0,1 0,2 y,2 z,1 2,2
—B'g | +o,1Uy 0, 1 Uy O Hagiu U iU U e U

x,1 2 ox,X y,1 Py Xy, xx y.X"Z,X

4 01 0,2 z,1 2,2 4
+ay,1uy,x9 + ay,luy,xa,x + ay,l uy,xe,xx + ay,Zuy,xxuz,x + ay,Zuy,xxuz,xx + ay,zuy,xxe
01 0,2 2,2 0 0,1 0,2
+ay,2uy,xx0,x + ay,zu H,XX + az,l uz,xuz,xx + az,luz,xe + az,luz,xe,x + az,l uz,xH,xx
4 0,1 9,2 61 0,2 6,2
+0(Z’2U O+a Zu ex +az,2 uz,xxe,xx +a€ eex +6¥9 Hﬁyxxee,xx +a6,1 6,)(0,)()(

Z,XX zZ, Z,XX7,

Y, XX

Na podstawie powyzszych zaleznosci mozemy wyznaczy¢ sity przekrojowe obliczone

wzgledem prostoliniowej osi odniesienia w nastepujacy sposob:

N=[o,ds, M,=]z0,ds, M,=—[yo.ds, B=] wo,ds., (2.46)

gdzie calkowanie zdefiniowane jest po konturze przekroju poprzecznego. W tym celu
wygodne jest zastosowanie zapisu, w ktorym elementarny wycinek pola dA" definiujemy

przy uzyciu zredukowanej grubo$ci g~ w nastgpujacy sposob
dA" =g'ds. (2.47)
Liniowe sktadniki sit przekrojowych wyrazajg si¢ nastgpujagcymi wzorami:

N =E"(AUp, —S;Uy o —S;U, o —S.0,, —S,0, —S;0),

729y, xx y9z,xx
M y E (Syuox,x - Iyzuy,xx - Iyuz,xx - Ia)ye,xx - I://ya,x - I()‘yg)a
Mz =-E (Szuox,x - Izuy,xx - Iyzuz,xx - Iwze,xx - Iy/ze,x - Ia‘zg)'
B=E (Sm ox,X Iwzuy,xx - Imyuz,xx - Iwe,xx - |W)QX - |5m9)

gdzie:
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A =[da, s =[zdA", S]=[ ydA",
S, =[ A", s, =] ydA', ;=] 5dA",
= 27dA", 17 =[ y2dA", 1), = yzdA,

1;, = [ 20dA",
= [ 2pdA, 1 = [ ywdA', 1), = [ opdA
15, = [ 260A", 15, =[ yodA", 1}, =[ @5dA".

1, = [ yod™, 1] =] o*dA",

Nieliniowe sktadniki sit przekrojowych wyrazaja si¢ nastgpujagcymi wzorami:

+U,, (S

gdzie

* 2 * 2 * 2
Sa:‘%uoxvX + SmﬁuyyX + SaﬁuyyXX

* 2 * 2
1 + Sa;%uLX + Sa;guz,xx
5 * 2 o* 2 * a2
2 +Sa56? + Sag;@,x + Sag;g‘g,xx

S%yiluy‘X + S%yfuy,XX + SaﬁuzvX + Sa;fuzvXX

+Sa§1«9 + Saf;feyx + Saff@‘xx

ayyfuyyXX + Sa;&uzvx + Sa%uzyXX
Uy 81U 81y + 8, 04840, 45140,
#U,, (8]0, 5, 0450, 45,0,

u, (Sagﬁ +80,0,+5.,.0,, ) + 9(56,3,16& +57,.0, ) +S0,.

S;,- = L aldA”,

53

+ Sa;ﬁ + Sa;ﬂx + Sagfé’,xx )

(2.49)

(2.50)

(2.51)



* 2
1 yaﬁuox,x +
2| +1° ,0%+1
g
Iy xy,fuy
+u0X,X
M nl= —E' .
y
+U,, Iyay2 V.
+u, (1 ,.u
yxx( yaﬁ z
yaz,l

gdzie

M) =-E

gdzie

1" u?

1| et o

+

21 +17,0% +1
Zag

*

+Uu

0X,X

+uyvx(|mﬁuyvxx+| Uy + 1 10 01700, 41,

+uz,x(lz ..U

%71

U, (Iza§)29+ IZa%H,X + Iza”'ZQXX)+0(Izag*1H,X + Izag*zeyxx)+ Iz ”'ZQXH,XX

I I 1" N
Uyt Uy 1l 12U,

* * *
+IMQ9+IMQQX+Im$Qm

z

Z,%

+1 U U LU,

+1 0+, 0+1 ,,0 +1 B,ZHXX)
i y”’y,z i

za;,& Z,X 20} i
* * * *
Kt Im;éuzvXX + Iza5'26?+ Im%QX + Im%ﬁ’xx)

2 * 2 * 2 * 2
+ + +
e L e
2 * 2
Hle,x+| Me,xx
61 2

* * *

Yoy 1 ¥, XX yoy i ! yay
) , (2.52)

z,2
yay,z Z,Xx yay yay,Z

* _ j *
I, = L zaldA”, (2.53)

* 2 * 2 * 2 * 2
Imyy:lluy’X + Izayy;;“y,xx + Imﬁuz,X + Im;éuzyXX
* 2 * 2

6.10)( + I angH,XX

Za(l;l ’ Z 072

Zai:ll X Zay)

* *

) Hxx) , (2.54)

* * *
.t Img,1¢9+ Img{fe,x + Iza;{fe,xx)

22 %91

I, =] yaldn', (2.55)
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©oLul U ur 1 Ul LUl

1 “’“:,i 0X,X waﬁ Y, X wag\{fzz Y, XX P 111 Z,X wazz,'zz Z,XX
2 * p2 q* 2 " 2
+Im30 + Imghﬂx + Iwag;‘g,xx
I I I I
waxyy'lluyvx + walfuy,xx + wa;‘%uzyx + (ua;fuz,xx
e e T R Y L
+ ”’af,l + waf’f X + waf"lz XX
| *
B" = E" . . . . . « : (2.56)
+U, ImyfuleX + |W;&Uz,x + Iwa;fuZ’XX + IW;,JH+ IW;,&QX + Iwa;f‘g,xx
* * * * *
+U, (Imﬁuz'X + lwa;;guz,xx + I(M32¢9+ Im%QX + Iwag;ge,xx)
* * * *
+U, ( Iwa;fuz,xx + Iwa216’+ Iwa?iﬂx + IW%QXX)
* * * * * *
U ( s, 01 0O 1020 ) + 9( | uosOx + lmgvzaxx)jL | oz OO
gdzie

1), =[ waldA”. (2.57)

Na podstawie powyzszych wzorow nie ma mozliwos$ci zdefiniowania momentu skrecajacego
oraz sit tngcych. Do znalezienia napr¢zen membranowych n* konieczne jest rozwigzanie

réwnania rownowagi

| =o0. (2.58)

a

Tensor metryczny dla rozwazanego ukladu wspotrzednych jest znany, w zwigzku z tym
mozemy wyznaczy¢ symbole Christoffela oraz pochodne kowariantne dla preta. Prowadzi to

do relacji nastepujacej postaci (patrz [120])
NS +n* (L4 52) (368, + 27, )+ 0+ (14 82) 7Py, + 3488, +26B,)=0. (2.59)

W ogblnym przypadku nie ma mozliwosci rozwigzania powyzszej rownosci. Gdy y =0 czyli

gdy uktad wspotrzednych jest ortogonalny rownanie upraszcza si¢ do postaci (patrz [120])

[(1+ Vig )g nxs) +(1+8° )% ((1+ ,6’2)nxx)X =0. (2.60)

Powyzsza rowno$¢ moze by¢ tatwo calkowana poniewaz n™ jest znane.
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Korzystajac z zaleznosci

" =E'g(1+5) 7 (2.61)
otrzymujemy

(1+ 2 )3 e = —i(1+ )i )2 (E g(1+ %) )/) ds. (2.62)

Po wykonaniu przeksztatlcen otrzymujemy koncowg posta¢é wzoru z ktérego mozemy

wyznaczy¢ naprezenia styczne

(14 ’Ej L 2E'g[—Zﬂﬂx(l+ﬂ2)27/XX+(1+ﬂ2)lyxxyx}ds. (2.63)

Gdy zmiana przekroju-poprzecznego jest mata mozemy przyja¢ 1+ B> =1 i B, =0 redukuje

to rownanie do prostszej postaci

N = [E'g7,,.ds. (2.64)
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3. Rownania opisujace przemieszczenia preta cienkosciennego

3.1. Opis sposobu wyprowadzenia réwnan

Teoria pretow cienko$ciennych jest przyblizong teorig inzynierska. Jedng z metod
pozwalajacg na wyprowadzenie rownan opisujacych zachowanie preta cienkosciennego jest
zastosowanie metod wariacyjnych w tym zasady minimum energii potencjalnej, w przypadku
zagadnien niezaleznych od czasu, oraz zasad¢ minimalnego dziatania Hamiltona,
w przypadku zagadnien dynamicznych. W tym celu wyznacza si¢ wariacje funkcjonatow
okreslajacych energie potencjalng i kinetyczng oraz prace obcigzenia zewngtrznego. W celu
wyznaczenia rownan opisujacych zagadnienia elastokinetyki korzystamy z nastepujacych

zaleznosci:
e w przypadku réwnan opisujacych liniowe zagadnienia statyki
5(U,-W)=0, (3.1)

e W przypadku rownan opisujacych nieliniowe zagadnienie statyki

5(U,+U" -W)=0, (3.2)

e w przypadku réwnan opisujacych zagadnienie drgan wiasnych

5}(u, ~U,,)dt=0, (33)
fo

e w przypadku rownan opisujacych zagadnienie wg teorii II rzgdu,

w tym zagadnienie utraty Statecznos$ci

5(U,+U,-W)=0, (3.4)
e w przypadku rownan opisujacych zagadnienie drgan wymuszonych

t t
S[(U,-Uy, )dt—[ow (t)dt =0, (3.5)
f )
gdzie:
U, — energia potencjalna odksztatcenia sprezystego — cze$¢ liniowa,

U" — energia potencjalna odksztalcenia sprezystego — cze$¢ nieliniowa,

W (t) — praca obcigzenia zewngtrznego,
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U,, —energia Kinetyczna,

U, — energia potencjalna od napr¢zen wstgpnych.

3.2. Energia potencjalna odksztalcenia sprezystego — czes$¢ liniowa

Energia potencjalna odksztalcenia sprezystego okre§lona jest wzorem

U, :%”n“ﬁyaﬂds +%TG|S(QX)2 dx, (3.6)

gdzie:

%” n"y,,d = %jjn*xyxxds ,
N =E'g(1+ ) 1

2

dS = /adsdx = /1+ pPdsdx, E'= 1i , Vv —wspotczynnik Poissona, E —modut Younga,

Gl, — sztywnoscig na swobodne skrgcanie.

Po wykonaniu przeksztatcen otrzymamy

%ﬂnxxmds = %ﬁ E'g(1+) ya1+ fdsdx = %ﬂ E'y2dA"dx, 3.7)

gdzie:

dA" =gds, g*=(1+ﬁ2)_gg, g=(1+ﬂ2)gg*, (1+ﬂ2)§dA*=gds.

Ostatecznie energia potencjalna wyraza si¢ wzorem

U, :%IIE'nydA*dx+%IGIS(QX)Z dx , (3.8)

gdzie po podstawieniu wzoru na odksztatcenia otrzymujemy

* 2 * 2 * 2 * N2 * N2 * N2
A Usyx IzuleX + Iyuz’XX + Iwé{XX + Iwé?’X +1,0

—2S°u_u .. —-2Su.u .. -2Su_ 6 -25u_.0

90X, X 7y, XX yYox,x 7z, xx @ 70X, X 7, XX w2 o0X,X 7, X
U ==|1E'|-2Su,,0+2lu, U, +2l u 6 +21 u, 6.  |+Gl6; dx. (3.9)

Y, XX Z,XX WZ 7Y, XX XX @Y7 Z,XX 7 XX
+21°u. 6. +21u 6. +21.u . 0+2l.u, 60

wZoy, XXX Wy Tz, XXX Oy, XX Sy 7z, xx

+21°60. 6. +21.0. 0+21. 6.6

Yo~ XXX 0w XX oy X
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Wariacja energii potencjalnej wyraza si¢ wzorem

Ugy xOUgy T IZuy wOUy 5+ IyuZ wOU,
+170,00 , + | 6? 00, + 1,050

Szuyxx5u0 SzuOX OUy SyuZ wOUo,

SyuOX LOU, Smé’xxéu SmuOX 00,
-S,0,6U,,, —S, U, 56, —S t9§u0ny

U, = E’ =Sl 00 bl + ity Ol 160,50, dx.  (3.10)
a ImexxciuyXX I.,Uy 00, +Iwyexx§uZXX o

LU, 00, +1,,0.6u,  +1 U, .56,
IwexéuZXX +1 wyUz.000, +1,,08u,,
Jrlgzuyxx56?+lgyt95uZ " 5y ZXX&@

|W09X59 +IW0XX59 +15,000

+15,0,00+ 1 , 000 + I5W6{X56?

W celu zwigkszenia czytelnosci wzoréw, otrzymywanych w ramach wykonywanych

przeksztatcen wariacji oU,, w dalszej czg$ci 0sobno przedstawiono sktadniki wariacji

skojarzone odpowiednio z wariacjami uogoélnionych przemieszczen Su

5uy,5uz ,00 czy tez

ox?

w pierwszej fazie przeksztatcen wariacjami ich pochodnych. Sktadniki te majg postaé:

[ (E"(AUpy = SiUy e =Sy, 5~ 510, —S,0, ~5,8)) U 0% (3.12)
[ (E (12U = S, + 10, 41,0, 417,60, +15,6) )8, X (3.12)
J‘;(E'(I;UZ’XX—S;UOX'X+I;Zuy‘xx +15,0,+1.0 +I;y0))5uz’xxdx, (3.13)
j:(E'(|w9XX—sw Upp 10,0, e+ 10, o 10,0, +15,0)) 50,0
+j:(E'(|;¢9 =Syl LUy H LU, o+ 1,0, +15,0)+GLO, )00,dx  (3.14)
(B (130 iUy + 13, + 10U, +15,0,, +1,6, )) 560,

59



Po przeksztatceniu wystepujacych we wzorach (3.11)-(3.14) catek z wykorzystaniem metody
calkowania przez czeSci, otrzymujemy nastepujace sktadniki wchodzace w sktad wzorow

okreslajagcych rownania rownowagi:

jb(E (=AU + iU, o+ 51U, + 5.0, + 5.0, +5,0) X)&uoxdx , (3.15)

J‘:(E'(IZUV'XX—SSUOXYX+I;Z a0 0X+I;26’)XX)5uydx, (3.16)

I:(E'(I;UZ’XX—S;UOX’X+I;Zuyvxx 12,0, +12,0 +I;y0)xx)5uzdx, (3.17)
E' (( 126, = Sl + 1ol o+ 1oy, 10,68, +13,6)

[ (100 + 80U = 10y = oy = 15,8~ 15,6) gdx.  (3.18)
(I 0 — S uoxx §zuy,xx+|;yuz,xx I&ugxx_'_l&//ex)) G(Isax)yx

Natomiast sktadniki wchodzace w sktad wzorow okreslajacych warunki brzegowe otrzymane
w wyniku przeksztatcen wariacji czesci liniowej energii potencjalnej U, okreslonej wzorami

(3.11)-(3.14) przyjmuja postac:

[Néu, ] =0, (3.19)

gdzie

N = E'( AUy, —S;Uy  —SyU, o —S.0,, —S, 0, —S;6),

[Qau,] =0, (3.20)

gdzie

Qy =E I(_Izuy,xx + S;uox,x - I;zuz,xx - I;ze,xx - I;ze,x - I;ZH) x'

[M,6u,,] =0, (3.21)

gdzie

M, =—E'(=1,Uy , +SjUp,, — 15U, — 1,0, — 1.0, —1,,0),

Z 7Y, XX Z 70X, X YzZ=z,XX @Z ™, XX 722
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b

[Q.6u,], =0, (3.22)

gdzie
Qz =E I(_I ;uz,xx + S;uox,x - I;zuy,xx - I;ye,xx - I;yg,x - I;yg) <!
b
[M,su,, ] =0, (3.23)
gdzie
M, = E" (=1, o + Syl = 13Uy o = 10,0, — 15,0, —13,0),
[M, 6] =0, (3.24)
gdzie
(_I;H,xx + S; ox,x I;zuy,xx - I;yuz,xx - I;ng - |;w9)
M, =E' X X X X X X 3 +Glo,,
(150, =S U + 1y o+ 1o, o+ 10,0, +1,0)
[Bso, ] =0, (3.25)
gdzie
B=E I(Ia)6,><>< - Swuox,x + Iwzuy,xx + Iwyuz,xx + Iy/we,x + Io‘a)g) '

3.3. Energia potencjalna odksztalcenia sprezystego — cze$¢ nieliniowa

W nieliniowej czes$¢ energii potencjalne pomijamy sktadniki liniowe uwzglednione

w liniowej czgsci energii potencjalnej oraz pomijamy sktadniki nieliniowe wyzszego rzedu
. i\ 2
t. ()
n| 1 ' n 2 n 2 * ' n| *
u' = E'” E ((yxx +)/X)1) —(}/XX)2 —(Q/XX') )dA dx = H E'y, 7hdA'dx. (3.26)

Po podstawieniu do wzoru (3.26) formut okre$lajacych odksztatcenia y,, i 0 otrzymamy
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x,1, .2 yl 2 z1,,2

axiuoxx +ay1uyx +ay2uyxx +azluzx

- 2,2,.2 0.1 0,2
2\ +aljul a0’ +a,,0) + a0l

7,2 77,X

+aliu, U +alfu U +aliug U

X,1 7 ox,x Ty, X OX,X Y, XX x,170x,x " Z,X

+alfu, U, alu O+aliu 0,

x,1 7o, x "z, xx x,1 7 ox,x
9,2
+a, U, 0, +ay uyxuyxx+ay1uyxuzx
6,1
U +a, uyxuzxx+ay1uyx'9+ayluyxé?
. 0X,X Y, XX Z,XX *
Ul”'zﬂE 2u, 0, +agnu, U, +agiu U (dATdX.
00, —y0, —o0 ,
+a, U yxx9+ay2 yXXH JrozyzuyxxﬁXX

+au, U, +alu, O+aliu, 0,

Z,X 7 Z,XX 7,17z, z17z,x

U, 0, Fa)u, O+au, 6,

2,277,XX

+a92u WO +a, 00 +a§2% 00,

6,2
+a€,l H,Xg,xx

(3.27)

Po przeksztalceniu w posta¢ rozwinieta i wykonaniu catkowania po polu nieliniowa czgsé

energii potencjalnej wyraza si¢ nast¢gpujacym wzorem

U _J‘ E Duox,x - Dz ¥, XX Dyuz XX Dwaxx - Dwe,x - D59
' Ja 7 | +Fu,,-Fu,,—Fu, -F6,-F6 —F;0

27y, XX

dx ,

gdzie:

D=%(S*x1u +S +S

OX, X Y22y XX
ay‘z

Z,XX

1 * 2 * 2 * 2
Dk=_(| u +|ay;l ,+|kayv;§u +Ikzlu +Ikzzu

x,1
2 ket~ ox,x

dak=zywvy,?d,

F =Saxv’r11uoxx yx+s oxx y><><+S uoxxuzx+s oxxuzxx+sa 0+S Bluoxxe
+Sa0v2uox xe +S V2uyx yxx-i_S uy xuzx+8a1v2uyx zxx+S U 6+S ﬂlu ,XH,X
+Sa“u 0, +S yXXuZX+S 2Uy ZXX+S 0+S e yXXQ +S e yXXQXX

+S u u +S u 6’+S u 9+S“u Nw +S u 9+S“u 0,

Z,X7Z,XX Z,XX

+S7, w0y +S“6?6’ +SMH€ +89239

az A1
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* 2 * n2 * 2 * 2
uz , +S° zlu +Sazz"§uz,xx+8a56? +Sag;119,x+sag;§9,xx)’

(3.28)

(3.29)

2 * 2 * 2
SN 'kag.;@,xx) (3.30)

(3.31)



F=1 ,U,u, +1 .u, u +1 .U u +Ikaz,2u u +Ikafv1uox,x9+|

kayl OoX, X Y,X kayv2 OX,X Y, XX ka,z,l oX,X ~'Z,X 0X,X 7' Z,XX kagiluox,x

0,

+ 02U +1. 12Uy Uy +1. quxsz+|k Uy U +1, 1uy’X6?+I:ag,1uy'X9,X
+ Muyxe +1. Uy ol Ikaziuy,xxuz,xx+ 'ka;{zuy,xx‘9+ I;ajvluyxxe +1. Muyxxaxx (3.32)
+ gr2Un e+ Ikag uZ’X9+I:amu 0, +1, o2y Qxx+'.:agzuz,xxé”'kagéuz,xx@,x

+Ika§,‘,22uzxxt9 +Ik 0109 +Ik 026’49 +Ik 023 0,

dak=zyww,s.

Wariacja nieliniowej czesci energii potencjalnej wyrazona jest wzorem

bou,, - D,éu, ,,—D,éu, ,-D,60, —D,é0, — D60
o _ | +Fou,, —-Féu, ,—Fou,, —F,80, —F,60, —F;00

suU" :j E' ' . ’ | dx, (3.33)
a +6Du,, ,-oDu,, —-6Du, , -6D,0,, —-6D,0,-6Ds0
+oFu, ,-oFku, ,—oFu,,, —6F,0,-0F,0,-0F0
gdzie:
D =S Uy, SUg +S .U, SU, + S Uy OU, o +S .U, SU,  +S el 00U,
oy ) ' agy Y ) a;p b
. . . (3.34)
+5,050+5,.0,80,+S,,0,,50,,
oD, = |:ax,1uox,x5uox,x + |:ay,1uy,x5uy,x +1 .U, ,6u,  +1 .0, 8u,, + 1 23U 50U,
(3.35)

+7 06041, ,,0,80,+1; ,,0,50,,

k 4
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OXX yXX 0X,X OXX

OF = S:Yy‘luy’ﬁuoxyX + S su,, + S Su,,  + S SUy o +S ..U, SU,

Z,XX OX,X

+S Ugy xOU,  + s Zzu 5on,x + Sa;f“ 5Uz,xx + Sa;{ 95on,x + Sa0 Ugy OO

+Sag,;9,x5uox,x 48U 30, +5.,.0,, 0y, +5 U 00, +5,,.U, 0,

af,lz on X y XX

+Sayy:12uylx5uy’XX + Smﬁuzyﬁu%X + SaﬁuyvxéuzyX + Saﬁu ou,  + Sm%u”&uzlXX

Z,XX
+Sa9 oou, , + Sag u, 00+ Sa,,,ﬂjuy'x + Samuy,ﬁ@,x + SangXXSUV,X + Sagfuy,x53xx

+SZ1 5 +SZ1 §u +S 6 +S

: yxx 12 Z,%XX
ey,

56, + Sag,z&’xﬁuy’XX + S;

ou, .+ Sa%%uy’XX

12 Y, XX

o0

, XX

+Sa5v2uyvxx50 + Sa%ax@uy,xx + Sa%uy’XX %uy]Xx

S 22Uy OUy  +S 22Uy (OU, 1y +S , 06U, +S , U, 30+ ,,0,0U, , +3 .U, 50,

Z,XX

Z,XX

#5020, 0Uy 3 02U, 30,6 +S ) 05U, 4 +S ) U, 0+ 1,0,0U, 5 +S .U, 4,50,
+Sa5;9,xx5uz,xx +3S

u
0,2
al T

5690( + 829’19)(59 + S:ﬂvlege,x + S;“H,xxép + S;e‘z eée,xx
+Sagfaxx5‘9,x + Sagf‘g,x&g,xx ’ (3.36)

oF, = Ikaxy‘lluylxduox’X + 'ka;g“ox,x5 + Ik yaUy, wOUg o+ Ikaxy,lzuoxyxéuy'XX + Ika;%uz,xé‘uox,x
+Ik0ﬁuoxyxéuzyX + |kaz,zUz,xx5on,x + |kaz,zon U, o ;,1495U0X’X + Ikafluoxvxw

CLWCRTRRE NPT R PR TR

ka“ OX,X

O WRTI T

k'-‘?l 0X,X Y, XX

* *

u,.ou,. . +I
kayyf Y.XT Y, XX ka;j

+Ik0[316?5uy1X + Ika0 u, 00+ Ikaovﬁjuy'X + 'mwu 549 + Ik 020 ou,

+1 uZ’X5 +Ik i yx§ x +Ik 2 ZXX& +Ik :2 yxéuZ’XX

uy,xae,xx

02
k ay;

+Ika;%uzvxé +Ik 24 yxxciu +Ik :2 Zxxé +I yxxéuz o T Imjz«%uy’XX
+|kagzuy,xx5‘9+'kag-;3x5uy,xx+'kam yXX56? +Ik 5249 5u Ik ery,xx59,xx

Z,XX ka ;/1 X

1 020,00, 102Uy 00 41, ) 00U, + 17, U, o 5O+17 0,00, +1 50

Z,XX ka ka&luz,xx WX
z,2 z,2

+|ka;f” ou,, + |ka;fuz,x5u +17 oou, , + lka;{luz,xém Ikaz,,iﬁvxduzlX + IkafiluZ’X&s’

, XX

+|kag§9,xx5uz,xx + Ikazézuzvxxéé?'XX + Ikag,1¢9'x5¢9+ Ikagi%QX + 'kag.z@,xx59+ Ikag,z%é?
+|kag_f‘9,xx50,x + 'kagfe,xéaxx . (3.37)

Podobnie jak w przypadku przeksztatcen wariacji oU,, w celu zwickszenia czytelno$ci
przeksztatcanych wzoréw opisujacych wariacje oU;", w dalszej czg$ci przedstawimy osobno

skfadniki ~wariacji oU" skojarzone z wariacjami uogolnionych przemieszczen
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ou

ox?

Sktadniki te maja postac:

D+F

X1 x,1 p p x,1
oy Y. XX yog ZXX 0ay XX yay) X ‘Sax,l

b * * * * * *
[E +(Sa;,}uox,x—| U= U 1 0, —1" .0, e)uw Su,,,

+H, U, —HZu  —Hu,  —H%0, —H"6, —H’.0

X, 170X, X y XX z XX

gdzie:

H, = S,%y,lluy'X + Saxvf“y,xx + Saﬁuz'X + Sa;fuz,xx + Sa519+ Safiﬂx + Saffaxx

x,1

* * * * I

u.+1 ,u, . +1 + 1

kK .
Hiy = 1t 1oy 1l O+1,,0,+1, .0

z,zu 0 y
kayy Z'XX keres oy XX

dak=zywwy,?d,

_Dz - Fz

b * * * * * *
.[aE +(Sayy’zzuox,x_| Uy =1 U — | O = ZH’X_I ’ze)uy’xx Y.

y:2 XX Y27 XX y.2 1z
zay; Y, yay; L wayy yays

z y 2] v o
+H y,2u0x,x -H,,u -H y,ZuuZ‘xx -H y,29,xx - Hy,ZH,x - Hy,Ze

Y,27 Y, XX
s, —1" u -1 u 1" 6 -1 .60 -1 .6

n b E ( OX, X za vl Y, XX yaﬁ Z,XX alflyyf \XX ,/,aﬁ X 50,5’:11 Y. X u

a z y ® v S5 yx

+H y,luox,x - Hy,luy,xx -H y,luuvax - Hy,le,xx -H y,le,x - Hy,le

gdzie:
H,,= SaxyfuoxvX + Sayvf” +S° ﬁu + Sa;:%uzvXX + sa%e + Sa;{;‘g,x + SQ%QXX

k _ * * * * *
Hiz = 1yl + Loty LU+ Lol 1y 0415 000,415 0.0,

dla k:z,y,a),t//,é',

H,,= Sa”uoxyX + Say,zuy‘XX + SamuZ’X + SamuzlXx + S 9+ S 019 +S 029
x1 yl yl yl yl y1
k _ * * * *
Hy, = Ik y1uOXX Ik yZuyxx Ik Zluz " Ika;fuz'X + Ika§16’+ lkaggg,x + Ikaygfaxx

dak=zywwy,?d,
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ou,,ou,,00 czy tez w pierwszej fazie przeksztalcen wariacjami ich pochodnych.

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



-D,-F,

b 1 * *
J.E +(Sa;:§“°w B R T

+HZ¥2u — H;’ZQXX

+I:E'

gdzie:

H,,= Saifu

k _
H,,=1I

+sz1u

2.2 20X, X
kag

-Hu, . —H)u

OX,X

(S ZluOXX I quX Iyatzz%uzyx)< -

- H Zle,xx

z
ox,x H z,luy,xx

-H)u

Uz xx

0X, X + Sa;vfuy,x + Sa;guy,xx

*

Uy, +1 ..u  +1 u .  +I

2,2 X z,2
kay 7 Y, kayy

dlak=2zy,my,5,

H,, = Sa;g”

k _
H,, =1

* * *

z1™ox, X
kagy

0X,X + Saﬁuy,x + Saélzuy,xx

u,.+1 ,.u

u +Ikaﬁ Y. X kaf,é Y, XX

dak=zyww,?d,

* *

*

b *
1
[E +(sa5‘§uoxvx PR WTE

+H912u

+I:E'

+I:E'

gdzie:

z
ox,X H9,2uy,xx - HH Z,%XX

_DI// - Fl//

*

*

*

0.2 xx
a)aﬂyz ’

S I |
+ agjuox,x Y 01uy XX ya! 01uz XX

+H,,u Hju, —Hjqu

ox,x 1Yy xx Z,%X
-D; - F;
(S Uuoxx_ uyxx_I;aguz,xx_
+H6uox,x - H;uy,xx - Hﬁyuz,xx -

-Hg0,,

*

waf XX

I
.

XX z,2
y kayt

+ S%quzyXX

Ik Zzu +17

-Hg,0,

H7 0

119 _I 116 _I‘

21 Vagy dazy

u,, + Ikazgv2¢9+ Ikafge,x +1

K Tyagg X
_Hv _H°
Hz,20,x Hz,29

* *

Lﬁ)u

, XX X Z,X

-H/0,-H..0

+ Sagfuz,x + Saizé? + Saggﬁyx + Safgg,xx

*
628

+ safie + Sa%QX + Safizaxx

<9+Ik “Q +I 6?

zxx ke

*

-1 ,.0,—1

*
wag's X ba,,y

-Hy,0,-H;,0

0= 00,1710, |50,0x

XX
00y Vagy

Hg,le,x -H 3,1‘9

0. 1" .0 — ,,0)9 S0dx,
va, dag

0

_HZ’/HX_HgH
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ou, dx,

27 xx 1
ka; s

929)9 50,,dx

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)



HM:S OXX+S gzu +S yXX+Sa€,2u +S ZXX+Sag‘2¢9+8%,3‘12¢9‘x,
k _ * * * * *
Hp. =1, ,,zuox < Ika%uy’X + Ika%uy,XX + Ikaffu + Ik “uz XX Ikag,26?+ lkagfe,x’

dak=zywy,?d,

Hgvlzsaf%u +S +S

0X, X a 91 Y, XX

+ Saﬁfuz,X + Sazgéuz’XX + Sa2,1¢9+ Sagfaxx

k _ * * * * * * *
He'l_lka%u +Ika5:1u +Ika;,éu +|ka;gu +Ika§%uzvxx+Ikag,1¢9+lka5,26?'xx,

0X,X X XX Z,X
, =y, Y, , o

dak=zywy,?d,

H, = Sax1 .+ S o Uyt S Uyt Safluzlx + Safzuz'XX + Sag.ﬁ,x + Sagz@'xx
k _ * * * * * *
H, = Ikaf1u Ikagl“y,x + Ikajzuy’XX + Imf‘luzyX + Ikafyzuzyxx + 'kagﬂ,x + 'kagvzg,xx ,

dak=zyww,s.

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Po przeksztalceniu wystepujacych we wzorach catek z wykorzystaniem catkowania przez

czes$ci, otrzymujemy nastgpujace sktadniki wchodzace w sklad wzorow okreslajacych

réwnania rownowagi:

~D-F

b *
I T TR RTINS SN WY W) (I (TS

; X,
a Yoyl Wy vayy

w )
Hxll'I H yxx+Hx1u +Hx,10,xx+Hil,10,x+Hx,19

0X,X Z,XX

b * * * *
1
[E %gﬂ&fh%%ﬂ|Wmm—%%@;wwa—uﬁﬂwﬂ su, dx

y w 74 S5
+Hy,2u0xx Hy2uy XX H - Hy,ZQXX - Hy,ze,x - Hy,20 X
(s~ -1 =16 10 -1 )
N b E ( ‘Zyy,il OX,X 20 yl ¥, XX Ya’yy,'ll Z,%XX waﬁ | XX (//agll"i' X &zyyj Y. X Su dx
a z y 2] 74 5
_Hy,luox,x + Hyl ¥, XX + H u 20 + Hy,le,xx + Hy,lg,x + Hy,lH

67

(3.58)

(3.59)



-D,-F,

b * * * * * *
J'a E +(szzl,22uoxyX - lm;;guy,xx - |ya;guz,xx - Iwa;'%axx - IWZZ:ZZQX - I&Izzéé?)uz'XX ou,dx
y ® v 5
+Hz,2u0x,x - H y XX H - Hz,Ze,xx - Hz,20,x - Hz,29 (360)

, XX

S b = = Uil = 10— 17 0= 17,00
-}-J-bE' ( 1™ox,x Y, XX yaz,il Z,XX waz,il ,XX ‘//0‘1,'11 WX 50,2:11 Z,X 5uZdX,

—H, Uy, valuyvxx +HMu, +H0, +H0, + H..0 .
D, -F
3 ( TIPS MPTHIRS) NPT W |;ag’,§9)axx 500x
+H, g, —Hj Uy o —H U, o —HZ,0,, —HY,0, —HJ 0 -
D,+F,
+ jb E' (s T PO TR PSR PR |;iag:119)ax SOdx (3.61)
—H, U, +Hgu,  +H) U, +Hg0, +Hy .0, +H,,6 »
—D; —F;
e+ (80U = VU= U U= 1,0, = 17,0, = 17,00 | 500K,
+H9uox,x_H92u _ngz,xx_Hglg,xx_H;/e,x_Hee

¥, XX

Sktadniki wchodzace w sktad wzordéw okreslajacych warunki brzegowe bedace sktadnikami

wariacji nieliniowej czesci energii potencjalnej odksztalcenia sprezystego U przyjmuja

postac:
[Néu, . =0, (3.62)
gdzie
D+F
N=E' +(s*x,1uw S TR TR - Y g o x,ﬁ)uoxx ,
Ay ! Zayy ! yoyy ! wayy yoy, a0‘)(,1 !
+Hx,1uox,x - H y XX H y z XX H;‘jlaxx - H:/,le,x - Hxélg
[M,6u,,] =0, (3.63)

gdzie

68



_Dz - Fz

M, =-E' +(S*yvzu -1 -1 )
ay‘z

0X,X Zag’,zzuy,xx

+Hy12uoxvX —H?

y,2

gdzie

Q
o
x
x
~N
R

Z

( TR TR A
Yy

H

S | u | i | )
u — — u — —
1 1 1 1
a)i oxx za)p Y X yai 2% wa)p

£l

yxzuz,xx - y2V
ya)s wa)?

U, o —HJ, —HJ,0,

—-HY,0, - sze

.0

'//ayyl X

*

yl
é'ay 1

z y 2] 174 o
+H y,luox,x -H y,luy,xx -H y,luuLXX —-H y.lH,XX —H lee.x o Hy,le

[Myéuz’x}: 0,

y y
M, = | (o0 =102 |ya Uy =1
y )
+Hz,2uox,x - H y XX H o Hz,Ze,xx

gdzie

-|S’ I 1
al? 2Uoy x = Zzuy xx yazzfuz,xx T wal?
y
Hz 2uox x H y XX + H

(s VTN THY LR TR L Sy
+E' 21

, XX

"

z1 I
Y, XX ya;y Z,XX ooy} XX wa,y X

*

*

120 -

va; X

229 _I

va, X

21
Sayy

+H, g —Huy  —Hu, —Hz“leXX—HZIQX—HiIG

0X,X y XX

69

9)u

*

z,
Say’y

~1;,0)u

Y. X

*

s 2.2
Say 'y

—-H,0,-H.,0

.0

AHL0 FH0, + H.,0

Z,X

)uZ,XX

(3.64)

(3.65)

(3.66)



(B350, ] =0, (3.67)

gdzie
_D(U - F(,U
B-E +(Sagy,§uox,x S IPRTHOE WPRTHNE W W |5ag§0)exx ,
z y ® v o
+H9,2uox,x - H6,2uy,xx - H6,2uz,xx - HG,Zaxx - H&,Ze,x - HH,ZH
b
[M,06] =0, (3.68)
gdzie
D,+F,
M = B (S50 gty = V01,120,100
z y 2] v 5
_He,zuox,x + H0,2uy,xx + H&,Zuz,xx + HH,ZQXX + HH,ZH,X + HH,ZH X
_Du/ - Ft//
PE | (St 1= gl =V =0 10)0
z y 2] v 5
+H€,1uox,x - HH,luy,xx - HH,luz,xx - Ha,le,xx - H9,1‘9,x - H9,19

3.4. Energia potencjalna od naprezen wstepnych

Potencjalna energia sprezysta bedaca wynikiem wystgpowania w uktadzie naprgzen

wstepnych okreslona jest wzorem

U, = [[nsrasds, (3.69)

gdzie: n? - naprezenia wstepne od obciazen zewnetrznych,

| T ‘oz ,
Vs - nieliniowa czg§¢ odksztatcen.

Po podstawieniu niezerowych sktadnikow napregzen i odksztatcen otrzymujemy:
Uo = [[ (v + 5y + 05y )dS = [ (ny'ya +2n5 7 )ds (3.70)
gdzie:
ny=E'g(1+ 7)) 7h,
7> - odksztalcenia od obcigzen zewnetrznych wyznaczone dla zagadnienia liniowego,

70



() [ o2 () A () A s

1 e

7D - nieliniowa czg$¢ odksztatcen zdefiniowana wzorem (2.31),

7" - nieliniowa czg$¢ odksztatcen zdefiniowana wzorem (2.35).

Energia potencjalna od naprezen wstgpnych po podstawieniu odksztalcen
nieliniowych wyraza si¢ wzorem

X1, 2 y.l y.2 71,2 2,2, .2
1[ aiUe  +aliul +aljus +aliul +alu;

2 01,2 0.2 2
2 +aa‘9 +0,105 + 2,505

y.1 y,2 z,1
+a, ;U U +axlu u +axluoxxuzx+a UOX'XUZYXX

x,1 ox,x 7y, x 0X,X 'y, XX
+ax1 0XX9+05X1 oxxFx +a wxOx +0{y2uyxuyXX
Ny’ | +ayiu, U, +agiu, U, +ay U, O+agiu, 6,
yluyxe +a uyxxuzx+a uyxxuzxx+a Uy 0
+ay2 yXXH +a YXXH +a; szuzxx+azluz,x9
+aliu, O, +aliu, O, +alu, O+alyu, 0,
Up=[[EY| | +etzt,n0u +a5"00, +ay?s, 00, +0;570,0, ds.

~(eyiuz, + it i, 007+ 1307
AU Uy L+ U U+ U, O+ CT 6
§y2nynyx+§z' gy HETTU U, VU
+2n° |+, 0, + &R, 0, +ETU, zx+§yzuyxx'9
+C Uy Oy + CHU, U, o+, O+ o, 6, 3.71)
+4 70,0, + CTU, 0+, .0, + 7000,

+£5%00,, +,176,0,,
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Energia potencjalna od napr¢zen wstgpnych po wykonaniu catkowaniu po polu

przekroju poprzecznego wyraza si¢ wzorem

IO

1 oxx
5 002 , 10 p2 , 10 p2
2 +IZQ +|gv19,x+|g-g‘9,xx

0 0 0
+I b yXX+I11u +

IO +I0 u +I0

oxx Y, X oxx Y, XX Zl oxx Z,X

+

+I0

9‘1 0X,X

49+I OXXH +I +

yx ¥, XX
Uy =E'[ | +12u, 04150, TP

o a yl Y. XX 9-2 y.X7,xXx z,1
0, +|,,2 0, +|

yxx

+1%u 6?+I01

y.2

+I21u 0, +I°u 0, +I°u LO+1%U

yxx

2

+15,00,+1),00, +12,0.0
0 ! 0 ! o1 T

gdzie:

72

+I0

0
I zxx

u, . +

Z 2 0X,X ~'Z,XX

0 0
Izl Y, X ZX+I12

u +I0

X, X

I,?uO 0
x.1

u,. u

Y, X7 Z,XX

u

Y, XX 7 Z,X yxx Z,XX

ZX ZXX

0
152U

0,27 XX
z,2

0
+1,u,,
21 77

0
e,xx

dx ,

(3.72)



° =J' na,.ds", 12 = I(n a,, +2nxsg“y1)ds 1, :_[ n*a,,ds”,
1 S X1 vl y.2 S y.2

0
I
z1
0
I,
Hl

I 0

x,1

0
I,
z1

0 * 0 *
M:L(” ey 20 451) N =[nans 1) = [ (e, v 207, s

=I (n a01+2n(§5§0,1)ds*, 12, :j na,,ds", 1Y, :_[ (n a, +2nXS§y1)ds ,
01 0.2 S 9.2 X1 S
= [ a,dsT, 1% =] (ngxaz,ﬁzngm)ds’*, 12, = [ nPa,ds",
x,1 x1 S x,1 x1 x,1 S x,1
=I (n'a, +2nc, Jos', 1% = [ (Wra, +207¢, Jds, 19, = [ a8,
x1 x1 S x1 X1 x1 S x1
—I na,, +2nXS§y2)ds . :I (ngxaz,1+2n§s§u)ds*,
yi S yi yi

XochLansgzz)ds . :L(ngxag +2n°C, )ds*,
yl yl

y.l

*

I (n 0{01 +2nXS§e1)dS y |32 =J. (ngxas,z +2n())(5§0‘2)d5*,
yl S yl yl
I ( anzl +2n°¢,, )ds*, 1, :_[ na,,ds",
y.2 y.2 S y.2
0 = (e, +onze Joss 1% = (g +2ngs, oS
y.2 y.2 S y.2 y.2

—I nxxamds R :J'S(ngxozz2 +2n(§5§zvz)ds*,
z1 z1

z1

- (ngxagl rongg, )ds* =] (ngxag% Lo, ) ds’,

J' (n , +2ngS§“)ds", 12 =L(ngxa9 +2n2¢, )ds*,
z1 z,2 7,2 7,2
J. (n aé}l + 2n())(sé/9,1 )dS* 1 Igz = J. ngxaa‘ZdS* 1 Igl = '[ (ngxaﬁl + ZnSSé/HJ)dS* '
22 2,2 S 2,2 6 S 0 0
= [ (e, +ong,.)asT 18 = [ (0, +2ng, oS,
0 6.1 S 6.1 6.1
1+ p%ds.
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Wariacja energii potencjalnej od napr¢zen wstgpnych oU, okreslona jest wzorem

b
0 0 0
Jrlgfuy@é{XX + I;)féfxxéuy'x + Izyéu

0 0 0 0
IﬁumﬁuoxvX + Iﬁuyyxﬁuy,X + I%uméuw + IﬁuzvﬁuzyX

0 0 0 0
10U, 50U, ., + 10050+ 100,50, +12,0,,50,,

5u0x,x

0 0 0 0
U OU 1yl OUg Tyl AUy o 145U,

é‘uox,x

0 0 0 0
+Ii%uox,x5uz,x + Ii%uz,xé‘uox,x + Iivfé‘uox,xuz,xx + I;‘fuz,xx

0X, X

15 Uy 5O+ 1, 05U, , + Ib?%u

x,1

50, +17.0.6u,,
x T 10:0,0Ug

5uy’X

0 0 0 0
+I9v2uox,x59,xx + I9259,xx5u0x,x + Iy,Zuy,xauy,xx + Iszuy,xx
x1 x1 yl yl

5uy’X

Z,XX

0 0 0 0
+l,u,,0u,  +1,u, 60U +15,U, 60U, +1.,U

yl yl yl yl

0 0 0 0
+|(;1Uy,x59+ '3‘195Uy,x + If;iuy,xé‘g,x + I,ﬁé?,X&u%X

0
5u2,X + quz,xéuy'XX

Y, XX v

0 0 0 0
+I;v122uy,xx§uz,xx +1.,u, ,0u,  +1, U, 00+ |§_295Uy,xx

y.2 y.2

0 0 0 0
+l,U, 4,00, +1,,0,0u,  +1,,U,,60, +1,,0,,6U, .,
y:2 y.2 .2 y:2

0 0 0 0
+I§,12uZ,X5uZ'XX + I?lzu”x&uzlX + Iglu”59+ Ifl%uZ’X

0 0 0 0
+|,,,11uzvx5ax +1,,0,0u, + I,)‘lzuzlx&é?’XX + I’)faxx5uz,x

z1

Z,XX

+15u, 80+17 6su,, +15,u, .56 +19.0.6u,
7,2 ! 2,2 ! 7,2 ! 22 !

+1%u, .60, +1%,6, 5u  +1%650, +1°%6,50
2,2 ! ! z2 ' ! 0 ! 2.

+|22050,xx + |329,XX59+ |226{X56{XX + |229,xx59,x

dx.

(3.74)

Sktadniki wariacji oU, skojarzone z wariacjami pochodnych przemieszczen uogoélnionych

ou

ox?

ou,,du,,00 przyjmuja postac:

0 0 0 0 0
LUy + IyyluyyX + vazuyyxx + U, + 1L,
x1 X1 x,1 x,1 x1

. . . ou,, dx,
+l, 0+1,,0,+1,,00,,
x1 xl x1 !
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0 0 0 0 0
b Iy2 yXX+I 0XX+|Y‘2UyYX+I§Y12 +IZy22
LE . ou, ,dx
+1, 0+I 6? +I 6’
, X
y 0 0 0 0 (3'76)
y,x + Iyvluox,x + Iyluy,xx + IZvluz X + IZZuz,xx
+I ' ’ " ou, dx
Y. X !
a +I°¢9+I210 +15,0,,
yl y1’ yil
0 0 0 0 0
J.b Izguz,xx+|12 oxx—i_lZ2 yx+|22 yxx+|12 Z,X d
E'l © ou, . dx
Z,XX
& |+ 0+1,.0,+17,0
7,2 22 22
0 0 0 0 (3'77)
Z1u +I OXX+I“ yx+lzl yxx+|;1zuz,xx
+aE . ou, dx,
+I,)6?+I,)19 +IM€
b
0 0 0 0 0 0 0 0
LE(I%G +Ig2 OX’X+I9,12qu+Ig2 yXX+Igzu +I ZXX+|“9+|212 'X)éé’xxdx
2
b
] 0 0 0 0 0 0 0 0
+LE(lg%ax+|9%UOX'X+|9%UVYX+|Mzuy’xx+|glluz’x+|9%UZ’XX+|“9+|M )59 d  (378)
P X, Y, Y z, zZ,
b
+I E'(100+17 Uy +17u, +17 u, +I°u N PV X+IS,149X+IS,2¢9XX)5¢9dX.
a 9 X1 yl ! y.2 22 6 ! 9 !

Po wykonaniu we wzorach (3.75) - (3.78) catkowania przez czg¢éci otrzymujemy nastepujagce

sktadniki wariacji oU,, pozwalajace na wyznaczenie skladowych zwiazanych

z wystegpowaniem w ukladzie naprezen wstepnych wchodzacych w sktad wzorow

okreslajacych rdwnania rbwnowagi:

0 0 0 0 0
b I ox X IZ% yx I y XX I;% Zx I;rfuz,xx
[El o ) Su,dx (3.79)
—|9 0-1%6 — |H,259XX
X1 x1 x1 ! X
vazuyVXX+I°2 OX'X+I° +I?1u +17, U
y.2 v
+1? 9+I 6’ +I 6?
b y2 X
E' o 1su,dx, (3.80)
a IO IO IO IO IO y
Y + OXX+ yxx+ ;1 + zz Z,XX
+IS¢9+I 0, +I 49
yl yl X
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0 0 0
I zxx+|12 0xx+|1v2uy,x

0 0
+1,Up +1LU,
y.2 21

+|°9+|219 +|229
2

b z, 7.2
jE' ) ) i : o euax, (3.81)
Iz,luz,x+lz,1uoxyx+lz‘lu +I§‘12u +1,,u

z,2
¥y, X Y, XX 2257,xx

+I,?6?+I5’16? +17,0,,

z1 z1 X

0 0 0 0 0 0 0
(12200 18 1220, 150, 15U, 120, +15,0+12,0, )
yl z1 7,2 01 XX
b
' 0 0 0 0 0 0 0 0
[E —(I9,16{X+I9,1uoxyx+I“uy'x+I“uyvxx+Imuzyx+lmum+I9,19+I6,23XX) sodx.  (3.82)
a 61 x,1 yl y.2 z1 2,2 0 01 X
0 0 0 0 0 0 0 0
+(I6,9+I9 cFlou,  +lhu +lu,, +1, X+I‘9,101X+I6,,26?’XX)
0 x1 y1 y.2 21 22 0 ]

Natomiast sktadniki wchodzace w sklad wzorow okreslajacych warunki brzegowe,

wyznaczone W wyniku przeksztatcenia wzordow (3.75) - (3.78) przyjmujg postac:

[Néu, ] =0, (3.83)
gdzie
N:E(IO U120, 120, 4150, 150 ZXX+I§0+I§‘16{X+IS,259‘XX),

[M,6u,,] =0, (3.84)

gdzie

Mz:_E (_IO oX,X IO yx IO yxx_lgl ,_IO zxx_lge_lgle,x_l«gZe,xx)'

[Qau,] =0, (3.85)

gdzie

_ i 0 o 0 0 0
Qy =-E (IyluOx .t I Uy o+ U, + 15U,
x1 yl yl yl

+I°0+I219 +19,0, )

yl X yl

1 0 0 0
—E (Iyzu +I T Iy,zuy,XX :
X1 y.2 y.2 y.2

TATRESAT +|°9+|319X+|329XX),
y2 ") x
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b
[M,su,, | =0, (3.86)
gdzie
1 0 0 0 0 0 0 0 0
M, =E (—L,Zum 1%, — 1%, 12, — 100, — 10 01,0, - |Maxx),
x1 yl y.2 z1 7,2 z,2 7,2 7,2
b
[Qzﬁuz]a =0, (3.87)
gdzie
110 0 0 0 0 0 0 0
Q,=E (Imuox’X + ImuyyX +1,, Uy o+ I, U, + 1, 0+1,,0 + IMQXX)
x1 yl y.2 z1 z1 z1 z1 z1
' 0 0 0 0 0 0 0 0
_E (|quoxyx+ 1%, +1%u,  +1%0, +1%u,  +120+1%6, + |g,zaxx) ,
X, yl y.2 z1 7,2 2,2 2,2 7,2 X
b
[Bso, | =0, (3.88)
gdzie
10 0 0 0 0 0 0 0
B=E (IMUOXYX + IMuy‘X + Ig‘zuy’XX +1,.u,  + 15U, +1,,0+1,,0 + IMQXX),
x,1 yl y.2 z1 7,2 6 61 0,2
b
[MX5¢9]a =0, (3.89)
gdzie

MX=—E-(|§%U +I§%uyYX+I§,12u +I§,11uzlx+lgéu +I§‘19+I319X+I226{XX)
Xy \z Y, z, z,

OX, X )
01 61

Y, XX Z,XX

1 0 0 0 0 0 0 0 0
E (Iu 10U 18U 1%, 10U, +10,0+1%,0, + |0,23XX)
x1 yl y.2 z1 7,2 o 01 0.2

X
3.5. Energia kinetyczna
Energia kinetyczna niepryzmatycznego preta cienkos$ciennego okreslona jest wzorem

U, :%I:Lp(UX2+U§+UZZ)gdeX (3.90)

gdzie: Uf,Uj,Uf - oznaczaja pochodne po czasie przemieszczen dowolnego punktu

przekroju, gdS = g/adsdx = g+/1+ B%dsdx, dA = g+/1+ Bds.
Po podstawieniu do wzoru (3.90) funkcji przemieszczen energia kinetyczna wyraza Si¢

wzorem
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=_I [ Zu”_(yc”_zc”)e_j)a*> dAdx. (3.91)
(u —(z c,)d) +(u,+(y-c,)é)

Rozwijajac wyrazenia podcatkowe otrzymamy

2 .
«2 “2 «2 2,42 2,52 2
uz +u +u +yhu; +2°u?, +(yC,, -2C, ) 0

+a)26{§+(z—cz)26"2+(y—c )292 2yU, i, — 220U, ,
1 —2(yCZYX—sz') 020U, 0 +2yzu
__j I g +2y(yC,,-2C,, )u, 0 +2yal, 0,
+22(yCZYX ~2C,, )u, 0 +2za0, 0,

-2(z-C,)u,6+2(y-C,)u,0

sl dA'dx. (3.92)

Po wykonaniu w powyzszym wzorze catkowania po polu przekroju poprzecznego S
dostajemy

1[ AU +A'u2+A’u2+I +1'u

zyx yzx

2 +1,07 + 1,05 +1; 0% +1, 67

Uy =[ p| =S4, , =S}, 4, , —Si,0— Sy, — S5 u,0+8,0,0 [dx,  (3.93)

@~ 0X 7, X

+I U U+ 10U O+1'u 0. +1'.u . 0+1" 1 .0

Y, Xz,X A2y, X w77y, X7 X Ay Tz, x Wy Tz, XX

gdzie: 9,=(2-C,), % =(y-¢,), 1=(yC,,-2C,,),
= [ (AN, sy = 2dN, S/ = ydA', S; =] AdA,
S, =[N, s; =[gdN, s, =[ gdA,
1y = [ 27dA, 1= yPdA, 1, =] yzdA,
= [ 20dA, 1, = [ yodn, 1= [ ofdA
= A%A, 1y = SdA, 1y = A

1, = [ yAdA', 1, =] 22dA".
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Wariacja funkcji dziatania (odnoszaca si¢ do cze$ci zwigzanej z energia Kinetyczng) okreslona
jest wzorem

A'u,0u, +Auou, +Au,éu, +1u, ou, +1U, ou,
+1,050+1.0,50, +1, 959+I 956?

—S,u,0u, , —Su, ou, —Siu,ou,

1 t1
5juMdt=jdtj ~S!U, 8y, — iU 50 — 305U, — S, 50, —S..0, U,
t t

pdx ,(3.94)
+lu, ou, +10u, ou +I;Zu'w50+l’95u

+ ;,Zuyxae +12,0,80,, +1,u, ,50+1),65,,

+1,0,,86, +1.,6,5U,, —sgyuyae—sgyeauy+s;Zu259+ S5, 66U,

Calkujac przez czegsSci wzgledem t oraz zauwazywszy, ze dla t=t

I t=t wariacje
uogoblnionych przemieszczen i ich pochodnych sg rowne 0, wyrazenia zwigzane z wariacjami

poszczeg6lnych uogdlnionych przemieszczen przyjmuja postaé

[at[ [ (A, +80,, +S)t,, +S,6+5.6,) |su,,dx

(3.95)

o ([ Lo(-1,, + S, ~ 10, ~1,6-12,6,) |su, dx
dt| , 3.96

tJ; +_|.:[p(—A’U'y—SL;y67)J§uydx &%)
jdt L[p( 1y, + S}~ 17,0, ~ 1, 8-17,8,) |ou, ,dx | -
b J.:[p( U'Z—S;Zé)}éuzdx

jdt [[p(-1,8,+Sti, ~10,0,, - |;y"zx)]5axdx o9

! Ib[p( 1161, 01,6 +S0,, -1

/12 ¥, X I/,ly"z X _Sl;yuy _S;}Zuz ):| o0dx
Po przeksztalceniach, polegajacych na wykonaniu catkowania przez czeSci po zmiennej

otrzymujemy nastepujace skladniki zwigzane z energig Kinetyczna, wchodzace w sktad
wzorow okreslajgcych rownania rownowagi:
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4 b
d
fa
4 b
_[dt_[a[ ( A, - S, 6?+(IZ yx = Sig 410, +1,0+10.0
t

]l'dt_[:[ ( AU, ~ S} 6+ (10, — S}l + 1,0, +1,,6+11,8

wZ ™ X

oy~ X

A ,.. .o
by -1’61 H—I 6+Su —15,u,, =10, Sgyuy—
Jatf | o
ty (I 6 _Swuox+|wz yx+|wy zx)X

Wyrazenia, wynikajacych z energii kinetycznej (wzory (3.95) -

AU, +S]0, , + S0, +S;0+8.d, ) |ou,dx,

(3.99)

),)|ou,x,  (3100)

), )}&de, (3.101)

s0dx. (3.102)

(3.98)), pozwalajace na

wyznaczenie skladnikow wchodzacych w sktad wzoréw definiujacych warunki brzegowe,

okreslone sg nastepujacymi wzorami (we wzorach (3.103) - (3.105) pominigto wystgpujace

4

tam catkowanie J.() dt):

t

gdzie

gdzie

gdzie

[Qy5uy}: =0,

Qy:p( Iz yx+Szuox_|yz Z,x -1 g_lc,uzéx)

[M,56]. =0,
M, =p(-1.0, +S,t, — 1,0, ~1,1,,).

@77y, X wy Z,X
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3.6. Praca obcigzenia zewnetrznego

Obcigzenie przytozone do preta na jego dtugosci redukujemy do punktow bedacych

glownymi biegunami przekrojow tj. do srodkow $cinania

W :I:(poup)dx =I:( puf + p,uf + puf)dx, (3.106)

gdzie:
p= [ P Py pz] — wektor obcigzenia zewnetrznego,
T . 4 r . . . . .
uP = [uxp U2, uzp] — wektor przemieszczen punktdéw przylozenia obcigzenia

zewnetrznego.

Sktadowe wektora przemieszczen u” okreslone sg wzorami:

ul =u, —y"u, —z°u,, —(prZ‘x - z"Cy,X)H—a)pﬁ‘x, (3.107)
ul =u,—(2"-C,)sind—(y"-C, )(1-cos9), (3.108)
uf =u, +(y?-C,)sin6—(z"-C,)(1-coso), (3.109)

gdzie:

[Xp, yP,z p} — wektor wspotrzednych punktu przylozenia obcigzenia zewnetrznego,

®" — wspotrzgdna wycinkowa punktu przytozenia obcigzenia.

Zastepujac we wzorach (3.107) - (3.109) funkcje sin@ 1 cos@ ich przyblizeniami
tj. pierwszymi wyrazami ich rozwinigcia w szeregi Maclaurina otrzymujemy nastepujace

WZzO0ry na przemieszczenia:

1
u’ =u —(z"—CZ)H—E(yp—Cy)Qz, (3.110)

y y

uzp=u2+(y”—Cy)¢9—%(zp—C )02. (3.111)

z

Po tych przeksztalceniach praca obcigzenia zewngtrznego wyraza si¢ wzorem
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(uox - ypuy,x - Zpuz,x _(prz,x - Zpr,x)g_wpe,x) px

W:j: +(uy—(zp—cz)9—%(yp—cy)ezjpy dx. (3.112)

1
+(uZ +(y" —Cy)e—i(zp —Cz)ezj P,

Wariacja pracy obcigzenia zewnetrznego okreslona jest wzorem

(5u0x —-y°su,, ~z°su,, —(y"C,, - Zpr'X)56?—a)p5<9’X) D,
oW = | +(6u,~(2°~C,)0-(y’ ~C,)668)p, dx. (3.113)
+(ou, +(y* -C,)o0-(2"-C,)050) p,

Po roztozeniu wariacji SW na poszczeg6lne sktadniki i wykonaniu na nich catkowania przez
czeSci otrzymujemy nastepujace sktadniki wchodzace w sktad wzorow okreslajacych

roéwnania rOwnowagi:

j:[ px]é‘uoxdx’ (3.114)
Ib [( PY*), + py}&lydxv (3.115)
Ib [( pxz”)’x + pz}&zdxi (3.116)

| (P@°86,) +p(y°C,-2°C,,)

sodx.  (3.117)
2 —(py(zp -C,)+p,(y*-C,)0-p,(y*-C,)+p,(2° —CZ)H)

Natomiast sktadniki wchodzace w sktad wzorow okreslajacych warunki brzegowe otrzymane
w wyniku przeksztatcen wariacji czg¢éci liniowej energii potencjalnej U, okreslonej wzorami

(3.11)-(3.14) przyjmuja postac:
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Natomiast niezerowe sktadniki wynikajace z pracy obciazenia zewnetrznego wchodzace

w sktad wzorow okreslajacych warunki brzegowe wyrazone sg nastgpujacymi rownaniami:

[Qau,] =0, (3.118)
gdzie

Q =-nYy"

[Q.6u,] =0, (3.119)
gdzie

Qz = pxzp 1

[M,56] =0, (3.120)
gdzie

Mx __pxa)p
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4. Rozwigzywanie zagadnien mechaniki przy pomocy szeregow
ortogonalnych Gegenbauera

4.1. Wprowadzenie

W rozdziale tym przedstawiono podstawowe informacje dotyczace wielomiandéw
I szeregdbw Gegenbauera, w tym podstawowe z punktu widzenia zastosowan w niniejszej
pracy twierdzenie, opisujace metod¢ przyblizonego rozwigzywania réwnan rézniczkowych

zwyczajnych 0 zmiennych wspotczynnikach.

4.2. Wielomiany Gegenbauera — definicja

Do rozwigzania analizowanego zagadnienia zastosujemy twierdzenie podane przez
Lewanowicza w pracy [53]. Twierdzenie to opisuje metod¢ rozwigzywania rownan
rézniczkowych zwyczajnych z wykorzystaniem wielomianéw Gegenbauera. Wielomiany te
okreslone sg wzorami:

k2] _
1 -1 m M(Zx)k%m gdy A+ 0’

r o m!(k —2m)!
(D= mk-2m) “n
c:<°>(x)=|im);lc:<”(x)=L§J(—1)mM(zx)k2m gdy 2=0
‘ 0" ~ m!(k —2m)! ’
oraz spetniajg nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjng:
c(x)=1 C(x)=24x,
(*) 1 (*) (*) (4.2
C| (x):E[zx(km_l)ck,l(x)_(k+u_z)ck,2(x)] gdy 10,
ci? (x)=1 c(x)=2x, s
1 4.3
C¥(x)=1 [ 2x(k-1CA(x)-(k-2)C%(x)|  gdy A=0,
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Wystepujacy we wzorach (4.1)-(4.3) parametr A okresla rzad wielomianéw Gegenbauera

(/12—%). Dla szczeg6lnych warto$ci parametru A wielomiany te okre$lajg inne znane

wielomiany ortogonalne i tak w przypadku gdy:
e 1=0, staja si¢ wielomianami Czebyszewa I rodzaju T, (X) = C(()O) (X),

Tk(x)=gc§°>(x) dla k>1,

e =1 stajg si¢ wielomianami Czebyszewa II rodzaju U, (x) = c (x) dla k 21,

o A= %, staja si¢ wielomianami Legendre’a P, (x)=C? (x) dla k >1.

Wykresy pierwszych sze$ciu wielomiandw z kazdej opisanej grupy wielomianow

ortogonalnych przedstawiono na rysunkach (Rys. 4.1. - Rys. 4.3.).

—1_0-|h" ’ — “--.I-"' .':
-1.0 05 0.0 05 1.0
Tpx) ====- 17 (x) T5(x)
""" T3(x) Tyx) T5(x)

Rys. 4.1. Wykresy pierwszych szeéciu wielomianéw Czebyszewa I rodzaju.
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L ™ _e=" Z . ~ .
: ’f -,‘-..E‘(._'_'_‘_‘—-— - SN "’
-2 : - '}H - i
i
4L .
_6 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |
—1.0 05 00 05 1Q
— Up(X) ====- Ui(x) ——— UL
----- Us(X) Uy(x) Us(x)

Rys. 4.2. Wykresy pierwszych sze$ciu wielomianéw Czebyszewa Il rodzaju.

10t

Oﬁj\\\\ L .- :
0.0 ’ BANUPCS
- ‘f \- "‘_.-" “'*_“‘h /
‘ Dy g ~ s
o5} et TT—— ~---c -
£ l‘-
/] ._-""
_1'0 -ljl.‘ 1 1 |_
10 05 0.0 05 1.0
—_— Py(X) ====- Pi(x) ——— P(x)
----- Py(x) Py(x) P5(x)

Rys. 4.3. Wykresy pierwszych sze$ciu wielomianéw Legendre’a.
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4.3. Metoda rozwiazania ukladu réwnan rézniczkowych

Niech rozwigzywany uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych ma postac

> P(x)f?(x)=P(x). (4.4

i=0
W przedstawionej przez Lewanowicza metodzie [53] rozwigzan poszukuje si¢ postaci

szeregow Gegenbauera. W przypadku, gdy 4 # 0, szereg ten ma postac

= Ya [f]cf (), (4.5)

gdzie wspolczynniki a, [ f] rozwinigcia funkcji f okreslone sg wzorem

2

k'k-f—ﬂ, I:F ) 1 41/2
alfl= 21”7zr k+24) I

-1

( ) f(x)dx dla k>0, (4.6)

natomiast, w przypadku gdy A =0, (wiclomiany Gegenbauera okreslajg wtedy wielomiany

Czebyszewa I rodzaju) szereg ten wyraza si¢ wzorem

f(x):%bo[f]To(x)+gbk[f]Tk(x), @.7)
gdzie
bk[f]=3j(1—x2)‘”2Tk(x) f(x)dx dla k=>0. (4.8)

T

Mozna wykazaé, ze uktad (4.4) jest rownowazny nastepujacemu uktadowi (patrz [53])

n

> () (x) =P(x), (49)

i=0

gdzie macierze Q;(X) okreslone sa nastgpujagcym wzorem

Qi (x)= ”i(_l)"“(_j ,J(pj(x))“'“), i=0,L...n. (4.10)

W pracy [53] wykazano, ze jezeli funkcja f(X) jest rozwigzaniem uklad rownan

rézniczkowych (4.9), a co za tym idzie jest rowniez rozwigzaniem wyjSciowego uktadu
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rownan rozniczkowych (4.4) (réwnanie (4.4) jest rownowazne rownaniu (4.9)), to dla

kazdego k >n spelniona jest nastepujaca relacja rekurencyjna
223 Gin(K) Cninan[ Qi) (¥)]= 2 Gom (K) Cnian[P(X)] dlak2n,  (411)
i=0 m=0 m=0

gdzie

‘-Oijm(k):
m i_ . . . o |
(-1) mJJ(k+}t—|)j+m(k+ﬂ,—|+J+2m)(k+/1+m+l)i_m[(k+l)2—|2] (4.12)
(@),=1 (a), =a(a+l)...(a+k-1) dla k>1.
Wspdtezynniki rozwinie¢ c, [Qi(x)f(x)] iloczynu funkcji Q; (x)f(x) przy zatozeniu, ze

macierze Qi(X) zawieraja wylacznie wielomiany obliczamy korzystajac ze wzoru

(patrz [53])

ck[x'f(x)]=2'ia,j(k)ck_,+2j[f (x)] dla k,1>0, (4.13)
gdziedla 1=0
au(k)=('jj, (4.14)
dla A#0
ay, (k) =1,
a(k)a,(k-1) gdy j=0
a;(K)=1a(k)a ., (k-1)+B(K) o, (k+1) gdy j=12,.., 1-1il21, (415
B(K)a . (k+1) gdy j=I
k/(k+4) gdy A=0
a(k):{l (k+2) dey, ;0 B(K)=2-a(Kk).

Jesli zatozenie to nie jest spelnione nalezy zastosowac¢ wczesniej odpowiednig aproksymacje

wielomianowa dla elementéw macierzy Q; ().
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W przypadku zastosowania do aproksymacji funkcji wielomianéw Czebyszew I rodzaju
(A=0) do wyznaczenia wspotczynnikow rozwinigcia w szereg iloczynu funkcji, zamiast

wzorow (4.13), (4.14) mozna stosowac bardziej ogdlny wzor

Gl (9-9001=2 Y &[] (6 [g]+c,..[9)) (4.16)

gdzie symbol Z oznacza

X

3 c,[f]:%co[f]+cl[f]+cz[f]+... (4.17)

Wyznaczone wspolczynniki C, [ f] stanowig przeksztalcone wspodtczynniki rozwinieé

w szereg Gegenbauera poszukiwanego rozwiazania (4.5) lub (4.7). Wspotczynniki €, opisane

s nastepujaca relacja

N dla 2#0

6. [f]- (k+4) af] a A+ | (4.18)
b [f] dla 1=0

gdzie a, [ f], b, [ f] sa odpowiednio wspétczynnikami rozwinigé w szeregi (4.5) i (4.7). Przy

obliczaniu wspolczynnikéw o ujemnych indeksach korzysta si¢ ponadto z nastepujacych

zaleznosci: jesli 24 =m jest nieujemng liczbg catkowita

. [f]— 0 dla k=12,....m-1 (4.19)
L el [f] dla k>m ’ '
oraz jesli 24 nie jest liczbg catkowity
ka[f]zo dla k>1. (4.20)

W przypadku szczegdlnym, gdy uktad réwnan rézniczkowych (4.4) jest czwartego

rzedu (n=4) (a takimi sg analizowane w dalszej czgéci pracy rownania), nieskoficzony uktad
rownan (4.11) opisujacy zaleznoSci migdzy wspolczynnikami rozwinigcia poszukiwanej

funkcji f(x) okreslony jest wzorem
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(k+A+1)(k+2+2)(k+A+3)c_,[Qy(X)f(X)]
((k+/1)2 4)(k+/1+3)ck_2[Qo(x)f(x):|
+6((k+2)" =9)(k+ 2)¢, [Qp (X)f (x)]
~4((k+2) = 4)(k+A-3)c, ., [ Qo (X)f (x)]
+(k+A-1)(k+2-2)(k+2-3)c,,[Qy(x)f(X)]
+2((k+/1)2—9)[(k+/1+1)(k+}t+2)ck_3[Ql(x)f(x)]

“3(k+A-1)(k+A+2)c,,[Q,(x)f(x)]
+3(k+2+1)(k+2-2)c, [ Q,(X)f(X)]

—(k+2-1)(k+2-2)c.5[ Q (x)F(x)]]
+4((k+/1)2—9)((k+/1)2—4)[(k+/1+1)ck72[Qz(x)f(x)]
2(k+2)5,[Q, (9 ()]

+(k+A-1)c,,[Q, (x)f(x)]

+8((k+ 2) ~9)((k+ 4 = 4)((k+ ) ~1) [0, [Qs (X)F (x)]
~6ea[Q: (9 ()]

+16((k+ 2) =9)((k+A) =4]((k+ 2) ~1)(k+ 2) 6 [Q () (x)]
=(k+2+1)(k+A+2)(k+2+3)c,_,[P(X)] (4.21)
~4((k+2) ~4)(k+2+3)c,,[P(x)]

+6((k+2)" =9)(k+ )¢, [P(x)]

—4((k+/1) - )(k+/1—3 ¢ [P(X)]
+(k+A-1)(k+4-2)(k+2-3)c,.,[P(x)]. k>n.

Relacja rekurencyjna (4.11), a zatem rowniez relacja (4.21), wraz z wzorami (4.13)-
(4.16) pozwalajacymi na wyznaczenie wspotczynnikéw C, rozwinigcia w szereg wystepuja -
cego w tej relacji iloczynu funkcji Q, (x)f(x), pozwala na sprowadzenie uktadu rownan

rézniczkowych (4.4) do nieskonczonego uktadu réwnan algebraicznych.
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5. Zagadnienie wlasne preta cienkosciennego

5.1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazah w niniejszym rozdziale jest zagadnienie drgan wiasnych
niepryzmatycznych pretow cienkosciennych o dowolnym przekroju otwartym. W ogdélnym
przypadku dla preta niepryzmatycznego, osie wyznaczone przez $rodki ciezkosci oraz srodki
Scinania przekrojow poprzecznych takiego pregta sg osiami krzywoliniowymi, pomimo
»prostoliniowego” charakteru preta w rozumieniu typowo inzynierskim.

W celu opisu takiego niepryzmatycznego preta cienkosciennego jako prostoliniowy
element pretowy wprowadzono dodatkowa podluzng prostoliniowa 0§ odniesienia
| towarzyszace jej pozostale osie uktadu kartezjanskiego, wzgledem ktorych opisujemy
parametry preta cienkosciennego wraz z jego charakterystykami geometrycznymi przekroju
poprzecznego. O prostoliniowej podtuznej osi odniesienia z reguty zaktadamy, ze przechodzi
przez punkty, w ktorych zdefiniowano podparcie na koncach preta.

W rozdziale wyprowadzone zostaly rownania rézniczkowe opisujace zagadnienie
wlasne oraz przedstawiono jego rozwigzanie z wykorzystaniem aproksymacji szeregami
Gegenbauera. Rozwigzano zagadnienie wlasne, Otrzymane warto$ci czestosci wilasnych

poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda elementoéw skonczonych.

5.2. Sformulowanie zagadnienia

Analizowane w  niniejszym  rozdziale zagadnienie drgan  swobodnych
niepryzmatycznego preta cienkosciennego opisane jest nastepujagcym uktadem 4 sprzezonych
réwnan rozniczkowych 4 rzedu o zmiennych wspotczynnikach. Uktad rownan wyprowadzono
na podstawie zasady Hamiltona zgodnie z zaleznoscig podang we wzorze (3.3). Otrzymane
rOwnania przedstawiono ponizej:

E(—A*u +SUy o+ SiU, L + S0, + 5.0, +S 9)

27y, xXx yYz,xx @ XX

(5.1)
—p(~Ati, + St +S)ti,, +S;6+8.8,)=0,
E(Izuyxx_S:uox,x+I;zuz,xx Iwzgxx+| 9 +|528)
) (5.2)
( A, -, 0+(1,, Szuox+ly2u”+l’6’+I;Z¢9X)X)=O,
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E(Iu —SUg +1,U +Iwyé?,xx+lwt9'x+I5y9)yXX

Yz, xx y - ox,X Yz y, XX

yz,x yz oy, X

p( A’u _g 9+(| U —Syu0x+|' G +I/’1yé+|r:)yé,X),x):0’

* *

E((I0 Sl + LUy L 1,0, 15,6

XX ® oxx @77y, XX Yy 2Z,XX

(10 S U = 1y = 1oyl = 10,0, = 15,0)

W 20X, X Wz Y, XX Wy z,xxX o’ XX

+(150=S5Uy + 15U +|;yum+|;waxx+|;wax))-e(|sax)’x

62 Y, XX
) ' A ' A Iz ' .. y e P p e
—1,0-15 61, 6+ S}t — 15,0, —1}0,, ~S} G, S} 0,
P Cd ol =0.
(I 6 _S(uuox+|(uz yx+|(uy zx)x

Po wyeliminowaniu pochodnych po czasie rownania przyjmujg postac:

E(Au +SIU, o +SiU, o +S00, +se+se)

27y, XX yzxx

—pe’ (AU, —Su, S, —S;0-8.0,)=0,

E (17U 5 = iU, + .U +|maxx+|wax+|&9)ﬂ

Z7Y,XX Z 7 0X,X YZ='Z,XX

27y, x yz-z,x

—pa)z(A'u 8 0-(10Uy, ~ Sy + 15U, +1,0+12,0 )X)=o,

*

E (15U, =Syl +1,U +|wyaxx+|w.9vx+|5y9)‘xx

yYz,xx y Y ox,x Yz oy, XX

—SlUy + 10U +|;y9+|;yax)yx)=o,

yYz,x yz oy, X

—pa)z(A’u +5,0— (

*

E((le Sl + Uy U 10,0, +15,0)

oHox x w77y, XX @y 'z, xx
<_I 0 +Sy/u0xx_|y/zuyxx Iy/yuz,xx_ly/we,xx_léy/g)’x
(I 0 — Séuoxx Iéz yxx+|éy Z,XX Iéwe +I 9 ))_G(Ise,x)’x
’ ' ' ' ' '
) 160+15 O+1,0- Sju, Uy + U, + S Uy +S, U,
P (100, = Stug 10U, 10 -
( 9, Uix T 14 yx+ wy zx)

Towarzyszace im rdwnania opisujace warunki brzegowe przedstawiaja si¢ nastepujaco:

[Néu, ] =0,
gdzie

* * *

N =E'(AUy, —S;Uy . = SyU, o — S0, —S, 0, —S,6),

0X,X 27y, xx y-'z,Xx
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gdzie

gdzie

gdzie

gdzie

[deuy}: =0,

Qy =E' ( Izuy XX Szuox,x - Iyzuz,xx - Iwzexx - Iu/zg,x - Iéze)yx
! ’
—pw ( Izuyx—i_szuox Iyz X -1 e_lwzex)

[Mﬁuyyx]: 0,

M, =—E'(=1,Uy , +SjUp,, — 10, — 1,0, — 17,0, —1,,0),

29y, xx z 90X, X Yz 7z, XX 77 XX vz x

[Q.6u,] =0,

Qz =E’ ( Iyuz XX Syuox,x - Iyzuy,xx - Iwyg,xx - Iz//ye,x - I(Sye)’x
! !
—pe’ (=, +Siup, — 10 u, —15,0-1..6,),

[Myéuz’x}z 0,

M, = E" (=1, o + Syl = 1l o = 10,0, — 15,0, —13,0),

yYz,xx yYox,x yZ oy, XX wy ", xx

[M,56]. =0,

*

[(F1005 + S ol = 1ol = 15,0 —|*.9,X—|;w¢9)yx

@ 0X,X @77y, XX @y ~7,XX vo

+( I;H Sz//uox X t//zuy w T I;yuZ,XX V/wexx + I 0)
—p&)( I, 0 +Swu0x_lﬂ,JZ yX_I;’y ZX)
[B0,]. =0,

gdzie

*

B:E'(l*a —Su U U O 9).

XX @ 0X,X @7y, XX wy z,xx v~ X
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5.3. Rozwiazanie zagadnienia

Sformutowany w poprzednim podrozdziale uktad réwnan mozna sprowadzi¢ stosujac

zapis macierzowy do nastepujacej postaci

4 .
(P (x)-@"R; (x))f"(x)=0, (5.16)

i=0

gdzie funkcje Q, (x) (patrz wzor (4.10)) w analizowanym zagadnieniu okreslone sg wzorem

Q (@)= (-1)"" ( j j(Pj (x)-o'R, (x)"". (5.17)

= j-i

W analizowanym zagadnieniu macierze P, oraz R, wystepujace we wzorach (5.16), (5.17)

przyjmuja nastepujacg postac:

000 k104 klll 00 k114 k121 k122 k123 k124
0 0 0 ky ky 0 0 Kk, ko Ky Ky ks,
POZE o |’ I:>1:E kl kl ' PZ:E k2 k2 k2 k2 !
0 0 0 Kk a 0 0 Kk 31 Rz Rag Ky
000 kf4 k:l 00 ki4 kjl kfz kjs kj4
(5.18)
0 kfz k133 kf4 0 O 0 0
ko Ky Ky ks, 0 ky ki Ky
P,=E 3 3 3 3 | P,=E 0 kY K4 KLl
k31 k32 k33 k34 2 Raz Ky
ko ki ke ke 0 ki ki ki
my 0 0 m 0 m, m, m,
R — mgl mgz 0 m§4 R — m;l méz m;3 m§4
0= P 0 0 0 o |’ 1=P 1 1 1 1|
ms, My My, m; Mg, My My,
My M mg my, My My My My,
(5.19)
0 0 0 0
0 m2, mi, m?
R,=p|> M2 Ma Mal R,=0,  R,=0
0 m;, my m;,
0 mp, mg mg,
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a wystepujace w nich wspolczynniki okreslone sg nastgpujagcymi wyrazeniami:

e WspoOtczynniki macierzy sztywnosci:

kltil = S;x J k§4 = I;z,xx ) kf-?4 = I;y,xx ! k4?4 = I;a),xx - I;y/,x + I; |
klll = _At( ) k114 = S;x + S; ) k;l = _S:,xx ’ k;4 = I;z,xx + 2|;z,x ’

k;l = _S;,xx ) k§4 = I;y,xx + 2|;y,x , kil = _S:),xx + S;x - S; !

ki4 = I;w,xx +2|;a;,x - I;x _% Is,x )

k121 =-A ) k122 = S:,x ) k123 = S;,x ' k124 = S;,x + S; )

k221 = _ZS:,X ’ k;Z = I;,xx ) k223 = I;z,xx ’ k224 = I;z,xx + 2|;z,x + I;z )

k;l = _28;,x ) k§2 = I;z,xx’ k323 = I;,xx ' k324 = I;y,xx + ZIyty,x + I;y )

kjl = _ZS;,X + S; | ka = I;z,xx - I;z,x + I;z ) kj3 = I;y,xx - I;y,x + I;y !
Gy = Vo 205, =1 =21,

k132: :’ k133=S;, k134: :;7

k231__8:’ k§2:2|;x’ k§3_2|;z,x’ k234_2|:)z,x+||;z'

ks, =-S,, k=21, ky=21 ., k=21, +1,,

k431__s;' ijZZIc:z,x_l;z’ kf3=2|;y,x_|1;y' kj4_2|:),x’
k;2=|:1 k;3=|;z, k;4=|:;z' k342:|;z’ k;3=|;, k344
kazl;w kj3=|;y, k:AZI; )

e Wwspotczynniki macierzy bezwtadnosci:

mlol =A, mf4 =-S;, m(z)l =S, m(z)z = A, mSA = Séy — Dz
mgl = S)’/x , m§3 =A, m??4 = S;JZ - I;y,x J

M-S S, mG=S, m=S. mh=1el el

mllz = Sz’ ' m113 = _S;/ ) m114 = _Sc,o’

mélzsz” m;zz_lz,,x’ m;SZ_I)'/z,x’ m;4: I/;.z_lc,oz,x’

m;1=s;, m;zz_l;z,x’ mé3:_|)’/,x’ mé4=_|:1y_|(,uy,x’

mélll_sz::’ miZZIAZ_I;Z,x7 mi?):I;vy_Iz:)y,x’ m4114:_|(:z,x’
m222: Ié’ m223=_|;z' m224=_|a’)z’ m§2:_|;z’ m323=_|;/' m324_
mjz_ I(’uz’ mfsz_lfi)y’ m§4:_|;-
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Poszukiwany wektor rozwigzan f(x) ma posta¢ f(x)= [on u, u, HT gdzie:

- a
k=0 (5.22)

lub

k= (5.23)

W przypadku rownania rézniczkowego czwartego rzedu (n = 4) nieskonczony uktad
rownan (4.11) opisujacy zaleznosci migdzy wspodtczynnikami rozwinigcia poszukiwanej

funkcji f(x) okreslony jest wzorem
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(k+2+1)(k+A+2)(k+2+3)c,,[ Qo (X @)f(X)]

~4((k+2) ~4)(k+2+3)c,, [Qy (% @)F (x)]

+6((k+2) =9) (k+ 2) 6 [Qy (x @) f (x)]

~4((k+4) ~4)(k+2-3)c,,, [Qq (X @)F (x)]
+(k+/1—l)(k+/1—2)(k+/1—3)ck+4[Qo(x,a))f(x)]
+2((k+2) =9)[ (k+ 2+1) (k+2+2) s [Qu (x,@)f (x)]
“3(k+A-1)(k+2+2)c,,[Q (x @) (X)]
+3(k+/1+1)(k+l—2)ck+1[Ql(x,a))f(x):|
~(k+2-1)(k+2-2)¢, [ Q (% @) (x)]]
+4((k+ 2) =9)((k+A) =4][ (k+2+1)c, [Q, (x @)F (x)]
~2(k+2)5, [Qu (x @)f (¥)]
+(k+A-1)¢,,,[Q, (% @)f(X)]
+8((k+2) =9)((k+2) =4)((k+2) ~1) 2 [ Qs (x @) (x)]
_Ck+1[Q3(X’w)f(X)ﬂ (5.24)
+16((k+2)" =9)((k+2)" = 4)((k+ )" ~1)(k+ 2), [Q, (x.@)f (x)] =0,

gdy k>n.

Jak juz wspomniano wczesniej uklad ten po wyznaczeniu wspoOlczynnikow C,
rozwinigcia W Szereg, wystepujacego w tym wzorze iloczynu funkcji  Q;(x)f(x)
(patrz wzory (4.13) - (4.16)), sprowadza wyjsciowy uktad réwnan rozniczkowych do

nieskonczonego uktadu rownan algebraicznych.

Uktad (5.24) speliony dla k>4 nalezy uzupelié¢ czternastoma rownaniami
opisujacymi warunki brzegowe. Przy formutowaniu tych warunkoéw wykorzystuje si¢
nastepujace zalezno$ci okreslajace wartoSci wielomianéw Gegenbauera i ich pochodnych

w punktach x=+1 w przypadku:
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gdy 2=0:

k+2&—1}

-

I(A+m) L(A+m)(k+m+24-1
d"Cc (x) fdx™ |,_,=2" clrm =2" : 5.25
k (X) X |x:1 F(/l) k—m (X)lx:l F(/l) k—m ( )
d"C? (x) fdx™ | _,=(-1)"d"CH (x) Idx™ |,
gdy A=0:
T (1)=1,
k m-1
d™"T, (x)/dx" | _j=——— K+1), (5.26)
k ( ) 17 (2 _l) |];1[+1( )
d"™T, (x) /X" |_,=(-1)"d™T, (x) /dx™ |,
Przyktadowe réwnania opisujace warunek brzegowy u,(¥a) =0 maja postac:
w przypadku gdy A #0:
i k+21-1
| .= ch[u J(k+4)C (a/a):kz_:ck[uz](kwl)( ) j:O,
(5.27)

0
.= zc J(k+24)C (a/a)zick[uz](—l)k(k+/l)[
k=0
w przypadku gdy 2=0:

0, (X)],.,= %co [0,]T, () + e [u,]T (1) = %co [0,]+ Y, [u,]=0,

k=t k=t (5.28)

0 (0= &[T (D) + 26, [0, ]T (1) =3

Tak otrzymany nieskonczony uktad rownan po ,,obcigciu” go do ukladu skonczonego

pozwala na wyznaczenie wspotczynnikow Ck[ ] L =0X,y,Zz oraz c, [6?] Stad po
zastosowaniu relacji (4.18) otrzymuje si¢ wspolczynniki a, [u ﬁ] , B=0x,y,z oraz a [d],

wzglednie wspotczynniki b, [uﬂ], p=0x,y,z oraz b, [6?] rozwinigcia (5.22) lub (5.23),
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w zaleznosci od rzedu A zastosowanych do aproksymacji wiclomianéw Gegenbauera.
W dalszych obliczeniach stosowane beda wielomiany Gegenbauera rzgdu A =0, ktére jak
wspomniano po drobnej modyfikacji sprowadzaja si¢ do wielomianoéw Czebyszewa I rodzaju
oraz A=1 A1=1/2, otrzymuje si¢ wtedy odpowiednio wielomiany Czebyszewa Il rodzaju
i wiclomiany Legendre’a. Te trzy typy wielomianéw beda stanowi¢ bazy aproksymacyjne w

analizowanych w dalszej czegsci pracy przyktadach obliczeniowych.

5.4. Przyklady numeryczne

W celu ilustracji proponowanej metody oraz w celu weryfikacji poprawnosci
I numerycznej efektywno$ci rozwigzano przyktady numeryczne. Analizowane przyktady
rozwigzano, przyjmujac jako funkcje aproksymacyjne wielomiany Czebyszewa | rodzaju.
Poszukiwane formy wlasne aproksymowano z wykorzystaniem réznej wielkosci baz
aproksymacyjnych przyjmujgc do aproksymacji szeregi o 10, 15 i 20 wyrazach. Na potrzeby
obliczen numerycznych wykorzystano pakiet firmy Wolfram Mathematica 12 [122].

Wykorzystujac wyprowadzone w rozdziale 3 wzory wykonano obliczenia
charakterystyk geometrycznych przekroju. Obliczenia wykonano dla dwoch wariantow:
w pierwszym charakterystyki wyznaczono zgodnie z wzorami (3.7) tj. z wykorzystaniem

3
W obliczeniach tzw. grubosci zredukowanej g :(1+ ,Bz) 2 g, w wariancie drugim przy

wyznaczaniu tych charakterystyk zatozono, ze S=0 tj. przyjeto g =g. Analiza tych
wariantow pozwolita na ocen¢ wplywu przyjecia uproszczonej metody wyznaczania
charakterystyk przekrojow na warto$ci czestosci wiasnych. Ponadto zbadano wptyw
wprowadzonego w modelu uogdlnienia (w stosunku do modelu Wilde [120]),
uwzgledniajacego zmienno$¢ potozenia Srodkow $cinania przekrojow opisanego funkcjami
C,(x),C,(x). W tym celu wykonano rowniez obliczenia dla modelu Wilde (patrz praca
[120]), pomijajac we wszystkich wyprowadzonych wzorach sktadniki, w ktorych jako
czynniki pojawiajg si¢ pochodne dkCy(X)/ka, d“C,(x)/dx“. W obliczeniach przyjeto
dkCy(x) /dx* =0, d“C,(x)/dx*=0 (w przypadku  przekrojow  dwuteowych
monosymetrycznych C (x) =0).

W celu potwierdzenia poprawnosci modelu oraz skutecznos$ci prezentowanej metody
rozwigzania otrzymanych réwnan analizowane zagadnienia rozwigzano z wykorzystaniem

Metody Elementéw Skonczonych. Do obliczen wykorzystano program ABAQUS, w ktorym
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do aproksymacji uktadu zastosowano prostokatne element powlokowe o wymiarach
0,02 x 0,02m, oraz program SOFISTIK, w ktorym belki rozwigzano z wykorzystaniem
cienkosciennych elementow pretowym 0 7 stopniach swobody (7DOF) w kazdym koncu
elementu pretowego. W przypadku obliczen z wykorzystaniem programu SOFISTIK prety
podzielono na 20, 25 i 50 pryzmatycznych elementéw skonczonych.

Przykiad 1
Przedmiotem analizy jest niepryzmatyczna monosymetryczna belka dwuteowa

0 liniowo zmiennej wysoko$ci przekroju poprzecznego. Przyklad ten analizowany byt
rébwniez w pracy autora [112]. Rozpatrywane sa dwa schematy statyczne w postaci belki
sztywno zamocowanej na obu koncach oraz belki wspornikowej. Schematy statyczne

I wymiary przekroi poprzecznych przedstawiono na rysunku Rys. 5.1., parametry materiatowe

analizowanej belki to E'=210 GPa, G =80,77 GPa, p = 7850 kg/m*.

1Y
Ty
12 B
g —3
(¢
&
ﬂ\F 250,

Z

Tﬂﬁt =22
S 1zj _J
%pﬁ»

l

Z

Schemat 1

Schemat 2

| L=4m -l L=4m

Rys. 5.1. Analizowane belki dwuteowe i wymiary ich przekrojéw poprzecznych

Otrzymane wyniki dla opisanych wariantow oraz wyniki uzyskane z wykorzystaniem

MES przedstawiono w Tabelach 5.1. — 5.4..
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Tabela 5.1. Czestosci wlasne dla preta sztywno zamocowanego na koncach (S-S) [Hz]

MES

MES

MES

SOFiSTIK | SOFiSTiK | SOFiSTIiK MES
ABAQUS
Numer Praca Praca Praca elementy elementy elementy
L. elementy
czestosci baza =10 baza =15 baza = 20 pretowe pretowe pretowe tok
7DOF baza | 7DOF baza | 7DOF baza | POv o one
<2cm
=20 =40 =80
1 10,17 10,15 10,15 10,17 10,15 10,15 10,05
2 18,42 18,39 18,39 17,93 17,90 17,89 18,18
3 26,70 26,68 26,68 26,83 26,66 26,62 26,11
4 48,70 48,70 48,69 47,62 47,25 47,15 46,79 (If)
5 51,99 50,72 50,72 49,49 49,33 49,29 48,18
6 53,05 52,92 52,92 51,86 51,24 51,09 49,32
7 86,27 82,39 82,34 83,58 81,66 81,18 67,38 (If)
8 96,19 93,59 93,59 94,05 92,79 92,47 85,73 (If)
9 106,15 121,79 121,63 125,56 121,21 120,11 86,59 (If)
10 144,44 144,24 144,24 126,32 125,39 125,16 100,98 (If)




¢0T

Tabela 5.2. Czestosci wlasne dla preta wspornikowego (S-W) [Hz]

MES MES MES MES
SOFiSTIK | SOFiSTiK | SOFiSTIiK
ABAQUS
Numer Praca Praca Praca elementy elementy elementy
L. elementy
czestosci baza =10 baza =15 baza = 20 pretowe pretowe pretowe tok
7DOF baza | 7DOF baza | 7DOF baza | POv o one
<2cm
=20 =40 =80
1 2,20 2,20 2,20 2,15 2,15 2,15 2,19
2 7,86 7,66 7,64 7,68 7,69 7,69 7,55
3 13,32 12,95 12,91 12,26 12,24 12,24 12,77
4 14,37 13,87 13,85 13,66 13,67 13,68 13,77
5 24,16 23,15 23,10 23,97 23,93 23,92 22,75
6 35,61 32,28 32,08 31,07 30,92 30,88 30,89
7 45,26 50,28 50,20 52,13 51,66 51,53 48,68 (If)
8 60,65 58,09 57,71 57,68 57,23 57,11 52,96 (If)
9 65,17 62,08 61,95 58,75 58,71 58,70 59,10
10 74,98 84,99 85,43 88,03 86,14 85,66 69,85 (If)




Tabela 5.3. Czestosci wlasne dla r6znych modeli preta sztywno zamocowanego na koncach

(S-S) [Hz]
Numer Praca I;ricg CP razao
czestosci | baza =20 baza = 20 bazZ; ~ 20

1 10,15 10,16 9,99
2 18,39 18,41 18,63
3 26,68 26,71 26,55
4 48,69 48,75 48,21
5 50,72 50,78 51,45
6 52,92 52,97 52,92
7 82,34 82,44 81,76
8 93,59 93,70 94,47
9 121,63 121,78 121,17
10 144,24 144,38 144,24

Tabela 5.4. Czestosci whasne dla réznych modeli prgta wspornikowego (S-W) [Hz]

Numer Praca ;ricg CP raze;
czestosci | baza =20 baza = 20 baZZ; -0

1 2,20 2,20 2,21
2 7,64 7,64 7,46
3 12,91 12,93 13,34
4 13,85 13,86 13,85
5 23,10 23,12 22,41
6 32,08 32,12 33,26
7 50,20 50,26 48,67
8 57,71 57,76 59,76
9 61,95 62,01 61,95
10 85,43 85,53 84,17

W przypadku rozwigzan z uzyciem elementdow powlokowych (ABAQUS) w

rozwigzaniach odpowiadajgcych wyzszym czestoSciom wlasnym pojawiajg si¢ formy wiasne
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zwigzane z efektami lokalnymi polegajacymi na lokalnych odksztatceniach $rodnika. Formy
te oznaczono w tabelach symbolem If - ‘lokalna forma’. Posta¢ form wlasnych otrzymanych

z wykorzystaniem prezentowanej w pracy metody przedstawiono na Rys. 5.2. i Rys. 5.3.

1.0 10
05 05
00 Lansuuetteng, ——— P i T T 00 _
-05 -05
-10 -10
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1.0 10
05 05
00f== = 00 [===
-05 -05
-1.0 -10
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1.0 10
05 05
0.0 00 [eee== =
-05 -05
-10 -10
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
10 10
05 05 ----.------
0.0}== > 00 _ _,__,...-Il"---- 77777777777 _
-05 -05
-10 -10
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1.0 10
05 05
0.0 PPt LLLLL LT T ————— apsoet it ann ., 00 [==
-05 -05
-1.0 -10
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Rys. 5.2. Wykresy form wtasnych od 1 do 5 dla dwuteowej belki sztywno-sztywnej (lewa
kolumna) i belki wspornikowej (prawa kolumna)

uOX uy1 T I uZa 0 ) .
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Rys. 5.3. Wykresy form wtasnych od 6 do 10 dla dwuteowej belki sztywno-sztywnej (lewa
kolumna) i belki wspornikowej (prawa kolumna)

( — uOX uy1 T I uZa 0 ) .

Przyktad 2
Przedmiotem analizy jest niepryzmatyczna belka ceowa o liniowo zmiennej

wysokosci przekroju poprzecznego bez cech symetrii przekroju poprzecznego. Rozpatrywane

sa dwa schematy statyczne w postaci belki sztywno zamocowanej na obu koncach oraz belki
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wspornikowej. Schematy statyczne i wymiary przekroi poprzecznych przedstawiono na

rysunku Rys. 54, parametry materialowe analizowanej belki to
E'=210 GPa, G =80,77 GPa, p = 7850 kg/m°.
Otrzymane wyniki dla opisanych wariantow oraz wyniki uzyskane z wykorzystaniem

MES przedstawiono w Tabelach 55 - 5.8.. Posta¢ form wiasnych otrzymanych

z wykorzystaniem prezentowanej metody przedstawiono na Rys. 5.5. i Rys. 5.6..

Sch t3
Tﬂi‘t chema
12 N
= y
©
'
7&? 1250,

Schemat 4
Tﬂﬂ: cnema
12 B
g v
©
i
%\F =250,

Rys. 5.4. Analizowane belki ceowe i wymiary ich przekrojow poprzecznych
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Tabela 5.5. Czestosci wlasne dla preta sztywno zamocowanego na koncach (S-S) [Hz]

MES MES MES MES
SOFiSTIK | SOFiSTiK | SOFiSTIiK
ABAQUS
Numer Praca Praca Praca elementy elementy elementy
, elementy
czestosci baza =10 baza =15 baza =20 pretowe pretowe pretowe Tok
7DOF baza | 7DOF baza | 7DOF baza | POV o on®
<2cm
=20 =40 =80
1 14,24 14,20 14,20 13,48 13,46 13,45 13,99
2 21,65 21,63 21,63 20,34 20,29 20,28 21,26
3 34,33 34,25 34,25 35,25 35,03 34,97 33,05
4 51,78 51,75 51,74 50,86 50,50 50,40 46,69 (If)
5 67,80 67,46 67,46 63,15 62,84 62,76 57,69 (If)
6 71,35 71,32 71,32 69,31 68,53 68,34 64,70 (If)
7 100,15 99,90 99,87 97,22 95,47 95,02 66,82 (If)
8 118,97 116,81 116,80 118,05 115,89 115,34 75,72 (If)
9 154,00 151,59 151,55 150,33 146,11 144,99 82,74 (If)
10 180,84 183,71 183,69 157,95 156,45 156,10 93,08 (If)
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Tabela 5.6. Czestosci whasne dla preta wspornikowego (S-W) [Hz]

MES MES MES MES
SOFiSTIK | SOFiSTiK | SOFiSTIiK
ABAQUS
Numer Praca Praca Praca elementy elementy elementy
, elementy
czestosci baza =10 baza =15 baza =20 pretowe pretowe pretowe Tok
7DOF baza | 7DOF baza | 7DOF baza | POV o on®
<2cm
=20 =40 =80
1 3,43 3,41 3,41 3,39 3,39 3,39 3,47
2 8,69 7,88 7,78 6,72 6,72 6,73 7,43
3 13,99 14,43 14,58 15,81 15,81 15,81 14,63
4 19,64 18,63 18,47 18,93 18,92 18,92 18,76
5 31,11 27,87 27,44 25,40 25,41 25,41 25,06
6 42,25 38,04 37,69 39,59 39,43 39,38 36,78
7 58,77 57,34 57,47 55,39 55,08 55,00 50,42 (If)
8 67,32 69,09 68,57 72,60 71,86 71,67 59,64 (If)
9 90,04 81,76 81,36 78,60 78,56 78,55 68,98 (If)
10 102,77 106,89 105,56 101,94 100,46 100,07 70,58 (If)




Tabela 5.7. Czestosci wlasne dla r6znych modeli preta Sztywno zamocowanego na koncach

(S-S) [Hz]

Praca

Numer Praca I;ricg C,.=0

czestosci | baza =20 baza = 20 C,=0
baza = 20

1 14,20 14,21 14,07

2 21,63 21,65 21,94

3 34,25 34,28 33,79

4 51,74 51,79 52,87

5 67,46 67,52 65,79

6 71,32 71,39 71,77

7 99,87 99,96 102,09

8 116,80 116,90 114,34

9 151,55 151,69 153,16

10 183,69 183,87 183,42

Tabela 5.8. Czestosci whasne dla réznych modeli prgta wspornikowego (S-W) [Hz]

Praca
Numer Praca F;ricg C,.=0
czestosci | baza =20 baza = 20 c, =0
baza = 20
1 3,41 3,41 3,48
2 7,78 7,78 7,85
3 14,58 14,59 14,66
4 18,47 18,48 19,14
5 27,44 27,46 27,98
6 37,69 37,71 38,49
7 57,47 57,53 59,53
8 68,57 68,63 66,85
9 81,36 81,44 82.66
10 105,56 105,66 -
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Rys. 5.5. Wykresy form wtasnych od 1 do 5 dla ceowej belki sztywno-sztywnej
(lewa kolumna) i belki wspornikowej (prawa kolumna)
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Rys. 5.6. Wykresy form wtasnych od 6 do 10 dla ceowej belki sztywno-sztywnej
(lewa kolumna) i belki wspornikowej (prawa kolumna)
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5.5. Analiza otrzymanych wynikéw

Na podstawie otrzymanych wynikow 1 wykresow form wiasnych mozna wyciagnaé
nastepujace wnioski:

e zastosowanie opisanej metody pozwala rozwigza¢ zagadnienie drgan wilasnych
niepryzmatycznej belki cienko$ciennej o dowolnych parametrach geometrycznych,

e otrzymane rezultaty sg zgodne z rezultatami otrzymanymi innymi metodami w tym
rowniez MES,

e zaproponowana metoda daje dobre rezultaty nawet dla matej bazy
aproksymacyjnej, dla przekroju monosymetrycznego wystarczajagca jest baza
sktadajaca si¢ 15 wielomianéw aproksymacyjnych, dla przekroju bez cech symetrii
z uwagi na sprzg¢zenia zasadne jest zastosowanie nieznacznie wigkszej bazy
aproksymacyjnej sktadajacej z 20 wielomiandw aproksymacyjnych,

e w analizowanym zagadnieniu drgan swobodnych przyjecie uproszczonego sposobu
wyznaczania geometrycznych charakterystyk przekroju nie wplywa istotnie na
warto$ci czesto$ci wlasnych rozwazanych uktadow,

e rdznice w warto$ciach czesto$ci wlasnych wyznaczonych dla modelu Wilde oraz
modelu uogolnionego przedstawionego w niniejszej pracy nie sg zbyt duze (dla
pierwszych dziesigciu czestosci wiasnych wynosza maksymalnie okoto 3%.

Doktadniejsza analiza pozwala sformutowa¢ wniosek, ze pominigcie pochodnych
funkcji C,(x),C,(X) generuje najwigksze roznice w przypadku czestosci
odpowiadajacych formom, w ktoérych dominuje skrecania. Réznice sg podobne

zarowno dla modelu belki monosymetrycznej jak 1 dla modelu belki bez cech

symetrii,

112



e rbéznice migdzy wynikami otrzymanymi proponowang metoda, a wynikami
otrzymanymi metoda MES s3 wigksze dla belki bez cech symetrii z uwagi na

wigksze sprzezenia drgan skretnych z drganiami gigtnymi.
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6. Analiza wplywu zmiany polozenia punktu podparcia, w ramach tego
samego przekroju, na drgania belek cienkosciennych

6.1. Wprowadzenie

Opisany model oraz przedstawiong metode zastosowano do analizy wptywu, jaki na
drgania swobodne belki ma zmiana potozenia punktu podparcia belki. Przy czym chodzito
tutaj o zmian¢ polozenia punktu podparcia w ramach tych samych, ustalonych przekrojow
preta. W dalszej czgéci pracy przekroje te nazwano ,,przekrojami podparcia”. Przedmiotem
analizy byly belki podparte na koncach preta. Na koniecznosé przeprowadzenia takiej analizy
autor zwrécil uwage w momencie, gdy ,,probowal” okresli¢ warunki brzegowe dla belki
niepryzmatycznej. Przy okreslaniu tych warunkéw autor stangt bowiem przed problemem, jak
w przypadku uktadu jednowymiarowego (jakim jest belka), opisanego wzgledem dowolnym
prostoliniowej osi odniesienia, okresli¢ te (brzegowe) warunki. A doktadniej w jaki punkcie
przekroju podparcia maja by¢ spelnione réwnania opisujace klasyczne sposoby podparcia
belki (np. w przypadku swobodnego podparcia, w ktorym punkcie przekroju przyjac
zerowanie si¢ przemieszczen). W naturalny sposéb ten problem jest pomijany w przypadku
belek pryzmatycznych, gdzie warunki brzegowe domyslnie okresla si¢ w $rodku przekroju
przez, ktory przechodzi prostoliniowa o$ belki (lub w $rodku $cinania przekroju). W dalszej
czeSci niniejszego rozdzialu przedmiotem analizy sa belki pryzmatyczne: bisymetryczne,
monosymetryczne i belki o przekroju, ktory nie posiada cech symetrii oraz belki
niepryzmatyczne o przekroju ze zbieznymi pasami i zbieznym $rodnikiem. Zagadnienie to
rozwigzano, przyjmujac roézne schematy statyczne. Dodatkowo w rozwazanym przyktadzie
zbadano, ktore z zastosowanych do aproksymacji wielomianow (Czebyszewa I rodzaju,
Czebyszewa II rodzaju, Legrange’a), w przypadku ograniczonej, ,nieliczne;” bazy
aproksymacyjnej, dajg doktadniejsze wyniki. Jako rozwigzanie doktadne przyjeto rozwigzanie
uzyskane dla dostatecznie licznej bazy.

W wszystkich przykladach w celu weryfikacji poprawnos$ci przestawionego modelu
I skutecznosci metody rozwigzania, wyniki otrzymane z zastosowaniem prezentowanej w
pracy metody poréwnano z wynikami wyznaczonymi z wykorzystaniem MES (program

SOFiSTiK).
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6.2. Sformulowanie zagadnienia

Uktad rownan opisujacy zagadnienie drgan wiasnych jest identyczne ze sprz¢zonym
uktadem rownan (5.5) - (5.8) przedstawionym w poprzednim rozdziale. Nowym elementem
sa dodatkowe sprzezenia, ktore pojawiajg si¢ zaréwno w kinematycznych jak i kinetycznych
warunkach brzegowych. Warunki te zapewniajag zerowanie przemieszczen lub reakcji
podporowych w dowolnych punktach przekroju podporowego, okreslanych jako punkt

podparcia i stanowig kombinacje liniowg warunkow podstawowych okreslonych ponize;j:

[Néu, ] =0, (6.1)
gdzie
N=E I(A’(uox,x - S:uy,xx - S;uz,xx - S;H,xx - S;ex - S;@) ,
[Qau,] =0, (6.2)
gdzie
Qy =E I(_I:uy,xx + S:uox,x - I;zuz,xx - I;ze,xx - I;ze,x - I;ze) X
_pa)Z (_Iz’uy,x + Sz’ ox I)'/zuz,x - I/Ilze_ |;ZQX),
[M,6u,,] =0, (6.3)
gdzie
Mz =-E '(_Izuy,xx + S:uox,x - I;zuz,xx - I;ze,xx - I;zg,x - I;zg)’
[Q.8u,]; =0, (6.4)
gdzie
Qz =E '(_I;uz,xx + S;uox,x - I;zuy,xx - I;yaxx - I;ye,x - I;ye) X
_pa)Z (_I;uz,x + S;,UOX - I;Zuy’X - uy@— Ic:)ye,x)’
[M,u,,] =0, (6.5)
gdzie
My =E I(_I;uz,xx + S;uox,x - I;zuy,xx - I;ye,xx - I;yax - I;ye)’
[M, 6] =0, (6.6)
gdzie
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, (_Img,xx + Sa)uox,x - I(ozuy,xx - Iwyuz,xx - Iq//a)e,x - Iaa)‘g) «

M, =E +Glo,
(150, =Sl + 15y o+ 1o, o 410,60, +15,0)
2 ’ ’ ’ ’
—pw (_Iwe,x + Sa)uox - Iwzuy,x - Ia)yuz,x)'
b
[Baax}a =0, (6.7)
gdzie
B=E I(Ia)g,xx - Swuox,x + Iwzuy,xx + Iwyuz,xx + Iy/we,x + I&a)g) :

6.3. Przyklady numeryczne

Przedmiotem analizy numerycznej byly belki podparte na koncach preta. Do
aproksymacji wykorzystano trzy bazy aproksymacyjne: wielomiany Czebyszewa | rodzaju,
wielomiany Czebyszewa II rodzaju oraz wielomiany Legendre’a. Obliczenia wykonano
z wykorzystaniem programu  Wolfram Mathematica 12 [122]. Do aproksymacji
poszukiwanych funkcji uzyto 20 wyrazowe szeregi. Przedmiotem analizy byly belki
pryzmatyczne o przekroju bisymetrycznym, monosymetrycznym i o przekroju nie
posiadajacym zadnych cech symetrii oraz dwie belki niepryzmatyczne o przekroju C-owym
0 liniowo zmiennym $rodniku i liniowo zmiennych pasach. Parametry geometryczne belek
wraz wymiarami przekrojow zastaty przedstawione na Rys. 6.1. — Rys. 6.3.. Na rysunkach
tych umieszczono rowniez skrocone nazwy analizowanych belek uzywane w dalszej czgsci

pracy. Wszystkie analizowane belki majg jednakowa dtugos¢ 1 jednakowa mase.

AIL 0 R
7 2
| a=4m — a=4m iR
6=0 |L | 0 |R
AN | JANIEED 4
L_L a=4m — a=4m iR

Rys. 6.1. Schematy statyczne analizowanych belek
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Rys. 6.2. Przekroje poprzeczne i punkty podparcia analizowanych belek pryzmatycznych
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Rys. 6.3. Przekroje poprzeczne i punkty podparcia analizowanych belek niepryzmatycznych
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W analizowanych belkach niepryzmatycznych osie wyznaczone przez $rodki cigzkosci

1 §rodki $cinania sg krzywoliniowe Rys. 6.4..

0.10

0.05} (@) —

0.00
-0.05¢
-0.10

-0.15+

0.10

005f ————
\

0.00

-0.05¢
-0.10

-0.15+

Rys. 6.4. Wspolrzedna y osi wyznaczonych przez $rodki cigzkosci (O) i §rodki $cinania (S)
dla belek nwC i npC (wspotrzedna z dla obu osi i obu belek jest stale rowna 0)

Przyjeto nastepujace parametry materialowe belek: L=2a=8m,
E'=210GPa,G=80,77 GPa, p=7850kg/m®>. W  kazdym przekroju  podparcia
(X=-a, X=a) rozwazano trzy punkty podparcia. Punkty te zaznaczono na Rys. 6.2. i Rys.
6.3. ioznaczono A, B, C. Punkt A jest $srodkiem $rodnika, punkt B jest miejscem styku
srodnika z pasem dolnym, a punkt C jest skrajnym punktem pasa dolnego. Podparcie w
punktach A oraz B w przypadku przekroju dwuteowego jest fizycznie tatwo realizowalne.
Podczas, gdy punkt podparcia C w przypadku przekroju dwuteowego oraz punkt B w
przypadku przekroju ceowego sa w praktyce trudne do realizacji i ich uwzglednienie w
rozwazaniach ma charakter teoretyczny. W przypadku belki o przekroju ceowym mozliwym
punktem podparcia jest punkt lezacy pomiedzy punktem B i C. Podparcie w punkcie C
analizowano w celu zbadania jak duzy jest wptyw tej ,,skrajnej” lokalizacji na dynamiczna
odpowiedZ ukladu. W przyktadzie przyjeto, Zze belka ma zablokowany obrot na lewej
podporze oraz swobode obrotu na prawej podporze (6(-a) =0, 8(a) =0).

Przedmiotem analizy byly kombinacje A-A, B-B, C-C. Dla kazdej belki problem
zagadnienia wlasnego analizowany jest dla dwoch schematow statycznych: przegubowo-—
przegubowego (P-P) i sztywno—przegubowego (S—P). Wszystkie belki I, pl, pC, nwC i npC

sg analizowane przy zalozeniu, ze na lewej podporze (L-L) zablokowany jest obrot wzdtuz osi
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podtuznej. Dodatkowo analizowane sg przypadki, w ktorych zablokowany jest obrot zarowno
na lewej jak i na prawej podporze (6(—a)=0,6(a)=0) dla belki I i pl dla schematu
przegubowo-przegubowego (P-P). Belka sztywno—swobodna (S-W) i sztywno-sztywna (S-S)
nie sg wrazliwe na zmian¢ punktu podparcia w zwigzku z powyzszym nie sg analizowane
w tym rozdziale.

W tym miejscu warto doda¢ kilka uwag dotyczacych warunkéw brzegowych.
W przypadku belki cienko$ciennej oprocz 12 klasycznych warunkow brzegowych pojawiaja
si¢ dodatkowe warunki wynikajace z faktu uwzglednienia w modelu spaczenia przekroju
poprzecznego.

W przypadku podpory, ktorej przemieszczenie wzdluz osi  podtuznej jest
nieograniczone (X=a) i swobodne spaczenie jest mozliwe, ten warunek ma postac
(B(a) =0). Posta¢ tego warunku w rozpatrywanym problemie, gdy podpora uniemozliwia
takie przemieszczenie (X =—-a) wymaga wyjasnienia. W tym przypadku w wyniku drgan
wzdtuznych belki w punkcie podparcia powstaje sita reakcji (rownolegta do osi), generujaca

dodatkowy bimoment w przekroju podporowym:

B(-a) = j o(s) t(s)|__, ds= j o(s) 5(s—s,)|_ N(-a)ds=a(s,)|,_, N(-a)=
! . (6.8)

=o(s,)],_, E'[ AUy, —S;U, ,, — S}, , =S, 0, —S;0 ]

27y, xx YUz, xx

’
X=—a

gdzie s, okresla wspoirzedng s punktu podparcia.

Otrzymane czestotliwos$ci wlasne przedstawiono w Tabelach 6.1. — 6.12.. W celu
weryfikacji poprawnosci modelu i wykazania skutecznosci prezentowanej metody w tabelach
tych przedstawiono rowniez czgstosci wlasne wyznaczone za pomocg MES (oprogramowanie
SOFiSTIiK). W Tabelach 6.1. — 6.6. dodatkowo umieszczono informacje o typie
wyznaczonych form wilasnych. W opisie tych form uzyto nastgpujacych symboli
wskazujacych, ktore ze sktadowych wektora uogolnionego przemieszczenia sg niezerowe:

U, - skladnik formy wiasnej u, =0 (zginanie w ptaszczyznie Xxy),
U, - sktadnik formy wtasnej u, #0 (zginanie w ptaszczyznie Xz),
A - sktadnik formy wiasnej U, #0 ($ciskanie i rozcigganie),

T - sktadnik formy wiasnej 8 =0 (skrgcanie).
Kolejno$¢ wystepowania powyzszych symboli dostarcza dodatkowych informacji.

Pierwszy symbol reprezentuje najwigkszy sktadnik, a ostatni odnosi si¢ do skladnika
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najmniejszego. | tak np. opis TB, wskazuje, ze forma jest forma gi¢tno-skretng i ze skrecanie
jest wigksze niz zginanie w plaszczyznie Xy. W Tabelach 6.1. — 6.3., ktore prezentuja
wartos$ci czestosci wlasnych belek pryzmatycznych: I (schemat statyczny (S-P)) i | (schemat
statyczny (P-P), przypadki (6(-a)=0, #(a)=0) i (6(-a)=0, 6(a)=0), dla porbwnania
podano rowniez czestotliwo$ci wlasne obliczone analitycznie. Wzory analityczne uzyte do
obliczen przedstawiono w nastepnym podrozdziale. Obliczenia wykonano z wykorzystaniem
programu Mathematica 12 [122]. Pierwszych 5 postaci wilasnych dla belki | (schemat
statyczny (S-P)) i belki pl (schemat statyczny (P-P), przypadek #(-a)=0, 6(a)=0 )) oraz
réznych punktow podparcia (A-A, B-B, C-C) przedstawiono na Rys. 6.5. i Rys. 6.6.,
natomiast pierwszych 10 formy wlasne dla belek I i pI (schemat statyczny (P-P) z warunkami
f(—a) =0, 6(a)=0)) pokazano na Rys. 6.7. — Rys. 6.10..
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Tabela 6.1. Czestosci wiasne dla belki | — schemat statyczny (S-P), 6(-a) =0, 6(a) =0

A B C
Typ Typ Typ
Nume’r. o [Hz] formy o [Hz] formy o [Hz] formy
czestosci . . .
wlasnej wlasnej wlasnej
Praca Wynik MES Praca MES Praca MES
analityczny ~ 7DOF 7DOF 7DOF
1 3,67 3,67 3,67 T 2,56 2,56 TUy 3,30 3,29 TUyU,
2 6,31 6,31 6,30 Uy 7,37 7,37 T Uy 7,43 7,42 TU, U,
3 14,72 14,41 14,73 T 12,26 12,26 TUy 12,19 12,19 TUyU,
4 20,44 20,45 20,38 Uy 22,83 22,77 TUy 22,61 22,55 TUyU,
5 35,57 35,61 35,64 T 31,63 31,65 T Uy 31,07 31,06 TUyU,
6 42,63 42,67 42,39 Uy 45,23 43,22 U, 43,98 42,89 TUyU,
7 45,23 45,44 43,22 U, 46,52 46,30 TUy 48,90 47,84 TU, Uy
8 66,81 66,93 67,08 T 60,99 61,11 T Uy 61,08 61,10 TUyU,
9 72,87 72,96 72,23 Uy 78,46 77,91 TUy 78,10 77,45 TUyU,
10 108,44 108,77 109,21 T 100,36 100,70 TUy 100,00 100,33 TUU,
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Tabela 6.2. Czestosci wiasne dla belki | — schemat statyczny (P-P), 6(-a) =0, 8(a) =0

A B C
T T
et o 11 fmy ot fmy  oma P
wlasnej wlasnej
Praca anZ:/i?[/;c”z(ny 7|\[/I)E)SF Praca 7%2?: Praca  MES7DOF

1 2,64 2,64 2,64 T 1,62 1,62 T Uy 1,58 1,58 TU U,
2 4,04 4,04 4,04 U, 4,99 4,99 TU, 4,94 4,93 TU,U,
3 11,58 11,58 11,59 T 9,37 9,37 T Uy 9,10 9,12 TUyU, A
4 16,15 16,16 16,13 Uy 18,27 18,25 T Uy 17,88 17,87 TUyU, A
5 28,97 29,09 28,49 U, 26,12 26,15 TUy 24,43 24,98 TUUA
6 29,69 29,72 29,74 T 28,56 28,11 U, A 30,73 29,74 TU, U A
7 36,33 36,35 36,23 Uy 39,86 39,77 T Uy 39,71 39,73 TUyU, A
8 58,23 58,34 58,46 T 52,89 53,02 TUy 50,20 52,78 TU AU,
9 64,55 64,63 64,22 Uy 69,72 69,45 T Uy 68,70 66,42 TUyU, A
10 97,22 97,50 97,88 T 89,72 90,09 T Uy 79,98 87,87 TU, AU,
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Tabela 6.3. Czestosci wiasne dla belki | — schemat statyczny (P-P), 6(-a) =0, 8(a)=0

A B C
Typ Typ Typ
Nume’r. o [Hz] formy o [Hz] formy o [Hz] formy
czestosci . . .
wlasnej wlasnej wlasnej
Praca Wynik MES Praca MES Praca MES
analityczny ~ 7DOF 7DOF 7DOF
1 4,04 4,04 4,04 Uy 4,04 4,04 Uy 4,03 4,03 UyA
2 7,24 7,24 7,25 T 7,24 7,25 T 7,23 7,25 TA
3 16,15 16,16 16,13 Uy 16,15 16,13 Uy 16,07 16,15 UAT
4 23,21 23,22 23,24 T 23,21 23,24 T 22,99 23,24 TA
5 28,97 29,09 28,49 U, 28,56 28,11 U, A 28,54 2809 U, TAUy
6 36,33 36,35 36,23 Uy 36,33 36,23 Uy 35,88 3581 U TAU,
7 49,42 49,48 49,59 T 49,42 49,59 T 48,24 4959 TAUU,
8 64,55 64,63 64,22 Uy 64,55 64,22 Uy 62,55 6250 Uy TAU,
9 85,99 86,17 86,53 T 85,99 86,53 T 79,01 86,53 TUyAU,
10 100,79 100,98 100,00 Uy 100,79 100,00 Uy 93,49 90,49 TUyAU,
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Tabela 6.4. Czestosci wiasne dla belki pl — schemat statyczny (S-P), 6(-a) =0, 6(a) =0

A B C
Nume’r . o [Hz] Typ formy o [Hz] Typ formy o [Hz] Typ formy
czestosci wlasnej wiasnej wlasnej
Praca MES Praca MES Praca MES
7DOF 7DOF 7DOF
1 3,60 3,60 T Uy 2,24 2,24 T Uy 3,36 3,35 TUyU,
2 5,68 5,68 T Uy 7,71 7,70 TUy 8,00 7,98 TUyU,
3 14,19 14,19 T Uy 11,61 11,60 T Uy 11,60 11,59 TUyU,
4 17,83 17,78 T Uy 18,77 18,76 T Uy 18,04 18,02 TUyU,
5 29,93 29,93 TUy 33,90 33,87 T Uy 32,49 32,39 TUyU,
6 42,64 42,46 TUy 35,87 35,75 T Uy 35,29 35,13 TUyU,
7 44,62 42,67 U, A 44,62 42,67 U, A 46,82 45,42 TU, Uy
8 50,92 50,90 TUy 55,82 55,83 T Uy 56,99 56,42 TU, Uy
9 74,65 74,55 TUy 72,10 71,54 T Uy 72,09 71,54 TU, Uy
10 83,53 83,11 T Uy 82,35 82,50 T Uy 81,03 80,93 TUyU,
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Tabela 6.5. Czestosci wiasne dla belki pl — schemat statyczny (P-P), 8(-a) =0, 6(a) =0

A B C
Nume,r. o [Hz] Typ formy o [Hz] Typ formy o [Hz] Typ formy
czestosci wlasnej wlasnej wlasnej
Praca MES Praca MES Praca MES
7DOF 7DOF 7DOF
1 2,61 2,61 T Uy 1,70 1,70 T Uy 1,63 1,63 TU, Uy
2 3,80 3,80 TUy 5,57 5,56 TUy 5,27 5,26 TUyU A
3 11,43 11,43 T Uy 8,58 8,58 T Uy 8,45 8,45 TUyU A
4 13,87 13,86 T Uy 15,71 15,71 T Uy 14,48 14,55 TUyU A
5 25,82 25,83 T Uy 27,95 27,83 TUy 26,71 26,35 TU, Uy
6 28,58 28,11 U, A 28,27 27,91 U, A 27,94 27,61 TUyUA
7 35,29 35,25 T Uy 30,56 30,57 T Uy 33,46 33,88 TU, UA
8 45,28 45,30 T Uy 50,13 50,19 TUy 49,49 49,22 TUyUA
9 67,02 67,08 T Uy 61,75 61,51 TUy 59,67 58,75 TU/AU,
10 73,49 73,30 T Uy 75,36 75,55 T Uy 71,73 73,47 TUyU A
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Tabela 6.6. Czestosci wiasne dla belki pl — schemat statyczny (P-P), (-a) =0, 8(a) =0

A B C
Nume,r. o [Hz] Typ formy o [Hz] Typ formy o [Hz] Typ formy
czestosci wlasnej wlasnej wlasnej
Praca MES Praca MES Praca MES
7DOF 7DOF 7DOF
1 3,69 3,69 T Uy 3,69 3,69 T Uy 3,69 3,69 TU/A
2 8,02 8,02 TUy 8,02 8,02 TUy 8,00 7,99 TU/A
3 12,19 12,19 T Uy 12,19 12,19 T Uy 12,16 12,17 TU/A
4 25,63 25,65 T Uy 25,63 25,65 T Uy 25,49 25,58 TU/AU;,
5 28,12 28,08 T Uy 28,12 27,83 TUy 21,72 27,41 TUU, A
6 28,58 28,11 U, 28,27 28,08 Uz A 28,42 28,10 TU, U /A
7 44,30 44,36 T Uy 44,30 44,36 T Uy 43,91 44,21 TU/A
8 61,67 61,43 T Uy 61,67 61,43 TUy 59,67 58,73 TU/A
9 68,24 68,40 T Uy 68,24 68,40 TUy 67,35 68,08 TU/A
10 97,47 97,80 T Uy 97,47 97,80 T Uy 89,58 89,39 TU/AU;,




Tabela 6.7. Czestosci wiasne dla belki pC — schemat statyczny (S-P), #(-a) =0, 8(a) =0

A B C
CZN;E(Z; o [Hz] o [Hz] o [Hz]

Praca MES Praca MES Praca MES

7DOF 7DOF 7DOF

1 4,24 4,72 2,95 2,74 6,10 5,85
2 8,42 8,58 11,13 11,26 10,94 10,86
3 19,84 18,66 15,61 14,57 15,64 14,97
4 25,59 24,96 27,89 28,34 2421 24,80
5 46,40 46,23 46,41 45,80 46,29 45,82
6 46,76 46,46 49,53 46,38 49,51 46,46
7 59,82 57,11 54,32 54,31 61,37 60,20
8 80,53 80,32 87,52 87,79 82,20 82,33
9 112,06 102,46 102,56 93,64 102,67 94,55
10 124,53 121,77 129,17 129,74 121,01 121,20

Tabela 6.8. Czestosci wiasne dla belki pC — schemat statyczny (P-P), 8(-a) =0, #(a) =0

A B C
Numer o [Hz] o [Hz] o [Hz]
czestosci

Praca MES Praca MES Praca MES

7DOF 7DOF 7DOF

1 2,56 2,56 1,74 1,74 1,54 1,54

2 5,63 5,71 8,18 8,38 6,38 6,70

3 14,74 13,50 10,45 9,78 10,32 9,78

4 20,19 19,84 22,72 23,33 19,00 19,65

5 29,96 31,76 30,12 30,65 36,91 35,79

6 39,62 39,22 39,29 36,54 38,34 36,33

7 49,15 46,97 46,63 47,09 45 46 46,71

8 71,36 71,36 77,07 78,53 70,81 69,86

9 97,23 89,26 87,29 80,18 81,21 78,93
10 111,88 110,00 108,68 107,41 99,75 101,74
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Tabela 6.9. Czestosci wiasne dla belki nwC — schemat statyczny (S-P), 8(-a) =0, 8(a) =0

A B C
Numer o [Hz] o [Hz] o [Hz]
czestosci
Praca MES Praca MES Praca MES

7DOF 7DOF 7DOF
1 7,01 8,84 6,60 741 10,04 10,15
2 11,00 10,90 11,61 11,89 11,84 12,91
3 22,96 24,46 20,42 21,78 20,40 21,55
4 34,82 33,97 33,46 35,40 33,25 34,12
5 38,87 39,29 41,20 40,56 36,28 36,95
6 58,06 60,76 56,91 56,55 67,94 65,57
7 72,24 69,04 70,66 71,48 70,25 70,83
8 84,18 87,29 84,31 83,92 83,44 83,06
9 123,00 114,79 116,83 119,32 115,26 112,96
10 12312 122,39 131,94 122,23 125,25 121,72

Tabela 6.10. Czgstosci whasne dla belki nwC — schemat statyczny (P-P), 8(-a) =0, 6(a) =0

A B C
Numer
czq“stoeéci o [Hz] o [Hz] o [Hz]

Praca MES Praca MES Praca MES
7DOF 7DOF 7DOF

1 541 3,56 4,40 2,73 3,72 2,44

2 6,80 6,79 7,33 7,29 7,47 7,45

3 17,73 15,34 15,21 14,54 8,61 8,55

4 23,84 24,99 23,23 24,52 25,09 25,95

5 27,30 27,01 29,30 28,35 28,28 28,47

6 43,99 47,12 40,60 42,89 51,79 49,13

7 61,30 59,79 59,59 60,45 54,39 58,75

8 70,22 72,01 71,56 71,09 63,05 66,73

9 104,33 104,00 97,52 100,98 89,85 91,75
10 108,69 104,52 111,03 106,62 108,46 104,86
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Tabela 6.11. Czgstosci wiasne dla belki npC — schemat statyczny (S-P), #(-a) =0, 8(a) #0

A B C
Numer o [Hz] o [Hz] o [Hz]
czestosci

Praca MES Praca MES Praca MES

7DOF 7DOF 7DOF

1 7,86 6,67 5,56 5,62 6,59 717

2 10,46 10,36 12,11 12,13 12,50 13,64

3 19,07 19,63 17,49 17,69 16,57 15,87

4 30,42 20,81 31,23 31,26 31,13 29,86

5 43,09 43,67 40,57 41,13 40,22 39,27

6 53,96 49,51 53,92 53,93 54,68 55,48

7 61,47 59,36 63,74 63,80 63,61 61,69

8 79,42 79,73 75,57 76,45 76,17 74,65
9 103,63 98,23 107,06 107,08 107,11 103,29
10 12551 125,14 121,17 121,68 118,94 114,99

Tabela 6.12. Czg¢stosci wiasne dla belki npC — schemat statyczny (P-P), #(-a) =0, 6(a) =0

A B C
Numer
czestosci o [Hz] o [Hz] o [Hz]

Praca MES Praca MES Praca MES

7DOF 7DOF 7DOF

1 2,98 2,94 1,78 1,77 1,76 1,76

2 5,66 5,63 6,71 6,64 6,76 6,75

3 13,52 14,03 12,15 12,32 11,16 10,72

4 23,17 22,91 23,40 23,95 23,26 22,44

5 32,78 31,61 31,55 31,17 30,57 31,40

6 36,23 36,03 34,91 33,30 35,72 36,83

7 51,38 50,23 53,46 53,06 53,35 51,90

8 68,26 68,66 63,81 64,10 59,85 62,91

9 90,41 87,10 93,76 91,71 92,93 86,52
10 111,42 111,32 102,47 105,92 94,54 98,69
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Rys. 6.5. Formy wtasne dla belki I o schemacie (S-P), #(-a) =0, (a) =0, dla punktéw podparcia A-A, B-B, C-C
(

UOX uy’ LI uZ, 0 )
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W przypadku stasowania do rozwigzah metod aproksymacyjnych, waznym elementem
analizy sa testy zbieznosci. W tym celu dla wybranych sposrod, opisanych wcze$niej
przyktadow, wyznaczono rozwigzania stosujgc do aproksymacji rézne wielkosci baz
aproksymacyjnych. Poszukiwane funkcje przyblizano dziesi¢Cio-, pi¢tnasto-, dwudziesto-
I dwudziestopiecio-wyrazowymi szeregami. W przeprowadzonych testach analizowano belki
podparte w punktach  B-B. Wyniki badan dla belek pC i nwC przedstawiono
w Tabelach 6.13. — 6.16.. W przypadku belek pC i nwC zbadano réwniez, ktory
z wielomiandéw (wielomiany Czebyszewa | i Il rodzaju czy tez wielomiany Lagrange'a) uzyte
do aproksymacji daja lepsze wyniki dla ograniczonej (,,nhielicznej”) bazy aproksymacyjnej.
We wszystkich tabelach dodatkowe oznaczenie ,,* ” wskazuje, ze wartos¢ w komorce jest
czeScig rzeczywista zespolonego rozwigzania. Czg¢$¢ urojona czestotliwosci byta znacznie
mniejsza niz czg¢$¢ rzeczywista otrzymanego rozwigzania. Powtarzanie si¢ czestotliwosci nie
oznacza, ze obliczona czgstotliwos¢ drgan wlasnych jest czestotliwoscia podwojna, ale
wynika z faktu, ze w rozwigzaniach pojawiaja si¢ dwie sprzezone wartosci zespolone. Wraz
ze wzrostem rozmiaru bazy aproksymacyjnej, wartosci zespolone pojawiaja si¢ na coraz

bardziej odlegltych pozycjach.
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Tabela 6.13. Czestosci wiasne dla belki pC — schemat statyczny (S-P), 8(—a) =0, #(a) = 0, dla r6znej wiclkosci bazy aproksymacyjnej

Rozmiar bazy d=10 d=15 d=20 d=25
Typ
wielomianow A=0 A=1/2 A=1 A=0 A1=1/2 1=1 A=0 A=1/2 A1=1 A=0 A=1/2 A1=1
aproks.
1 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95 2,95
2 11,16 11,17 11,17 11,13 11,13 11,13 11,13 11,13 11,13 11,13 11,13 11,13
3 15,61 15,61 15,61 15,61 15,61 1561 15,61 15,61 1561 15,61 15,61 15,61
4 28,46 28,57 28,68 2789 2789 2789 2789 2789 27,89 27,89 27,89 27,89
Czestosci 5 46,57* 46,14* 45,73* 46,41 46,41 46,41 46,41 46,41 46,41 46,41 46,41 46,41
W[lslszr]le 6  46,57* 46,14* 45,73* 4953 4953 4953 4953 4953 4953 49,53 49,53 49,53
7 49,53 49,53 49,52 54,35 5436 5437 5432 5432 5432 5432 5432 5432
8 83,31 88,84 93,82* 86,16 8581 8543 8752 8752 8752 8752 8752 87,52
9 108,71 102,96 93,82* 102,56 102,56 102,56 102,56 102,56 102,56 102,56 102,56 102,56
10 119,91 111,81 116,41 126,45 125,96 12558 129,17 129,14 129,10 129,25 129,25 129,25
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Tabela 6.14. Czestosci wiasne dla belki pC — schemat statyczny (P-P), 8(—a) =0, #(a) = 0, dla r6znej wiclkosci bazy aproksymacyjnej

Rozmiar bazy d=10 d=15 d=20 d=25
wielc;rrz?anéw =0 A7V2 51 a0 ATY2 40 a0 ATYZ 40 -0 ATYZ 4
aproks.
1 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74 1,74
2 8,19 8,19 8,19 8,18 8,18 8,18 8,18 8,18 8,18 8,18 8,18 8,18
3 1045 1045 1045 1045 1045 1045 1045 1045 1045 1045 1045 1045
4 2310 2317 2323 2272 22,72 2272 2272 2272 2272 22,72 2272 22,72
Czestosci 5 3043 3050 3058 30,12 3012 30,12 3012 3012 30,12 30,12 30,12 30,12
W[ilf‘;‘ie 6 3926 3925 3924 3929 3929 3929 3929 39,29 3929 39,29 3929 39,29
7 42,74 4217 4159 4665 46,66 46,67 46,63 46,63 46,63 46,63 4663 46,63
8 78,79~ 7731* 7613* 7666 7655 7645 77,07 7707 7707 7707 7707 77,07
9 7879 7731* 7613* 8727 8727 8726 87,29 87,29 8729 87,29 8729 87,29
10 92,27 9433 9698 107,87 107,54 107,14 108,68 108,68 108,68 108,68 108,68 108,68




orT

Tabela 6.15. Czestosci wihasne dla belki nwC — schemat statyczny (S-P), 8(—a) =0, #(a) = 0, dla roznej wielkosci bazy aproksymacyjnej

Rozmiar bazy d=10 d=15 d=20 d=25
Typ
wielomianow A1=0 A=1/2 A=1 A=0 A=1/2 A=1 A=0 A=1/2 i1=1 A=0 A=1/2 =1
aproks.
1 947 9,57 9,65 7.30 7.40 7.50 6,60 6,62 6,64 6,55 6,56 6,56
2 1134 1131 1129 1158 1158 1157 1161 1161 1161 1162 11,62 11,62
3 2771 2793 2811 21,70 2191 2212 2042 2044 2047 2034 2034 20,34
4 3368 3369 3369 3349 3349 3350 3346 3346 3346 3346 3346 33.46
Crestosci 5 48,68 4928 4980 41,87 41,99 4211 4120 4122 4123 4116 41,16 4116
W[ﬁi‘]le 6 6194 6265 6329 5725 5731 5736 5691 5692 5693 5688 56,88 56.88
7 7776 7741* 77,06 7067 70,67 7066 7066 7066 70,66 7066 7066 70,66
8 77.76* 7741* 77,06* 8591 8620 8649 8431 8435 8438 8420 8421 8421
9 11137 11052 110,03 11703 117,08 117,14 116,83 11683 11683 11682 11682 11682
10 121,70 126,23 139,03* 13225 13225 13223 131,94 13197 13199 131,86 131,87 131,87




Tabela 6.16. Czestosci wihasne dla belki nwC — schemat statyczny (P-P), 8(—a) =0, #(a) # 0, dla roznej wielko$ci bazy aproksymacyjne;j

114"

61,97 63,24 65,88 59,61 59,62 59,62 59,59 59,59 59,59 59,59 59,59 59,59

77,44 75,39 71,41 72,93 73,20 73,45 71,56 71,59 71,62 71,48 71,48 71,48

7 d=10 d=15 d=20 d=25
wielc;rnZipanéw =0 A7V2 0,0 a0 ATY2 41 a0 ATYZ 40 -0 ATYZ
aproks.
1 605 611 616 484 490 496 440 441 442 436 4,36 4,36
2 708 706 705 729 729 728 733 733 733 733 17,33 733
3 2168 21,76 2182 1647 1668 1688 1521 1524 1526 1513 1513 1514
4 2466 2491 2513 2323 2324 2324 2323 2323 2323 2324 2324 2324
Czestosci 5 30,18 30,34 3050 29,32 29,33 29,33 29,30 29,30 29,30 2930 2930 29,30
W[ﬁsz‘]le 6 5022 5101 5175 4171 4189 4207 40,60 40,62 40,64 4052 40,52 40,52
;
8
9

98,11 98,41 98,54 97,49 97,49 97,48 97,52 97,52 97,52 97,52 97,52 97,52

10 114,19 11515* 114,82* 109,66 109,69 109,73 111,03 109,60 109,60 109,60 109,60 109,60




6.4. Analiza wynikéw numerycznych

Analiza wynikéw pokazuje, ze zmiana potozenia punktu podparcia w obrebie tego
samego ,,przekroju podparcia” ma istotny wptyw na drgania wilasne uktadu. Wzgledne
roéznice pomigdzy rozwigzaniami (dla poszczegdlnych typow belek) dla belek podpartych
w punktach B-B i C-C oraz rozwigzaniami dla belki podpartej w punktach A-A (kombinacja

referencyjna punktow) wynosza:

e dla belek z warunkami 8(-a) =0, 6(a) =0
belka | - schemat S-P: —39,2%+17,7% ;  schemat P-P: —40,2% +23,5% ;
belka pl - schemat S-P: —37,8%+40,8% ;  schemat P-P: —37,5%+46,6% ;
belkapC -  schemat S-P: —30,4% +43,9% ;  schemat P-P: —39,5% +45,5% ;
belka nwC - schemat S-P: —16,6% +26,9% ;  schemat P-P: —51,4% +17,7% ;
belkanpC - schemat S-P: —29,3%+19,5% ;  schemat P-P: —40,9% +19,4% ;

e dla belek z warunkami #(—a) =0, 8(a) =0
belka | - schemat P-P: —8,1%+0,0% ;
belka pl - schemat P-P: —8,1%+0,0% .

Roéznice sa najwigcksze dla poczatkowych czestotliwosci wlasnych. Bardziej
szczegotowa analiza pokazuje, ze najwieksze zmiany czestotliwosci zachodza w formach,
w ktorych przewaza skrecanie (np. w formach odpowiadajacych poczatkowym czestosciom
wlasnym). Efekt ten jest mniejszy w formach, w ktorych przewaza zginanie.

Wyniki uzyskane dla belek 11 pl pokazuja, Ze gdy obrét przekroju jest mozliwy w co
najmniej jednym przekroju podpory, efekty zwiazane ze zmiang punktu podparcia (w obrgbie
tego samego przekroju) pojawiaja si¢ juz w poczatkowych postaciach wlasnych. Natomiast
gdy obrot jest niemozliwy w obu przekrojach, efekty zwigzane ze zmiang punktu podparcia
pojawiaja si¢ tylko w dalszych czgstotliwosciach wlasnych. Efekty wynikaja
z mimosrodowego dziatania podluznych sit bezwladnosci (dziatajacych wzdhuz osi x)
wzgledem punktu podparcia w przekroju.

Biorgc pod uwage wyniki przeprowadzonych testow zbiezno$ci, mozna stwierdzié, ze
wystarczajagco dokladne wyniki uzyskuje si¢ juz przy zastosowaniu 20-elementowej bazy
aproksymacyjnej. W przypadku mniej ,,skomplikowanych” belek, np. belek pryzmatycznych,

wystarczajgco dokladny wynik uzyskuje sie stosujac bazy 15-elementowe. Gdy do
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aproksymacji uzywa si¢ 10 wyrazow szeregu, niedopuszczalne warto$ci zespolone pojawiaja

si¢ w rozwigzaniach zbyt wczesnie (w obrebie pierwszych 10 czestotliwosci wlasnych).

6.5. Rozwiazanie analityczne zagadnienia wlasnego dla drgan skretnych

W przypadku belki pryzmatycznej bisymetrycznej (C, =C, =0) réwnania opisujace

zagadnienie wlasne separujg si¢. Poniewaz roéwnania opisujace drgania podtuzne i gietne belki
Eulera sa powszechnie znane, ich opis w tym miejscu pomini¢to. Rozwazane jest tylko

roéwnanie opisujace drgania skretne belki. ROwnanie wyraza si¢ wzorem

E'l,0, —Gl0,, —a’(pl,0-pl,6,)=0. (6.9)

@~ XXXX

Ogo6lnym rozwigzaniem tego rownania jest funkcja

0(x) =C,sin(al)+C, cos(al)+C,sinh(4l)+C,cosh(4l), (6.10)
gdzie:

(e, —plwa)z)+\/4E'prIOa)2+(Gls —pl, )
“= 2E'l !

(6.11)

(Gl,-p1, a)z)+\/4E'prloa)2+(Gls —pl, %)
F= 2E'l, |

a | jest dlugoscia belki.
Po uwzglednieniu warunkow brzegowych, ktore dla rozwazanych warunkow
podparcia okreslaja wzory

e podparcie widetkowe 0=0, 0, =0,
e sztywne zamocowanie  6=0, 6, =0,

e podparcie umozliwiajgce swobodny obrot

0,=0, GI.O,—E'l0, o plo =0

@~ XXX X
1 dokonaniu odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy rozwigzania analizowanych
problemoéw. Rozwigzania majg nast¢pujacg postac:
e dla belki zamocowanej na jednym koncu i1 swobodnej na drugim koncu réwnanie

pozwalajace wyznaczy¢ czestotliwosci wlasne przyjmuje postac
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a’ f? a

LAl cos (el )cosh (1) - o _ﬂﬂz sin(al )sinh(B1)+2=0, (6.12)

a funkcja opisujaca jej formy wlasne okreslona jest wzorem

_apsinh(pl)-psin(al)
~a’cosh(pl)+ B cos(al)
a’sinh(Bl)—apsin(al)

% cosh(pl)+ S cos(al)

0(x)

sin(a x)—cos(a X)
(6.13)

sinh (S x)+cosh(8x),

¢ dla belki podpartej widetkowo na jednym koncu i swobodnej (w zakresie obrotow)
na drugim koncu, rownanie pozwalajace na obliczenie jej czestotliwosci wlasnych

oraz funkcja opisujaca jej formy wlasne przyjmuje postac

B tanh(Bl)-a’tan(al)=0, (6.14)

Bcos(al)

g(X) =sin (a X)+Wh(ﬂl)

sinh(4x). (6.15)

Do wyprowadzenia powyzszych rownan zostal wykorzystany program

Mathematica 12 [122]. Podstawiajac pl =0 do wyprowadzonych roéwnan (6.12) — (6.15)

otrzymujemy roOwnania i funkcje bedace rozwigzaniem problemu drgan wiasnych opisanego
rOwnaniem

E'IwQXXXX—GISQXX—a)ZpIOQ:O. (6.16)

Wyprowadzone w ten sposéb wzory opisujg rozwigzanie problemu drgan wiasnych

(6.16) sa tozsame z rozwigzaniami problemu drgan wlasnych przedstawionymi przez Gere'a

w pracy [30].

6.6. Whnioski

Wykazano, ze zmiana potozenia punktéw podparcia w obrebie tego samego
»przekroju podporowego” ma istotny wptyw na wartosci czestosci wlasnych analizowanych
uktadow. Efekt ten jest szczegdlnie widoczny w przypadku czestotliwosci wilasnych
zwiazanych z postaciami wiasnymi, w ktérych dominuje skrecanie belki. Swiadomo$é tego
faktu jest o tyle wazna, ze prawidlowe (odpowiadajace rzeczywistosci) definiowanie
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warunkow brzegowych w rzeczywistych ukltadach cienko$ciennych nastreczato i nadal
nastrecza trudnosci. Autor zwraca uwage, ze we wszystkich znanych mu opracowaniach
dotyczacych teorii uktadéw cienkosciennych nie przeprowadza si¢ poglebionej analizy
zwigzanej z okre$laniem warunkow podparcia i ich wptywu na zachowanie si¢ badanej
konstrukcji. Na przyktad, gdy rozpatrywana jest tam prosta podpora, automatycznie
przyjmuje si¢, ze przemieszczenia sa rowne zeru w punktach, w ktorych zdefiniowane sa
przemieszczenia opisujace analizowany model. W  wigkszosci przypadkow sg to
przemieszczenia $rodka cigzkosci lub $cinania i np. w przypadku przekroju ceowego
podparcie dotyczy punktu lezacego poza obrysem przekroju.

Jesli chodzi o efektywno$¢ stosowanych do aproksymacji, poszczegdlnych rodzajow
wielomianow, stwierdzono, ze nawet w przypadku ograniczonej (matej) bazy aproksymacji
réznice miedzy warto§ciami rozwigzan otrzymanych dla trzech rodzajow wielomianéw byty
w rozpatrywanych przypadkach niewielkie. Analizy wykazaly rowniez, ze wystarczajaco
doktadne wyniki w rozpatrywanych przypadkach uzyskano juz dla 20-elementowej bazy
aproksymacyjnej (zastosowanej dla kazdej z czterech poszukiwanych funkcji). Dobra
zgodno$¢ wynikéw uzyskanych za pomoca prezentowanej W pracy metody z wynikami
uzyskanymi za pomoca MES (oprogramowanie SOFiSTiK) potwierdza poprawno$é

rozwigzan wyprowadzonych rownan i metody stosowanej do ich rozwigzania.
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7. Analiza wplywu ,,lekkiego” zakrzywienia osi preta cienkoSciennego na
odpowiedZ dynamiczng ukladu

7.1. Wprowadzenie

Opisany we wczesniejszych rozdzialach model oraz przedstawiong metode
rozwigzywania rownan zastosowano do analizy wplywu ,,niewielkiego” zakrzywienia osi
preta cienko$ciennego na jego czestosci i formy wiasne. Przy czym przez okreSlenie
,hiewielkie” rozumiemy takie zakrzywienie preta, przy ktorym do opisu preta nie jest
stosowana teoria pretow zakrzywionych (taka jak dla tukow, czy dzwigaréw zakrzywionych
W planie), a stosuje si¢ do jego opisu klasyczng teori¢ belek niepryzmatycznych. Przedmiotem
analizy jest niepryzmatyczny pret cienkoscienny o0 przekroju otwartym i dowolnych
parametrach geometrycznych.

W dalszej czesci niniejszego rozdzialu przedmiotem analizy sg drgania wlasne szeSciu
belek. Pierwsza z nich to dwuteowa, niepryzmatyczna, bisymetryczna belka o osi
prostoliniowej. Kolejne belki powstalty w wyniku transformacji tej belki, polegajacej na
zmianie geometrii jej symetrycznych elementéw: pasow i/lub $rodnika na elementy
niesymetryczne. Przy czym w kazdym przekroju transformacje te zachowywaty podstawowe
wymiary elementu (pasa, srodnika) takie jak grubos¢, szerokos¢, wysokos¢. Otrzymany zbior
belek podzielono na trzy grupy. Kazda grupe tworzyly dwie belki o jednakowej konfiguracji
paséw 1 identycznych charakterystykach geometrycznych przekrojow. Belki te natomiast
roznity si¢ geometrig $rodnika. Jedna z nich miata $rodnik symetryczny (belka o osi
prostoliniowej w ptaszczyznie $rodnika), w drugiej srodnik byt niesymetryczny (belka o osi
zakrzywionej w plaszczyznie Srodnika).

W dalszej cze$ci wykazano, ze nawet ,,niewielkie” zakrzywienie osi belki ma istotny
wplyw na jej czestosci 1 formy wlasne. Potwierdzeniem poprawnosci otrzymanych wynikow

jest poréwnanie ich z wynikami otrzymanymi z zastosowaniem MES.

7.2. Sformulowanie zagadnienia

Jak juz powiedziano we wstepie celem niniejszego rozdzialu jest analiza wpltywu
,hiewielkiego” zakrzywienia osi belki na jej czesto$ci 1 formy wlasne. Ogolna definicja

,hiewielkiej” krzywizny jest podana we wstepie. Jednak ze wzgledu na swojg 0gdlnosé
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wymaga uszczegotowienia. W literaturze (patrz Nowacki [69]) przyjmuje si¢, ze gdy belka
0 osi krzywoliniowej spetnia warunek h/R<1/10 (gdzie h/R jest stosunkiem wysoko$¢
belki do jej promienia krzywizny) i sposob podparcia nie generuje podtuznych sit
rozporowych, to mozna taka belke¢ rozwigzywa¢ metodami stosowanymi do belek o osi
prostoliniowej. W niniejszej pracy, przyst¢pujac do badan nad prezentowanym zagadnieniem,
przyjeto bardziej restrykcyjne wymagania dotyczace pojecia ,,niewielkie” zakrzywienie belki.
Przyjeto mianowicie, ze belka ma ,niewielkie” zakrzywienie, jezeli strzatka (f) tuku

utworzonego przez zakrzywiona o$ belki spetnia warunek f <h_ /2, gdzie h_, jest

maksymalng wysoko$cig przekroju belki (patrz Rys. 7.1.). Uwzgledniajac fakt, ze
w prowadzonych rozwazaniach wykorzystywany jest model Eulera, a zatem spelniony jest

warunek h_ /l=h_ /2a<1/10, o belce o ,,niewielkim” zakrzywieniu méwimy wtedy, gdy

spelniony jest warunek h/R <1/25.

max
¥

h

hmax

|

]

|

|

&

|

|

|
\E
max

/

|

|

|

|

|

|

\
¥

Rys. 7.1. ,,Niewielkie” zakrzywienie osi belki

7.3. Przyklady numeryczne

W ramach przeprowadzonej w pracy analizy rozwigzano zagadnienie wlasne
| pordéwnano uzyskane wyniki dla zbioru szesciu belek. Elementem bazowym tego zbioru jest
dwuteowa, niepryzmatyczna, bisymetryczna, belka o osi prostoliniowej Zaréwno wysoko$¢
srodnika jak réwniez szeroko$¢ obu poélek opisane sg wielomianami drugiego stopnia.
Nastepnie belke te poddano transformacjom, polegajagcym na zmianie geometrii jej
symetrycznych elementéw: polek i/lub §rodnika na elementy niesymetryczne. Przy czym, co

nalezy podkresli¢, przeksztalcenia te w kazdym przekroju zachowywaly podstawowe
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wymiary przeksztatconego elementu, takie jak grubo$¢, szerokos¢, wysokos¢é. W ten sposob
wygenerowano zbior szesciu belek. Belki te podzielono na trzy grupy. Kazda grupe tworzyty
dwie belki o jednakowej konfiguracji pasow 1 identycznych charakterystykach
geometrycznych przekrojow obliczanych wzgledem centralnych osi przekroju (Y, Z) tj. osi
przechodzacych przez $rodek przekroju réwnolegtych do osi Y,z uktadu odniesienia. Belki te
natomiast réznity si¢ geometrig $rodnika. Jedna z nich miala §rodnik symetryczny (dalej
nazywang w skrocie belka ,,prostoliniowg”), w drugiej §rodnik byt niesymetryczny (dalej
nazywang w skrocie belkg ,,zakrzywiong”). Okreslenia belka ,,prostoliniowa” nie nalezy
traktowac dostownie jako belki o osi prostoliniowej, bo belka taka moze mie¢ zakrzywienie w
plaszczyznie prostopadlej do $rodnika. Wszystkie analizowane belki miaty dlugosé
L =2a=8m i byly belkami o schemacie statycznym przegubowo—przegubowym (Rys. 7.2),
przy czym w przekroju L-L belka miata odebrang mozliwo$¢ obrotu, natomiast w przekroju
R-R mogta si¢ swobodnie obracaé. Zatem warunki podparcia belek sg okreslone przez
formuty:

e przekrdj poprzeczy L-L

u,(-a)=u,(-a)=u,(-a)=0, M (-a)=M,(-a)=0, 6(-a)=0, (7.2)

e przekrdj poprzeczy R-R

u(@=u,(a)=u,(a=0, M (a)=M,(a)=0, M,(a)=0. (7.2)
M-M
— y
0= ‘L M‘ IO |R Y
AN ! DX -
LL a=4m M‘ — a=4m lli N

Rys. 7.2. Schemat statyczny belki

Belki miaty identyczng mase. Wysokos$¢ srodnika h(x) oraz szerokos¢ paséw S(x)

wszystkich analizowanych belek byly opisane funkcjami:
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h(x) =0,80-0,03750 x*,
, (7.3)
s(x) =0,40-0,01875x".

Belki te przedstawiono na Rys. 7.3-7.5.. Do oznaczenia poszczegdlnych belek
zastosowano skrot W-F, w ktorym W opisuje ceche $rodnika, a F cechg¢ pasow. Wi F sag
»rowne”: S - w przypadku, gdy elementy te sa symetryczne; N - gdy sg niesymetryczne oraz
dodatkowo, w przypadku pasoéw, A - gdy pasy s3 asymetryczne wzgledem ptaszczyzny
srodnika. Charakterystyki geometryczne analizowanych belek (obliczone wzgledem osi

centralnych Y,Z) przedstawiono w Tabeli 7.1.. Przyjete parametry materiatowe belek to:
modul sprezystosci E'=210GPa, wspotczynnik Poissona v =0,3, modut Kirchhoffa
G =80,77 GPai gestosé p=7850kg/ m®.

Obliczenia wykonano, stosujac do aproksymacji poszukiwanych funkcji 30 wyrazowe

szeregi Czebyszew I rodzaju. Porownania wykonano dla nastepujacych par belek: S-S i N-S;

S-N i N-N; S-A i N-A. Do obliczen wykorzystano program Mathematica 12 [122].

L 8m L

Rys. 7.3. Rysunek belek z zachowaniem proporcji wymiarow
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Rys. 7.5. Geometria analizowanych belek: a) belki o §rodniku symetrycznym, b) belki o §rodniku niesymetrycznym
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Tabela 7.1. Charakterystyki geometryczne belek (obliczone wzgledem osi centralnych Y,Z )

Belka S-S N-S S-N N-N S-A N-A

A X = F4[m] 40 40 40 40 40 40
[cm?] [ x=0[m] 160 160 160 160 160 160

l, X = FA[m] 2 666,7 2 666,7 2 666,7 2 666,7 2 666,7 2 666,7
[cm®] | x=0ImI 170666,7 | 1706667 | 170666,7 | 1706667 | 1706667 | 170666,7

B X = F4[m] 166,7 166,7 166,7 166,7 166,7 166,7
[cm?¥ | x=O[m] 10 666,7 10 666,7 19 666,7 19 666,7 28 666,7 28 666,7

I, | X-¥4m] 0 0 0 0 0 0
[cm¥ | x=O[m] 0 0 0 0 48 000 48 000

I, X = FA[m] 13,3 13,3 13,3 13,3 13,3 13,3
[cm?] | x=0ImI 53,3 53,3 53,3 53,3 53,3 53,3

|| x=v4ImI 16 666,7 16 666,7 16 666,7 16 666,7 16 666,7 16 666,7
[cm®] | x=O[ml | 17066 666,7 | 17 066 666,7 | 24 266 666,7 | 24 266 666,7 | 31 466 666,7 | 31 466 666,7

I X = F4[m] 28333 28333 28333 28333 28333 28333
[cm?¥ | x=O[m] 181333,3 | 1813333 | 1903333 | 190333,3 | 1993333 | 1993333




Aby wyeliminowa¢ mozliwy wplyw czynnikow, zwigzanych ze zmiennym na
dhugosci belki przekrojem, na zmiany czg¢stosci wlasnych i typu form wilasnych rozwigzano
dodatkowy przyktad. W przyktadzie tym poréwnano rozwigzanie zagadnienie wlasnego dla
belki pryzmatycznej o przekroju bisymetrycznym (oznaczonej w dalszej czg$ci pracy przez
skrot P-P) z wynikami otrzymanymi dla belki o niesymetrycznym $rodniku (skrotowo
oznaczonej N-P). W skrotowym oznaczeniu belek zastosowano t¢ samg konwencje co
W poprzednich przyktadach. W belce N-P przyjeto identyczng krzywizng osi jak w belce N-S.
Szerokos¢ potek oraz wysokos¢ srodnika w obu belkach sg identyczne 1 dobrano je tak, aby
masa tych elementéw byt identyczna jak masa tych elementéw w poprzednich przyktadach
(grubosci $cianek nie ulegly zmianie). Charakterystyki geometryczne analizowanych belek,

obliczone wzgledem osi przechodzacych przez $rodek przekroju i réwnolegtych do osi
globalnego uktadu odniesienia, przyjmowaty warto$ci: A=120cm’,
I, =72000cm*, 1, =4000cm*, 1., =0,1, =40cm*, 1 =4050000cm®, 1, =76500cm*. Belki te
przedstawiono na Rys. 7.5. W tym szczegolnym przypadku, rownania przemieszczeniowe

opisujace drgania wilasne belki znacznie si¢ upraszczaja i w przypadku belki o osi

zakrzywionej przyjmujg postac

E' (A*on,x —|S, U, )'X + p’ (A'uOX —ISyu,, )= 0, (7.4)

E'(ljuw e, 1o ) —pa)z(A'uy +CA0-1,, -[C,110,])=0 .  (75)

E I(I;uz,xx — 1S, Ugy )]XX — po’ (A’uZ — 10U, o +[S) Uy s )= 0, (7.6)
E'((I;QXX)’XX ez iel+[c, 1t )—G(ISQX)’X

(7.7)

—pw2(02 I’6+(I3+A’Cf—28;C;)Q—CZA’uy+C I’u —(|;ax)x)=o,

z,X 'z 7y,

gdzie 1, =1, +1,. Pomijajac we wzorach (7.4) — (7.7) wyrozniane skiadniki otrzymuije

si¢ uklad réwnan opisujacej drgania belki pryzmatycznej. Widoczne jest, ze w ukladzie

rownan (7.4) — (7.7) dodatkowe (wyrdznione sktadniki), ktore wystepuja w przypadku belki

N-P sg zwigzane tylko z zakrzywieniem osi belki (S; , S;) i zakrzywieniem osi wyznaczonej

przez srodki $cinania (C,, C,,,C, ).
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Badanie wptywu tytutowego “lekkiego” zakrzywienia belki na drgania wtasne uktadu,
sprowadza si¢ do porownania rozwigzan dla belki o symetrycznym $rodniku S-S, S-A i P-P
(o$ tych belek jest prostoliniowa), z rozwigzaniami dla belki o niesymetrycznym S$rodniku
N-S, N-A i N-P (w przypadku tych belek o$ jest krzywoliniowa). Analogiczne porownanie
wykonano dla belek S-N i N-N. Z tym, ze belki te miaty ,pierwotne” zakrzywienie osi
W plaszczyznie Xy, wynikajace z niesymetrycznosci pasow obu belek. W przypadku belki
S-N rzut jej osi na plaszczyzne Xz jest linig prosta. Natomiast w przypadku belki N-N o$
,uzyskuje” dodatkowg krzywizne w plaszczyznie $rodnika Xz .

Obliczenia przeprowadzono z wykorzystaniem do aproksymacji poszukiwanych
funkcji  30-wyrazowych szeregow Czebyszewa | rodzaju. Porownania wykonano dla
nastepujacych par belek: S-S i N-S, S-N i N-N, S-A i N-A, P-P i N-P, P-P i N-P. Do
obliczen wykorzystano pakiet Mathematica 12 [122] firmy Wolfram.

7.4. Wyniki numeryczne

Otrzymane warto$ci czgstosci wlasnych i typy odpowiadajacych im form wlasnych
zestawiono w Tabeli 7.2.. W opisie typu form uzyto nastgpujacych skrotow, informujacych
0 tym, ktore ze sktadowych uogdlnionego wektora przemieszczen sg niezerowe:

By — w formie wlasnej skladowa u, =0 (zginanie w plaszczyznie Xy ),
B, - w formie wiasnej sktadowa U, # 0 (zginanie w ptaszczyznie Xz),

A —w formie wlasnej sktadowa U, #0 ($ciskanie — rozciaganie),

T — w formie wlasnej sktadowa @ = 0 (skrecanie).

Ponadto dodatkowa informacjg w opisie typu formy jest kolejno$¢ wystgpowania
powyzszych skrotow. Pierwszy skrét odnosi sie¢ do sktadowej najwigkszej, ostatni do
najmniejszej. | tak np. opis TB, oznacza, ze forma jest forma skretno-gigtna, przy czym
skrecanie 6 jest wigksze od zginania w plaszczyznie Xy.

Ze wzgledu na sposob unormowania wektorow wlasnych wartosci uogolnionych
przemieszczen, bedacych sktadowymi tych wektorow, sa zawarte w przedziale <—1; 1).
W opisie typu form w Tabeli 7.2., opisano tylko te sktadowe wektorow wilasnych, ktorych

maksymalne na dlugosci preta, bezwzgledne warto$¢ uogolnionych przemieszczen sg wigksze

od 0,02 . Sktadowe, w ktorych wartosci uogdlnionych przemieszczen na dtugosci preta sg

zawarte w przedziale <—0,02; 0,02) potraktowano jako ,,mato istotne”.
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Ze wzgledu na znaczne réznice migdzy warto§ciami dwoch pierwszych czestotliwosci
wilasnych belki N-P, wyznaczonymi proponowana metoda oraz obliczonymi za pomoca
programu SOFISTIK (patrz Tabela 7.2.) dodatkowo poréwnano czestosci Wyznaczone
opisang w pracy metodsg, z czestosciami obliczonymi przy uzyciu programu ABAQUS.
Tabela 7.3. pokazuje rdéznice procentowe miedzy czestotliwosciami  wlasnymi

porownywanych belek (w danej parze). Roznice sa wyrazone wzorem

diff = (o5 - o, )/o;-100% (7.8)

gdzie s, @y sa odpowiednio czgstosciami wlasnymi belki ,,prostoliniowej”
i ,,zakrzywionej”. Wykresy pierwszych 10 form wlasnych dla par S-S i N-S; S-N i N-N; S-A i
N-A oraz P-P i N-P przedstawiono na Rys. 7.6 — Rys. 7.9..

Analizujac 10 poczatkowych czestosci 1 form wlasnych, mozna zauwazy¢, ze w kazdej
porébwnywanej parze kolejne ,,odpowiadajgce” sobie formy wiasne (tj. formy o tym samym
numerze) sg w wigkszosci formami o innych typach. To znaczy, ze jezeli i - ta forma belki
0 symetrycznym $rodniku S-(.) jest forma pewnego (jakiego$) typu , to typ i - tej formy
wlasnej belki o niesymetrycznym $rodniku N-(.) jest zazwyczaj inny.

W przypadku pary S-S i N-S formy wtasne belki S-S sa czystymi formami T, By, B,
(,,czysta forma” to forma, w ktorej wystepuje tylko jedna niezerowa sktadowa wektora
uogblnionych przemieszczen, a pozostate skladowe sg tozsamos$ciowo réwne zeru).
Natomiast wsrod form wiasnych belki N-S jedynymi czystymi formami sg formy skretne T.
Poczatkowym, czystym formom wlasnym belki (S-S) typu skretnego T, w belce (N-S)
,»odpowiadaja” formy skretno-gietne TBy, a formy skretne T odpowiadajace wyzszym
czegstosciom  wilasnym, w belce (N-S) pozostaja nadal formami typu T.
Natomiast czystym formom By belki S-S, ,,odpowiadaja” w belce N-S formy skretno-gigtne
TBy, a formom B, ,,odpowiadaja” formy B,A.

W drugiej parze porownywanych belek S-N i N-N jedynymi czystymi formami sa
formy skretne T. Brak innych czystych form wtasnych wynika z faktu, ze belki te (jako belki
0 niesymetrycznych pasach) sg belkami o zakrzywionych w ptaszczyznie Xy osiach. Oprocz
form T w belce S-N generuja si¢ formy skretno-gietne TB, oraz formy typu ByA i B/A.

We wszystkich formach belki N-N (belce o niesymetrycznym $rodniku) wystepuje
sktadowa skretna T 1 jest w tych formach sktadowa dominujaca. W przypadku poczatkowych
form w ,,miejscu”, gdzie w belce S-N wystepuja formy TB;, w belce N-N generujg si¢ formy
TB,B,, TB;By. Dalsze formy TB, praktycznie si¢ nie zmieniaja.
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Rys. 7.6. Wykresy form wtasnych dla belek S-S i N-S
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Rys. 7.7. Wykresy form wtasnych dla belek S-N i N-N
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Rys. 7.8. Wykresy form wtasnych dla belek S-A i N-A
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Rys. 7.9. Wykresy form wtasnych dla belek P-P i N-P
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W trzeciej parze belek S-A i N-A, w przypadku belki S-A wszystkie formy wiasne sg
czystymi formami skrgtnymi T lub formami gig¢tnymi ByB,, B,By. Natomiast w belce N-A we
wszystkie formach wlasnych pojawia si¢ sktadowa skretna T i jest ona sktadowg dominujaca.
Wyjatkiem jest 5 forma wtasna, w ktorej dominuje sktadowa B,. W belce N-A w ,,miejscach”,
gdzie w belce S-A wystepowaty czyste formy skretne, pojawiaja si¢ formy skre¢tno-gigtne TBy
(dotyczy to poczatkowych form skretnych), natomiast dalsze formy skre¢tne T nie zmieniajg
sig. Formom wiasnym belki S-A typu ByB; odpowiadaja w belce N-A formy skretno-gietne
TB,B; lub TByB,A, a forma B,By przechodzi w form¢ B, TByA.

W przypadku ostatniej pary belek P-P i N-P, ktorg tworzg belka pryzmatyczna i belka
o niesymetrycznym S$rodniku, wszystkie formy wiasne belki P-P s3 oczywiscie formami
czystymi. W wigkszosci przypadkéw formom T i By belki P-P, ,,odpowiadaja” w belce N-P
formy skretno-gietne typu TBy, a w przypadku formy 10 typu ByT. Wyjatkiem jest tutaj forma
8, w ktorej formie skrgtnej T odpowiada forma typu TB,. Natomiast formom B,
»odpowiadajg” formy B,A. Nalezy tutaj zwrdci¢ uwage na zmiang¢ kolejnosci typu form nr 4
i 5 w belce N-P w stosunku do kolejnosci typu form w belce P-P. W belce pryzmatycznej
forma 4 jest typu B,, a forma 5 jest typu T, natomiast w belce N-P odpowiadajace im formy
B,A 1 TBy sa odpowiednio formami nr 5 i 4. Przestawienie tej kolejnosci staje si¢ zrozumiate,
jezeli zwrocimy uwage na niewielkie réznice wartosci czestosci wlasnych nr 41 5.

Prawie we wszystkich belkach o $rodniku N-(.) i N-P, w analizowanym zbiorze 10
form wiasnych, w ktorych wystepowata sktadowa skretna T, sktadowa T byta dominujaca.

W belkach N-S i S-N, w ktoérych osie sg zakrzywiona odpowiednio w ptaszczyznie Xz
I Xy, nie wystepuja formy gigtne B, wzglednie By. Zamiast tych form pojawiaja si¢ formy, w
ktorych drgania gietne sprzegaja si¢ z drganiami podtuznymi tj. formy B,A, ByA.

Dodatkowym spostrzezeniem dotyczacym analizowanych par (S-S i N-S, S-N i N-N,
S-A i N-A, P-P i N-P) jest pewna prawidlowos$¢ zwigzana ze zmiang warto$ci czgstosci
wilasnych. I tak, jezeli w belkach o symetrycznym $rodniku S-S, S-N, S-A i P-P czestosé¢
wlasna odpowiadata formie skr¢tnej T lub gietno-skretnej; TB,, to ,,odpowiadajaca” tej
czestosci, czestos¢ wihasna belki 0 niesymetrycznym srodniku: N-S, N-N, N-A byla od tej
czestoSci mniejsza. Analogicznie, warto$ci czgstosci wlasnych belek o symetrycznym
srodniku odpowiadajace formom gietnymi By I B,, w belkach o niesymetrycznym $rodniku
odpowiednio zwigkszaty si¢ (w przypadku By) i zmniejszaty si¢ (w przypadku B,). Nalezy
jednak podkresli¢, ze zalezno$¢ ta nie jest ogolng prawidtowoscig, poniewaz dotyczy tylko
pierwszej lub kilku, kolejnych, poczatkowych czgstosci odpowiadajacych danemu typowi
formy.
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Omawiajac otrzymane wyniki nalezy zwrdci¢ uwage na wazny fakt, ze istotne rdznice
(>10%) miedzy czestoSciami drgan wiasnych belek o symetrycznym $rodniku S-(.),
a odpowiadajgcymi im czestoSciami drgan belek o niesymetrycznym $rodniku N-(.)
wystepuja w dwoch pierwszy czestosciach. Zmiany te dla pierwszych dwoch czestosci
wlasnych, odpowiednio dla kolejnych pordownywanych par wynosity: -15,1%, 29,9%; -14,2%,
26,4%; -13,9%, 24,7% i -22,2%, 20,1%. Zmiany kolejnych czestosci (od @, do w,,) bylty
dla: pary S-S i N-S w zakresie -4,7% + 4,1%; pary S-N i N-N w zakresie -3,2% + 4,6% pary
S-Ai N-A w zakresie -4,6% ~+ 3,7% oraz pary P-P i N-P w zakresie -2,2% ~+ 4,2%.

7.5. Analiza otrzymanych wynikow

Wykonana analiza otrzymanych wynikow, polegajaca na poréwnaniu rozwigzan
zagadnienia wilasnego dla belki o osi prostoliniowej z rozwigzaniami tego zagadnienia dla
»odpowiadajacych” im belek o osi o ,,niewielkim” zakrzywieniu, pozwala na sformutowanie
nastepujacych wnioskow:

1. Otrzymane wyniki pokazuja istotne zmiany iloSciowe 1 jakoSciowe
poréwnywanych rozwigzaniach. W zakresie czestosci wlasnych znaczne réznice
dotycza poczatkowych czesto$ci, natomiast w zakresie form wlasnych istotne
zmiany dotycza wszystkich 10 analizowanych form wtasnych.

2. Znaczne zmiany czestosci w porownywanych parach belek dotycza dwoch
pierwszych czestosci wlasnych. Wzgledne roznice (w odniesieni do warto$ci
wyznaczonych dla belek o symetrycznym $rodniku S-(.) i P-P) zawarte sg

w przedziale od 13,9% do 29,9%. Dla dalszych czgstosci wlasnych (tj. o, + @,,)

roéznice sg znacznie mniejsze 1 mieszczg si¢ w przedziale od 0,1% do 4,7%.

3. Jako$ciowe zmiany, ktére pojawialy si¢ w formach wlasnych belek o osi
0 ,,niewielkim” zakrzywieniu, polegaty na wystgpieniu w tych formach sprzg¢zen
drgan. Sprzezenia wystgpowaty migdzy drganiami gigtnymi By lub B,, a drganiami
skretnymi T. W przypadku zakrzywienia osi belki w plaszczyznie Xz
wystgpowalo sprzezenie drgan skretnych T z drganiami gigtnymi By (drganiami
prostopadtymi do plaszczyzny zakrzywienia osi). Analogicznie w przypadku
zakrzywienia osi belki w plaszczyznie Xy w formach wiasnych pojawiajg si¢
sprzezenia miedzy drganiami skretnymi T 1 drganiami prostopadtymi do
plaszczyzny zakrzywienia osi tj. drganiami B,. Oprocz sprzezen gigtno-skretnych
w formach wilasnych pojawiaja si¢ sprzezenia miedzy drganiami gietnymi
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I podtuznymi. W tym przypadku, jezeli o$ belki jest zakrzywiona w plaszczyznie
XZ, to powstaje sprzgzona forma B,A. Analogicznie w przypadku zakrzywienia

osi w ptaszczyznie Xy generowana jest forma ByA.

4. Jedynymi czystymi formami wlasnymi, w przypadku belek o osi zakrzywionej, sg
formy skretne T.

5. Prawie we wszystkich formach, w ktorych wystepuje skrecanie, sktadowa T jest
sktadowa dominujaca. Nie jest to, co prawda, efekt bezposrednio wynikajacy
z zakrzywienia osi belki, a jest on skutkiem matej sztywnos$ci uktadu na skrgcania.

6. Wyniki otrzymane dla pary belek P-P i N-P, w ktorych przekrdj na catej dtugosci
belek byl niezmienny, potwierdzit ze czynnikiem powodujacym tak istotne zmiany
w rozwigzaniach zagadnienia wlasnego moze by¢ tylko zakrzywienie osi belki (nie
wyklucza to oczywiscie mozliwego wpltywu na to zjawisko réwniez zmiennos$ci
przekroju).

Przedstawione wnioski majg charakter ogdélny. Wystapienie sprz¢zonych form
wlasnych oraz ich typu mozna przewidzie¢ analizujac uklad réwnania opisujacych
zagadnienie wlasne. Ilustracja takiego ,,przewidywania” moze by¢ uktad rownan (7.4) — (7.7)
opisujacy drgania belki N-P. W uktadzie tym, pierwsze rownanie (7.4) i trzecie (7.6) sg ze
soba sprze¢zone poprzez funkcje U, i U,, a drugie rownanie (7.5) tego uktadu i czwarte (7.7)

sg ze sobg sprzgzone poprzez funkcje u, i 6. ,Skutkuje” to pojawieniem si¢ formach

wiasnych belki N-P form sprz¢zonych B,A i TBy (ByT).

Otrzymane rezultaty 1 wnioski z nich wynikajace wskazuja na konieczno$é
,0stroznego” upraszczania analizowanych uktadoéw pretowych, uproszczenia polegajacego na
zastgpieniu w modelu pretow o osi o ,niewielkim” zakrzywieniu, pretami o osi
prostoliniowej, bo, jak wykazano w pracy, rozwigzanie takiego modelu w zakresie czestosci
i form wiasnych, istotnie rozni si¢ od rozwigzania dla preta o ,,niewielkim” zakrzywieniu.

Tym bardziej nie jest wskazana zamiana takiej belki (belki o osi zakrzywionej), belka

pryzmatyczna.
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Tabela 7.2. Czgstosci wlasne i typy odpowiadajacych im form wiasnych

Belka S-S N-S SN N-N SA N-A P-P N-P
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1,92%; 7,94"; 16,02"-wynik uzyskany za pomoca program ABAQUS



Tabela 7.3. Rdznice miedzy czestoSciami wiasnymi porownywanych par belek

Numer

. S-S N-S S-N N-N S-A N-A P-P N-P
czestosci

o [Hz] diff o[Hz] diff o[Hz] diff o[HZ] diff

2,32 1,97 -15,1% 2,26 1,94 -14,2% 2,31 1,99 -139% 2,48 1,93  -22,2%

8,57 11,13 29,9% 11,08 14,01  26,4% 9,61 11,98  24,7% 7,77 9,33 20,1%

19,75 18,83 -4,7% 19,28 18,88 -2,1% 22,18 21,17 -46% 16,28 16,96 4,2%

28,71 29,88 4,1% 33,78 33,05 -2,2% 31,61 32,77 3,7% 3095 3056 -1,3%

121"

54,72 53,86 -1,6% 59,96 58,87 -1,8% 65,4 64,26 -1,7% 48,21 48,37  0,3%

65,38 65,78 0,6% 81,65 81,37 -0,3% 72,93 73,61 0,9% 69,78 69,32 -0,7%

102,93 101,87 -1,0% 94,79 94,33 -0,5% 111,04 108,69 -2,1% 98,47 98,13 -0,3%

1

2

3

4

5 34,25 33,84 -1,2% 35,6 37,23 4,6% 34,97 35,29 0,9% 31,06 31,03 -0,1%
6

7

8

9

113,22 110,13 -2,7% 134,77 130,49 -32% 12391 122,73 -1,0% 122,14 119,46 -2,2%

10 115,61 11537 -0,2% 143,92 14334 -04% 132,97 131,74 -0,9% 12381 12297 -0,7%




8. Zagadnienie statecznoSci preta cienkosciennego

8.1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale jest zagadnienie statecznosci
niepryzmatycznych prgtow cienkosciennych o dowolnym przekroju otwartym. W ogdlnym
przypadku dla preta niepryzmatycznego osie wyznaczone przez $rodki cigzkosci oraz Srodki
Scinania  przekrojow poprzecznych preta sa osiami krzywoliniowymi, pomimo
,prostoliniowego” charakteru preta w rozumieniu typowo inzynierskim.

Chcac zachowa¢ te ,prostoliniowos¢” w opisie niepryzmatycznego preta
cienko$ciennego, réwnania przemieszczeniowe wyprowadzono wzgledem dodatkowej
podtuznej, prostoliniowej o$ odniesienia i towarzyszacych jej pozostatych osi uktadu
kartezjanskiego, wzgledem ktorych wyznaczamy parametry preta cienko$ciennego wraz
Z jego charakterystykami przekroju poprzecznego. O prostoliniowej podtuznej osi odniesienia
z reguly zaktadamy, ze przechodzi przez punkty, w ktorych zdefiniowano podparcie na
koncach preta.

W rozdziale wyprowadzone zostaly rownania rozniczkowe opisujace og6lne
zagadnienie utraty stateczno$ci dla dowolnego preta cienko$ciennego przy dowolnym
schemacie statycznym i1 dowolnym obcigzeniu. Zostala tez podana metoda wyznaczenia
obcigzenia krytycznego dla dowolnego przypadku z wykorzystaniem aproksymacji szeregami
Gegenbauera.

W analizowanych przyktadach numerycznych zagadnienie utraty statecznosci
rozwigzano dla belek niepryzmatycznych o przekroju bisymetrycznym i monosymetrycznym.
Otrzymane wartosci obcigzen krytycznych poréwnano z wynikami uzyskanymi metoda

elementow skonczonych oraz z wynikami uzyskanymi przez innych autorow.

8.2. Sformulowanie zagadnienia

Uktad rownan  przemieszczeniowych — opisujacych  zagadnienie  statyczne
z uwzglednieniem efektow II rzedu (zagadnienie teorii II rzedu) wyprowadzono z zasady
minimum energii potencjalnej wykorzystujac formute (3.4). Otrzymany uktad, to uktad

czterech sprzezonych réwnan rézniczkowych 4 rzedu opisanych nastepujagcymi wzorami:
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E (=AU, +SU, o +SU, , +S,0,,+S,0,+S 9)

Y, XX y Z,XX
0 0 0 0 0
_I xiuoxyx - Iy,luy,x - I)s:,lzuy,xx - Ii%uz,x - Ii‘fuz,xx (81)
+x ‘ ' ‘ ‘ = 2Py
—-136-12,6, - |°59
x,1 X1 X X
E(1Uy =Syl + 15U, + 10,0, + 17,0 +|&¢9)
0 0 0 0 0
Iy, +1 ZUOX,X+|y,ZUy,X+|Z.1 U,
y.2 y.2 y.2
0 0 0
+l, 0+1,,0,+1 0
O 10t il o ,, ®2)
+x *=x((py?),+py)
0 0 0 0 0 X y
I T I Ugy x T I Uy o+ |z,1Uz,x + IZZUZ,XX
_ yl yl
+|°¢9+|219 +|229
yl X X

*

E (15U, 4 = Syl + 1y o + 10,0, + 10,0, +1; 9)’“

0 0 0 0 0
Iz ZXX+IZZ 0XX+IZZ yx+|z2 yxx+|12 Z,X
0 0
+I(, ¢9+I,,19 +I(,226? (8.3)
z XX
+y =z((pxzp) +pz),
0 0 0 0 X
I Izlu0va +h,u,, U, 105U,
yl y.2 z1
+|°9+| 9X+|329XX
71 ! z1 X
((I 0 Sw oxx+Iwzl'ly,><x—|—Imyl'lz,><x—+_In//a)9,><—+_I&ue)vx)<
(_I H +Sy/uoxx_ y/zuyxx_Iy/yuz,xx_ly/me,xx_lé'yxe)‘x
(I 9 S uoxx bz yxx+|6y Z,XX I&we,xx+|6y/0,x))_G(lsg,x)vx
0
(,,29 +|02onx I,,Zu I,)zuyXX I(,zu I,,zuZXX+I(,20+I,,249)
XX
+x| —(10,0, +I31uoxx+lglu +lo.u XX+I§’Ju”+ISluZXX+IS16’+I .0, )
01 ' y1 0 yz ¥ FE 22 7 o1 X
(100412 U+ 150, 10U, 10U, 120, 150, +15,0,,)
x1 yl y.2 zZ 0 0
p p P
(p,@®0,) +p,(y'C —zC)
X X )y X z,x B (84)

=X

~(p,(2°-C,)+p,(y*-C,)0-p,(y*-C,)+p, (2" -C,)0)
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Zastepujac w rownaniach (8.1) - (8.3), wystepujace po prawej stronie wyrazenia,

zerami oraz zastgpujac prawa strong rownania (8.4) wyrazeniem:

;((pxa)pax)’x +p,(y*-C,)0+0p,(z°-C,)6 . (8.5)

otrzymamy uktad rownan opisujacy zagadnienie utraty stateczno$ci niepryzmatycznego preta

cienkosciennego. Towarzyszace im réwnania opisujace warunki brzegowe przedstawiajg si¢

nastepujaco:
[Néu,, | =0, (8.6)
gdzie
N £ A uox,x - Szuy,xx _Syuz,xx _Swe,xx _Sy/ax _869
= +Z(|gluoxx+ISJuyx+|32uyxx+|31u”+|32um+|29+|319X+|2259XX)
x,1 ! X1 ! X1 ! X1 ! X1 ! x,1 x1 X1 !
b
[Qyé‘uyl‘ =0, (8.7)
gdzie

* * * * * *
(_Izuy,xx + Szuox,x - Iyzuz,xx - I(uzg,xx - Iy/ze,x - I&ze) X

+170+17,0 + IS,ZQXX) ,
yl !

Z,XX s
yl yl

' 0 0 0 0 0
Q, =E —Z( lyuUge + 1,0y 10 +1u,  + 15U
x1 yl yl yl yl

1004156, + |“9XX)
y.2 2 '

y2 ' v,

0 0 0 0 0
_Z( I y-2uox,x + Iy‘Zuy,x + Iy‘2uy,xx + Iz‘l uz,x + |1-2uz,xx
x1 yl y.2 y.2 y.2 X

b
[M,6u,, ] =0, (8.8)
gdzie
_Izuy,xx + Szuox,x - Iyzuz,xx - I(oz‘g,xx - Iy/ze,x - |520
M 2~ _E' 0 0 0 0 0 0 0 0
+;((|y2uox,x+|y,2uyyx+|y,zuyvxx+|Z,1uzvx+|z,2uzyxx+|0 9+|019,x+|029,xx)
x,1 yl y.2 y.2 y.2 y.2 y.2 y.2
b
[Qou, ] =0, (8.9)
gdzie
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*

l.u

Yz, xx

(_

+Su. . —1

y-ox,x

*

——

Y, XX

*
H,XX

oy

~12.0,~13,

vy X

9),

' 0 0 0 0 0
Q,=E +Z(| OXX+IZ1 yx+lu yXX+qu +I ZXX+Ig10+l .0, +I,,29 )
0 0 0 0 0 0 0 0
_Z(I oxx+lz,2 yx+|12 yxx+|zv2 +|12 ZXX+IH 0+|919,x+|929,xx)
yl z1 2,2 2,2 z,2 X
b
[M,su,, | =0, (8.10)
gdzie
_Iyuz,xx + Syuox,x - Iyzuy,xx - I(oye,xx - Ig//ye,x - |5y0
MV:EI 0 0 0 0 0 0 0 0
+;((—|Z,2uoxx—| LTRSS CATRS LATR | e—lmex—lg,zexx)
x1 ! ’ y.2 ’ z1 2 7 7.2 z2 ' z2
b
[Mxée]a =0, (8.11)
gdzie
(_I 9 x T Swuox X Ia)zuy,xx - I(oyuz,xx - Iq/we,x - Ié‘(og)vx
+(1,0, =Sy + 1oy o+ 10, + 10,0, +15,0)+
M =E' +Gl .6
0 0 0 0 0 0 0 )
g ;((I(,1 c,X’X+I,;:1 +IUl yXX+I“u +I,,1 ZXX+I,,149+IZ}¢9’ +sz<9 ) S
_Z(|gzuoxx+|32 15U yxx+|§,zu“+|32um+|329+|329X+|329XX)
x1 ! yl z1 ! 7,2 ! 0 o1 ' 02 ' X
b
[BsO, | = (8.12)
gdzie
I 6 Saz oxx+|a)z yxx+|wy Z,XX Iy/aze,x-i_lﬁwe
B:E' 0 0 0 0 0 0 0
+Z(| U 1,0+ 12,0 yxx+|§,,12uzyx+|§,§uzyxx+|z,20+|z,1249vx+|g,§9,xx)

8.3. Rozwiazanie zagadnienia

Sformutowany w poprzednim podrozdziale ukltad réwnan sprowadzono do

nastepujacej postaci macierzowej
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4

> (P (x)+ 2 R, (x))f" (x) =0 (8.13)

i=0
W celu wyznaczenia mnoznika y okreSlajagcego obcigzenie Krytyczne, rozwigzuje sie
zagadnienie wiasne, ograniczajac si¢ do ,,pierwszej” wartosci .., dla ktorej rownanie
macierzowe (8.13) ma niezerowe rozwiazanie f(X).

Odpowiadajace temu rownaniu funkcje Qi(X) (patrz wzér (4.10)) okreSlone sg w

analizowanym zagadnieniu wzorem

Qi(x,z):i(—l)j_i( j j(Pj(x)+;5Rj(x))(ji), i=12,34 (8.14)

= j-i

gdzie wystepujace we wzorach, (8.14) macierze P, oraz R, przyjmuja nastgpujaca postac:

0 1 1 2 2 2 2
0 0 0 k14 k11 0 0 k14 kll k12 k13 k14
0 1 1 2 2 2 2
_ 0 00 k24 _ k21 00 k24 _ kz1 kzz k23 k24
PO_Eo 00 K| h=E ki 0 0 K|’ P2 = k2 k2 ki k% |
34 31 34 31 32 33 34
0 1 1 2 2 2 2
0 0 O k44 k41 0 0 k44 k41 k42 k43 k44
3 3 3
0 k., ki ky 0O 0 0 O
3 3 3 3 4 4 4
P _ E I(21 k22 k23 k24 P _ E O I(22 k23 k24
TUIRE kS kS KE | YT |0 kE kY KA
31 32 33 34 32 33 34
3 3 3 3 4 4 4
k4l k42 k43 k44 O k42 k43 k44
(8.15)
0 1 1 1 1 2 2 2 2
0 0 0 I’14 r11 r‘12 I’13 r14 r11 r-12 r-13 r14
0 1 1 1 1 2 2 2 2
R — 0 00O r24 R = r21 r22 r23 r24 R. = r21 r22 r23 r24
(. 0 0 0 ro ! 17 1 1 1 1| 27| L2 2 2 2 |
34 r31 r32 r-33 r-34 r-31 r-32 r33 r-34
0 1 1 1 1 2 2 2 2
0 0 0 I’44 r-41 l’42 r43 r-44 r-41 I'-42 r-43 r44
(8.16)
3 3 3
0 r, r; 1, 0 0 0 O
3 3 3 3 3 3 3
R _ r‘21 r22 l‘23 r-24 R _ O r-22 r23 r24
37| .3 3 3 3 | 4 0 r3 r3 r3
rSl r32 r33 r34 32 33 34
3 3 3 3 3 3 3
r41 r42 r43 r44 0 r42 r43 r44
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Wspotczynniki macierzy sztywnos$ci maja postac:

* * *

0 _ 0 _ 0o _ 0 _ .

k14 - Sﬁ,x ’ k24 - I§z,xx’ k34 - I&y,xx ' k44 - Iéw,xx I(Sy/,x
1 * 1 _ o~ * 1 * 1 _ *
k11 __A,x' k14 - Sv/,x +85' k21 __Sz,xx’ k24 2D +2|5va’
1 _ o 1 _q* * 1 __g* > *

ks = _Sy,xx’ Kz, = pyoo T 2|5VYX’ Kiy = _Sw,xx + SW‘ =S,

L . .+ G

k44_ Iy/a),xx+2|é‘w,x_|y/,x_E|s,x'

2 _ - 2 _ * 2 _ * 2 _ * *

k11 =-A, k12 = Sz,x’ k13 - Sy,X’ k14 - Sa),x +S'/’ !

2 . * 2 _ * 2 _ * 2 _ * * *
k21 __Zsz,x’ k22 - Iz,xx’ k23 - Iyz,xx’ k24 - Iwz,xx +2|y/z,x + IEZ’
2 _ * 2 _q* 2 _q* 2 _ ¥ * >
|(31 __Zsy,x' k32 - Iyz,xx’ k33 - Iy,xx' k34 - Iwy,xx +2|r//y,x + I(Sy’
2 * * 2 _q* _ * * 2 _* _ *
k41 __Zsa;,x +Su/’ k42 - I(oz,xx It//z,x + I(Sz ) k43 - Iwy,xx I'//Y

- . .+ G

k44 ®,XX q/w,x+2|6a)_|y/_E|S’

3 _ o* 3 _q* 3 _Q*

klZ — Y k13 - Sy ' k14 - S(U'

3 _ - 3 _ * 3 _ * 3 _ * *
k21__Sz’ k22_2|z,x' k23_2|yz,x’ k24_2|wz,x+|y/z’

3 . - 3 _ * 3 _ * 3 _ * *

k31 Sy’ k32 - 2|yz,x’ k33 - Zly,x’ k34 - 2|(uy,x + In//y1

3 _ * 3 _ * _ * 3 _ * _ * 3 _ *
k41 Sw! k42 _2|wz,x Ir//z’ k43_2|a)y,X IV/Y’ k44 _ZI“"X’
4 _q* 4 > 4 = 4 _ = 4 _
k22_|z’ k23_|yz’ k24_|wz’ k32_|yz’ k33_|y’
4 _ > 4 _ 41"

Kiz =1z k43_|wy’ K =1,
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Wspoétczynniki macierzy sztywno$ci geometrycznej maja postac:

o

e
iy

3 0
ry, =—I

My =—

3 __IO

0 0 0
a={12),+(12)
z1 X 7,2 XX

0 0 0
+2(|M) —(lﬂl) +(|,,,2)
‘ vt/ x v2 / x 2/ xx

0 2 0 0 0 0
uz) r44:_|a,1+2|0,2 +(|0,2) +(|0,2) _pxwp
22 | xx 01 0 o1 ) x 02 ) xx
0 3 0 3 0 0 0
:Iy,z r22:2(|y,2) r23=—|zv2+|zv1 +2(|z2)
XL v2 / x yi y.2 v2 ) x

2,2

3 0 0 0 3 0
(=10, 19 42 |) r33:2(|12)
- , v.2 / x X

0 3 0 0 0
Iz),z) r43:|0,2_|0,1 +2(|0,2)
v2 / x 2,2 22 ) x

yl y.2 z1
4 _ |0 4_ |0 4_ 0 (8.18)
— Vo2 r32 — Vz2 r33 — fz2
y.2 y.2 2,2
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Poszukiwany wektor rozwigzan f(X) ma posta¢ f(x)= [on u, u, G]T, gdzie:

AN () X _
uﬁ(x)—kz_;ak[uﬂjck (Ej , f=0x,y,Z,

. (8.19)
0=>4a[0]C” (x/a) gdy A=0,

k=0

lub:

uﬁ(x):%bo[uﬂ]To[§)+ wbk[uﬂ]Tk(gj, B=0xY,2,
K= (8.20)
Hngo[H]To(x/a)+ b [0]T,(x/a), gdy A=0.

k=1

W przypadku roéwnania rozniczkowego czwartego rzedu (n = 4) nieskonczony uktad
rownan (4.11) opisujacy zaleznosci migdzy wspotczynnikami rozwinigcia poszukiwanej

funkcji f(x) okreslony jest wzorem
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(k+2+1)(k+A+2)(k+2+3)c,[ Qo (% 2)f (X)]

( +A) - 4) (k+2+3)c, ,[Qy (X 2)f (X)]

+6((k+2)" =9) (k+ 2), [Qp (%, 2)F (¥)]

((k+/1)2 4)(k+/1—3)ck+2[Q0(x,;()f(x)]
+(k+i—l)(k+/1—2)(k+/1—3)ck+4[Qo(x,z)f(x)]
+2((k+2) =9)[ (k+ 2+1)(k+A+2) 6 [Q (% 2)f (X)]
—3(k+/1—1)(k+l+2)ck_1[Ql(x,;()f (X)]
+3(k+/1+1)(k+ﬂ—2)ck+1|:Ql(x,;()f(x):|
—(k+A2=1)(k+2-2)Cy3[ Q, (% 2)F (x)]]
+4((k+2) =9)((k+2) =4)[ (k+ 2 +1)e, o [Q, (% 2)F (¥)]
—2(k+4), [ Q,(x, x)f(%)]

+(k+A-1)¢,, [ Q, (% 2)f(x)]
+8((k+ 2)" =9)((k+2)" = 4)((k+ 2) 1) [ 61 [ Qs (%, 2)F ()]
~6a[ Qs (% 2)f (x)]] (8.21)
+16((k+ 2)° =8)((k+ 2)° =4)((k+ 2)° =1) (k+ 2),[Q, (x 2)F (x)] =0,

gdy k>n.

Uktad ten, spetniony gdy k >4, nalezy uzupehi¢ czternastoma rownaniami opisujacymi
warunki brzegowe. Przy formutowaniu tych warunkéw wykorzystuje si¢ zaleznoS$ci
okreslajace warto$ci wielomianow Gegenbauera i ich pochodnych w punktach x==1
Zaleznosci te opisuja wzory (5.25) i (5.26). Przykladowe rownania opisujgce warunki
brzegowy maja posta¢ (5.27), (5.28).

Tak otrzymany nieskonczony uktad réwnan (8.21) po ,,0bcieciu” go do uktadu

skonczonego (uwzgledniamy 4M pierwszych rownan) przyjmuje postac¢

A(x)c=0 (8.22)
gdzie

A - macierz wspotczynnikow zalezna od y, dimA=4M x4M ,

:[Co[on]’co[uy]co[uz]’co[9]'"' Cu [Usc] € [u ] ]]T
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- wektor wspotczynnikdw rozwinigcia poszukiwanych funkcji opisujacych
uogoblnione przemieszczenie uktadu,

x - mnoznik obcigzenia.

Wartos¢ mnoznika obcigzenia krytycznego ., powodujacego utrat¢ stateczno$ci

wyznaczamy z warunku

det(A( ka)) =0. (8.23)

Po rozwigzanie réwnania (8.23) i wykonaniu podstawieniu y =y, . w réwnaniu (8.22)

otrzymamy jednorodny uktad rownan algebraicznych pozwalajacy na wyznaczenie formy

utraty statecznosci

A(Ziey )C=0. (8.24)

W  wyniki  rozwigzania uktadu (8.24) oOtrzymujemy ciag  wspotczynnikow

C, [uﬂ] , f=0x,y,z oraz c.[0]. Stad po zastosowaniu relacji (4.18) otrzymuje si¢
wspotczynniki a, [u ﬂ] , B=0X,Y,Z oraz a, [19] wzglednie wspotczynniki
b [u, ], B=0xy,z oraz b [6], rozwinigcia w szereg poszukiwanych funkcji (8.19) lub

(8.20), w zaleznosci od rzedu A, zastosowanych do aproksymacji, wielomianow
Gegenbauera. W dalszych obliczeniach stosowano wielomiany Gegenbauera rzedu A=0,
ktore jak wspomniano wczesniej po drobnej modyfikacji sprowadzajg si¢ do wielomianow
Czebyszewa | rodzaju oraz wielomiany rzedu A =1, 1 =1/2, tj. wielomiany Czebyszewa Il
rodzaju i wielomiany Legendre’a. Te trzy typy wiclomiandéw beda tworzyly bazy

aproksymacyjne w analizowanych w dalszej cze$ci pracy przyktadach numerycznych.

8.4. Przyklady numeryczne

Przyktad 1

W celu weryfikacji opisanego algorytmu zastosowano go do rozwigzania przyktadu
zaczerpnigtego z pracy [7]. W przykladzie tym analizuje si¢ zagadnienie zwichrzenia
niepryzmatycznej dwuteowej belki swobodnie podpartej o nastgpujagcych parametrach:
L=40miL=6,0m; E'=210GPa;v=0,3h . =ah . ; =0,6;0,8,1,0. Belka ta jest

max ?
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obcigzona na koncach momentami skupionymi M, =M, i M;=wyM, (Rys. 8.1).

W przyktadzie tym rozwazono dwa warianty:

e w wariancie | belka miata przekrdj bisymetryczny,
e w wariancie Il przekrdj belki byl monosymetryczny,

(wymiary przekrojow belki, dla obu wariantow, zostaly pokazane na Rys. 8.1)
oraz analizowano dwa schematy statyczne tj.:

e schemat | w postaci belki przegubowo-przegubowej z jedng podpora zapewniajaca
swobod¢ przesuwu na kierunku podtuznym na prawej podporze (tak jak
w pracy [7]),

e schemat Il belki przegubowo-przegubowej z zablokowanym przesuwem na

kierunku podtuznym na obu podporach.

We wszystkich schematach zatozono zablokowanie obrotu wzgledem osi podtuznej na
obu podporach ¢ =0. Dla belki z zablokowanym przesuwem na obu podporach dokonano
analizy wplywu zmiany punktu podparcia na warto$ci obcigzenia krytycznego. Analizowano

nastepujace punkty podparcia:

e $rodek srodnika,
e S$rodek cigzkosci,
e Srodek Scinania,

e spod pasa dolnego.

Przy czym dla belki o przekroju bisymetrycznym punkt srodka srodnika pokrywa si¢
Z punktem $rodka cigzkosci 1 srodka Scinania.

Obliczone, z zastosowaniem przedstawionej w pracy metody, wartosci momentow
krytycznych dla wariantu ze swobodnym przesuwem na jednej podporze przedstawiono
w Tabeli 8.1. (belka o przekroju bisymetrycznym) i w Tabeli 8.2. (belka o przekroju
monosymetrycznym). Wartosci momentéw  krytycznych dla belek o schemacie
z zablokowanym przesuwem podtuznym na obu podporach umieszczono odpowiednio
w Tabelach 8.3. — 8.8.. W Tabeli 8.1. i Tabeli 8.2. przedstawiono rowniez momenty krytyczne
otrzymane przez autoréw pracy [7]. W tabelach, dla wszystkich analizowanych przypadkow,

przedstawiono rowniez wyniki wyznaczone z wykorzystaniem MES (program Sofistik).
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Mg
—X>
3 L =:
L schemat | IR
— —>
AN =00 X
L R
L schemat II R
_A_ 0:0 Q:O_A_ X
L R
wariant | wariant 11
b, i 0,5 b;
1 L=40;60m =
E' =210 GPa
v=0,3
t hmin = ahmax t
o | Rmax a =0,6;0,8;1,0 At [« Nmax
hmax = 300 mm
bf = 150 mm
tf =10,7 mm
tw = 7,1 mm .
| I J flT !..._17
b

Rys. 8.1. Schematy statyczne oraz wymiary przekrojow poprzecznych belek

176



LLT

Tabela 8.1. Wartosci krytycznych momentow zginajacych [kNm] - wariant | belki, schemat I.

v =0,25 w =0,50 w=0,75 v =10
L a . . . .
Asgarian MES Asgarian MES Asgarian MES Asgarian MES
Praca T sofisik  Praca Tin[7] sofistk  Praca NA-[7] sofisuk  Praca NA-[7] sofisik

0,6 206,5 207,4 206,4 1747 175,5 174,6 150,1 150,8 150,1 131,1  131,7 1310

4m 0,8 219,7 220,1 219,5 186,5 186,9 186,4 160,8 161,1 160,6 140,7 1409 140,6
1,0 2329 233,0 232,6 198,3 198,3 198,1 171,3 1713 1712 150,2 150,2 150,1

0,6 118,6 118,7 118,6 100,6 100,8 100,6 86,6 86,8 86,6 75,7 75,8 75,7

6m 08 1235 123,5 123,4 105,1 105,0 105,0 90,7 90,7 90,6 79,4 79,3 79,3
10 1284 128,8 128,4 109,6 109,4 109,5 94,7 94,6 94,7 83,1 82,9 83,0

Tabela 8.2. Wartosci krytycznych momentoéw zginajacych [kNm] - wariant 11 belki, schemat I.
v =0,25 w =0,50 w=0,75 v =10
L a - - - N
Asgarian MES Asgarian MES Asgarian MES Asgarian MES
Praca G537 sofisuk  Praca FNac[7] sofisik  Praca ‘Ninc[d sofisik  Prac@ ‘i [4 Sofistik

0,6 66,0 59,0 66,0 57,7 53,9 57,7 50,7 49,0 50,7 449 44,6 449

4m 08 66,8 63,0 66,7 58,0 55,8 58,0 50,7 49,6 50,6 44,6 44,2 44,6
1,0 67,7 67,7 67,7 58,5 58,0 58,4 50,8 50,4 50,8 44,6 43,9 44,6

06 473 43,5 47,3 41,6 39,3 41,6 36,6 35,6 36,6 32,4 32,1 32,4

6m 08 475 46,4 47,5 41,5 40,2 41,5 36,3 35,7 36,3 32,0 31,7 32,0
1,0 478 46,9 47,8 41,5 41,2 41,5 36,2 35,9 36,2 31,8 31,6 31,8




Tabela 8.3. Wartosci krytycznych momentéw zginajacych [kNm], wariant | belki, schemat 11

— podparcie w $rodku $rodnika

w=0,25 w =0,50 w=0,75 w =10

MES MES MES MES
Praca gofistik ~ Pracad gofistik ~ Prac@  sofistik "8 sofistik

0,6 206,5 2064 174;7 174,6 150,1 150,1 131,1 131,0
4m 08 219,7 2195 186,5 186,4 160,8 160,6 140,7 140,6
1,0 2329 2326 198,3 1981 171,3 1712 150,2 150,1

0,6 1186 1186 100,6  100,6 86,6 86,6 75,7 75,7
6m 08 1235 1234 105,1  105,0 90,7 90,6 79,4 79,3
10 1284 1284 109,6  109,5 94,7 94,7 83,1 83,0

Tabela 8.4. Wartosci krytycznych momentow zginajacych [kNm], wariant | belki, schemat I1

— podparcie spodu pasa dolnego

w=0,25 w =0,50 w=0,75 w =10

MES MES MES MES
Praca  gofistik ~ Pracd gofistik P8  sofistik '@ sofistik

06 1984 1977 1655 165,0 141,3 140,8 122,8 1225
4m 08 2161 2156 181,8 1814 156,0  155,7 136,3 136,0
1,0 230,0 2325 197,1  196,7 169,8 169,5 148,8 148,5

0,6 98,7 98,6 81,6 81,5 69,4 69,3 60,2 60,1
6m 08 107,2 107,1 89,6 89,5 76,7 76,6 66,9 66,8
1,0 1150 1149 96,8 96,7 83,3 83,2 72,9 72,9

Tabela 8.5. Wartosci krytycznych momentow zginajacych [kNm], wariant 11 belki, schemat 11

— podparcie w $rodku $rodnika

w=0,25 w =0,50 v =0,75 v =10
L ¢ Praca S(';/Ifilj:s%k Praca S(IZ\)/il:iES%k Praca SMEEK Praca SC'\)/IfiESﬁk
0,6 879 87,8 80,4 80,3 72,5 72,4 65,0 64,8
4m 08 874 87,4 78,5 78,4 69,7 69,7 61,8 61,8
1,0 88,0 87,9 77,9 77,9 68,5 68,5 60,3 60,3
0,6 654 65,4 60,9 60,9 55,6 55,6 50,0 50,0
6m 08 64,1 64,1 58,6 58,6 52,6 52,6 46,8 46,8
1,0 63,6 63,6 57,3 57,3 50,9 50,9 45,0 45,0
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Tabela 8.6. Wartosci krytycznych momentoéw zginajacych [kNm], wariant 11 belki, schemat 11

— podparcie w $rodku cigzkos$ci

v =0,25 w =0,50 v =0,75 v =10
) “ Praca Sg/l!iEs%k Praca sMEﬁk Praca Scl\)/il‘Fsﬁk Praca S(I;/fliEsﬁk
0,6 66,2 66,0 57,9 57,7 50,9 50,7 45,0 44,9
4m 08 66,8 66,7 58,0 58,0 50,7 50,6 44,6 44,6
1,0 67,7 67,7 58,5 58,4 50,8 50,8 44,6 44,6
0,6 475 47,3 41,7 41,6 36,7 36,6 32,5 32,4
6m 08 47,6 47,5 41,5 41,5 36,4 36,3 32,1 32,0
10 478 47,8 41,5 41,5 36,2 36,2 31,8 31,8

Tabela 8.7. Wartosci krytycznych momentoéw zginajacych [kNm], wariant 11 belki, schemat 11

— podparcie w $rodku $cinania

w=0,25 w =0,50 v =0,75 v =10
- ¢ Praca Sg/il:iES%k Praca S(I;/fli%%k Praca SC'\)/ILFSEK Praca SC'\)/IfiESEK
0,6 56,3 56,2 48,2 48,1 41,7 41,7 36,7 36,6
4m 08 578 57,8 49,4 49,4 42,8 42,8 37,6 37,5
1,0 593 59,2 50,6 50,5 43,8 43,7 38,4 38,3
0,6 36,0 35,9 30,4 30,3 26,1 26,1 22,8 22,8
6m 08 372 37,1 31,5 31,5 27,2 27,2 23,8 23,8
1,0 381 38,1 32,4 32,4 28,0 28,0 24,5 24,5

Tabela 8.8. Wartosci krytycznych momentow zginajacych [kNm], wariant 11 belki, schemat 11
— podparcie spodu pasa dolnego

w=0,25 w =0,50 v =0,75 v =10
: ¢ Praca S(';/Ifilj:s%k Praca S(IZ\)/il:iES%k Praca SMEEK Praca SC'\)/IfiESﬁk
0,6 632 63,0 54,3 54,2 47,1 47,0 41,4 41,3
4m 08 652 65,1 56,1 56,0 48,6 48,6 42,7 42,6
10 67,2 67,1 57,7 57,6 50,0 50,0 43,9 43,8
0,6 39,1 39,0 33,0 32,9 28,3 28,2 24,7 24,6
6m 08 40,8 40,7 34,6 34,5 29,8 29,8 26,1 26,1
10 421 42,1 35,9 35,9 31,0 31,0 27,2 27,2
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Przyktad 2
Kolejnym przyktadem zaczerpnigtym z pracy [7] jest belka wspornikowa obcigzona na

swoim swobodnym koncu sitg skupiong P = y przytozong do $rodka $cinania C przekroju
poprzecznego. Analizowane sg dwa rodzaje belek bisymetrycznych:

e wspornik ze stala szerokos$cig potki b, i liniowo zmienng wysoko$cia $rodnika

=c¢h

h

p,min p,max !

e wspornik o stalej wysokosci h . 1 liniowo zmiennej szeroko$ci poiki

Brin = ﬂbmax '
Wymiary przekrojow poprzecznych analizowanych belek przedstawiono na Rys. 8.2.
W obliczeniach przyjeto rézne dlugosci belek L. Pozostate parametry przyjmujg takie same
warto$ci jak w Przyktadzie 1.

Obliczone warto$ci sity krytycznej B, przedstawiono w Tabeli 8.9. i podobnie jak

W Przyktadzie 1 poréwnano je z wynikami podanymi przez autorow w [7] oraz z wynikami

wyznaczonymi z wykorzystaniem MES.

k7 P
e J— lhmm:ahmx
A |
L7 :
:: L =:
bfmax bfmin
3 g L=6,0;80m;100m =~ g
! I} E'=210GPa i I3
v=0,3
hmin = othmax
a=0,2;04,0,6;0,8; 1,0
tlv’ <~ Nmax bfmin: lefmax tlv» - - Nimin
£ =0.2;04;0,6;08;1,0
hmax = 600 mm
| bfmaX: 150 mm
L ...y t,=12,7mm L ...y
f tw = 9,5 mm

Rys. 8.2. Belka wspornikowa oraz wymiary przekrojow poprzecznych
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Tabela 8.9. Wartosci sity krytycznej [kKN] powodujacej zwichrzenie belki wspornikowe;j

Zbiezny $rodnik Zbiezne pasy
a MES MES
L |,UBb Praca Asgarian i SIOﬁSt”; ABI\//IAEQSUS Praca  Asgarian i in. SIOﬁStik ABI\//AI\%SUS
dim=20 in. [7] prefowe elementy dim=20 [7] Ie)re?g)%‘r/]é elementy
7DOF plytowe 7DOF plytowe
0,2 41,99 42,72 41,89 42,88 13,71 14,35 13,69 13,46
6m 04 43,52 43,58 43,26 43,30 21,65 22,34 21,61 21,20
0,6 44,94 44,65 44,55 43,89 29,76 30,02 29,69 29,02
0,8 46,08 45,08 45,77 44,75 38,23 38,32 38,11 37,24
1,0 47,18 - 46,93 45,87 47,18 - 46,93 45,87
0,2 20,72 20,92 20,69 20,89 7,03 7,33 7,03 6,91
04 21,43 21,42 21,28 21,21 10,89 11,19 10,88 10,66
sm 0,6 21,99 21,81 21,86 21,59 14,77 14,92 14,75 14,45
0,8 22,52 22,13 22,42 22,05 18,81 18,87 18,77 18,40
1,0 23,05 - 22,97 22,57 23,05 - 22,97 22,57
0,2 12,20 12,24 12,16 12,18 4,25 4,42 4,25 4,18
0,4 12,53 12,52 12,46 12,37 6,49 6,64 6,49 6,36
1om 0,6 12,82 12,59 12,76 12,60 8,71 8,80 8,70 8,53
0,8 13,11 11,60 13,06 12,86 11,00 11,04 10,98 10,78
1,0 13,39 - 13,36 13,14 13,39 - 13,36 13,14




Przyktad 3
Podobnie jak w Przyktadzie 2 analizowana jest belka wspornikowa o statej wysokosci

h i liniowo zmiennej szeroko$ci potki b, = /b, . W tym przykladzie belka na calej

p,max mi
swojej dtugosci jest obcigzona rOwnomiernie roztozonym obcigzeniem (= y . Przyjmuje si¢
trzy rézne punkty przylozenia obcigzenia: $rodek ciezkosci, potke gorng i1 potke dolna.
Analizowano belki o r6znej dtugosci belek L. Pozostate parametry przyjmuje si¢ podobnie

jak w Przyktadzie 2. Wyznaczone wartosci obcigzenia krytycznego ¢, przedstawiono

w Tabeli 8.10. i porownano z wartosciami uzyskanymi za pomocg MES.

Tabela 8.10. Wartos$ci obcigzenia krytycznego [kN/m] powodujacego zwichrzenie belki

wspornikowej

Pas gérny Srodek $cinania Pas dolny
L B
MES MES MES
Praca sofistik A% sofistik P sofistik
02 7,62 7,57 1294 12,88 18,97 18,91

04 9,19 9,16 17,39 17,31 26,13 26,03

om 0,6 10,60 10,55 21,84 21,73 33,40 33,27
08 11,89 11,83 26,41 26,25 40,95 40,79
1,0 13,11 13,04 31,11 30,89 48,81 48,63
02 3,20 3,18 4,81 4,79 6,57 6,56
04 3,89 3,88 6,35 6,33 8,89 8,87
sm 0,6 4,52 4,50 7,89 7,86 11,24 11,21
0,8 510 5,08 9,47 9,42 13,66 13,62
1,0 5,66 5,63 11,09 11,03 16,16 16,13
0,2 1,63 1,62 2,27 2,26 2,95 2,94
0,4 2,00 1,99 2,96 2,95 3,93 3,92
om 06 233 2,32 3,64 3,63 4,92 4,90
08 2,64 2,63 4,33 4,32 5,93 591
1,0 294 2,93 5,04 5,02 6,98 6,96

8.5. Analiza otrzymanych wynikéw

Testy numeryczne potwierdzity poprawno$¢ algorytmu zastosowanego do rozwigzania
problemu zwichrzenia niepryzmatycznej cienko$ciennej belki dwuteowej o przekroju

otwartym. Poréwnania wykazaly bardzo dobrg zgodno$§¢ pomiedzy wyznaczonymi
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momentami Krytycznymi i sitami krytycznymi oraz warto$ciami podanymi przez autoréw [7]
I wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem MES. Wigksze réznice mozna zauwazy¢ dopiero
W Przyktadzie 2, gdzie warto$ci uzyskane przez autora sg o okoto 0,3-13,0% wyzsze niz
podane w [7], ale r6znig si¢ tylko nieznacznie od wartosci uzyskanych za pomocg MES.

Na uwage zashuguje fakt istotnego wplywy zmiany lokalizacji punktu podparcia na
no$nos¢ zwichrzeniowa belki dwuteowej. Wplyw ten analizowano w Przyktadzie 1. Efekt
zmiany punktu podparcia widoczny jest zarowno dla belki o przekroju bisymetrycznym jak
i dla belki o przekroju monosymetrycznym, przy czym dla belki o przekroju
monosymetrycznym wplyw zmiany przesuni¢cia punktu podparcia jest wigkszy. Dla
analizowanego przyktadu podparcie w §rodku $cinania w skrajnych przypadkach zmniejszato
nosnos¢ zwichrzeniowa o 54,4% w stosunku do podparcia w srodku srodnika. Efekt zmian
nosnosci krytycznej wynikajacy ze zmiany lokalizacji punktu podparcia jest zwigzany
z pojawieniem si¢ istotnej sktadowe;j sity osiowej oraz zmiany lokalizacji punktu podparcia
wzglgedem osi obrotu wyznaczonej przez $rodki Scinania. Analiza tego zjawiska jest wazna
Z praktycznego punktu widzenia i pokazuje, ze pominigcie w analizie uktadu faktycznej
lokalizacji punktu podparcia moze generowac¢ istotne réznice w wynikach i moze prowadzi¢
do zawyzenia obliczonej nosnosci krytycznej w stosunku do stanu faktycznego.

Podobny efekt zmiany nos$nosci krytycznej obserwowano w przypadku zmiany
lokalizacji poziomu obcigzenia w Przyktadzie 3. Przy czym efekt ten dla belek
pryzmatycznych jest powszechnie znany w literaturze i uwzgledniony w opracowaniach
normowych i programach inzynierskich. Dla analizowanego przyktadu no$no$¢ Krytyczna jest
najmniejsza, gdy obcigzenie zlokalizowane jest na pasie gornym tj. powyzej osi obrotu
wyznaczonej przez osi $rodkow $cinania. Najwieksza no$no$¢ krytyczna otrzymujemy

w przypadku lokalizacji obcigzenia na spodzie pasa dolnego tj. ponizej osi obrotu.
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9. Analiza statecznosci cienkoSciennego ukladu pretowego

9.1. Wprowadzenie

Prezentowana metoda analizy drgan wilasnych oraz analizy utraty statecznosci nie
ogranicza si¢ jedynie do pojedynczych wyizolowanych pretow konstrukcyjnych. W celu
zobrazowania tego, opisany model oraz przedstawiong metode zastosowano do analizy utraty
statecznos$ci prostego uktadu pretowego. Przedstawiony sposéb postgpowania pokazuje, ze
metode tatwo mozna wykorzysta¢ do analizy bardziej ztozonych uktadoéw konstrukcyjnych.
Metoda moze by¢ zastosowana do analizy zagadnienia wilasnego oraz zagadnienie utraty
stateczno$ci dla dowolnego przestrzennego uktadu pretowego.

W dalszej czgsci niniejszego rozdzialu przedmiotem analizy jest prosta rama ztozona
ze shupa i rygla. Stup i rygiel wykonane sg z pretow niepryzmatycznych o przekrojach
dwuteowych bisymetrycznych. Rama obcigzona bedzie pionowa sita skupiong przytozona
W swoim narozu w srodku $rodnika.

We wszystkich przyktadach w celu weryfikacji poprawnosci przestawionego modelu
i skutecznosci metody rozwigzania, wyniki otrzymane z zastosowaniem prezentowanej

W pracy metody, porownano z wynikami wyznaczonymi z wykorzystaniem MES (program
SOFISTIK).

9.2. Sformulowanie zagadnienia

Sprzezone réwnania opisujace zagadnienie utraty stateczno$ci sg identyczne
Z rbwnaniami zawartymi w poprzednim rozdziale. Dla kazdego preta uktadu generowane sg
odrgbne podmacierze sztywnos$ci i sztywnos$ci geometrycznej zgodnie z procedurg pokazang
w poprzednim rozdziale. Nastepnie, wykorzystujac warunki zgodno$ci migdzy
przemieszczeniami uogdlnionymi i sitami przyweztowymi potaczonych pretow, podmacierze
te sa agregowane w globalng macierz sztywnosci i1 globalng macierz sztywnosSci
geometrycznej uktadu. Nowa cecha wygenerowanych rownan sa dodatkowe sprzezenia
wystepujace w warunkach brzegowych zarowno kinematycznych jak i kinetycznych
zapewniajagce zgodno$¢ przemieszczen 1 sit przywezlowych w miejscu polaczenia
poszczegblnych pretow. Przyjeto, ze elementy pretowe taczone sg ze sobg, za posrednictwem
sztywnych elementow weztowych (patrz Rys. 9.1 i Rys. 9.2). Dodatkowo zatozono ze lokalne

osie podluzne X pretdw przecinajg si¢ w punkcie A.
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N

X

Rys. 9.1. Uogdlnione przemieszczenia dla stupa i rygla

SCS=(C,C3)
SCR=(CR,cH)

4

Rys. 9.2. Uogo6lnione sity wewnetrzne dla stupa i rygla
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Kinematyczne warunki zgodnos$ci przemieszczen przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

U R — U S
R _ s
Uy=-U/,
U R — U S
o (9.1)
R S
Us,,=6",
U R — _U S
o° =Uysvx.
Kinetyczne warunki zgodno$ci przemieszczen przedstawiaja si¢ nastepujaco:
N R — _QS
Q) -0}
QZR = _NS ’
(9.2)
R S
My =M],
M =-M?+C;Q; -C,Q;,

y y

M = -M® +CRQ" —~CFQF.

Dodatkowo z uwagi na wzajemne usztywnienie pretow ramy, przyjmujemy, ze w wezle ramy
zachodzi warunek braku spaczenia:
R
g, =0,

’ (9.3)
6° =0.

9.3. Przyklady numeryczne

W przykladzie numerycznym analizuje si¢ zagadnienie utraty statecznosci
niepryzmatycznej ramy stalowej zbudowanej z dwoch pretow o przekroju dwuteowym
0 nastepujacych parametrach: L=4,0m;6,0 m;8,0m; E'=210GPa;v =0,3 oraz stopniach
zbieznosci h,, =ah ,; @=0,2;0,4;0,6;0,8,1,0; b, =/Ab,..6=02 04 0,6;0,8 10.
Rama ta jest obcigzona w narozu sitg skupiong przylozong w $rodku $rodnika P =y (Rys.
9.3.). W przykladzie tym rozwazono ram¢ 0 bisymetryczny przekr6j pretow. Wymiary
przekrojow ramy zostalty pokazane na Rys. 9.3, dla ramy przeanalizowano dwa schematy

statyczne tj.:

186



e schemat | w postaci ramy z podporami przegubowymi z zablokowanym przesuwem
na podporach we wszystkich kierunkach oraz z zablokowanymi obrotami na
kierunku podtuznym w miejscu podpér stupa i rygla,

e schemat Il w postaci ramy z podporami utwierdzonymi z zablokowanym
przesuwem i obrotami na podporach we wszystkich kierunkach.

We wszystkich schematach zatozono zablokowanie przesuwu na kierunku
prostopadtym do plaszczyzny ramy wezta w ktérym przytozono sit¢ skupiong, miejsce
podparcia pokrywa si¢ z miejscem przylozenia sity skupione;j.

Obliczone z zastosowaniem przedstawionej w pracy metody wartosci sit krytycznych
przedstawiono w Tabelach 9.1. i 9.2.. W tabelach przedstawiono réwniez sity krytyczne

obliczone z wykorzystaniem MES (program Sofistik).

P P
Nmax Nimin Nmax hmink
- jbfmax - bfminezo = jbfmax L bfmin&
3 |3 3 |3
e = e =
X
— schemat | % — schemat 11
Z
c| g| £
CE Qq_ SE Q‘.—
AN /774
0=0
bfmax
: L L=4,0;6,0;80m
L J E'=210 GPa
v=0,3
hmin = ahmax
a=0,2:04:06:08;1,0
tlv’ [+— hmax bfmin: ﬁbfmax
£ =0,2;04;06;0,8; 1,0
hmax =300 mm
bf = 150 mm
tfI 1 tf =10,7 mm
tw=7,1 mm

Rys. 9.3. Schematy statyczne oraz wymiary przekrojow poprzecznych
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Tabela 9.1. Wartosci sity krytycznej [kN] dla ramy o schemacie |

o Zbiezny $rodnik Zbiezne pasy
- I,uBb Praca Scl\)/lli%ak Praca SME% K
0,2 774,48 779,33 84,88 85,80
0,4 774,70 779,57 209,73 211,69
4m 0,6 774,82 779,76 367,85 370,96
0,8 774,81 779,93 556,67 560,95
1,0 774,67 780,09 774,67 780,09
0,2 345,18 346,83 37,78 38,11
0,4 345,24 346,88 93,38 94,07
6m 0,6 345,53 346,93 163,84 164,89
0,8 345,53 346,98 248,09 249,43
1,0 345,50 347,02 345,50 347,02
0,2 194,32 195,15 21,27 21,43
0,4 194,34 195,20 52,56 52,91
8m 0,6 194,48 195,22 92,21 92,75
0,8 194,48 195,24 139,64 140,33
1,0 194,47 195,26 194,47 195,26

Tabela 9.2. Wartosci sity krytycznej [kN] dla ramy o schemacie 11

o Zbiezny $rodnik Zbiezne pasy
- I%b Praca qu:iEs% K Praca MES Sofistik

0,2 1582,84 1587,85 167,14 170,90
0,4 1581,57 1590,20 421,75 429,39

4m 0,6 1583,93 1592,73 745,33 757,93
0,8 1581,45 1595,43 1135,43 1149,08
1,0 1578,46 1598,27 1578,46 1598,27
0,2 705,78 708,12 74,60 75,78
0,4 705,58 708,63 188,40 190,47

6m 0,6 707,12 709,17 333,06 336,39
0,8 706,61 709,74 507,59 510,32
1,0 706,00 710,34 706,00 710,34
0,2 397,35 398,77 42,02 42,59
0,4 397,29 398,95 106,16 107,06

8m 0,6 397,13 399,13 187,70 189,11
0,8 396,94 399,32 284,87 286,95
1,0 396,72 399,53 396,72 399,53

188



9.4. Analiza otrzymanych wynikéw

Testy numeryczne potwierdzity poprawno$¢ algorytmu. Poréwnania wykazaty bardzo
dobra zgodnos¢ pomiedzy wyznaczonym obcigzeniem krytycznym z wynikami uzyskanymi
z wykorzystaniem MES.

W analizowanym przyktadzie numerycznym wplyw zmiany wysokosci $rodnika miat
znikomy wplyw na no$no$¢ krytyczng. Istotny wplyw na zmiang¢ no$nosci krytycznej miata
zmiana szeroko$ci pasOw z uwagi na charakter utraty statecznosci w postaci wyboczenia
stupa z ptaszczyzny ramy.

Zaprezentowana metoda moze by¢ wykorzystana do wyznaczania dhugosci
wyboczeniowych shlupéw dla ram o weztach przesuwnych w przypadku pretow
niepryzmatycznych. Metoda moze réwniez by¢ z powodzeniem zastosowana do analiz
bardziej ztozonych uktadéw pretowych z uwzglednieniem wptywow ktore byty analizowane
w poprzednich rozdziatach. Mozna ja réwniez zastosowac do bardziej ztozonych przekrojow
poprzecznych wystepujacych w uktadach pretowych. Metoda nie ogranicza si¢ do ptaskich
ustrojow pretowych i moze z powodzeniem by¢ wykorzystana do analizy przestrzennych

uktadow pretowych.
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10. Podsumowanie

W pracy wyznaczono zaleznosci opisujacych przemieszczenie przekroju
poprzecznego preta cienkosciennego 0 dowolnie zmiennym przekroju otwartym, przy
uwzglednieniu zatozeniu Wiasowa [121], wyprowadzono zaleznosci kinematyczne dla
przemieszczen preta cienkosciennego. Wyprowadzono réwniez zalezno$ci opisujace stan
odksztatcen 1 stan naprezenia dla zagadnienia liniowego i1 nieliniowego. Opisane zalezno$ci
wyprowadzono wzgledem dowolnej prostoliniowej osi odniesienia.

Nastepnie dla wyprowadzonych zaleznosci kinematycznych, opisu stanu odksztatcenia
i stanu naprezenia zastosowano metody wariacyjne w tym zasad¢ minimum energii
potencjalnej oraz zasad¢ minimalnego dziatania Hamiltona. Na podstawie wariacji
funkcjonatlow energii potencjalnej, Kinetycznej oraz pracy obcigzenia zewngtrznego
wyprowadzono sktadniki réwnan przemieszczeniowych opisujacych zachowanie preta
cienkosciennego dla podstawowych zagadnien mechaniki w szczegdlnosci dla zagadnienia
wlasnego 1 zagadnienia utraty stateczno$ci. RoOwnania opisujace zagadnienia mechaniki
pretow cienko$ciennych wyprowadzono wzglgdem prostoliniowej osi odniesienia.

Na podstawie wyznaczonych rownan opisujacych zagadnienie drgan i statecznosci
niepryzmatycznych, cienkosciennych elementéw konstrukcji pretowych opracowano
algorytmy wykorzystywane do rozwigzania wyprowadzonych rownan. Algorytmy te zostaty
opracowane z zastosowaniem twierdzenia opisujacego metod¢ przyblizonego rozwigzywania
rownan rozniczkowych zwyczajnych z wykorzystaniem wielomianéw ortogonalnych
Gegenbauera (patrz [52][53]). W metodzie tej uktad rownan rézniczkowych 0 zmiennych
wspoéiczynnikach sprowadzony zostaje do nieskonczonego uktadu rownan algebraicznych.
Niewiadomymi nieskonczonego uktadu rownan algebraicznych sa wspotczynniki rozwinigcia
poszukiwanych funkcji rozwigzania w szeregi Gegenbauera. Posta¢ tych algorytmow
umozliwia rozwigzanie ukladow, ktorych zmienne parametry opisane s3 dowolnymi
funkcjami. Wymagane jest jedynie, by pewne liniowe kombinacje tych funkcji i ich
pochodnych dawaty si¢ rozwing¢ w zbiezne szeregi Gegenbauera. Uzyskane algorytmy
prowadza do nieskonczonego uktadu rownan algebraicznych. Wspodtczynniki tych réwnan sg
opisane zamkni¢tymi formutami analitycznymi.

W pracy analizowane byly niepryzmatyczne prety cienkoscienne, ktorych osie
srodkow cigzkosci 1 $rodkow S$cinania w ogdélnym przypadku nie sg prostoliniowe.

Wyprowadzone zostaty rownania rézniczkowe, opisujgce drgania wlasne i zagadnienie utraty
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stateczno$ci takich pretow oraz przedstawiono ich rozwigzanie z wykorzystaniem
aproksymacji szeregami Gegenbauera oraz opisanego w [52] twierdzenia.

W ramach przyktadéw analizowano zagadnienie wilasne i zagadnienie utraty
statecznosci wraz z przyktadami numerycznymi. Wyprowadzone w tym przypadku rownania
rézniczkowe, opisujace drgania wlasne preta cienko$ciennego 1 zagadnienie utraty
stateczno$ci, stanowia uklad czterech sprzgzonych ze sobg roéwnan rézniczkowych czwartego
stopnia o zmiennych wspoétczynnikach.

W ramach przyktadow numerycznych przeanalizowano wplyw rozmiaru bazy
aproksymacyjnej na doktadno$¢ wynikoéw dla zagadnienia wlasnego. Oszacowano zalecang
wielkosci bazy aproksymacyjnej dla przekroju monosymetrycznego na poziomie 15
wielomianow aproksymacyjnych, dla przekroju bez cech symetrii, z uwagi na sprz¢zenia,
zasadne jest zastosowanie nieznacznie wigkszej bazy aproksymacyjnej sktadajacej z 20
wielomianow aproksymacyjnych. Dodatkowo przeanalizowano wplyw uproszczen
polegajacych na pominigciu parametru S opisujacego nachylenie $cianek w stosunku do osi
podtuznej belki oraz pominigciu dodatkowych sktadnikéw zawierajacych pochodne funkcji
opisujacych zmienne potozenia $rodkéw $cinania. Stwierdzono, ze pominigcie parametru S
dla analizowanych przyktadow, powodowalo réznice w czgstosciach wlasnych na poziomie
do 0,1%. Pozwala to na wyciaggni¢cie wniosku, ze wplyw parametru £ jest numerycznie
pomijalny. Natomiast w przypadku pominigcia pochodnych funkcji C, (x),C,(x) roznice
w wynikach wynosity maksymalnie okoto 3%. Te rezultaty rowniez pozwalaja na
wyciagnigcie wniosku, ze wplyw pominigcia pochodnych funkcji Cy(X),CZ (X) y
praktycznego punktu widzenia jest dopuszczalny. Jednak nalezy mie¢ na uwadze, ze
analizowane przyktady charakteryzowaly si¢ stosunkowo nieduza niepryzmatycznoscig
powodujaca nieduza zmiennoscig potozenia osi $rodkéw $cinania, a co za tym idzie ich
pochodne byly mate. W przypadku gdy ta zmienno$¢ bytaby wigksza oraz w przypadku
stosowania zaproponowanej w niniejszej rozprawie metody do weryfikacji innych metod
numerycznych, zasadne jest uwzglednienie wplywy pochodnych funkeji C, (x),C, (x).

W pracy zbadano wptyw na rozwigzanie zagadnienia drgan wiasnych pretow czynnika
zwigzanego z geometrig preta i jego schematem statycznym. Przedmiotem analizy byto
réwniez sprawdzenie, jaki wptyw na rozwigzanie zagadnienie wlasnego ma zmiana punktu

podparcia (przy czym zmiana polozenia tego punku odbywata si¢ tylko w ramach ustalonego

tego samego przekroju preta). Analiza tego zagadnienia, w znanej autorowi niniejszej pracy
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literaturze, jest pomijana. Na podstawie wykonanych analiz stwierdzono, ze zmiana tego
punktu ma istotny wplyw na otrzymywane wyniki. W skrajnych przypadkach zmiana punktu
podparcia w ramach ustalonego przekroju poprzecznego preta generowala roznice w
czestoSciach wlasnych wynoszace 51,4%. Dodatkowo przy zmianie punktu podparcia
zmieniata si¢ rowniez kolejno$¢ form wiasnych i ich charakter. Najwigksze roznice obserwuje
si¢ w przypadku belki ze swoboda obrotu wzgledem osi podtuznej na jednej z podpor.

W przypadku zagadnienia wlasnego dokonano rowniez poréwnania wynikow przy
zastosowaniu roznych wielomiandw aproksymacyjnych przy réznych wielkosciach bazy
aproksymacyjnej. Stwierdzono, ze w przypadku analizowanych przyktadow, réznice
wynikow dla wszystkich trzech typow wielomianow aproksymacyjnych branych pod uwagg,
sg niewielkie.

W pracy wykonano réowniez analize wptywu na rozwigzania zagadnienia wlasnego
,hiewielkiego” zakrzywienia osi preta przy zachowaniu tego samego przekroju poprzecznego.
Otrzymane wyniki pokazaty istotne zmiany iloSciowe i jakosciowe W poréwnywanych
rozwigzaniach. W zakresie czestoSci wlasnych znaczne roznice dotycza poczatkowych
czestosci, natomiast w zakresie form wlasnych istotne zmiany dotycza wszystkich 10
analizowanych form wiasnych. Znaczne zmiany czgstosci w poréwnywanych parach belek
dotycza dwoch pierwszych czestosci wlasnych. Wzgledne réznice (w odniesieni do wartosci
wyznaczonych dla belek o osi prostoliniowej) zawarte sg w przedziale od 13,9% do 29,9%.
Dla dalszych czestosci wtasnych réznice sa znacznie mniejsze 1 mieszczg si¢ w przedziale od
0,1% do 4,7%. Jakosciowe zmiany, ktore pojawialy si¢ w formach wilasnych belek o osi
0 ,,niewielkim” zakrzywieniu, polegaly na wystgpieniu w tych formach sprzezen drgan.
Sprzezenia wystgpowaty migdzy drganiami gietnymi By lub B,, a drganiami skretnymi T.
W przypadku, zakrzywienie osi belki w plaszczyznie Xz wystepowato sprzezenie drgan
skretnych T z drganiami gietnymi By (drganiami prostopadtymi do plaszczyzny zakrzywienia
osi). Analogicznie w przypadku zakrzywienia osi belki w ptaszczyznie Xy w formach
wlasnych pojawiajg si¢ sprzezenia miedzy drganiami skretnymi T 1 drganiami prostopadtymi
do plaszczyzny zakrzywienia osi tj. drganiami B,. Oprécz sprzezen gietno-skretnych
w formach wlasnych pojawiaja si¢ sprz¢zenia migdzy drganiami gi¢tnymi i podtuznymi. W
tym przypadku, jezeli o$ belki jest zakrzywiona w plaszczyZnie Xz, to powstaje sprz¢zona
forma BzA . Analogicznie w przypadku zakrzywienia osi w plaszczyznie Xy generowana jest

forma ByA.
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W ramach analizy zagadnienia utraty stateczno$ci pretow cienkoSciennych,
rozwigzano zagadnienie zwichrzenia belki przegubowo-przegubowej o liniowo zmiennym
monosymetrycznym 1 bisymetrycznym przekroju poprzecznym, obcigzonej momentami
skupionymi na koncach. W analizie uwzgledniono zmiane lokalizacji punktu podparcia
w ustalonym przekroju podporowym. Efekt zmiany punktu podparcia widoczny byt zarowno
dla belki o przekroju bisymetrycznym jak i dla belki o przekroju monosymetrycznym, przy
czym dla belki o przekroju monosymetrycznym wplyw zmiany przesuni¢cia punktu podparcia
jest wiekszy. Dla analizowanego przyktadu podparcie w s$rodku $cinania w skrajnych
przypadkach zmniejszato no$nos¢ zwichrzeniowg o 54,4% w stosunku do podparcia w §rodku
$rodnika. Przeanalizowano réwniez przyktad belki wspornikowej o liniowo zmiennym
bisymetrycznym przekroju poprzecznym, obcigzong silg skupiong na koncu wspornika.
Dokonano réwniez analizy wptywu punktu przylozenia obcigzenia dla niepryzmatycznej belki
bisymetrycznej o obcigzeniu rOwnomiernie roztozonym.

W pracy zaprezentowano rowniez metode analizy stateczno$ci  pretow
cienkosciennych do rozwigzania zagadnienia stateczno$ci prostego niepryzmatycznego
ukladu pretowego w postaci ramy ztozonej z dwodch pretow o liniowo zmiennym
bisymetrycznym przekroju poprzecznym obcigzonej sita skupiona w wezle. Testy
numeryczne potwierdzity poprawnos$¢ algorytmu. Poréwnania wykazaty bardzo dobra
zgodno$¢ pomiedzy wyznaczonym obcigzeniem krytycznym z wynikami uzyskanymi
z wykorzystaniem MES. Roéznice migdzy otrzymanymi wynikami miescity si¢ w zakresie
okoto 1%. W analizowanym przykladzie numerycznym wplyw zmiany wysokosci srodnika
mial znikomy wptyw na nosnos$¢ krytyczng. Istotny wplyw na zmiang nos$nosci krytyczne;j
miata zmiana szeroko$ci pasOw z uwagi na charakter utraty stateczno$ci w postaci
wyboczenia shupa z plaszczyzny ramy. Zaprezentowana metoda moze by¢ wykorzystana do
wyznaczania dtugosci wyboczeniowych stupow dla ram o weztach przesuwnych w przypadku
pretow niepryzmatycznych.

Otrzymana w pracy koncowa posta¢ ukladu réwnan pozwala na bezposrednie
rozwigzanie zagadnienia drgan wlasnych i stateczno$ci niepryzmatycznych, cienkosciennych
elementow konstrukcji pretowych o dowolnych parametrach. Wystarczy tylko podstawi¢ we
wzorach okreslajacych wspoiczynniki uktadu rownan odpowiednie funkcje okreslajace
parametry pretow. W przypadku zmiany warunkow podparcia nalezy rowniez zmodyfikowac
roOwnania okre$lajace warunki brzegowe. Metoda moze réwniez by¢é z powodzeniem
zastosowana do analiz bardziej ztozonych uktadow pretowych z uwzglednieniem wplywow

ktore nie byly analizowane w niniejszej pracy. Mozna jg réwniez zastosowa¢ do bardziej
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ztozonych przekrojow poprzecznych wystepujacych w ukladach pretowych. Metoda nie
ogranicza si¢ do plaskich ustrojow pretowych i moze z powodzeniem by¢ wykorzystana do
analizy przestrzennych uktadow pretowych.

Rozwigzane przyktady numeryczne pokazuja duza zgodnos¢ otrzymanych wynikow
z wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem innych metod: metody elementow skonczonych,
aproksymacji klasycznymi szeregami potegowymi Taylora. Ponadto w szczegdlnych
przypadkach, gdy problem ma zamknigte rozwigzanie analityczne, zaobserwowano bardzo
duza doktadno$¢ wynikow otrzymanych przy uzyciu przedstawionej metody. Otrzymane
rozwigzania praktycznie nie r6znity si¢ od wynikdw wyznaczonych analitycznie.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze rozwigzanie z wykorzystaniem wielomianéw Gegenbauera
umozliwia wyznaczenie wyzszych czgstosci wlasnych analizowanego uktadu niz rozwigzanie
uzyskane z zastosowaniem aproksymacji szeregami potegowymi Taylora (przy jednakowym
rozmiarze bazy aproksymacyjnej).

Przedstawione przyktady i uzyskane wyniki pokazuja zatem, ze rozwigzania
otrzymane z wykorzystaniem przedstawionej w pracy metody sg obarczone bardzo malymi
btgdami wzglednymi, nawet o kilka rzedéw mniejszymi niz rozwigzania uzyskane innymi
metodami. Otrzymane rozwigzania moga zatem stluzy¢ do testowania innych metod
rozwigzania. Rozwigzane w pracy przyktady pokazuja takze, ze uzyskanie doktadnych
wynikow wymaga stosunkowo nieduzej bazy aproksymacyjnej. Aproksymacja kazdej
z poszukiwanych funkcji okolo 15-20 wyrazami szeregu daje wystarczajaco dokladne
rozwigzania.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze wyprowadzone algorytmy umozliwiaja
rozwigzanie uktadu o dowolnych parametrach geometrycznych i mechanicznych, zatem
przedstawiona w pracy metoda jest ogolna. Pordwnanie otrzymanych wynikow z wynikami
uzyskanymi z zastosowaniem innych metod potwierdzito poprawno$¢ przedstawionej
metody. Mozna takze stwierdzi¢, ze prezentowana metoda dobrze przybliza rozwigzanie
doktadne, dajac bardzo male biedy wzgledne, za$§ uzyskanie wystarczajaco doktadnych
wynikow wymaga stosunkowo niewielkiej bazy aproksymacyjnej.

Zaleta metod aproksymacyjnych jest wuzyskiwanie rozwigzania w postaci
potanalityczej, ktora to umozliwia dogodne wykonywanie dalszych przeksztalcen. Nastepnie
dla wyprowadzonych zalezno$ci kinematycznych, opisu stanu odksztalcenia 1 stanu
naprezenia dla niepryzmatycznych konstrukcji cienkos$ciennych mozliwe jest prowadzenie

dalszych badan.
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Obszernos¢ 1 zlozono$¢ probleméw dotyczacych mechaniki pretowych konstrukcji
cienkosciennych powoduje, ze niniejsza praca stanowi potencjalny punkt wyjscia do
dokonywania dalszych bardziej ztozonych analiz takich jak np. analiza drgan wymuszonych
kinematycznie, analiza wptyw usztywnien na dtugosci preta, analiza wplywow nieliniowych.
Opracowane réwnania, opisujace mechanike pretowych konstrukcji cienkosciennych i
algorytmy ich rozwigzywania przy nieznacznych modyfikacjach moga by¢ z powodzeniem
zastosowane do analizy innych zagadnien dotyczacych pretowych — konstrukeji

cienkos$ciennych, nie poruszanych w niniejszej rozprawie.
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Streszczenie

Przedmiotem analizy w niniejszej pracy bylo zagadnienie drgan wlasnych
| zagadnienie utraty statecznos$ci dla niepryzmatycznych, cienkosciennych elementow
konstrukcji pretowych. Rozwazane byly niepryzmatyczne prety cienkoscienne 0 dowolnej
zmienno$ci parametrow geometrycznych na dlugosci preta. W przypadku ogoélnym tj.
w przypadku braku cech symetrii przekroju poprzecznego, osie wyznaczone przez $rodki
ciezkosci 1 $srodki $cinania przekrojow poprzecznych sg osiami krzywoliniowymi zaréwno
W plaszczyznie pionowej jak i w plaszczyznie poziomej. Wykorzystujac bezmomentowa
teoric powlok oraz zalozenia teorii Wlasowa, zagadnienia drgan wiasnych i utraty
statecznosci dla takich pretéw cienkos$ciennych zostaly opisane uktadem rownan
rézniczkowych czwartego stopnia o zmiennych wspoétczynnikach. Réwnania wyprowadzone
zostaty wzgledem dowolnej prostoliniowej osi odniesienia. W celu rozwigzania otrzymanego
uktadu réwnan rézniczkowych, zastosowano metodg aproksymacyjna, w ktorej rozwigzan
poszukuje si¢ w postaci rozwini¢¢ funkcji przemieszczen uogoélnionych w szeregi
wielomianow ortogonalnych Gegenbauera. W wyniku zastosowania tej metody otrzymano
nieskonczony uklad réwnan algebraicznych. Wyprowadzone réwnania pozwalaja na
bezposrednie  wyznaczenie  wspétczynnikow  rozwinig¢  poszukiwanych  funkcji
przemieszczen.

Opisang metod¢ w pierwszej kolejnosci zastosowano do rozwigzania zagadnienia
drgan wtasnych dowolnego niepryzmatycznego preta cienkosciennego o przekroju otwartym.
Wyprowadzono ogoélne rownania, opisujace zagadnienie drgan wiasnych i przedstawiono ich
rozwigzanie zaprezentowang w pracy metoda. W przypadku ogélnym dla pregta bez cech
symetrii przekroju poprzecznego otrzymano przestrzenne sprz¢zone formy drgan wlasnych.
Poprawno$¢ wyprowadzonych réwnan i zastosowanej metody aproksymacyjnej sprawdzono,
poréwnujac otrzymane wyniki czestosci wilasnych z wynikami otrzymanymi metoda
elementow skonczonych. W ramach wykonanych analiz numerycznych zbadano wpltyw
rozmiaru bazy aproksymacyjnej oraz wptyw pominig¢cia pochodnych funkcji opisujacych
polozenie $rodka $cinania na doktadno$¢ rozwigzania.

W nastgpnym etapie bazujgc na otrzymanych réwnaniach, opisujgcych zagadnienie
wlasne, zbadano wptyw zmiany potozenia punktu podparcia na drgania swobodne preta
cienko$ciennego. Analiza dotyczyla zmiany punktu podparcia w ramach ustalonego przekroju

podporowego. Na podstawie przeprowadzonych analiz numerycznych stwierdzono istotny
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wplyw zmiany potozenia punktu podparcia na drgania swobodne preta cienko$ciennego, a co
za tym idzie rowniez na inne cechy, opisujac zachowanie konstrukcji. Potwierdzeniem
poprawnosci otrzymanych wynikow bylo porownanie ich z wynikami otrzymanymi
z zastosowaniem MES.

Kolejnym elementem niniejszej rozprawy bylo zbadanie wptywu ,niewielkiego”
zakrzywienia osi preta cienkosciennego na drgania swobodne. Przy czym przez okreslenie
,hiewielkie” rozumiano takie zakrzywienie preta, przy ktorym do jego opisu stosuje sie
klasyczng teori¢ belek niepryzmatycznych. W pracy wykazano, ze nawet ,,niewielkie”
zakrzywienie osi belki ma istotny wptyw na jej czgstosci i formy wlasne. Wyniki poréwnano
z wynikami otrzymanymi z zastosowaniem MES.

Drugim niezwykle istotnym 2z punktu widzenia praktycznego zagadnieniem
analizowanym w pracy bylo zagadnienie utraty statecznos$ci. Wyprowadzono ogolne
réwnania, opisujace zagadnienie utraty statecznosci dla dowolnego niepryzmatycznego preta
cienkos$ciennego o przekroju otwartym i przedstawiono ich rozwigzanie zaprezentowang
w pracy metoda aproksymacyjng. Pokazano dobrg zgodno$¢ wynikéw obcigzenia
krytycznego otrzymanych prezentowang metodg z rezultatami otrzymanymi metodg
elementéw skonczonych oraz z wynikami otrzymanymi przez innych autoréw. W ramach
analizy zagadnienia utraty stateczno$ci zbadano rowniez wplyw zmiany potozenia punktu
podparcia na obcigzenie krytyczne dla preta cienko$ciennego. Wykazano istotny wplyw
zmiany punktu podparcia w przypadku podpoér przegubowo nieprzesuwnych na warto$¢
obcigzenia krytycznego.

Nastepnie na bazie rozwigzania dla pojedynczego preta pokazano mozliwosé
zastosowania opisane] metody do wyznaczenia obcigzenia krytycznego dla dowolnego
ztozonego uktadu pretowego na przykladzie prostej dwuprgtowej ramy. Dla analizowanej
ramy zdefiniowano konieczne do zastosowania warunki zgodnosci sit i przemieszczen
w wezle laczacym prety. Wyniki porownano z wynikami otrzymanymi z zastosowaniem
MES.

Otrzymane rozwigzania prezentowang w pracy metoda maja charakter ogdlny
I opracowane na ich podstawie algorytmy moga by¢ =zastosowane do analizy
niepryzmatycznych cienko$ciennych uktadow pretowych o dowolnych parametrach. Duza
doktadno$¢ otrzymanych rozwigzan przy stosunkowo matlej bazie aproksymacyjnej pozwala
réwniez na stosowanie ich do testowania rozwigzan otrzymanych innymi metodami. Ponadto
otrzymana posta¢ wynikow w formie poétanalitycznej pozwala na wygodne zastosowanie

wynikoéw do dalszych analiz.
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Analysis of the vibration and stability of thin-walled nonprismatic members

of beam structures

Abstract

The subject of this doctoral research work was the vibration and buckling of thin-
walled nonprismatic members of beam structures. Thin-walled nonprismatic beams with their
geometric parameters arbitrarily varying along their length were analysed. In the general case,
I.e. when the cross section is devoid of symmetry, the axes defined by the centroids and shear
centres of the cross sections are spatially curvilinear.

A thin-walled model, being a generalization of the model proposed by P. Wilde who
derived the equations describing the model on the basis of the momentless theory of shells
and the Vlasov theory assumptions, was used to analyse the problems considered in this
doctoral dissertation. The model generalization derived by the author of this dissertation
consisted in taking the terms (disregarded by Wilde) dependent on the derivatives of the
functions defining the variable-along-beam-length location of shear centres into account in
the equations. Hamilton’s principle was used to derive the displacement equations describing
the vibration of the beam. The derived displacement equations, describing the vibration
problem and the buckling problem for the beams, form a system of four fourth-order coupled
differential equations with variable coefficients. The equations were derived relative to an
arbitrary rectilinear reference axis. An approximation method in which solutions are sought in
the form of series expansions of the functions of generalized displacements with respect to
Gegenbauer orthogonal polynomials was used to solve the obtained system of differential
equations. By applying this method to the problems being solved in this doctoral research
work an infinite system of algebraic equations, making it possible to directly determine the
coefficients of the expansions of the sought displacement functions, was obtained.

The above method was used to solve the free vibration problem for any thin-walled
nonprismatic beam with an open cross section. General equations describing the free vibration
problem were derived and their solution by means of the approximation method was
presented. In the general case, coupled spatial forms of free vibration were obtained for a
beam devoid of symmetry. The derived equations and the approximation method were
verified by comparing the obtained free vibration values with the ones yielded by the finite

element method. As part of the numerical analyses the effect of approximation base size and
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the effect of omitting the derivatives of the shear centre location describing functions on the
accuracy of the solution were examined.

Then the effect of a change in the location of the point of support within a specified
support section was examined using the derived equations describing the free vibration
problem. Numerical analyses showed a significant effect of a change in support point location
on the free vibration of the thin-walled beam, and so on the characteristics describing the
behaviour of the structure. The results were validated by comparing them with the results
obtained using FEM.

Subsequently the effect of a “slight” curving of a thin-walled beam’s axis on its free
vibration was studied. A “slight’ curving is understood to be such a curving of a thin-walled
beam at which the classical theory of nonprismatic beams is used to describe this beam. It was
found that even a “slight” curving of the axis of a thin-walled beam has a significant effect on
its eigenfrequencies and eigenforms. The results were compared with the results obtained
using FEM and were found to be correct.

Then the buckling problem, which is highly important from the practical point of
view, was analysed. General equations describing the buckling problem for any thin-walled
nonprismatic beam with an open cross section were derived and solved using the proposed
approximation method. The critical load values obtained using this method showed good
agreement with the ones yielded by the finite element method and with the results reported by
other authors. As part of the analysis of the buckling problem also the effect of a change in
support point location on critical loads was examined for a thin-wall beam. The analyses
showed that a change in the location of the support point has a significant effect on the critical
load value in the case of pinned supports.

Finally, applying the solutions for a single beam to an exemplary two-beam frame it
was demonstrated that the proposed approximation method can be used to determine the
critical load for any complex beam system. The results were compared with the ones yielded
by FEM.

The solutions obtained using the method presented in this doctoral dissertation have a
general character and the algorithms developed on their basis can be applied in the analysis of
thin-walled nonprismatic beam systems with any parameters. Owing to the high accuracy of
the solutions at a relatively small approximation base they can also be used to test the
correctness and accuracy of solutions obtained by other methods. Moreover, thanks to the
solution’s semi-analytical series form the obtained results can be conveniently used for further

analyses.
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