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KLASYFIKACJA ROZKEADOW DOCHODOW
GOSPODARSTW DOMOWYCH

1. Wstep

W badaniach spolecznych dochody ludno$ci sa najwazniejszym czynnikiem
odzwierciedlajacym poziom Zycia ludnosci oraz jego zréznicowanie. Zré6znicowa-
nie to wyraznie ujawnia si¢ w roznych podziatach — zar6wno terytorialnych, jak i
spoteczno-ekonomicznych, np. wedhig gléwnego zrodla dochodu, wyksztalcenia,
typu biologicznego rodziny i innych. Najczgséciej poréwnania poziomu dochodéw
dokonuje sie, budujac rankingi wedlug dochodu s$redniego. Oczywiscie nie
uwzglednia sie wéwczas innych waznych informacji dotyczacych rozktadu cechy,
takich jak np. stopien zr6znicowania czy koncentracja dochodu. Biorac pod uwage
kilka charakterystyk rozktadu, jak warto$¢ §rednia, mediana, odchylenie standar-
dowe, wspblczynnik asymetrii, wspélczynnik koncentracji i inne, do poréwnania
rozkladéw mozna wykorzystaé znane metody klasyfikacyjne. Ten sposéb postg-
powania przedstawiony zostal w pracy [Lukasiewicz, Ortowski 2003a] i wykorzy-
stany nast¢pnie w pracy [Eukasiewicz, Ortlowski 2003b]. Problemem okazal sie¢
wybdr odpowiednich charakterystyk rozkladu, a takze pytanie, w jakim stopniu
charakterystyki te odzwierciedlaja caty rozktad dochodu. W pracy [Lukasiewicz i
in. 2007] przedstawiono metode klasyfikacji rozkladéw oparta na konstrukgji teo-
retycznego rozktadu dochodu. Prezentowane wyniki sg kontynuacja tych badan. W
pracy autorzy koncentruja sie¢ na aspekcie metodycznym, nie dokonuja ocen i po-
réwnan sytuacji ekonomicznej ludnosci. Wykorzystywane sa dane z 2000 r. oraz
modele dochodéw skonstruowane we wczesniejszych badaniach.

Pierwszym celem pracy jest przedstawienie metody klasyfikacji rozktadéw do-
chodéw z wykorzystaniem rozkladu teoretycznego (modelu dochodu) oraz wybra-
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nych metod taksonomicznych. Drugi cel to wyznaczenie najlepszego podziatu roz-
ktadéw dochoddédw za pomoca miar zwartosci i odrebnosci skupien.

2. Material empiryczny

Dane wykorzystane w pracy to indywidualne informacje o dochodzie rozporzadzal-
nym gospodarstw domowych, pochodzace z badan budzetéw gospodarstw domowych
za rok 2000. W badaniach tych, prowadzonych corocznie przez GUS, stosowany jest
terytorialny, warstwowy i dwustopniowy schemat doboru préby, odpowiedni do prowa-
dzenia analiz zar6wno w przekroju spotecmo-ekonomicznym ludnosci kraju, jak i w
przekroju terytorialnym [BudZzety gospodarstw... 2001]. Ze zbioru 36 163 gospodarstw
usunieto te jednostki, ktore wykazaly w swoich sprawozdaniach ujemny Ilub zerowy
dochdd. Otrzymano w ten sposob zbidr danych o liczebnosci 35 951 gospodarstw, ktory
podzielono wedtug wojewddztw na 16 prob. Rozpatrywana w pracy kategorig dochodu
jest rocamy dochod gospodarstwa w przeliczeniu na osobe. Kazda z wyodrebnionych
prob stanowi empiryczny rozktad dochodéw gospodarstw domowych dla danego woje-
woédztwa. Przeprowadzono test zgodnosci Kolmogorowa-Smimowa [Plucifiska, Plucin-
ski 2000] dla wszystkich par rozkladéw empirycznych. Test rozstrzyga, czy badane roz-
Idady empiryczme pochodza z tego samego rozktadu w populacji (hipoteza zerowa).
Sposréd 120 par rozktadéw w 105 przypadkach test wskazuje na odrzucenie hipotezy
zerowej. Mozna wige stwierdzié, ze badana populacja gospodarstw domowych nie jest
jednorodna, a poszukiwanie podobnych rozktadow jest celowe.

3. Model rozkladu dochodow

W pracy [Lukasiewicz, Orlowski 2003¢] wykazano, ze bardzo dobry opis rozkladu
dochodéw gospodarstw domowych mozma uzyskaé za pomoca dwoch trzyparametrycz-
nych modeli: rozktadu Daguma i rozkladu Singha-Maddali. Oba modele charakteryzuja
si¢ réwnie wysokim poziomem dopasowania do danych empirycznych. Do niniejszych
badan wybrano rozktad Daguma (rozklad Burra IIT). Model ten jest czesto wykorzysty-
wany do matematycznego opisu rozkladu dochoddéw. Ma te przewage nad modelem
Singha-Maddali, Ze skonstruowany zostat na podstawie pewnych przestanek o charakte-
rze ekonomicznym, dotyczacych ogoélnych wiasnosci rozktadu dochodéw (por. [Dagum
1977]). Z polskich autoréw model Daguma badali i stosowali m.in.: Jedrzejczak [1990],
Kosny [2001], Lukasiewicz, Orfowski [2003 a, b, c]. Natomiast model Singha-Maddali
wykorzystywal S.M. Kot do opisu rozktadu plac [Analiza ekonometryczna... 1999].
Funkcja gesto$ci rozktadu Daguma okreslona jest wzorem:

- abc
f(x) - xb+l(1+ax—b)c+l ’ (1)

gdziea> 1, b> 1, ¢ > 0 sa parametrami modelu.
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Do estymacji parametrow modelu (1) zastosowano metodg najwigkszej wiary-
godno$ci opartg na danych indywidualnych x;, x,, ..., x,. Metoda ta polega na wy-
znaczeniu takich ocen 4, b, ¢ parametréw funkcji gestosci f; dla ktérych funkcja
wiarygodnosci L, okreslona wzorem:

LO=[lr=10), 2

osiaga maksimum. W powyzszym wzorze f (x; | @) oznacza warto$¢ funkcji gestosci w
punkciex; (i=1, 2, ..., n), a 8=[a, b, c] jest wektorem szacowanych parametréw funkcji f*

W celu oceny jakosci dopasowania oszacowanego rozkladu teoretycznego do rozkladu

empirycznego wykorzystano miare o2, kibra jest réwna kwadratowi wspdtczynnika kore-

lacji p miedzy kwantylami empirycznymi i teoretycznymi [Analiza ekonometryczna...

1999]. W kazdym z rozpatrywanych przypadkéw liczbe p wyznaczono, wykorzystujac

dane indywidualne i biorac pod uwage kwantyle rzedu ﬁ, gdder=1,2, .., 199. Dla

kazdego z 16 wojew6dztw oszacowano — opisang wyzej metoda — model dochodéw (1).
Stopien zgodnosci poszczegdlnych modeli z rozktadami empirycznymi jest bardzo wy-
soki, jedynie w przypadku wojewodztw lubuskiego i podkarpackiego wartos¢ p2 jest
nieco nizsza od 0,99. Wyniki estymacji przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Oceny parametréw i dopasowanie oszacowanych modeli dochodéw

Nr Wojewddztwo a b é p2
1|Dolnoslaskie 941,52 3,3175 0,8061 0,9969
2|Kujawsko-pomorskie 1305,05 3,5017 0,7256 0,9975
3|Lubelskie 2840,68 3,8364 0,5397 0,9958
4|Lubuskie 1440,72 3,5718 0,8407 0,9857
5|Lédzkie 2624,12 3,6620 0,7174 0,9971
6|Matopolskie 1019,02 3,3950 0,8333 0,9991
7|Mazowieckie 506,74 2,8542 0,9249 0,9997
8{Opolskie 1655,24 3,4977 0,6981 0,9962
9|Podkarpackie 1065,29 3,5937 0,7203 0,9824

10|Podlaskie 2855,49 3,7911 0,5749 0,9984
11|Pomorskie 862,12 3,1757 0,7688 0,9983
12|Slaskie 2174,38 3,6157 0,8365 0,9971
13|Swietokrzyskie 3197,74 3,9289 0,5604 0,9970
14| Warminsko-mazurskie 971,85 3,4817 0,7390 0,9992
15| Wielkopolskie 777,05 3,2938 0,8044 0,9995
16| Zachodniopomorskie 483,62 3,0758 0,8796 0,9929

Zrodto: obliczenia wiasne, [Lukasiewicz i in. 2007).
4. Klasyfikacja rozkladéw dochodéw
Oszacowane modele dochodéw potraktowane zostaly jako obiekty klasyfikacji. Kazdy

A

obiekt scharakteryzowany jest przez trzy cechy reprezentowane przez zmienne 4, b, ¢,
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(i=1,2,..,16) i moze by¢ uwazany za punkt w 3-wymiarowej przestrzeni. Zmienne pod-
dano standaryzacji, a macierz odlegloéci miedzy obiektami zbudowano, wykorzystujac
metryke euklidesowa. Do grupowania obiektow zastosowano pig¢ metod taksonomicz-
nych: 1) metode k-Srednich, 2) metodg najdalszego sasiedztwa, 3) metod¢ mediany, 4)
metode srednich polaczen, 5) metodg Warda.

Metoda A-Srednich nalezy do grupy metod podzialowych, optymalizacyjno-
-iteracyjnych. Pozostale metody zaliczane sa do grupy aglomeracyjnych metod hierar-
chicznych. Teoretycznie, przy grupowaniu n obiektow, liczba klas moze by¢ liczba catko-
wita z przedziahu [1; n]. Jednak rozpatrywanie zbyt duzej liczby klas prowadzi do powsta-
wania skupien jednoelementowych, co z praktycznego punktu widzenia nie jest celowe. Z
tego wzgledu w badaniu przyjeto maksymalna liczbg klas rowna, n/2 (Srednio dwa obiekty
na jedno skupienie). Rozpatrywano wigc wszystkie podziaty 16 obiektéw (rozkladéw do-
choddw), jakie uzyskano za pomoca wymienionych metod taksonomicznych na 2, 3, 4, 5,
6, 718 klas. Wyniki klasyfikacji przedstawiono w dalsze) czgsci opracowania.

5. Miary jakosci klasyfikacji

Do oceny jakoSci otrzymanych podziatéw wykorzystano miemiki zwarto$ci
(homogenicznosci) i odrebnosci (heterogeniczno$ci) skupien. Niech dany bedzie
podziat obiektéw %, %, ..., #e na k skupien I, I, ..., I o liczebnosciach ny, ny, ..., ng
(m +m+ ... + n, = 16). Oznaczmy przez D = [d;] = [d(¥, )] macierz odlegloéci po-
migdzy obiektami klasyfikacji. Dla skupienia 7, okreslamy liczbg d , nastgpujaco:

e ®

i=l j=l

gdzie d,]-(” da(y, ), dla ¥ € I, oznacza odleglo$¢ pomigdzy obiektami nalezacymi
do skupienia /. Liczba dp jest wigc $rednia odlegloscia pomigdzy obiektami naleza-

cymi do skupienia /. Jako miary zwarto$ci podziahu obiektéw przyjeto dwie liczby
k
=1y7 = ] 7
_;;dp oraz h, =max{d,, d,,..., d,}. €]

Z kolei za miarg odrebnosci podziahu przyjeto liczbe H okre$lona wzorem
H=min{s, :p#r}, &)
p.r

gdzie s, =min{d(7,,7,;): %€, i y;€T,} jest odleglo$cia pomigdzy skupieniami
)

I, 1 I rébwna odleglo$ci najblizszych obiektéw. Ostatecznie miary jakosci klasyfi-
kacji J, i J, zostaly okre$lone nastgpujaco:

J] = hl/I{, J2 = hz/H (6)
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Im nizsze warto$ci miar J; i J,, tym lepszy podzial obiektéw. Konstrukejg opi-
sanych miar mozna znalezé w pracy [Kolenda 2006].

6. Wyniki

W tab. 2 poréwnano wyniki klasyfikacji uzyskane za pomoca pigeiu metod takso-
nomicznych. Niektore metody daty w wyniku te same podziaty obiektow. Podzialy te
oznaczono tymi samymi literami. Mozna zauwazy¢ m.in., Ze metoda k-Srednich daje
przewaznie inne podzialy obiektéw niz metody aglomeracyjne. Metoda $rednich pota-
czen i metoda mediany w pieciu przypadkach podzelily zbior obiektéw w identyczny
spos6b. W przypadku szesciu skupien wszystkie metody daly ten sam wynik.

Tabela 2. Porownanie wynikéw klasyfikacji
(identyczne podzialy oznaczono tymi samymi literami)

Liczba skupien
Metoda 2 [ 3 [ 4[5 67 ¢
k-$rednich A B A A A A A
Warda B B B B A B B
Srednich potaczen C C C C A B C
Mediany C D C D A B C
Najdalszego sasiedztwa B E D C A C B

Zrédlo: obliczenia wilasne.

Dla kazdego podziatu obliczono miary jakos$ci klasyfikacji J; i J>. Na rys. 1 po-
kazano zmiany wartosci wskaznikéw J, i .J, jako funkcji liczby skupien k. Na wy-
kresach przyjgto szerszy zakres na osi poziomej — od 2 do 10 skupien.

W badanym zakresie (od 2 do 8 skupien) najwyzsze warto$ci miemnikéw odno-
towano dla metody k-$rednich: J; € [0,84; 3,15], J; € [1,12; 3,16]. Nizsze wartosci
miar otrzymano, stosujac metode najdalszego sasiedztwa (J; € [0,83; 1,18], J, €
[1,12; 1,66]) oraz metode Warda (J, € [0,76; 1,18], J, € [1,06; 1,60]). Najnizsze
wartosci daje metoda mediany (J; € [0,68; 1,07], J, € [0,71; 1,27]) oraz metoda
srednich polaczen (J; € [0,68; 1,07], J; € [0,71; 1,23]). Pozostajac na tym poziomie
ogollnosci, mozna stwierdzi¢, ze metoda mediany i metoda §rednich potaczen daja

Tabela 3. Minimalne wartoéci miar J, i J, oraz odpowiadajace im liczby skupien

Miara, Metoda
liczba skupien k | k-$§rednich najdalszego sasiedztwa | Warda | mediany| $rednich potaczen
Ji 0,84 0,83 0,76 0,68 0,68
k 6 2 2 8 8
Jz 1,12 1,12 1,06 0,71 0,71
k 6 6 7 8 8

Zrédio: obliczenia wlasne.
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Rys. 1. Zmiany wartoéci wskaznikéw jakoéci J) 1.J; jako funkcji liczby skupiefi
(0§ pozioma: liczba skupien, 0§ pionowa: warto$¢ wskaznika J; lub J;)

Zrédlo: opracowanie wiasne.

podzialy najlepszej jakoéci. Minimalne wartoéci miar J, i J; dla poszczegélnych me-

tod klasyfikacyjnych oraz odpowiadajace im liczby skupien zawarto w tab. 3.
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7. Whnioski koncowe

1. W przypadku metody k-§rednich optymalna liczba skupieft wynosi 6.

2. Metoda najdalszego sasiedztwa daje wynik niejednoznaczny — miara J,
wskazuje na 2 skupienia, a J; na 6 skupienn. Poniewaz w obu przypadkach wartos$ci
wskaznikow jakosci sa zblizone (dla k=2: J,=0,83,.,=1,18; dla k= 6: J; = 0,85,
J, = 1,12), mozna w przyblizeniu stwierdzi¢, ze metoda najdalszego sasiedztwa
wskazuje na dwa podziaty obiektéw: na 2 skupienia i na 6 skupien.

3. Metoda Warda réwniez daje wynik niejednoznaczny — miara J; wskazuje na
2 skupienia, a J, na 7 skupien. Podobnie jak poprzednio, warto$ci wskaznikéw
jako$ci sa zblizone (dla k=2: J;=0,76, , = 1,15;dlak=7:J,=0,78; /., =1,06) i
mozna przyjaé, ze metoda ta rowniez wskazuje na dwa podzialy obiektéw: na 2
skupienia i na 7 skupien.

4. Metoda mediany i metoda $rednich polaczen daja wynik zgodny i jedno-
znaczny. W tym przypadku optymalna liczba skupien wynosi 8. Dla tego podziatu
warto$ci wskaznikow jakosci sa najmniejsze (wsrdéd wszystkich otrzymanych po-
dziatéw).

5. Biorac po uwagg wszystkie uzyskane podzialy, podzial na 8 skupien otrzy-
many metoda mediany (lub metoda $rednich potaczen) nalezy uzna¢ za najlepszy.
Podzial ten przyjmujemy za ostateczny wynik badania (tab. 4 oraz rys. 2).

Tabela 4. Podzial rozktadéw dochodéw na 8 skupien otrzymany
niezaleznie metoda mediany oraz metoda srednich potaczen

Wojewédztwo Nr skupienia
DolnoSlaskie
Malopolskie
Pomorskie
Wielkopolskie
Kujawsko-pomorskie

Iskie
Podkarpackie
Warminsko-mazurskie
Lubelskie
Podlaskie
Swietokrzyskie
Lodzkie
Slaskie
Lubuskie
Mazowieckie
Zachodniopomorskie

oo |un]|bw|w|wolo|ro o= —]—

Zrédio: obliczenia wilasne.
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Rys. 2. Podzial rozktadéw dochodéw na 8 skupien otrzymany niezaleznie metoda mediany
, oraz metoda Srednich polaczen
Zro6dlo: opracowanie wlasne.
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HOUSEHOLDS CLASSIFICATION OF INCOME DISTRIBUTIONS

Summary

An income distributions classification of Polish households from 16 provinces of Poland is pre-
sented. The resarch material was gained from microobservations issued from households incomes
examined by GUS. Empiric income distributions were approximated using Dagum model with three
parameters. It enables to identify each of 16 income distributions with certain point in three dimen-
sional space. Objects obtained this way were put under classification using different clustering meth-
ods. By the examination of differentiation inside the group and between groups, the best income
distributions division was selected.
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