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1. Wstep

Celem artykuhu jest zbadanie charakteru zaleznosci wystgpujacych migdzy ak-
cjami na polskiej gietdzie. Ze wzgledu na czasochtonnos$é¢ i ztozono$é obliczen
ograniczono si¢ do wybranych spotek z polskiej gieldy. Z tego samego powodu w
obliczeniach wykorzystano jedynie portfele sktadajace si¢ z dwdch i trzech ele-
mentow. Dodatkowym ograniczeniem liczby skladnikéw portfela jest specyfika
wykorzystanej przez autora funkcji powigzan.

Hipotezg badawcza tego artykutu sformutowano w nastegpujacy sposéb: na pol-
skiej gieldzie wystepuja nie tylko zaleznosci migdzy parami akcji (ktére mozna
analizowaé za pomoca np. klasycznego wspoélczynnika korelacji), ale réwniez za-
leznosci miedzy tréjkami akcji, ktére mozna badaé za pomoca wielowymiarowych
(w tym przypadku trdjwymiarowych) funkcji powiazan. Potwierdzenie tej hipotezy
oznaczaloby, ze zalezno$¢ migdzy akcjami polskich spoétek jest nieco bardziej
skomplikowana, niz to wynika z klasycznych modeli rynku kapitalowego, i ma
charakter nieliniowy.

W celu weryfikacji tej hipotezy autor wykorzystal funkcjg powiazan Farliego-
-Gumbela-Morgensterna (FGM). Analiza sktadala si¢ z dwéch etapéw. W pierw-
szym estymowano wspolczynniki funkcji powiazain FGM dla par akcji, w drugim
za$ dla tréjek (czyli portfeli tréjsktadnikowych). Por6wnanie wynikéw tych esty-
macji stanowi podstawe¢ weryfikacji hipotezy badawcze;j.

Praca sktada sig z trzech czgsci. W pierwszej omowiono funkcje powiazan. W
drugiej przedstawiono zastosowana funkcjg¢ Farliego-Gumbela-Morgensterna. W
ostatniej czgsci przedstawiono wyniki badan i ich interpretacje.
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2. Funkcje powigzan

Deﬁmc_]a funkcji powiazan wyglada nastepujaco: k-wymiarowa funkcje
C: [0, 17 > [0, 1] nazywamy copula, jesli spetnia nastepujace warunki:

a) C(uy, uy, ..., uy) jest funkcja k-rosnaca,

b) C(w, Uz, ..., i1, 0, Uiy, ..., ) =0,

o, .., Lu,l,.,)=u.

Znaczenie funkcji powiazan w analizie zaleznoéci wielowymiarowych wynika
z twierdzenia Sklara:

Niech H bedzie dystrybuanta taczna rozkladu wielowymiarowego, ktérego
rozklady brzegowe oznaczmy odpowiednio przez F; Wtedy istnieje funkcja po-
wiazan C taka, ze

H(xy, x3, ..., x) = C(F\ (x1), Fa(x2), ..., F(xy)).

Jesli F; sa ciagle, to C jest jednoznacznie okre§lona. Ponadto jesli F; sa dystry-
buantami, to funkcja H okreslona powyzszym réwnaniem jest dystrybuantg laczna
rozktadu wielowymiarowego.

Dow6d dwuwymiarowego przypadku tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy
Sklara z 1959 r. Schweizer i Sklar [1974] przedstawili nieco prostsza postaé. Do-
wody na przypadek dwu- i wielowymiarowy mozna znalezé réwniez w pracy Nel-
sena [1999]. O tym, jak sobie radzi¢ w przypadku, kiedy dystrybuanty F; nie s3
ciagle, traktuje m.in. praca Joego [1997].

Jesli oznaczymy u; = F{x;), to z twierdzenia Sklara wyptywa nastepujacy wniosek:

C(u,uy, o uk)=H(F;_l(ul),F'2‘l(u2), wes F (uy ))

Z twierdzenia tego wynika, ze funkcja powiazan mozemy przyblizaé nieznany
wielowymiarowy rozklad taczny. Oczywiscie problemem jest znalezienie odpo-
wiednio dobrze dopasowanej funkcji.

O ile w przypadku dwuwymiarowym w literaturze wystgpuje bardzo wiele funkcji
powiazan (por. np. spis zamieszczony w pracy [Nelsen 1999]), o tyle w przypadku, gdy
mamy do czynienia z wigcej niz dwoma wymiarami, takich funkcji jest znacznie mniej.
Bardzo populama w analizie dwuwymiarowej rodzina funkcji archimedesowskich [Nel-
sen 1999; Armstrong 2003; Bouyé i. in. 2000; Embrechts, Lindskog, McNeil 2001;
Genest, MacKay 1986; Genest, Rivest 1993; Guegan, Ladoucette 2004], cho¢ moz-
liwa do uog6lnienia na przypadek wielowymiarowy, jest rzadko stosowana ze wzgledu
na swoje wlasciwosci (por. np. [Rokita 2006]). Nie wchodzac w szczegdty, ogdlnie moz-
na stwierdzié, ze funkcje archimedesowskie zakltadaja, Ze powiazanie kazdej z par
zmiennych jest rowne tej same;j liczbie, co oznaczaloby, ze wszystkie pary sa powigzane
w ten sam sposOb, uniemozliwiajacy ich rozréznienie [Nelsen 1999; Rokita 2006].

Przedstawione w tym artykule wyniki badan polskiej gieldy z wykorzystaniem
funkcji powiazan nie sa jedynymi wystgpujacymi w literaturze przedmiotu. We-
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dlug wiedzy autora wigkszo$¢ tych badan zostata przeprowadzona przez pracowni-

kéw osrodka wroctawskiego. Znaczna ich cze$é jednak dotyczy przypadkéw dwu-

wymiarowych. Nalezy tu wymieni¢ takie prace, jak: [Jajuga, Kuziak 2003; Jajuga,

Papla 2005; 2006; Rokita 2005; Papla, Piontek 2005; Papla 2005a; 2005b; 2006].

W wigkszosci z tych prac analiza rynkow kapitalowych (zwlaszcza polskiej gietdy)

za pomocg funkcji powiazan pozwolita wykazad takie ich zalety, jak:

— uwzglednianie innej struktury zaleznosci niz liniowa, w tym uwzglednianie
zaleznosci w ogonach rozkladu,

— uwzglednianie grubych ogonéw rozktadéw brzegowych,

— uchwycenie pelnej struktury zaleznoéci miedzy badanymi zmiennymi — postaé
funkcji powiazan w pelni oddaje zaleznos$¢ mig¢dzy zmiennymi,

— zastosowanie funkcji powiazan pozwala ,,ominaé” problem nieznajomosci po-
staci analitycznej rozkladu lacznego.

W omawianej juz pracy Rokity [2006] przedstawiono probe zastosowania
funkcji powiazan dla liczby wymiaréw wigkszej niz dwa, ktéra jednak nie zakon-
czyla sig sukcesem ze wzgledu na przedstawione wady funkcji archimedesowskich
w przypadku wielowymiarowym.

3. Funkcja powiazan FGM

Funkcje Farliego-Gumbela-Morgensterna w przypadku wielowymiarowym
mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob [Armstrong, Galli 2002]:

Cluyttyy vy )=ty oy U P00, .y 1),

k
gdzie: Puy,uy, ..., ) =1+ D 01'1/2...1,(1"”1.)(1"“1'2)"'(1_”1,)’

1=2 18 <<y Sk
8, ..., — wspotczynniki funkcji FGM.
Funkcja gesto$ci wyglada za$ tak:
c(uttyy ooy )= P(2u,2u,, ..., 2u,).

Dla k = 3 wielomian P ma nastgpujaca postac:

P(uy,uyu, ) =146, (1-u ) (1-u, )+ 6, (1—u )(1—uy ) +

+6), (1=10,)(1=11,) + 6, (1=, ) (1=, ). (1~ 5;).
Funkcja gestosci dla k= 3:
c(uy,uy,u, ) =146, (1-2u ) (1-2u, )+ 6, (1- 20, ) (1-2u, ) +
+6,, (1-2u, )(1-2u, )+ 6,5, (1 -2, ) (1 - 21, )...(1- 24,).
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Estymacja parametréw takiej funkcji przebiega w dwodch etapach [Nelsen 1999;
Ammstrong, Galli 2002]:

1. W pierwszym etapie estymuje sie parametry poszczegélnych rozkladéw brzego-
wych. Te parametry sluza nastgpnie do wyznaczenia wartosci dystrybuant dla obserwacji
z kazdego rozkiadu brzegowego.

2. Wyznaczone w ten sposdb wartoéci dystrybuant wykorzystuje si¢ nastgpnie w es-
tymacji metoda najwigkszej wiarygodnos$ci parametréw funkcji powiazan.

Jednym z podstawowych probleméw wystepujacych przy zastosowaniu funkcji
FGM w analizie szeregéw wielowymiarowych jest nastepujace ograniczenie nalo-
Zone na warto$ci
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Oznacza to, ze wraz ze wzrostem liczby wymiaréw rzad wielko$ci parametréw
funkcji FGM maleje bardzo szybko (w tempie 2), co zmniejsza jej uzyteczno$é w
badaniach wielowymiarowych.

4. Dane, wyniki estymacji, interpretacja

Jak juz wspomniano, ze wzgledu na czasochtonnos$¢ obliczen i trudna do ogar-
nigcia obszerno$¢ wynikow w tej pracy zostang zaprezentowane wyniki dotyczace
tylko wybranej grupy akcji. Sa to akcje 10 najdhuzej notowanych spétek: BRE,
Elektrim, Irena, Kable, Krosno, Millennium, Mostostal Export, Prochnik, Swa-
rzedz i Zywiec. W obliczeniach wykorzystano dzienne logarytmiczne stopy zwrotu
z okresu od 2 stycznia 1995 r. do 14 czerwca 2007 r. Funkcjg FGM estymowano
dla wszystkich dwu- i tréjelementowych portfeli, ktére mozna otrzymaé z wybra-
nych 10 spélek. Obliczenia wykonano w pakiecie Matlab.

Zwraca uwage duza réznica miedzy wartoSciami wspdtczynnikéw € estymo-
wanymi dla par w przypadku dwuwymiarowym (6) a §rednia wspdtczynnikow
estymowanych dla tych samych par w przypadku tréjwymiarowym (&) (tab. 11 2).
Réimica jest tak duza, ze wspdiczynnik korelacji rang Spearmana miedzy tymi
dwiema wielko$ciami jest ujemny i wynosi —0,5675. Z kolei wspdlczynnik korela-
¢ji rang Spearmana mig¢dzy estymatorami &, a estymatorem wspélczynnika korela-
cji liniowej (r) wynosi 0,8782 (tab. 3), co oznacza duza zgodno§¢ obydwu miar.
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Tabela 1. Por6wnanie estymatorow

Pary akgji 6 | & | - Pary akgji 6 | & r
Elektrim BRE 0,9990 [0,5375 |0,2580 |Préchnik Irena 0,5501 [0,2703 [0,1105
Irena BRE 0,5506 [0,3662 [0,1607 |Préchnik Kable 0,5496 [0,1479 [0,1063
Irena Elektrim 0,6253 [0,5132 |0,1354 [Préchnik Krosno 03616 [0,2591 [0,0784
Kable BRE 0,4195 [0,4450 [0,1192 |Préchnik Millennium _|0,4907 [0,3195 [0,1004
Kable Elektrim 0,425 |0,3826 |0,0794 |Préchnik Mostostal Exp._|0,5451 0,2489 [0,1296
Kable Irena 0,7509 [0,3531 |0,1935 |Swarzedz BRE 04776 [0,1604 [0,1373
Krosno BRE 0,6459 |0,2663 |0,2356 |Swarzedz Elektrim 0,6526 |0,1840 |0,1360
Krosno Elekirim 0,7155 [0,2452 [0,1480 |Swarzedz Irena 0,8070 [0,1917 [0,2071
Krosno Irena 0,6571 |0,1638 |0,2176 |Swarzedz Kable 0,6911 [0,2517 [0,1637
Krosno Kable 0,6777 [0,1501 [0,1819 [Swarzedz Krosno 0,6113 |0,2538 [0,1497
Millennium BRE 0,9990 [0,4388 [0,3573 |Swarzedz Millennium __|0,6917 [0,2592 |0,1858
Millennium Elektrim 0,9849 |0,4306 |0,2225 | Swarzedz Mostostal Exp. _|0,7372 |0,1418 [0,2243
Millennium Irena 0,6621 [0,3640 |0,1823 [Swarzedz Préchnik 0,7369 [0,2517 [0,1727
Millennium Kable 0,6093 [0,2949 [0,1331 |Zywiec BRE 0,5610 [0,3215 [0,1746
Millennium Krosno 0,7753 |0,2667 [0,2591 |Zywiec Elektrim 0,6197 [0,4548 [0,1091
Mostostal Exp. BRE 0,9630 [0,4314 |0,3307 |Zywiec Irena 0,4491 10,3909 [0,1114
Mostostal Exp. Elektrim___ 0,941 [0,3981 |0,2753 |Zywiec Kable 0,3705 [0,3207 [0,0977
Mostostal Exp. Irena 0,6989 |0,5807 [0,1944 |Zywiec Krosno 0,4364 10,5709 [0,1352
Mostostal Exp. Kable 0,5417 |0,5131 |0,1281 | Zywiec Millennium 0,5321 [0,4530 |0,1803
Mostostal Exp. Krosno 0,6954 |0,4300 |0,2093 |Zywiec Mostostal Exp._|0,5756 |0,4347 [0,1514
Mostostal Exp. Millennium_|0,9482 [0,3095 |0,3136 [Zywiec Préchnik 0,3593 [0,3417 [0,0730
Prochnik BRE 0,3995 [0,3161 |0,0895 |Zywiec Swarzedz 0,3932 [0,1904 [0,1121
Prochnik Elektrim 0,4853 [0,3617 [0,1058 [Préchnik Irena 0,5501 [0,2703 [0,1105

Zrédto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Analiza wynikéw estymacji

() 8 r
Srednia 0,6308[0,3328[0,1684
Odchylenie standardowe |0,17920,11830,0680
Maksimum 0,9990 [0,5807[0,3573
Minimum 0,3593 [0,1418{0,0730

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Tabela 3. Wspotczynniki korelacji rang Spearmana

Wspbtczynnik korelacji
rang Spearmana & & 4
6 1,0000 | -0,5680 0,8782
6 —0,5680 1,0000 | —0,4968
r 0,8782 [ —0,4968 1,0000

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Zdaniem autora otrzymane wyniki nie potwierdzaja hipotezy badawczej.
Swiadczy o tym:
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e podana wyzej zgodno§¢ wynikow estymacji wspdtczynnikdéw funkcji FGM i
korelacji liniowej,

o fakt, ze w zadnym przypadku nie stwierdzono wystgpowania istotnie roznego
od zera wartosci wspolczynnika 653 (nie przedstawionego w tabelach).
Analizujac wyniki, nalezy jednak mie¢ na uwadze ograniczenia funkcji FGM.

Badania innych autor6w, jak rowniez inne badania autora niniejszego artykulu

potwierdzaja wystepowanie nieliniowosci na GPW w Warszawie. Te badania

$wiadcza raczej przeciw wykorzystywaniu FGM w analizie finansowych szeregéw
czasowych.
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THE EXAMPLE OF USING FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN
COPULA FUNCTION IN DEPENDENCE ANALYSIS
AMONG CHOSEN STOCKS FROM WSE

Summary

The main goal of this paper is the analysis of dependence among stocks from the Polish stock
market. The main hypothesis was formulated in the way: the dependence among stocks on the Polish
stock market is not only two-dimensional, i.e. there is dependence between two stocks, but it is also
three-dimensional, i.e. there is dependence between three stocks. This three-dimensional dependence
one can analyze using multidimensional (in this case three-dimensional) copula functions, which are
presented in the first part of this paper. If this hypothesis is positively verified, the dependence among
stocks on the Polish stock market is more complicated than the classical capital market models imply.
The second part of the paper presents Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) function used to verify this
hypothesis. The analysis consists of two stages. The estimation of the coefficients of two-dimensional
FGM function for pairs of stocks was the first stage and the estimation of coefficients of three-
-dimensional FGM function for threes of stocks was the second stage. The comparison of results of
those estimations was a basis for the verification of research hypothesis presented in the last part of
the paper.
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