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1. Wstep

Badajac procesy za pomoca metod z zakresu analizy historii zdarzen, przyjmuje sie
zazwyczaj, ze rozidad zdarzen oparty jest na ciaglej zmiennej czasowej 7. W rzeczywi-
stoéci jednak natura dostgpnych danych empirycznych sugeruje konieczno$é zastosowa-
nia modeli o czasie dyskretnym. Sytuacja taka wystepuje wowczas, gdy w analizach
chcemy wykorzysta¢ dane dotyczace czasu zatrudnienia, kidrych Zrddlem jest Badanie
Aktywnosci Ekonomicznej Ludnosci w Polsce (BAEL). Z tego powodu w niniejszym
artykule dhugo$é czasu trwania aktywnosci zawodowej 0séb bedziemy szacowad, wyko-
rzystujac modele hazardu o czasie dyskretnym. Specjalny typ modeli hazardu dla ryzyka
konkurencyjnego pozwoli opisa¢ warunkowe prawdopodobienistwa przejscia migdzy
takimi stanami, jak: zatrudnienie, bezrobocie, brak aktywnosci zawodowe;.

Estymacji modeli hazardu dla ryzyka konkurencyjnego o czasie dyskretnym
mozna dokona¢ m.in. za pomoca wielomianowych modeli logitowych (MLM).
Model MLM stanowi dobra aproksymante modelu hazardu opartego na danych
grupowanych w przedziatach o statych stopach hazardu. Dysponujac oszacowanym
modelem MLM, okre$limy przynalezno§¢ oséb do klas (pracujacy, bezrobotni,
nieaktywni zawodowo). Ocena jakosci uzyskanej klasyfikacji moze by¢ pomocna
we wnioskowaniu na temat jakosci wyj$ciowego modelu hazardu.

2. Modele hazardu z czasem ciaglym i dyskretnym

Rozktad dlugosci czasu trwania zjawiska mozna przedstawié za pomoca mode-
lu hazardu. Prezentacja rozkladu ciaglego czasu T wystapienia zdarzenia jest moz-

* Pracg wykonano w ramach projektu badawczego z puli JM Rektora SGGW ,,Badanie aktywnosci za-
wodowej ludno$ci wigjskiej przy wykorzystaniu metod analizy czasu trwania” (nr 504-08270017).
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liwa za pomoca nastepujacych form [Kalbfleisch, Prentice 1980; Kiefer 1988; Frat-
czak i in. 2005]:

~ funkeji rozkladu F(iy:  F(0)=Pr[T'<t]= [ f@w)du, o)
— funkcji przezycia S(f):  S(t)=Pr[T >t]=1-F(), 2
_  funkeji hazardu h(): h(t) =22 = i PILIST < de|T21]

S() a-0 dt @

Funkcja hazardu szacuje bezposrednie ryzyko tego, ze wydarzenie nastapi w
przedziale czasowym [¢,¢ + df) pod warunkiem ze do danej chwili ¢ wydarzenie to
nie nastapito.

Sposréd modeli hazardu o czasie ciaglym na uwage zasthuguja parametryczne
modele proporcjonalnego hazardu (PH). W modelach tych funkcja zmiennych ob-
jasniajacych (funkcja g,(X)) dziata w sposéb multiplikatywny na hazard bazowy
hy(?) . Funkcje¢ stopy hazardu modelujemy w wypadku PH nastgpujaco:

h(t, X) = go (X)hy () = exp(B' X)h, (1), @
Co jest rGwnowazne zapisowi
log h(t, X)= ' X +logh,(2). %)

Gdy dane dotyczgce ciagltych czaséw trwania sa pogrupowane w postaci prze-
dziatow (¢ ], woéwczas do opisu proporcjonalnego hazardu mozna si¢ poshuzy¢

nastgpujaca dyskretna reprezentacja [Jenkins 2004]:
(tj-l’X)—S(tj’X)_l_ S(t_,"X) _
8., X) 8(;4,X)

ol

S
o@;,X)=

o
—1- exp|:—exp(ﬂ'X)( j;’ By (u, X )du — J: ho(u,X)du)}.
Na drodze transformacji komplementarnej log-log otrzymujemy z powyzszego

log(~log(1-6(z,, X)) = ﬂ'X+1og( f ho(u,X)du) =B X+7, )

©6)

Estymatory dla parametréw £ w modelu (7) odpowiadaja estymatorom para-
metréw B w modelu PH z czasem ciagltym (5).

Dla proceséw skladajacych si¢ ze zdarzen wystgpujacych tylko w okre§lonych
punktach czasu (wtedy dyskretna zmienna czasowa T'=¢;,dlaj =1, 2, 3 ...) stosu-

je si¢ modele z czasem wewnetrznie dyskretnym. Do klasy tej nalezy model pro-
porcjonalnych ilorazéw szans, w ktérym zaklada sie, ze iloraz szans dla przej$cia w
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momencie ¢, pod warunkiem przetrwania do momentu poprzedzajacego ¢.;, opisuje
formuta:

o, X
¢ %) —exp(ﬂ'X)[ ®

6,(t;,X)
1-6(¢,,X) ’

gdzie: 6(¢;,X) - stopa hazardu dla czasu dyskretnego w chwili #,
6,(t;,X) — korespondujacy hazard bazowy [Yamaguchi 1991].
Z powyzszego zapisu wynika logitowy model hazardu:

6(;,X)

m:l='B'X+l°git[9o(t,-)]=ﬂ'X+aj., )

logitlo(¢;, X))= log|:

W praktyce dla relatywnie niskich stop hazardu komplementarny log-log (7) oraz
logitowy model hazardu (9), przy zatozeniu takiej samej zaleznosci od czasu trwania
procesu (co wyraza si¢ poprzez przyjecie jednakowych parametryzacji dla a; i y;)
oraz dla tego samego zestawu zmiennych objasniajacych X, maja po oszacowaniu
podobne oceny parametréw £ [Jenkins 2004; Landmesser 2007)]. Dla niskich stop
hazardu logitowy model hazardu (9) jest wiec aproksymanta modelu (5).

3. Modele dla ryzyka konkurencyjnego

Jesli zakonczenie badanego procesu nastepuje poprzez przejscie do jednego z kilku
niezaleznych od siebie stanow, np. wyjscie do stanu A lub do stanu B (w sytuacji braku
zdarzenia wyjscia moéwimy o cenzurowaniu C), to zjawisko takie mozemy modelowac
za pomoca modelu ryzyka konkurencyjnego [Narendranathan, Stewart 1993]. Na przy-
kiad formula dla stopy hazardu wiazacej sie z przejsciem do stanu 4 ma postac:

< 14— >
hA(t)=}iIT},P(t—T<t+‘zt’§ 1|T_t),

(10)

gdzie 6 — zmienna 0-1 wskazujaca, czy zostalo wybrane przejscie do stanu A.
Dla modeli hazardu o czasie cigglym logarytm funkcji wiarygodno$ci dla mo-
delu z wieloma stanami wyj$cia moze by¢ roziozony na sume logarytméw funkcji
wiarygodnosci dla poszczegélnych modeli opisuyjacych pojedyncze wyjscia. W
przypadku modelu ryzyka konkurencyjnego z czasem wewnetrznie dyskretnym

L= @) @ =

54 Y
— hA(J) hB(.]) j () Bk .
|:1—h,4(j)—h3(_])] |:1_hA(J)_hB(])j| ’!.1[ A( ) B( )]

(11)
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Allison [1982] wykazal, ze o ile

exp(B,'X) exp(B5' X)
1+exp(B,' X) +exp(f,' X) 1+exp(B,' X)+exp(fy'X)’

to funkcja wiarygodnosci (11) ma taka sama forme jak funkcja wiarygodnosci dla stan-
dardowego wielomianowego modelu logitowego MLM (po uprzednim przeorganizowa-
niu danych do ich rozszerzonej postaci typu jedna osoba — jeden okres dla kazdej obser-
wagcji). Majac na uwadze tresci z poprzedniego rozdzialu, mozna twierdzi¢, ze w wypad-
ku niskich stép hazardu model MLLM bedzie stanowit rowniez dobrg aproksymante dla
modelu ryzyka konkurencyjnego PH opartego na danych pogrupowanych w przedzia-
fach o statych stopach hazardu [Tutz 1995; Jenkins 2004].

h, (k)= oraz hy(k)= (12)

4. Modelowanie dlugosci czasu zatrudnienia

Na podstawie préby 10 387 pelnoletnich os6b pochodzacej z badania BAEL
bedziemy estymowaé modele hazardu dla dlugosci czasu zatrudnienia. Badane
osoby wykazywaly w okresie 1994-2002 przynajmniej jeden epizod zatrudnienia
(praca przynajmniej przez rok) oraz na koniec okresu obj¢tego badaniem pracowa-
ly (7347 oso6b) albo byly zaszeregowane jako bezrobotne (1076) lub bierne zawo-
dowo, jak np. emeryci, rencisci (1964). Dhugos$ci trwania zatrudnienia w ostatnich
miejscach pracy w latach dla poszczegdlnych oséb tworza zmienng ,,czas_pracy”.
Liste zmiennych objasniajacych zawiera tab. 1.

Tabela 1. Lista zmiennych objasniajacych

Nazwa Opis zmiennej
1 zmienna (-1 przyjmujaca warto$¢ 1, gdy respondent jest mezczyzna, 0 w p.p
wiekl zmienna 0-1 przyjmujaca wartosC |, gdy wiek respondenta wynosit 18-24 lata, 0 w p.p.
wiek2 zmienna (-1 przyjmujaca warto$¢ 1, gdy wiek respondenta wynosit 25-34 lata, 0 w p.p.
wiek3 zmienna (-1 przyjmujaca warto$¢ 1, gdy wiek respondenta wynosit 3544 lata, 0 w p.p.
wiek4 zmienna (-1 przyjmujaca warto$¢ 1, gdy wiek respondenta wynosit 45-54 lata, 0 w p.p.
wiek$ zmienna 0-1 przyjmujaca warto$¢ 1, gdy wiek respondenta wynosit 55 i wigeej lat, 0 w p.p.
zwiazek  |zmienna 0-1; 1, gdy respondent pozostawal w zwiazku matzenskim, O w p.p.
wykszl  |zmienna 0-1; 1, gdy respondent posiadat wyksztatcenie wyzsze, 0 w p.p.
wykszZ2  |zmienna 0-1; 1, gdy respondent posiadal wyksztatcenie policealne, Srednie zawodowe lub $red-
nie ogoinoksztalcace, 0 w p.p.
wyksz3  |zmienna 0-1; 1, gdy respondent posiadat wyksztatcenie gimnazjalne, zasadnicze zawodowe lub
wowe, 0 w p.p.
wyksz4  |zmienna 0-1; 1, gdy respondent byl bez wyksztalcenia lub posiadat wyksztalcenie niepelne
podstawowe, 0 w p.p.
wlasrach |zmienna 0-1; 1, gdy respondent pracowal na wlasny rachunek lub jako pomagajacy cztonek
rodziny, 0 —jako pracownik najemny
wlaspryw |zmienna 0-1; 1, gdy respondent pracowat w instytucji o wiasnosci prywatnej, 0 w p.p.
wies zmienna 0-1; 1, gdy miejscem zamieszkania respondenta byla wies, 0 w p.p.

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Mimo ze dane empiryczne sa danymi pogrupowanymi w przedziatach o dtugo-
éci 1 roku, to na podstawie wyjéciowych 10 387 obserwacji dokonano wstgpnie
estymacji modelu hazardu PH Weibulla o czasie ciaglym (5) z jednym stanem wyj-
Scia (= zaprzestanie pracy). Po przeorganizowaniu danych uzyskano 137 644 ob-
serwacji i na ich podstawie oszacowano komplementarny log-log model hazardu
(7). Przyjgto parametryzacjg¢ ¥, = In(j) . Wyniki estymacji parametréw S w obu

modelach sa zblizone (zob. tab. 2).

Tabela 2. Modele hazardu Weibulla oraz komplementarny log-log dla jednego wyjscia

Model Weibulla Model komplementamny log-log
B | p-value |exp(f) Y] p-value | exp(H)

1 —0,279 | 0,000 | 0,757 |pl -0,281 0,000 0,755
wiekl 1,789 | 0,000 | 5,984 |wiekl 1,599 0,000 4,950
wiek2 0,903 | 0,000 | 2,468 |wiek2 0,822 0,000 2,276
wiek4 -0,152 | 0,010 {0,859 |wiek4 -0,096 0,104 0,909
wiek5 0,282 | 0,000 | 1,326 |wiek5 0,387 0,000 1,473
zwiazek | 0,133 | 0,002 | 0,876 |zwiazek -0,128 0,003 0,880
wyksz1 -0,810 | 0,000 [ 0,445 |wykszl —0,880 0,000 0,415
wyksz2 | -0,236 | 0,128 | 0,790 |wyksz2 -0,286 0,065 0,751
wyksz3 0,221 | 0,142 | 1,247 |wyksz3 0,181 0,228 1,198
wlasrach | —1,666 | 0,000 | 0,189 |wlasrach -1,625 0,000 0,197
wlaspryw| 0,555 | 0,000 | 1,741 [wlaspryw 0,524 0,000 1,688
wies —0,167 | 0,000 [ 0,846 |wies —0,155 0,000 0,856
cons —4.,269 | 0,000 logt 0,088 0,000

1,230 | 0,000 cons -3,762 0,000

Number of obs = 10 387 Number of obs = 137 644
Log likelihood = -7598,75 Log likelihood = —13 689,07
LR chi2(12) = 1916,47 LR chi2(13) = 1816,11
Prob > chi2 = 0,000 Prob > chi2 = 0,000

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Sadzac po ocenach parametréw w modelu komplementamym log-log, mozna
stwierdzi¢ np., Ze: ryzyko zaprzestania aktualnego zatrudnienia dla mezczyzny jest o
(100 — 75,5)% = 24,5% nizsze niz dla kobiety; ryzyko przerwania pracy u oséb w wieku
18-24 lata jest 0 395% wyzsze niz wérdd osdb w wieku 35-44 lata; to samo ryzyko w
wypadku osoby z wyzszym wyksztalceniem jest o 58,5% niZsze niZ u osoby bez wy-
ksztalcenia lub z niepelnym podstawowym; ryzyko zaprzestania zatrudnienia dla osoby z
firmy prywatnej jest o 68,8% wyzsze niz w dla osoby z firmy o innej formie wlasnosci.

Nastepnie przystapiono do oszacowania modelu ryzyka konkurencyjnego dla dwéch
mozliwych wyj$é: w stan bezrobocia i w stan biemosci zawodowej (tab. 3). Mozna zaob-
serwowaé roznice migdzy procesami przejscia. Mezczyzni, w porownaniu z kobietami,
wykazuja nizsze ryzyko przejécia w stan biemoéci zawodowej. Z wiekiem maleje ryzyko
bezrobocia, ale dla os6b starszych (55 i wiecej lat) notujemy zwigkszone ryzyko biemo-
$ci zawodowej. Poziom wyksztalcenia respondenta wywiera jedynie statystycznie istotny
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wplyw na prawdopodobienistwo przej$cia w stan biemo$ci zawodowej, obnizajac je w
wypadku wyzszego wyksztalcenia. W wypadku osoby z firmy prywatnej ryzyko stania
si¢ bezrobotnym jest wyzsze niz ryzyko opuszczenia zasobow sity roboczej. Im dhuzszy
czas trwania aktualnego zatrudnienia, tym mniejsze ryzyko stania si¢ bezrobotnym, ale
z7a to wyzsze ryzyko biemosci zawodowej.

Tabela 3. Komplementarny log-log model hazardu dla dwéch wyjsé

Dla wyjscia = bezrobocie Dla wyjécia = biemo§é zawodowa
g p-value exp(f) £ p-value exp(f)
1 0,082 0,195 1,085 0,505 0,000 0,603
wiek1 0,690 0,000 1,994 2,112 0,000 8,264
wiek2 0,307 0,000 1,359 1,238 0,000 3,448
wiek4 0479 0,000 0,620 0,354 0,000 1,424
wiek5 -1,784 0,000 0,168 1,094 0,000 2,985
zwiazek —0,408 0,000 0,665 0,081 0,152 1,085
wykszl —0,457 0,654 0,633 -0,659 0,000 0,517
wyksz2 0,408 0,686 1,504 0,167 0,299 0,846
wyksz3 0,902 0,371 2,464 0,286 0,062 1,331
wlasrach —1,901 0,000 0,149 -1,511 0,000 0,221
wlaspryw 0,819 0,000 2,267 0,306 0,000 1,358
wies 0,160 0,017 0,852 —0,163 0,003 0,850
logt 0,579 0,000 0,515 0,000
cons ~3,987 0,000 5,746 0,000
Number of obs = 137 644 Number of obs = 137 644
Log likelihood =-5172,26 Log likelihood =-9627,74
LR chi2(13) = 2239,31 LR chi2(13)=1337,14
Prob > chi2 = 0,000 Prob > chi2 = 0,000
Zrédio: obliczenia wiasne.
Tabela 4. Wielomianowy model logitowy
Roéwnanie 1 Réwnanie 2
Jii p-value )i p-value
pl 0,0713 0,268 pl -0,5107 0,000
wiekl 0,7659 0,000 wiek | 2,2035 0,000
wiek2 0,3300 0,000 wiek2 1,2595 0,000
wiek4 —0,4816 0,000 wiek4 0,3500 0,000
wiek5 -1,7770 0,000 wiek$ 1,0967 0,000
zwiazek -0,4128 0,000 zwiazek 0,0786 0,170
wyksz1 —0,4845 0,636 wykszl —0,6752 0,000
wyksz2 0,3915 0,699 wyksz2 -0,1771 0,276
wyksz3 0,9047 0,370 wyksz3 0,2874 0,063
wlasrach -1,9322 0,000 wlasrach -1,5385 0,000
wlaspryw 0,8353 0,000 wlaspryw 0,3230 0,000
wies -0,1722 0,012 wies -0,1691 0,003
logt -0,5786 0,000 logt 0,5127 0,000
cons -3,9561 0,000 cons -5,7175 0,000
Number of obs = 137 644 LR chi2(26) = 3578,89
Log likelihood = —14 783,25 Prob > chi2 = 0,000

Zrédlo: obliczenia wiasne.
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W tab. 4 zaprezentowano wyniki estymacji wielomianowego modelu logitowe-
go MLM. Oszacowania parametré6w w komplementarnym log-log modelu hazardu
dla dwoch typdéw ryzyka oraz szacunki parametrow w modelu MLM sa podobne,
czego oczekiwalismy.

Po oszacowaniu modelu kazdej obserwacji mozna przyporzadkowaé najbar-
dziej prawdopodobna kategorie zmiennej zaleznej. Utworzenie tabeli krzyzowej
prognozy i zmiennej zaleznej pozwala stwierdzié, jaki odsetek obserwacji zostal
poprawnie zaklasyfikowany przez model. Miara ta moze by¢ jednak mylaca w
wypadku dokonanych analiz opartych na probie BAEL ze wzgledu na niezréwno-
wazong zmienng zalezna. Stad w celu predykcji postuzono si¢ specjalnie wyzna-
czonymi punktami odcigcia.

Tabela 5. Tabela krzyzowa prognozy i zmiennej zaleznej

Prog status = praca | Prog status = bezrob | Prog status = olf Razem
Status = praca ngo = 3097 ng, = 2561 ng; = 1689 ng = 7347
Status = bezrob Ry = 135 ny= 797 B2 = 144 n._= 1076
Status = olf Ny = 367 ny =427 ny,y =1170 n, = 1964
Razem no=3599 n,=3785 n,=3003 n=10 387

Zrédlo: obliczenia wiasne.

4,0

3,0
\\\ —*— dla kategorii bezrob
X —=— dla kategorii olf

Przyrostst

2,0 —#— dla kategorii praca
—*— linia odniesienia

1,0 1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Procent

. Rys. 1. Skumulowane wykresy przyrostu
Zrédto: obliczenia wlasne.

Z danych tab. 5 wynika, ze warto§¢ wspolczynnika poprawnie rozpoznanych
0s6b w grupie bezrobotnych (n;)/n;) wynosi 74,07%, wspdiczynnika poprawnie
rozpoznanych os6b w grupie nieaktywnych zawodowo (ozn. olf) (nx/m) 59,57%,
ale wspoélczynnika poprawnie rozpoznanych w grupie pracujacych (ngo/no) tylko
42,15%. Jednak z punktu widzenia wnioskowania na podstawie modeli hazardu
wydaje sie mieé¢ znaczenie tylko poprawne klasyfikowanie oséb do dwéch grup:
bezrobotnych i nieaktywnych (kazdy pracujacy przeciez kiedy$ przerwie zatrud-
nienie). Ponownie wykonane przyporzadkowanie, polegajace na kierowaniu oséb
tylko do dwoch grup, cechowalo sie¢ wspélczynnikiem poprawnie rozpoznanych
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wéréd bezrobotnych na wysokim poziomie 81,32% oraz wspoélczynnikiem po-
prawnie rozpoznanych posrdéd nieaktywnych na poziomie 74,34%.

Graficznym obrazem uzytecznosci modeli logitowych do przewidywania war-
tosci zmiennej zaleznej skategoryzowanej jest wykres przyrostu (/if¢ chart). Na rys. 1
widaé, o ile czesciej w stosunku do calego zbioru danych przypadki nalezace do
badanej klasy wystgpuja w podzbiorach danych zawierajacych frakcje przypadkéw
(10%, 20% itd.) o najwigkszym, wynikajacym z modelu prawdopodobienstwie
przynaleznosci do tej klasy.

5. Whnioski

Gdy dane empiryczne sa zgrupowane w dyskretnych momentach czasu, woéw-
czas szacowanie poszczegdlnych réwnan modelu hazardu dla ryzyka konkurencyj-
nego moze by¢ wykonane za pomoca wielomianowego modelu logitowego MLM.
Zadowalajaca ocena klasyfikacji os6b do klasy bezrobotnych oraz klasy nieaktyw-
nych zawodowo, dokonanej na podstawie oszacowanego modelu MLM, pozwala
pozytywnie wnioskowaé na temat jakosci wyjsciowego modelu hazardu.
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ECONOMIC ACTIVITY OF PEOPLE:
CLASSIFICATION USING MULTINOMIAL LOGIT MODELS
AND THEIR CONNECTION WITH HAZARD MODELS

Summary

In this paper the usage of a multinomial logit model MLM for the estimation of a discrete time
competing risks hazard models is described. The MLM model provides a close approximation to a
hazard model for interval-censored data for which the hazard rate is constant within each interval. The
usefulness of the information provided by the MLM model for predicting a categorical outcome vari-
able reflects a quality of the prior hazard model. To illustrate this statement we use employment
duration data from the Labour Force Survey in Poland (BAEL).
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