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POROWNANIE KONCEPCJI ZALEZNOSCI
EKSTREMALNEJ I WARUNKOWO ZMIENNEJ
KOWARIANCJI W MODELOWANIU RYZYKA PORTFELA

1. Wstep

Klasyczne metody dywersyfikacji portfela nie uwzgledniaja zaleznosci migdzy
ekstremalnymi stopami zwrotu. Wyniki badan empirycznych publikowane w litera-
turze wielokrotnie wskazywaty jednak na wspdlwystgpowanie nietypowych stop
zwrotu, a zwlaszcza ekstremalnych strat. Jezeli takie zjawisko jest statystycznie
istotne, moze w znacznym stopniu wptywaé na ryzyko portfela. Jednakze z punktu
widzenia zarzadzajacego ryzykiem podobne efekty, obserwowane jako wspotwy-
stgpowanie nietypowo wysokich strat, moga by¢ powodowane przez kilka réznych
wlasnoéci finansowych szeregow czasowych. Wymieni¢é mozna co najmniej pigé
nastgpujacych:

— zaleznoé¢ ekstremalna w bezwarunkowym rozkladzie wielowymiarowego pro-
cesu stop zwrotu,

— ekstremalna zalezno$¢ w rozktadach warunkowych,

— zmienna warunkowa kowariancja (przy klasycznej liniowej zalezno$ci mierzo-
nej kowariancja),

— zmieniajaca si¢ dlugoterminowa bezwarunkowa kowariancja (réwniez przy
klasycznej liniowej zalezno$ci mierzonej kowariancja),

— efekt zarazania rynkow (market contagion).

Ponadto moze wystepowac jednoczeénie wiecej niz jedna taka wlasno$é (np.
warunkowo zmienna zalezno$¢ nieliniowa badZ tez warunkowo zmienna kowa-
riancja przy sporadycznych zmianach bezwarunkowej kowariancji). Modelowanie
réznych tych efektéw wymaga odmiennych podej$é, w tym estymacji mniejszej
lub wigkszej liczby parametrow. Wydaje si¢ wigc zasadne, aby podjaé prébe oce-
ny, czy rozréznianie tych efektéw ma duze znaczenie dla szacowania ryzyka port-
fela. Jezeli tak, wazne bytoby prawidlowe zidentyfikowanie efektu odpowiedzial-
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nego za wspolwystepowanie wysokich strat i dobranie wiasciwego modelu. Jezeli
nie — najodpowiedniejszym rozwigzaniem bylby po prostu wybér modelu najmniej
klopotliwego w zastosowaniu.

Niniejszy artykul poswigcony jest poréwnaniu wplywu na ryzyko portfela
dwéch z wymienionych wyzej wlasnosci: zaleznosci ekstremalnej (w rozkladzie
bezwarunkowym) oraz warunkowo zmiennej kowariancji.

2. Poré6wnywane modele
2.1. Zalezno$¢ ekstremalna

Przez pojgcie zaleznosci ekstremalne) bedzie tutaj rozumiana zalezno$¢ migdzy
ekstremalnymi stopami zwrotu (stratami'). Zastosowane zostato podejécie Colesa,
Heffernana i Tawna z 1999 r. [Coles i in. 1999, s. 348]. Wykorzystuje ono test
niezalezno$ci w ogonie, oparty na koncepcji asymptotycznej zaleznosci.

Asymptotyczna zalezno$¢ w sensie definicji Sibuya i Joe’a, zaproponowanej
nastegpnie na potrzeby analizy danych finansowych przez Frahma, Junkera i Smitha
[Frahm i in. 2005, s. 2], zachodzi, gdy w granicy istnieje i jest wigksze od zera
nastgpujace prawdopodobienstwo warunkowe:

Definicja 1. Zalezno$¢ asymptotyczna

ﬂh=1inl1_P(Xl>F{"(pu)X2>F2"(pu))>0, (1)

wielko$§é A, jest nazywana wspolczynnikiem zaleznoéci w ogonie (tail dependence
coefficient — TDC).

Poniewaz asymgtotyczna zalemo$§¢ w ogonie jest warunkiem silniejszym niz
zalezno$¢ w ogonie”, weryfikacja hipotezy o braku zaleznoSci w ogonie nie moze
si¢ ogranicza¢ do testowania zerowo$ci wspéiczynnika TDC. Dlatego Coles,
Heffernan i Tawn wprowadzili uzupelniajaca miare zaleznoéci:

7 = lim 210g(P(X1 >FI_1(Pu)))
T logP(Xl >F ' (p.): X, > F (p, ))

-1, -1< 4, <1 Q)

! Stopami zwrotu przemnozonymi przez —1.
2 Asymptotyczna niezalemo$¢ nie implikuje niezaleznosci w ogonie:
— niezalezno$¢ w ogonie:

P(X,>F ' (p.). X, > F5'(p.) = P(X, > F' (p.)- P(X; > 5 (p.)).
— asymptotyczna niezalezno$¢:
A = lim_P(X,>F(p,)|X, > F;' (p,)) = 0.

Py

Zmienne, ktére sa asymptotycznie niezalezne, moga by¢ w réznym stopniu zalezne w ogonie.
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Sposéb Iacznego interpretowania parametréw A, i /T,u mozna przedstawi¢ na-
stepujaco’ (tab. 1):

Tabela 1. Laczne rozpatrywanie parametrow A i i

Sila i kierunek zaleznosci” A, A, Zalemnosé asymptotyczna
Niezalemnosé 0 0 brak
Dodatnia zalezno$é 0<7 <1 | 0S4, <1 |moze wystepowa, nie musi
Ujemna zalezno$¢ -1<2,<0 | 0<A4 <1 |moZe wystepowac, nie musi
Peina zaleznoéé (dodatnia lub ujemna)| -1 albo 1 0< A, <1 |wystgpuje

* Dotyczy warto$ci przekraczajacych kwantyle progowe
Zrédto: opracowanie wiasne.

Test niezaleznosci w ogonie polega w rzeczywistoéci na weryfikacji hipotezy*
H;:A, =1, anie hipotezy H,: 4, =0.

Z kolei do generowania danych pseudolosowych wykazujacych efekt zaleznosci eks-
tremalnej zastosowano archimedesowskie funkcje polaczen® (f. powiazan, copula func-
tions) [Nelsen 2005, s. 2]. Niektére z nich wykazuja interesujaca nas tu wiasnosé zalez-
nosci ekstremalnej®. Na potrzeby symulacji wykorzystane tu zostaly funkcje polaczeri
numer: 4 (tzw. funkcja potaczenn Gumela), 12 i 14 wedtug klasyfikacji Nelsena.

2.2. Zmienna warunkowa kowariancja
Ogolnie przez model ze zmienng warunkowa kowariancja bedziemy rozumieli

wielowymiarowy model GARCH. Zakladamy przy tym, ze stopy zwrotu podlegaja
procesowi, ktdry moze by¢ opisany nastepujaco:

} Przy tym para 4 ) informuje w szczeg6lnych dwéch przypadkach o: a) asymptotycznej za-
lezmodci, gdy: (4, > 0, A, =0) — woéwczas miara 4, informuje o sile zaleznosci, a miara A, nie wnosi
zadnej dodatkowej informacji; b) asymptotycznej niezaleznosci, gdy: (4, = 0, 4, < 0) — wéwczas
miara A, informuje o sile zaleznoéci, a miara A, nie wnosi juz zadnej dodatkowej informacji.

* Tak wiee, gdy nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, nie ma tez podstaw do odrzucenia hipotezy
o zaleznosci asymptotycznej. Natomiast gdy odrzucamy hipoteze H, : 4, =1 na rzecz hipotezy alternatywnej
H: Z # 1, to przyjmujemy tym samym, ze zaleznoé¢ asymptotyczna nie musi wystgpowaé (cho¢ nie ozna-
¢za to automatycznego przyjecia hipotezy H,: 4, =0 o braku asymptotycznej zaleznosci).

3 Wybér rodziny archimedesowskich funkcji potaczef zostat podyktowany m.in. ich prostota. W przeci-
wienistwie do wielu innych rodzin funkgji potaczen, na przyklad eliptycznych, daja si¢ one w pelni wyrazié za
pomoca funkgji algebraicznych. Oprécz posiadania jawnej postaci analitycznej wazna jest réwniez mata liczba
parametréw. Wigkszoé¢ z nich zalezy od tylko jednego parametru (zwykle oznaczanego symbolem 6). Po-
nadto pozwalaja na modelowanie nieliniowej struktury zaleznosci.

¢ Mozna fatwo pokazaé, ze funkcje potaczefi o numerach 2, 4, 6, 12, 14, 15, 21 i 18 wedtug klasyfikacje Nelsena
(por. [Ammstrong 2003]) wykazuja asymptotyczng zaleznoé¢ w gémym ogonie, za$ funkcje o numerach 1 (przy
6= 0),12,16, 14, 19120 posiadaja wlasnoéé zaleinosci asymptotycznej w dolnym ogonie [Nelsen 2005, s. 59].
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n=UtE, &)
£ = H,sz, , gdzie H,'/2 jest pewna macierza o wymiarach N X N, “)

z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych rozkladach, przy czym:

E(z,)=0, ¥(z,)=1,, (5)
t,=E(r|¢.)=E_(r), (6)
Hr =H11/2 (HIVZ)T=V(r;I;f-l)=VI—l(rI)’ (7)

gdzie {,_, jest informacja dostgpna w chwili ¢+ — 1, obejmujaca co najmniej:

{arana}

Natomiast macierz wariancji i kowarianc;ji:
H,=(h,) ®)

jest opisywana wielowymiarowym modelem GARCH.

Ze wzgledu na trudno$ci zwiazane ze stosowaniem pelnej wersji wielowymia-
rowego modelu GARCH (VEC-GARCH [Bollerslev i in. 1998]) tutaj wykorzysty-
wany jest model BEKK ([Engel, Kroner 1995], por. tez [Silvennoinen, Terdsvirta
2007, s. 4]). Bedzie to model BEKK(1,1,1), ktéry w przypadku dwuwymiarowym
przedstawia si¢ nastepujaco:

|:hu: hzu}z[icu O:Hicu 021i|+
by Py, e |0 ¢y
T
+|:a“ alzj| 512,:-1 Sl.t—;£2,1—1:| l:au alz]’_ )
a, an & 0814 & a4y 4apn
|:bn b, :|T l:hu,:-l h21,1—1:||:b11 bxzj|
+
b21 bzz th,t—l hzz,:-l bzl bzz i

3. Przeprowadzone badania

Wygenerowano dwuwymiarowe proby pseudolosowe z modeli:

1) statycznych, ze statym rozkladem wykazujacym zalezno$¢ ekstremalna, przy
wykorzystaniu archimedesowskich funkcji powiazan numer 4, 12 i 14 wedlug kla-
syfikacji Nelsena.

2)ze zmienna warunkowa kowariancja, przy zastosowaniu modelu
BEKK(1,1,1).
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W obu przypadkach wykorzystano zar6wno parametry narzucone sztucznie,
jak i oszacowania parametréw uzyskane wczesniej metoda najwigkszej wiarygod-
no$ci na podstawie danych rzeczywistych. Jako préby do estymacji parametréow
obu modeli poshuzyly szeregi czasowe stép zwrotu dla nastgpujacych par indeksow
rynku akcji:

WIG20, S&P500; WIG20, DAX30; WIG20, FTSE100; WIG20, NIKKEI.

Nastepnie przeprowadzono weryfikacjg hipotezy o asymptotycznej niezalezno-
§ci dla danych z modelu BEKK. Proby wykrycia efektu M-GARCH w probie gene-
rowanej z modeli statycznych nie podejmowano, gdyz nie wystgpuje on tam z racji
samej konstrukcji tych modeli (wszystkie kolejne obserwacje sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tych samych rozkiadach)’.

W dalszej kolejnosci, na podstawie prob pseudolosowych wygenerowanych z
obu grup modeli, szacowano jednodniowa warto$¢ zagrozona dla portfeli dwu-
skladnikowych o rownych udziatach. Przeprowadzono testy wsteczne VaR i po-
réwnano ich wyniki. Do weryfikacji modelu VaR zastosowano testy liczby i nieza-
leznosci przekroczen Kupca i Christoffersena.

4. Wyniki badan

Trajektoria M-GARCH traktowana jest jako proba prosta:

Tabela 2. Asymptotyczna zalezno$¢ w rozkladzie bezwarunkowym dla trajektorii M-GARCH(1,1)

Para: BEKK (1,1,1), losowanie 1 Prawd. progowe: 0,99

Czy odrz hipoteze o , Poziom istotno-| Wartosci ér
zaleznodci asympt. gr | yr | prder fodchstand &7 | daytyeme | = A
Nie 1,6732 16,086067|47,67019]  1,5461 5% (-1,55,3,54)
Para: BEKK (1,1,1), losowanie 2 Prawd. progowe: 0,99
Czy odrz hipotezg o &r

" prégr |odch. stand. & Poziom istotno-| Wartosci ér

zaleznosci asympt. $ci testu krytyezne | = A,
Nie 2,3962 |3,091184|50,26533 1,6630 5% (-1,74;3,73)

Para: BEKK (1,1,1), losowanie 3 Prawd. progowe: 0,99

Czy odrz hipoteze o . Poziom istotno-| Wartoéci ér
zaleznosci asympt. or r prog | odch. stand. §ci testu krytyeme | =
Nie 1,7802 {2,296026|56,75828 1,3499 5% (-123;322)

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Dwuwymiarowe trajektorie procesu M-GARCH(1,1) zostaly potraktowane ja-
ko proby proste i poddano je testowi na wystgpowanie ekstremalnej zaleznoéci. W
zadnym z badanych przypadkéw nie odrzucono hipotezy o zaleznosci asympto-
tycznej w gomym ogonie. Oznacza to, ze bezwarunkowy rozklad procesu

7 Celem tego artykulu nie jest wykazanie, ze dane wygenerowane z tych dwéch typéw modeli
maja podobne wlasciwosci w ogdle, a jedynie sprawdzenie, czy ich rozréznianie ma duze, czy tez
matle znaczenie z punktu widzenia ryzyka portfela.
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M-GARCH(1,1) moze wykazywaé nie tylko zalezno$é w ogonie, ale i zaleznos¢
asymptotyczna w sensie def. 1. Jednak model M-GARCH(1,1) jest bardziej klopo-
tliwy w zastosowaniu (ma wigcej parametréw®) niz modele statyczne z funkcjami
polaczen wykazujacymi wlasno$¢ zaleznosci ekstremalnej. Istota za$ prowadzo-
nych tutaj badan jest poszukiwanie mozliwosci zastapienia modeli o wigkszej licz-
bie parametréw modelami prostszymi, przy tym gléwnym kryterium akceptacji
modelu jest jako§¢ prognoz ryzyka portfeli.

Ze wzgledu na wspomniany cel bardziej interesujace niz badanie wlasnosci sta-
tystycznych danych pochodzacych z réznych modeli wydaje si¢ szacowanie na ich
podstawie ryzyka, przy zalozeniu réznych modeli wartoéci zagrozonej. Na szcze-
g6lna uwagg zashuguja przypadki, gdy zakladany teoretyczny model wartosci za-
grozonej jest prostszy (zwlaszcza zalezny od mniejszej liczby parametrow) niz
model, z ktérego pochodzi proba pseudolosowa.

Testy wsteczne modelu wartosci zagrozonej dla danych symulowanych.

1. Dane symulowane z réznych modeli, oszacowania VaR przy zalozeniu mo-
delu ze stalym rozktadem i zalezno$cia ekstremalna.

2. Dane symulowane z réznych modeli, oszacowania VaR przy zatoZeniu mo-
delu M-GARCH(1,1).

Model wartosci zagrozonej, zakladajacy niezalezne jednakowe rozklady dwu-
wymiarowe z zalezno$cia ekstremalna, zostal odrzucony, gdy dane pochodzilty
faktycznie z modelu M-GARCH(1,1). Tylko dla danych generowanych z modeli o
podobnych wlasno$ciach co model warto$ci zagrozonej — modele statyczne z funk-
cjami potaczen 4, 12 i 14 wedhug klasyfikacji Nelsena — testy liczby i niezaleznosci
przekroczen nie daly podstaw do odrzucenia modelu. Natomiast gdy teoretyczny
model wartosci zagrozonej wykorzystywal proces M-GARCH (1,1), nie byt on
odrzucany zaré6wno dla danych generowanych z tego samego modelu, jak i dla
danych pochodzacych z modeli statycznych z funkcjami powiazan wykazujacymi
wlasno$é zaleznosci ekstremalnej.

5. Podsumowanie

Stwierdzono, ze wielowymiarowy proces GARCH moze by¢ przydatny w mo-
delowaniu ryzyka portfeli nawet wéwczas, gdy w danych nie wystgpuje wielowy-
miarowy efekt GARCH, a stopy zwrotu (straty) pochodza z niezmiennego w czasie
rozktadu wielowymiarowego wykazujacego zalezno$¢ w ogonach, w tym nawet
zalezno$¢ asymptotyczna.

Z kolei rozpatrywane modele zaktadajace niezmienny w czasie wielowymia-
rowy rozklad z zalezno$cig ekstremalna okazywaly si¢ uzyteczne tylko do mode-
lowania ryzyka portfeli, ktorych skladniki podlegaja podobnym (niekoniecznie
identycznym) modelom z zalezno$ciag w ogonach rozktadu. Natomiast byty odrzu-

Sw wersji BEKK(1,1,1), dla przypadku dwuwymiarowego jest 11 parametrow. W wersji VEC-
-GARCH(1,1) byloby ich az 21.
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cane jako modele wartosci zagrozonej, gdy dane wykazywaty efekt warunkowo
zmiennej kowariancji.

Przeprowadzone testy nie pozwalaja oczywiscie wykazaé, ze wiclowymiarowy
model GARCH zawsze dobrze nadaje si¢ do modelowania zaréwno ryzyka portfeli z
efektem warunkowo zmiennej kowariancji, jak i z zalezno$cia ekstremalna w rozkta-
dzie bezwarunkowym. Mozna natomiast jednoznacznie stwierdzi¢, ze nie udalo sig¢
wykazaé, iz model bezwarunkowej zaleznos$ci ekstremalnej pozwala szacowad ryzy-
ko portfela nie gorzej niz model dynamiczny zakladajacy wielowymiarowy efekt
GARCH. Oznacza to, ze postulowana metoda uproszczenia modelu wartosci zagro-
Zonej poprzez wprowadzenie ekstremalnej zaleznosci w rozkladzie bezwarunkowym
zamiast warunkowo zmiennej kowariancji nie jest mozliwa do zastosowania. Jezeli
zatem w danych wystepuje zmienna warunkowa kowariancja, to wlasciwos¢ ta nie
moze by¢ ignorowana przy tworzeniu modelu warto$ci zagrozone;.

W dalszych badaniach nalezatoby przeprowadzi¢ podobne testy dla danych rzeczy-
wistych. Wskazane jest tez pordwnanie (z punktu widzenia pomiaru ryzyka) innych wias-
nosci finansowych szeregéw czasowych, ktére moga dawaé efekt wspdtwystgpowania
wysokich strat podobny do wynikajacego z zaleznosci ekstremalinej w rozktadzie bezwa-
runkowym. Sa to przede wszystkim: ekstremalna zalezno$¢ w rozktadach warunkowych,
zmienna warunkowa kowariancja (tutaj analizowana), zmienna dlugoterminowa (bezwa-
runkowa) kowariancja oraz zjawisko zarazania rynkéw.
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COMPARING EXTREME DEPENDENCE
AND VARYING CONDITIONAL COVARIANCE CONCEPT
FOR PORTFOLIO RISK MODELING

Summary

This paper considers the risk of portfolios which components show concurrence of untypically
high losses. Two kinds of models for Value at Risk estimation are discussed: static models with ex-
treme dependence and stochastic process with varying conditional covariance (M-GARCH). The aim
of the investigation is to compare these models and determine whether unconditional extreme de-
pendence may be sufficient for risk measurement purposes even if the true cause of fat tails in the
multivariate unconditional distribution is the presence of M-GARCH effect in data.
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