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1. Wstep

W ostatnich latach zaréwno w regresji, jak 1 dyskryminacji coraz czesciej wy-
korzystywane jest podejécie wielomodelowe. Do prognozowania stosowane sg
wskazania wielu modeli skonstruowanych na losowo dobranych podprébach, kto-
rych wyniki predykcji taczone sa wedhlug okreslonej formuly, w regresji najczesciej
przez usrednianie.

Celem podejscia wielomodelowego jest poprawa doktadnosci predykcji. Jak
wykazuja badania symulacyjne i wyniki teoretyczne, predykcja modelu zagrego-
wanego jest na ogét dokladniejsza niz kazdego z pojedynczych modeli sktado-
wych. Nie jest tak jednak zawsze. W 1996 r. Tumer i Ghosh udowodnili, ze lacze-
nie rownoleglte modeli (bagging) przynosi najwigksza poprawg doktadnosci, gdy
predykcja modeli indywidualnych, zbudowanych na losowo dobranych podprébach
uczacych, charakteryzuje sie relatywnie silnym zréznicowaniem.

Celem artykulu bylo zweryfikowanie hipotezy o zasadno$ci taczenia wybra-
nych modeli regresji otrzymanych metodami nieparametrycznymi. Zachodzi pyta-
nie, czy poprzez agregacj¢ tych modeli uzyskamy istotna poprawg¢ wynikow pre-
dykcji. W pierwszym etapie analizy majacej na celu zweryfikowanie powyzszej
hipotezy zbadano zréznicowanie modeli regresji zbudowanych za pomoca metod:
MARS, PPR, ACE i AVAS. W drugim etapie poréwnano dokladno$¢ predykc;i
modeli indywidualnych oraz zagregowanych.

2. Wybrane nieparametryczne modele regresji
wykorzystane w analizie

Jak pokazuja badania, modele zbudowane za pomoca nieparametrycznej meto-
dy drzew regresyjnych charakteryzuja si¢ silnym zréznicowaniem, a agregacja tych
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modeli, np. poprzez metod¢ MART, przynosi duza poprawg doktadnosci predykeji
[Friedman 1999; Gatnar 2005]. W niniejszym artykule przedstawiona zostala ocena
zasadno$ci agregowania wynikow predykcji modeli uzyskanych za pomoca innych
nieparametrycznych metod regres;ji:

¢ wielowymiarowej metody krzywych sklejanych MARS,

¢ metody rzutowania PPR,

¢ metod opartych na jednoczesnej transformacji wszystkich zmiennych: ACE i
AVAS.

2.1. Wielowymiarowa metoda krzywych sklejanych MARS

Wielowymiarowa metoda MARS (multivariate adaptive regression splines)
zostata zaproponowana przez Friedmana w 1991 r. Natomiast w 1997 r. Kooper-
berg, Bose i Stone przedstawili jej modyfikacjg — metodg POLYMARS.

Metoda MARS, jako metoda nieparametryczna, nie wymaga znajomosci roz-
kladéw badanych zmiennych ani analitycznych postaci zwiazkéw migdzy nimi.
Waing jej zaleta jest to, Ze pozwala ona na wprowadzanie do modelu zar6wno
zmiennych metrycznych, jak i niemetrycznych.

Niech X=(X|, ...,Xy) bedzie N-wymiarowym wektorem zmiennych obja-
$niajacych, Y za$ zmienng obja$niana. Przez x; oznaczmy i-ta realizacjg zmiennej
Xj (dlaj=1,..,Norazi=1, .., n).

Nieparametryczna metoda MARS oparta jest na funkcjach sklejanych pierw-
szego rzedu postaci:

X,-¢, dla X;2¢

(Xj-gj)+={ !

; 1)
0, dla X; <¢,

gdzie punkt tfj jest wezlem, czyli punktem podzialu dziedziny zmiennej X; (dla

j=1, ..., N), w ktérym funkcje typu (1) zostaja, ,,sklejone”.
Model regresyjny w tej metodzie mozna przedstawi¢ w postaci addytywne;:

M
fX)=ay+ ) a,h,(X), 2
m=1

gdzie funkcje h, przedstawione we wzorze (2) s iloczynami tensorowymi funkcji
sklejanych (1),

2
o (X) = [ Jun (X, -, 3)

p=l

dla u, e {-1, 1}.
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W omawianej metodzie algorytm budowy modelu regresyjnego sklada sig z
dwoch glownych etapow: dolaczania zmiennych do modelu oraz ich eliminacji.
Procedury te zostaty szczegdtowo omédwione w pracy [Trzesiok 2004a].

2.2. Metoda rzutowania PPR

Metoda rzutowania (projection pursuit regression) zostala zastosowana po raz
pierwszy w zagadnieniu regresji przez J. Friedmana i W. Stuetzle’a (zob. [Fried-
man, Stuetzle 1981]). Celem tej metody jest transformacja danych z przestrzeni
wielowymiarowej w przestrzenn o niZzszym wymiarze, w ktorej latwiej jest bada-
czowi zaobserwowa¢ pewne wlasno$ci analizowanego zbioru obserwacji. Trans-
formacja ta odbywa sie poprzez zrzutowanie wektora zmiennych objasniajacych X
w kierunkach a, . Otrzymujemy w ten sposéb nowe zmienne:

Z,=a; -X,dlak=1, ..,K, 4)

gdzie @, € R" s3 unormowanymi wektorami, nazywanymi kierunkami rzutowania.
Model zbudowany za pomoca metody rzutowania ma posta¢ addytywna:

K
Y=f(X)=a,+ 2 g(of - X.B,). 5)
k=1

Funkcje sktadowe modelu — g, (dla k=1, ...,K) sa funkcjami jednej zmien-
nej o parametrach zapisanych w postaci wektoréw B, . Estymatory wspotrzednych
wektoréw parametréw B, , jak i kierunk6w rzutowania a, , otrzymujemy w kolej-
nych krokach algorytmu [Trzgsiok 2004b] poprzez minimalizacj¢ ryzyka empi-
rycznego:

n

Ry (0.8) =D (3i = F5)) ©
i=1

gdzie a=(a,,a,, ...,a; ) oraz p=(B,.B,, ....Bx).
2.3. Metody transformujace zmienne: ACE i AVAS

W wielu przypadkach uzyskany model regresyjny charakteryzuje si¢ stabym
dopasowaniem do danych i duzymi bl¢dami prognoz. Jednym ze sposobéw uzy-
skania modelu bardziej dokladnego jest zastosowanie transformacji zmiennych.
Metody ACE (alternating conditional expectation) [Breiman, Friedman 1985] oraz
AVAS (additivity and variance stabilization) [Tibshirani 1988] oparte sa na jedno-
czesnej transformacji wszystkich zmiennych, a model rozwazany w tych metodach
mozna zapisa¢ w postaci:
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N
O(Y)=) f(X)+€. (7
j=l

Funkcje @ oraz f; (dla j=1, ..., N) s funkcjami mierzalnymi spelniajacymi
warunki:

E@*(Y)<oo, Ef}(X;)<e,dla j=1, .., N, (8)

EQ(Y)=0, Ef;(X;)=0,dla j=1, .., N, C))

przy czym nie zakladamy tutaj monotonicznoéci transformacji f; ani tym bardziej

znajomosci analitycznych postaci tych przeksztalcei. W metodzie AVAS wyma-
gane jest jedynie, aby funkcja 6 byla rosnaca.
W metodzie ACE transformacje 6 oraz f; wyznaczane sa w ten sposdb, by

minimalizowany byl wspélczynnik zbieznosci przedstawiony wzorem (10):

N 2
E [B(Y)—ij(Xj)J

J=

6,1, nfy)= (10)

EG*(Y)

Natomiast celem metody AVAS jest uzyskanie funkcji 6 oraz f; stabilizuja-
cych wariancjg przeksztalconej zmiennej obja$nianej, czyli spetniajacych warunki:

N
E(6()| X, .. Xy)=D f(X)), 11
J=1

var(G(Y)

ﬁ: fi(X; )J = const. (12)
=

Szczegblowe algorytmy, za pomoca ktérych otrzymujemy model regresyjny
(7) oraz szukane funkcje transformujace zmienne, przedstawione zostaty w pracach
[Breiman, Friedman 1985; Tibshirani 1988].

3. Procedura badawcza i wyniki analizy

Przeprowadzone badania poréwnawcze pokazuja, ze modele uzyskane za po-
moca nieparametrycznych metod regresji, a szczegélnie poprzez metody MARS i
PPR, charakteryzuja si¢ relatywnie duza dokladnoscig predykcji [Meyer, Leisch,
Hormik 2002]. Mimo to mozna oczekiwaé, iz przez agregacje uzyskamy modele
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dajace jeszcze mniejsze bledy prognoz. Beda to jednak modele bardziej zlozone,
dla ktérych oszacowanie warto$ci parametroéw zajmie wigcej czasu.

Jak juz wspomniano, zostalo udowodnione, ze laczenie réwnolegle pojedyn-
czych modeli przynosi najwieksza poprawe dokladnosci w przypadku, gdy predyk-
cja modeli indywidualnych wykazuje silne zroznicowanie. Zatem weryfikacja hi-
potezy o zasadnosci stosowania podejscia wielomodelowego w przypadku rozwa-
zanych metod nieparametrycznych jest $ci$le zwiazana z badaniem zréznicowania
modeli indywidualnych. Analiza zréZnicowania wartosci predykcji modeli poje-
dynczych, zbudowanych na podprébach wylosowanych ze zbioru uczacego, sta-
nowi pierwszy etap procedury badawczej. W drugim etapie porownano bledy $red-
niokwadratowe, obliczone na zbiorach testowych dla modelu zagregowanego oraz
indywidualnego, zbudowanego na calym zbiorze uczacym.

Analiza zostala przeprowadzona na zbiorach danych standardowo wykorzy-
stywanych do badania wtasnos$ci réznych nieparametrycznych metod regresji. Byly
to dwa rzeczywiste zbiory danych: Boston oraz Autompg oraz trzy zbiory danych
sztucznych: Friedman 1, Friedman 2, Friedman 3 [Friedman 1991]. Wybrane cha-
rakterystyki tych zbioréw przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Charakterystyki zbioré6w danych wykorzystanych w analizie

. Liczba [Liczba zmiennych Liczba

Zbi6r danych . - .

zmiennych| niemetrycznych | obserwacji
Boston 14 l 506
Autompg 9 3 392
Friedman 1 10 0 1000
Friedman 2 4 0 1000
Friedman 3 4 0 1000

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Procedurg badawcza mozna przedstawi¢ w nastgpujacych krokach:

1. W kazdym zbiorze danych wyodrebniono cze$¢ uczaca i testowa;

a) rzeczywiste zbiory danych podzielono losowo na cze$¢ uczaca U (67% ob-
serwacji) oraz testowa 7 (33% obserwacji);

b) cze$é uczaca w sztucznych zbiorach danych zawierata 1000 obserwacji i do-
dany zostal do niej szum gaussowski e na poziomie 20% zmienno$ci mierzonej
wariancja. Zbidr testowy skladat sie¢ z 200 elementéw i nie zawieral szumu.

2. Z n-elementowego zbioru uczacego wylosowano 100 préb bootstrapowych
Dy, ..., Dyg,.

3. Dla kazdej z podpréb D, zbudowano model regresyjny za pomoca wybranej
nieparametrycznej metody regresji i dokonano predykcji na zblorze testowym. W

efekcie uzyskano macierz warto$ci teoretycznych o wymiarach T %100, gdzie T
oznacza moc zbioru testowego.
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4. Na podstawie wartosci teoretycznych f,(x), dla kazdego xe T, obliczono
wariancje:

S (x)=E, [(fD(x)—ED[fD(x)])z} (13)

oraz wspolczynnik zmiennoséci V' (x), a nastepnie wyznaczono przecigtne wartosci
wariancji i wspoiczynnika zmiennosci na calym zbiorze testowym:

S’ =E[S'®], V=E[r@)]. (14)

5. Dokonano agregacji modeli poprzez usrednienie wartosci predykcji otrzy-
manych dla 100 préb bootstrapowych, a nastepnie dla uzyskanego modelu zagre-
gowanego obliczono na zbiorze testowym btad Sredniokwadratowy MSE,..

6. Na zbiorze testowym obliczono réwniez blad $redniokwadratowy MSE dla
pojedynczego modelu zbudowanego na calym zbiorze uczacym.

7. Poréwnano otrzymane miary dopasowania modelu zagregowanego z mode-
lem pojedynczym zbudowanym na calym zbiorze uczacym.

Wyniki analizy przedstawiono w tab. 2-5.

Tabela 2. Wyniki analizy dla modeli uzyskanych metoda MARS

Pojedynczy model Zagregowany model
Zbiér danych MSE MSE,,, S 2
Boston 15,51 11,73 8,03 0,11
Autompg 8,71 7,90 1,38 0,05
Friedman 1 2,72 2,02 1,16 0,08
Friedman 2 161,38 144,22 720,15 0,14
Friedman 3 0,009 0,008 0,003 0,04
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Tabela 3. Wyniki analizy dla modeli uzyskanych metoda PPR
Pojedynczy model Zagregowany model
Zbiér danych MSE MSE,,, S 2
Boston 21,38 13,26 11,79 0,16
Autompg 8,71 7,52 4,93 0,10
Friedman 1 6,14 5,35 1,80 0,10
Friedman 2 2580,43 3679,65 5499,29 0,28
Friedman 3 0,02 0,01 0,01 0,12

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Tabela 4. Wyniki analizy dla modeli uzyskanych metoda ACE

Pojedynczy model Zagregowany model
Zbiér danych MSE MSE . v
Boston 12,08 11,29 4,00 0,10
Autompg 7,70 8,19 1,03 0,04
Friedman 1 1,97 1,96 0,26 0,06
Friedman 2 24 711,82 25 967,36 1239,56 0,04
Friedman 3 0,04 0,05 0,01 0,04
Zrédlo: opracowanie wiasne.
Tabela 5. Wyniki analizy dla modeli uzyskanych metoda AVAS
Pojedynczy model Zagregowany model
Zbior danych MSE MSE o, V
Boston 14,47 35,82 143,39 0,47
Autompg 7,87 13,07 17,05 0,11
Friedman 1 2,02 2,01 0,26 0,13
Friedman 2 20210,88 23 606,92 2218,15 0,07
Friedman 3 0,02 0,02 0,003 0,03
Zrédto: opracowanie wlasne.
4. Wnioski

Wyznaczone wartosci wspolczynnika zmiennosci V przedstawione w tab. 2-5
wskazuja na niskie zréznicowanie badanych nieparametrycznych metod regresji.
Otrzymane modele charakteryzuja si¢ wigc wysoka stabilnoscig i tym samym mo-
Zemy si¢ spodziewaé niewielkiej poprawy doktadnosci predykcji poprzez zastoso-
wanie podejscia wielomodelowego. Przypuszczenie to potwierdzaja przedstawione
w tab. 2-5 wartos$ci bledu sredniokwadratowego.

Poréwnujac wartosci MSE dla poszczegélnych metod i zbioréw danych, dla
modelu zagregowanego oraz indywidualnego zbudowanego na calym zbiorze
uczacym, widzimy, ze w wigkszo$ci przypadkow nastgpuje spadek tych wartosci.
Zazwyczaj jednak warto$¢ analizowanego btedu sredniokwadratowego nie zmniej-
sza si¢ znacznie, a zdarza si¢ nawet, ze dla modelu pojedynczego ma on warto§é
nizsza niz dla modelu zagregowanego. Zatem zastosowanie procedury agregacji
nie poprawilo istotnie doktadnosci predykc;i.

Przeprowadzona analiza pokazuje, Ze za pomoca rozpatrywanych nieparame-
trycznych metod regresji otrzymujemy modele stabilne, charakteryzujace sig rela-
tywnie wysoka doktadnoscia predykcji, ktérych nie trzeba agregowaé. Stosowanie
w tym przypadku podejécia wielomodelowego zwieksza jedynie ztoZono$¢ otrzy-
mywanego modelu regresyjnego.
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ON AGGREGATING SOME NONPARAMETRIC REGRESSION MODELS

Summary

The main goal of the paper is to analyze the feasibility of gaining more accurate predictions by
aggregating nonparametric regression models such as MARS, PPR, ACE and AVAS. The aggregat-
ing approach is especially effective when single models are weak i.e. the variance of predictions of
these models is high. The analysis was performed on benchmark data sets. The results showed that
considered models had the built-in variance reduction mechanism, so the increase in the prediction
accuracy of aggregating models compared to single models was not significant.
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