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1. Wstep

Metody podziatowe naleza do najstarszych metod analizy skupien. Ich idea pole-
ga na tym, ze wsréd wszystkich mozliwych podzialéw obiektéw na skupienia poszu-
kuje sig takiego, ktéry maksymalizuje ich podobienstwo w skupieniach i maksymali-
zuje niepodobienstwo migdzy skupieniami. Nastgpuje podzial zbioru n obiektéw na
okreslong liczbg K rozlacznych skupienh w taki sposdb, aby kazdy obiekt byt przy-
dzielony tylko do jednego skupienia. Podzial taki jest nazywany K-podzialem.
Optymalnego' podziahi poszukuje sig iteracyjnie, przesuwajac obiekty miedzy two-
rzonymi skupieniami, stad dawniej metody te nazywano iteracyjnymi algorytmami
transferu (iterative relocation algorithm) lub tez technikami przemieszczen.

Liczba wszystkich mozliwych podzialow n obiektéw na K skupien jest bardzo duza
(zob. [Gordon 1981]). Aby przeszukaé przestrzen mozliwych podzialéw zaledwie 19
obiektéw na 8 skupief, nalezy dokonaé ok. 1,7x10'? podziatéw. Dla wspStezesnych
probleméw, gdzie czesto grupuje si¢ tysiace obiektow, mozliwych podziatéw jest prak-
tycznie nieskonczenie wiele. Stad istnieje potrzeba zmalezienia algorytmu pozwalajacego
zoptymalizowaé podzial obiektéw w mozliwie mate;j liczbie badanych podziatéw.

Pierwsza propozycja’ rozwiazania tego problemu pojawila sie w roku 1953,
kiedy R.L. Thorndike opublikowat artykut Who belongs in the family?*. Thorndike
zauwazyl, ze aby rozpocza¢ poszukiwanie optymalnego podziahu, nalezy zdefinio-

! Optymalizacja wymaga podania kryterium optymalnosci. Formalne kryteria optymalnoéci po-
dzialu bedg podstawa badan w dalszej czgsci artykutu.

? Warto tu doda¢, e wigkszoéé monografii po§wigconych analizie skupien artykutu R.L. Thorn-
dike’a nie zauwaza (np. [Anderberg 1973; Gordon 1999]).

3 Zob. [Thorndike 1953).
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wac kryterium jego optymalno$ci. Zaproponowal, aby tym kryterium byla maksy-
malna warto§¢ wariancji migdzygrupowej, zdefiniowana nastgpujaco:

K
SKy =SKc = SKy, (1)

i=l

gdzie wariancja miedzygrupowa SK, jest zdefiniowana jako réznica wariancji®
calkowitej SK i sumy zmienno$ci wewnatrz skupien SKy:

SK¢ =Zn:i("ij ‘Ef)z’ @)

i=l j=I

g p
SKy(g) = ZZ(xiig — X )2' €)

i=l j=I

Wskazal takze, ze aby zbudowa¢ algorytm podzialu obiektéw na skupienia, na-
lezy ustali¢ wstgpne, prototypowe centra skupieni. Zaproponowal, aby tymi centra-
mi staly sig¢ obiekty najbardziej od siebie oddalone, co powinno by¢ ustalone na
podstawie macierzy kwadratéw odlegloéci euklidesowych. Pozostal jeszcze jeden
wazny aspekt. Nalezy rozstrzygna¢, w ktorym momencie trzeba przenie$¢ obiekt
do innego skupienia. Czy powinno to nastapi¢ po zmierzeniu zmiany wariancji
mi¢dzygrupowej po przesunigciu danego obiektu do kolejnych skupien, czy w da-
nej iteracji przesunigty powinien by¢ tylko jeden obiekt, ktdrego przesunigcie w
najwiekszym stopniu zwigksza wariancj¢ migdzygrupowa? R.L. Thorndike uznat,
ze pierwszy wariant bedzie wlasciwy. Ostatecznie algorytm Thorndike’a mozna
zapisaé nastgpujaco: 1) ustal liczbe skupien X 2) wyznacz macierz kwadratow
odleglosci euklidesowych miedzy wszystkimi obiektami; 3) znajdz K obiektow
najbardziej od siebie oddalonych, beda one stanowié¢ wstepne centra skupien; 4)
wyznacz miedzygrupowa sume¢ kwadratow odleglosci euklidesowych; 5) przesun
obiekt do kazdego z K skupierh i kazdorazowo wyznacz miedzygrupowa sume
kwadratéw odlegtosci euklidesowych; pozostaw obiekt w skupieniu, dla ktérego
suma ta jest najwigksza; 6) przelicz nowe centra skupien; 7) powtorz punkty 4 1 5
dla kazdego obiektu; 8) powtarzaj punkty 4, 5, 6 az dla zadnego podzialu miedzy-
grupowa suma kwadratow nie bedzie wzrastaé.

Dalsze badania toczyly si¢ czesto niezaleznie w wielu o$rodkach na calym
$wiecie. Podstawowy algorytm byt wielokrotnie modyfikowany’. Badania te pro-
wadzone sg takze wspolczesnie. Gldwne nurty badan skupiaja si¢ na najwazniej-
szych elementach algorytmu:

1) kolejnosci obiektéw w zbiorze danych (rozne metody porzadkowania),

* Dowéd, Ze wariancj¢ mozna przedstawi¢ w kategoriach odleglosci, przedstawili w roku 1965
AW.F. Edwards i L. Cavalli-Sforza.
5 Zob. [Anderberg 1973; Dagnelie 1975; Gordon A.D. 1999].
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2) wyborze kryterium optymalnosci podzialu (budowa miar heterogenicznosci i
izolacji: wewnqtrzgrupowa suma kwadratéw, suma odleglosci, suma odchylen od
centrum, Srednica, miary oddzielenia, przeciecia),

3) ustaleniu wstepnych centréw skupieti (K-pierwszych, K-najbardziej odle-
ghych, K-losowych, rozne metody losowania obiektow),

4) wyeliminowaniu wptywu warto$ci nietypowych na wynik grupowania (fe-
stowanie wystepowania wielowymiarowych wartosci nietypowych),

5) przyspieszeniu zbieznosci algorytmu.

Dzi§ w literaturze te modyfikacje podstawowego algorytmu, w ktérych cen-
trum skupienia jest wyznaczane jako abstrakcyjny punkt bedacy jego Srodkiem,
nazywa si¢ metoda K-srednich.

Celem prezentowanych badan jest analiza wptywu wyboru kryterium grupo-
wania na jako$§¢ uzyskanej klasyfikacji. Ocenie zostanie poddane 8 kryteriéw. O-
ceniany bedzie takze wplyw 4 réznych metod poczatkowego ustalenia centréw
skupien, lacznie z réznymi uporzadkowaniami obiektow w zbiorach, na jako$é
uzyskanej klasyfikacji.

2. Kryteria optymalnosci podzialu

Do klasycznych (wewnetrznych) kryteriéw optymalno$ci podziatu obiektéw w algo-
rytmie K-érednich mozna zaliczy¢®: miary oparte na macierzy odlegtosci (minimalizacja
sumy kwadratéw odleglosci migdzy obiektami w skupieniach, maksymalizacja sumy
kwadratow odleglosci migdzy obiektami z roznych skupierl) i miary oparte na macierzy
danych’ (trace(W), trace(cov(W)), det(W)). Miemiki te sa stosowane jako wewnetrzne
kryterium optymalnosci podziatu obiektéw metody K-Srednich. Stosowanie tych pro-
stych kryteriéw moze by¢ przyczyna krytyki samej metody, poniewaz w efekcie grupo-
wania uzyskuje sie skupienia bedace hiperkulami. Nie mozna wigc rozdzieli¢ metoda,
K-$rednich zbioréw, ktére w dowolnym wymiarze sq nieseparowalne liniowo.

Warto zwrécié uwage, ze istnieje takze wiele zewnetrznych kryteriéw opty-
malnosci podzialu. Uzyskana struktura grupowa moze by¢ oceniona po pogrupo-
waniu obiektow. Do tego celu moze postuzyé wiele wskaznikéw. Z do$wiadczen
autora® wynika, ze szczegélnie kilka z nich moze charakteryzowaé si¢ duzym po-
tencjalem poprawy jakoéci grupowania. Sa to’: indeks Daviesa-Bouldina, indeks
Silhouette, indeks Calinskiego-Harabasza, indeks Hartigana, trace(W'B),
det(T)/det(W). Wskazniki te, wraz z formalizmem matematycznym, byly szczego-

§ Zob. [Ball, Hall 1965].

7 Niektére wlasnosci tych wskaznikéw w ustalaniu optymalnej liczby skupien zostaly szerzej
omoéwione w pracy [Najman, Najman 2006].

¥ Wiele z nich jest syntetycznie oméwionych w pracach [Milligan, Cooper 1985; Najman, Naj-
man 2005; 2006; Najman 2007].

% Gdzie: W — wewngtrzna macierz rozrzuta (pooled-within groups scatter matrix), B — miedzygrupowa
macierz rozrzutu (between groups scatter matrix), T — taczna macierz rozrzutu (fotal scatter matrix).
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lowo opisane, a ich przydatno$¢ w ocenie jakosci grupowania przebadana w pra-
cach [Najman, Najman 2005; 2006; Najman 2007]. W niniejszej pracy ich zapis
zostanie pominigty. Wydaje sig, ze wskazniki te moga potencjalnie stanowi¢ we-
wnetrzne kryterium optymalnosci podziatu obiektéw w metodzie K-§rednich. Au-
tor stawia wiec teze: jezeli powyzsze wskazniki charakteryzuja si¢ wysoka zdolno-
$cig do prawidlowego opisu jakosci struktury grupowej (kryterium zewngtrzne), to
powinny ja takze prawidlowo wskazywa¢ w procesie grupowania metoda K-
s$rednich (bedac kryterium wewnetrznym).

3. Eksperyment badawczy

W celu zweryfikowania powyzszej tezy zostalo zaprojektowane badanie. Przygoto-
wano 4 zbiory danych o znanej strukturze grupowej, charakteryzujacych sig réznymi
konfiguracjami skupien. Zbidr pierwszy to zbior kontrolny — niezaleznie od przyjetego
kryterium metoda K-$rednich powinna bezblednie podzieli¢ obiekty na skupienia. Zbior
drugi charakteryzuje sig tym, ze maksymalne odleglosci migdzy obiektami w ,,duzych”
skupieniach sa takie same jak odleglosci miedzy centrami wszystkich skupien. Zbiér
trzeci ztozony jest z 2 skupien owalnych i 2 skupien elipsoidalnych. Minimalne odlegto-
sci wzdhiz krotszej osi w skupieniach elipsoidalnych sa réwne maksymalnym odleglo-
$ciom w skupieniach owalnych. Jednoczesnie maksymalne odlegto$ci migdzy obiektami
w skupieniach elipsoidalnych wzdtuz dtuzszej osi sa wieksze niz najwicksze odlegtosci
miedzy obiektami ze skupienn owalnych. Zbior czwarty zawiera 6 skupien, w tym 2 nie-
separowalne liniowo, 2 eliptyczne i 2 owalne. Zbiory prezentuje rys. 1. Numery danych
odnosza sig do ich numeru w repozytorium danych. Kazdy zbiér danych byt grupowany
klasyczng metoda Thorndike’a, metoda McQueena, a takze zmodyfikowana metoda
uwzgledniajaca jako kryterium optymalnej konfiguracji skupien kryteria klasyczne i
proponowane: trace(W), trace(Cov(W)), det(W), trace(W'B), det(T)/det(W), indeks
Hartigana, indeks Calinskiego-Harabasza, Daviesa-Bouldina. W prezentowanym bada-
niu zrezygnowano z testowania indeksu Silhouette ze wzgledu na znaczny czas obliczen
wymagany do jego wyznaczenia. Aby istniata mozliwos¢ poréwnan dziatania algorytmu,
ustalono arbitralnie, ze jako$¢ uzyskanej struktury grupowej bedzie testowana po mak-
symalnie 10 iteracjach przesuwania wszystkich obiektow do skupien. Zgodno$é uzyska-
nego grupowania ze znanym wzorcem testowano indeksami: skorygowanym wskazni-
kiem Randa, Jaccarda i Fowklesa-Mallowsa.

Poniewaz znana jest wrazliwos§¢ algorytmu K-$rednich na poczatkowa konfigu-
racj¢ centrow skupien, kazdorazowo testowano 4 procedury wyznaczania prototy-
powych centéw skupien i konfiguracje obiektéw: losowe centra skupiefi bedace
obiektami, losowe przyporzadkowanie obiektéw do skupien, centra skupien rozto-
zone réwnomiemie wedhug warto$ci zmiennych, losowe przyporzadkowanie obiek-
tow do skupien, obiekty uporzadkowane wedtug niemalejacych wartosci pierwszej
zmiennej, centra skupief wybrane systematycznie, obiekty przyporzadkowane do
skupien wedlug najmniejszej kwadratowej odleglosci euklidesowej, obiekty upo-
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rzadkowane wedlug niemalejacych warto$ci pierwszej zmiennej, centra skupien
stanowi K pierwszych obiektéw, obiekty przyporzadkowane do skupien losowo.

DATASET NUMBER DATASET NUMBER
1 L]

3 BB T =B84 M 12 0 20
DATASET NUMBER
"“
20
28
18 %
6 24
”
14 22
20
18
10
16
8 SRR T 3 XN SRR 14
6 Ll 12
2 1% 10
0 5 10 15 20 B 10 15 25

. Rys. 1. Zbiory obiektéw testowych
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Centra skupieni zostaly wyznaczone na poziomie $rodkéw cigzkosci skupien i

beda przeliczane kazdorazowo po przeniesieniu obiektu do nowego skupienia.
Dokumentacja badania byta prowadzona tabelarycznie i graficznie.

4. Wyniki badan

Przedstawienie kompletu tablic wynikowych w publikacji jest niemozliwe ze
wzgledu na ich znaczna objeto$¢'®. Wyniki zostana zaprezentowane syntetycznie w

19 Komplet tablic znajduje si¢ na stronie internetowej: http://panda.bg.univ.gda.pl/~Najman/gru
powanie.html.


http://panda.bg.univ.gda.pl/~Najman/gru
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tab. 1. W tabeli w kolejnych wierszach zamieszczono wyniki dla zbioréw danych,
numer repozytorium 1, 6, 14, 19. Do kazdego z nich przyporzadkowano 4 procedury
ustalania prototypéw centrow skupien i konfiguracji obiektéw. Kolejne kolumny pre-
zentuja wyniki uzyskane dla grupowan zmodyfikowana metoda K-$rednich. Ostatnie
dwie kolumny stuza poréwnaniu z algorytmem klasycznym, gdzie MQ1 ozmacza algo-
rytm Thomdike’a, a MQ2 McQueena. W tabeli symbolem 1 oznaczono grupowanie
dajace najwyzsza zgodnos$¢ ze wzorcem, mierzona skorygowanym wskaznikiem Ran-
da''. Jezeli w danym wierszu jest kilka symboli 1, oznacza to, ze wynik grupowania
byl identyczny dla kilku zastosowanych kryteriéw optymalnosci podzialu. W ostatnich
2 kolumnach symbolem 1 oznaczono te grupowania, w ktérych zastosowano algorytm
klasyczny i uzyskano zgodno$é ze wzorcem lepsza od najlepszego grupowania algo-
rytmem zmodyfikowanym lub mu réwna. W ostatnim wierszu ,,Suma” zapisano, ile
razy dane kryterium okazato si¢ najlepsze lub réwne najlepszemu.

Tabela 1. Syntetyczne wyniki badan

Dane| Test| Trace(W)| Trace(cov(W))| Det(W)| Trace(W 'B)| Det(T)y/Det(W)| Hartigan| Cal/Har| D/B[MQ1 [MQ2
1 1 0 1 0 1 0 0 1 a0: 51
g o 1 0 1 0 1 1 0 0=k
3 0 0 0 0 0 0 0 o ot
4 1 0 1 0 1 1 0 B EE
1 0 0 0 0 0 0 0 i 060
B ) 0 0 0 0 0 0 0 L0 l0
3 0 0 1 0 1 0 0 | o0 EEES
4 0 0 1 0 1 0 0 | 0 [t
1 0 0 0 0 0 1 0. - [208=0 <=0
) 0 0 0 0 0 1 04 |08 | 02320
el 0 0 0 0 0 1 0 | o [EEH O
4 0 0 0 0 0 1 0 ON=0:10
1 0 0 1 0 1 0 0170 I70="0
e 0 0 0 0 0 0 0 170 [0
wiohe3 1 0 0 0 0 0 0 o o [&%
4 0 0 0 0 0 0 0 Lodsi0~)ei0
Suma 4 0 6 0 6 6 0 81.3.].7

Zrédio: opracowanie wlasne.

Zdecydowanie najlepszym kryterium optymalno$ci okazalo sig¢ kryterium
Daviesa-Bouldina. Stosujac je uzyskano najlepszy podziat w polowie przypadkéw.
Co jednak najwazniejsze, indeks ten uzyskiwal najlepsze rezultaty takze w najtrud-
niejszych zbiorach. Poprawnie rozdzielit zdecydowana wigkszos¢ obiektow z nie-
separowalnych liniowo skupien. Indeks Hartigana okaza! si¢ najlepszym kryterium
optymalnosci podzialu dla zbioru 14. Pozwolil na do§¢ dobre rozdzielenie skupien
elipsoidalnych (rys. 2). Zdecydowanie stabsze okazaly si¢ indeksy oparte na macie-
rzy rozrzutu. Szczegélnie wskazniki trace(cov(W)) i trace(W'B) charakteryzowaty
si¢ wilasno$cia grupowania obiektéw lezacych na przekatnych ukladu wspéhrzed-

" Wyniki uzyskane w oparciu o indeksy Randa, Jaccarda i Fowklesa-Mallowsa byty zgodne.
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nych (rys. 3). Oba te wskazniki ani razu nie rozdzielilty prawidlowo skupien. Wy-
niki grupowania oparte na wyznaczniku macierzy rozrzutu dobrze si¢ uzupetnialy z
wynikami grupowania opartymi na wskaznikach heterogenicznosci skupien. Gdy
indeksy Daviesa-Bouldina i Hartigana zawiodty, wskazniki det(W) i det(T)/det(W)
okazywaly sig¢ najlepsze. Zdecydowanie najgorszym kryterium okazalo si¢ kryte-
rium Calinskiego-Harabasza. WskazZnik ten generowal tak zle wyniki, ze autor
dlugo poszukiwal bledéw w procedurze jego wyznaczania — jednak bez rezultatu
(por. rys. 2 lewy dolny rég dla obu zmiennych). Dalsze testy wskazaly, ze metoda
K-$rednich z kryterium Calinskiego-Harabasza jest bardzo wolno zbiezna i 10 ite-
racji to zdecydowanie zbyt mato. Jednak nawet przy 10-krotnie wigkszej liczbie
iteracji uzyskiwane wyniki nie s lepsze niz przy zastosowaniu innych kryteriéw.

W poréwnaniu z klasycznym podejsciem Thorndike’a i McQueena zastosowa-
nie badanych kryteriéw optymalnosci podzialu daje znacznie lepsze rezultaty we
wszystkich nietrywialnych przypadkach. Jedynie w 3 z 12 istotnych przypadkéw
uzyskano identyczny rezultat metod klasycznych i nieklasycznych.

5. Whnioski

Analiza wynikéow symulacji pozwala twierdzi¢, ze zastosowanie nieklasycznych
kryteriéw optymalno$ci podziahi obiektéw moze si¢ przyczyni¢ do poprawy jakosci
uzyskanych skupien. Szczegdlnie analiza graficzna dostarcza szeregu ciekawych
wnioskéw niemozliwych do odczytania z analizy tabelarycznej. Na szczegdlne zain-
teresowanie zashiguje indeks Daviesa-Bouldina i Hartigana. Jednoczesnie nalezy
wskazac na szereg wad tych kryteriéw. Procedura wyznaczania wartosci tych indek-
sOw jest znacznie dluzsza niz wyznaczenia macierzy odleglosci. Dla grupowania
duzej liczby obiektéw podejécie to moze by¢ nieefektywne. Kolejnym problemem
jest ustalenie a priori liczby iteracji algorytmu. Zbyt mata liczba sprawia, ze uzyska-
ne skupienia sa bardzo stabe. Zbyt duza liczba powoduje bardzo znaczny wzrost
czasu analiz bez istotnego wplywu na jako$¢ grupowania. Na zakonczenie nalezy
dodaé, ze opisywany tu eksperyment nie uwzglednial istnienia wartosci nietypowych
w zbiorze danych. W prezentowanym badaniu zakladano takze zmajomosé liczby
skupien w zbiorze obiektow, co zwykle nie jest znane w badaniach empirycznych.
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THE INFLUENCE ANALYSIS OF SELECTION OF THE OPTIMUM
PARTITIONING OBJECTS CRITERION FOR K-MEANS ALGORITHMS

Summary

The paper presents the modification of partitioning k-means algorithm. There are proposed the
application of a nonclassical indices as the inner optimal criterion of the partitioning the objects:
index Davies-Bouldin, index Calinski-Harabasz, index Hartigan, trace(W'B) and det(T)/det(W). On
the basis of simulation research critical opinions of quality of partitions that are obtained are maid.
There are presented weak and strong points of modified k-maens algorithm. The results are compared
with the classical Thorndike’s and McQueen’s algorithms.
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