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MODELOWANIE ROZKLEADU STRAT
W POMIARZE RYZYKA OPERACYJNEGO

1. Ryzyko operacyjne

Nie jest tatwo podaé jedna definicje ryzyka operacyjnego. W tej pracy' przyj-
miemy, ze ryzyko operacyjne to mozliwo$¢ poniesienia strat wynikajacych z blg-
dow ludzkich (zle zarzadzanie, brak nadzoru, brak kontroli) i nieprawidtowo dzia-
lajacych systemoéw wewngtrznych podmiotu (technologii). Ryzyko operacyjne nie
jest zjawiskiem nowym, nowe jest jedynie rozpatrywanie tego ryzyka w wymiarze
iloSciowym, jakim jest prezentowana metoda rozktadu strat (loss distribution
approach — LDA).

Komitet Bazylejski ds. Nadzoru Bankowego zaleca w zakresie pomiaru ryzyka
operacyjnego stosowanie trzech podej$¢ (por. [Basle Committee... 2003]):
wskaznika podstawowego (basic indicator approach — BIA), metoda standardowa
(standardized approach — SA) i metoda zaawansowang (advanced approach: in-
ternal measurement approach, loss distribution approach). Jednym z podej$é¢ za-
awansowanych w pomiarze ryzyka operacyjnego jest modelowanie stochastyczne,
w ktérym estymacja parametréw rozktadéw czestosci 1 rozktadow wielkosci strat
moze by¢ dokonana za pomoca estymacji parametrycznej (LDA).

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie podej$cia LDA do modelowa-
nia strat z tytulu ryzyka operacyjnego, a nastepnie kalkulacja miary capital-at-risk
(obciazenie kapitalu ryzykiem operacyjnym). Wskazane zostana problemy poja-
wiajace si¢ w analizie LDA. Podejécie to zostanie zilustrowane hipotetycznym
przykladem numerycznym (z uwagi na problem z dostgpem do danych dotycza-
cych strat z tytutu zdarzen operacyjnych).

Ryzyko operacyjne ze wzgledu na Zrodta powstawania nie jest jednolite — jest
zbiorem réZznego rodzaju czynnikéw. Ta ré6znorodno$é utrudnia stosowanie jedno-

! Por. definicje w: [Basle Committee... 2003; Jajuga, Jak6bczak 2004, Jakébezak 2003].
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litej metodologii w procesie zarzadzania ryzykiem, szczegdlnie na etapie pomiaru i
sterowania. W analizie ryzyka operacyjnego mozna wyrézmi¢ dwa rodzaje zdarzen:
— rzadkie zdarzenia, ale o duzej skali (Jow frequency, high severity);

— zdarzenia pojawiajace sie czesto, ale na niewielka skalg (high frequency, low
severity) — latwiej je modelowac, zazwyczaj nie prowadza od razu do upadtosci
przedsigbiorstwa.

Model pomiaru ryzyka operacyjnego musi uwzgledniaé oba rodzaje zdarzen.
Zdarzenia te powinny by¢ modelowane oddzielnie. Modelowanie tego rodzaju
ryzyka, w poréwnaniu z innymi rodzajami, napotyka w praktyce nastgpujace pro-
blemy:

— ograniczone informacje nt. strat z tytulu ryzyka operacyjnego (problem dostgp-
nos$ci danych). Zwykle dysponujemy niewystarczajacq liczba duzych strat do
estymacji parametréw ogona rozkladu;

— inne sg modele, niz te wykorzystywane w analizie ryzyka rynkowego,

— rozklad danych empirycznych nt. strat z tytulu ryzyka operacyjnego charakte-
ryzuje si¢ grubymi ogonami (w wiekszosci przypadkéw niewielkie straty oraz
kilka duzych strat).

W zwiazku z tym w modelowaniu stosowane sa techniki wykorzystywane w
ubezpieczeniach (metody aktuarialne) i modelowaniu ryzyka kredytowego, a w
przypadku braku odpowiednich danych wykorzystywana jest analiza scenariuszy.
Analiza scenariuszy jest przeprowadzana np. w sytuacji, kiedy pomiot nie dyspo-
nuje wewnetrznymi (tj. pochodzacymi z wngtrza firmy) informacjami dotyczacymi
strat z tytulu ryzyka operacyjnego lub nie ma wystarczajacej ich liczby. Wéowczas
generowane sa scenariusze na podstawie danych pochodzacych z zewnetrznych
baz informacji*.

W przypadku ryzyka operacyjnego mozna wyréznié trzy rodzaje strat:

1) straty oczekiwane — mierzone jako iloczyn prawdopodobiefistwa i wielkosci
straty,

2) straty nieoczekiwane — mierzone np. jako réznica migdzy 99-procentowym
kwantylem rozk!adu strat (koncepcja value at risk) a wartoscia oczekiwana,

3) straty spowodowane katastrofami — modelowanie zdarzen rzadkich.

W przypadku LDA interesowaé nas beda straty nieoczekiwane.

2. Loss distribution approach

W podejsciu modelowania stochastycznego estymacja parametréw rozkladéw
czgstosci 1 rozktadéw dotkliwoécei (skali zdarzenia, wielkosci) nastgpuje osobno.
Podejscie LDA prowadzi do otrzymania zagregowanego rozkladu strat. W LDA
zakladamy typ rozkladu dla pojedynczego zdarzenia. Dla rozkladu czegstosci w
przypadku ryzyka operacyjnego moze to by¢ rozklad: Poissona, dwumianowy,

2 Na przyklad w przypadku bankéw moga to by¢ dane z the Operational Riskdata eXchange Association.
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yjemny dwumianowy, geometryczny (por. [Johnson i in. 1993; Klugman i in.
2004]), natomiast w przypadku dotkliwosci rozklad Weibulla, Pareto, wartosci
ekstremalnych, lognormalny (ewentualnie normalny) lub mieszanka rozkladow.
Kolejnym krokiem po estymacji parametréw rozkladéw czestosci i wielkosci jest
testowanie parametrow funkcji gestosci (test Kotmogorowa-Smimova, test Ander-
sona-Darlinga). Do estymacji parametréw rozkladu wykorzystywane sa gléwnie
metoda momentéw i funkcja najwigkszej wiarygodnosci. Warto podkreslié, ze w
podejsciu LDA w odniesieniu do ryzyka operacyjnego, jak wskazuja analizy teore-
tyczne [Boecker, Klueppelberg 2005], wybdr typu rozkladu dotkliwosci ma mniej-
szy wplyw na kapitatl ekonomiczny niz wybdr rozkladu czestosci. Kapitat ekono-
miczny obliczany jest jako odpowiedni kwantyl zagregowanego rozkladu strat
minus straty oczekiwane. Nastepnie nastgpuje agregacja strat wynikajacych z poje-
dynczych zdarzen rozpatrywanych dotad osobno.

Tak wigc w metodzie LDA mozna wyréznié nastepujace etapy:

1. Dopasowanie czestosci zdarzen odpowiednim rozktadem.

2. Dopasowanie dotkliwo$ci (wielko$ci) strat odpowiednim rozktadem.

3. Wyznaczenie rozkladu zaagregowanego strat za pomoca symulacji Monte
Carlo.

4. Kalkulacja wymogu kapitatowego jako sumy wymogéw wyznaczonych dla
kazdej kombinacji jednostki biznesowej i typu ryzyka.

Metoda LDA zilustrowana zostanie hipotetycznym przykladem numerycznym
(por. [Frachot i in. 2001]). Zalézmy, ze w przedsigbiorstwie identyfikujemy i-tg
lini¢ biznesowa i j-ty rodzaj zdarzenia ryzyka operacyjnego (indeks i oznacza linie,
indeks j rodzaj zdarzenia). {(7, /) oznacza zmienna losowa, ktdra reprezentuje wiel-
ko$¢ jednego zdarzenia straty dla linii biznesowej i oraz rodzaju zdarzenia j.
Przyjmijmy w naszym przykladzie, ze mamy i = 2 — dwie linie produkcyjne oraz j
= 3 — takie zdarzenia, jak np. kradziez, oszustwo, awaria systemu informatycznego.

Zakladamy, ze liczba zdarzen migdzy ¢ a t + 7jest losowa (gdzie 7oznacza prze-
dzial czasu, w praktyce czgsto przyjmuje si¢ rok). Odpowiednia zmienna M(i, j) ma
funkcjg¢ prawdopodobienstwa p;;. Wéwczas rozktad czestosci strat P;; dany jest
jako:

B, (”)':ZOP;'.J‘ (k).

Rozklad czestoSci strat jest czgsto przyblizany rozktadem Poissona. W przy-
kladzie przyjmiemy rozkiad dwumianowy (mamy dwa stany: zdarzenie generujace
straty albo zachodzi, albo nie). Z kolei rozklad dotkliwosci strat (i, /) jest ozna-
czony przez F;;. Przyjete typy rozktadéw dotkliwosci strat sa nastgpujace:

— rozkltad lognormalny: rys. 1 (z parametrami 5, 5 i 0,75) oraz rys. 2 (z parame-

trami 6, 5 i 1,25),

— rozklad wyktadniczy: rys. 3 (z parametrem 55) i rys. 4 (z parametrem 90),
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— rozktad normalny: rys. 5 (z parametrami 750 i 150) oraz rys. 6 (z parametrami
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Symulacyjnie otrzymane rozklady dla zadanych parametréw zapewniajg wa-
runki niezalezno$ci, w rzeczywistosci nalezaloby tg¢ niezaleznosé testowac.

W podejsciu LDA strata dla linii biznesowej i oraz zdarzenia j migdzy tat+ 7
jest dana jako:

N(ij)
8(i, j)= Z ¢, (i.J)-

Niech G;; bedzie rozktadem strat (i, j). G;; jest ztozonym rozkladem nastg-
pujacej postaci:

Gl ZAmEE) e

pi; (0) x=0

G,

iJ ’

gdzie * jest operatorem splotu rozkladéw i F™ jest n-krotnym splotem’ F, ktéry
mozna okresli¢ nastgpujaco:

F" =F"VsF,

W naszym przykladzie bgdziemy agregowac rozklad czgstosci N(i, j) (przyjeli-
$my dwumianowy) oraz rozklad dotkliwosci strat (i, j) (przyjelismy lognormalny,
wykladniczy i normalny). PrzyjeliSmy réwniez zalozenie, Ze zmienne {(i, /) maja
niezalezne rozklady i sa niezalezne od liczby zdarzen. W wigkszo$ci przypadkéw
nie ma analitycznej postaci rozktadu zagregowanego. Konieczne jest czesto stoso-
wanie algorytméw numerycznych. W przykladzie wykorzystamy symulacje Monte
Carlo (10 000 powtorzen), w ktérej rozktad G;; jest przyblizany przez zbiér:

S(8(i, 7)) ={2 (i,/).s=1, ..., S]

otrzymanych wielkosci #%(i, ) . Oszacowanie G;; jest wowczas otrzymywane
przez empiryczny rozkltad § (l?(i, J )) Uzyskany w wyniku symulacji zagregowa-

3 Splot funkcji @z funkcja prawdopodobienstwa F jest funkcja zdefiniowana przez:
u(x)= [@(x-y)Fd(y).
Mozna zaznaczyé, ze u = F * ¢, jesli F ma funkcjg gestosci f, co mozna zapisa¢ odpowiednio jako

u=f*@,oraz u(x)=E¢(x—y)f(Y)d(J’)-
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ny rozklad strat dla zadanych rozkladéw czestosci i dotkliwoéci przedstawiony jest
narys. 7.

Czestosé 4
strat

99.xx% Poziom

v

Wielkosé
strat

1.5 2

Oczelqwa.ne Nleoczeklwane Straty katastroficzne  x10°
straty straty

, Rys. 7. Zagregowany rozklad strat
Zrédlo: obliczenia whasne.

Jesli straty 9(i, j) sa zalezne, analizowanie rozkladu zagregowanego wykorzystuje
funkcje potaczen* (w przypadku ryzyka operacyjnego moze by¢: t-student copula, Gum-
bel copula). Wykorzystanie funkcji polaczeth umozliwia rozwigzanie problemu dotycza-
cego rozklad6w wielowymiarowych, jakim jest nieznajomos¢ postaci analitycznej empi-
rycznego rozkladu lacznego. Parametryzacja funkcji polaczen jest przeprowadzana na
podstawie danych historycznych réwniez za pomocg symulacji [Embrechts i in. 2001]).
Na poczatku szacujemy parametry rozkladéw brzegowych dystrybuanty empirycznej
(bez zalozenia o parametryzacji formy kazdej z nich) nastgpnie szacujemy za pomoca np.
MLE (maximum likehood estimation) parametry funkcji potaczen.

Poniewaz nie zawsze zagregowany rozktad strat ¢# ma rozwiazanie analitycz-
ne, stosowane sa procedury numeryczne, takie jak symulacja Monte Carlo, metoda
rekurencyjna Panjera [1981], odwrdocenie funkcji charakterystycznej. Postaé anali-
tyczna zalezy od wilasnosci rozktadu G;;, np. w przypadku rozkiadu ujemnego
dwumianowego rozklad zagregowany moze by¢ zagregowanym rozkladem Pois-
sona lub logarytmicznym [Feller 1968].

4 Nieznany n-wymiarowy rozklad taczny moze zostaé przyblizony funkcja potaczen oraz odpo-
wiednimi rozktadami brzegowymi (twierdzenie Sklara). Problemem jest znalezienie odpowiednio
dobrze dopasowanej funkcji polaczen. W praktyce problem ten rozwiazuje sig, dopasowujac do da-
nych empirycznych kilka wybranych funkcji i nastepnie, stosujac np. kryterium informacyjne Akaike,
wykorzystuje si¢ do dalszej analizy najlepiej dopasowana,
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Jesli uzyskamy zagregowany rozktad strat z tytulu ryzyka operacyjnego (jak na
rys. 7), wystarczy jako wymog kapitalowy — obciazenie kapitatu ryzykiem opera-
cyjnym — tzw, CaR (Capital-at-Risk) wskazaé odpowiedni kwantyl rozktadu. Cal-
kowita strata jest réwna sumie:

z9=zl:iz9(i,j).

i=l j=1

Jesli przyjmiemy, ze straty 9%(i, j) sa niezaleime, rozklad G bedzie nastepuja-
cym splotem rozkladéw G;;:

J
G(x) = i’:lj’:l G,..j (x) .

Wymdg kapitalowy stanowi warto§¢ kapitalu niezbednego do pokrycia nie-
oczekiwanych strat (obliczony na ustalonym poziomie ufnosci) — CaR [Marshall
2001], ktéra dla danej kombinacji jednostki biznesowej i typu ryzyka jest odpo-
wiednim kwantylem tego rozkladu:

CaR(a)=G"'(a).

Natomiast calkowity wymoég kapitatlowy (na poziomie podmiotu) ustalony jest
jako suma wymogdéw wyznaczonych dla kazdej kombinacji jednostki biznesowej i
typu ryzyka.

Nastepnie przeprowadza si¢ testowanie wsteczne przyjetego modelu. Testowa-
nie wsteczne w przypadku ryzyka operacyjnego jest skomplikowane z powodu
ograniczonej dostgpnosci danych, ale trzeba weryfikowaé precyzjg przyjgtego mo-
delu. Na koniec wyznacza si¢ odpowiedni kwantyl rozkladu strat (dla zadanego
poziomu). W tym przykladzie wielko$ci wybranych kwantyli dla zagregowanego
rozkladu strat zestawione sa w tab. 1. Banki wyznaczaja kwantyle na poziomie
99,75, 99,9, 99,95 1 99,97% (w zaleceniach Komitetu Bazylejskiego jest 99%).

Tabela 1. Wielkosci kwantyli

Percentyl Wielko$¢ straty CaR
50 83 493,0081
75 91 359,8207
80 93 598,6527
90 100 321,3938
95 107 105,6813
97.5 114 253 6749
99 125 386,0648

Max 457 631,9083

Zrodto: obliczenia wiasne.
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W przykladzie kwantyl na poziomie 0,99 oznacza, ze z prawdopodobienstwem
0,99 straty z tytulu ryzyka operacyjnego nie powinny przekroczy¢ 125 386 j.p. w
ustalonym horyzoncie.

3. Podsumowanie

Zagadnienia zwiazane z modelowaniem strat z tytulu ryzyka operacyjnego, przed-
stawione na hipotetycznym przykladzie, mozna uja¢ w nastepujacych punktach;

1. Jako$¢ danych dotyczacych strat z tytulu ryzyka operacyjnego jest niska
(czgsto wystgpuje sytuacja braku danych wewnetrzych i konieczno$é korzystania z
zewngtrznych baz danych).

2. Ryzyko operacyjne jest trudniej zmierzyé niz ryzyko rynkowe czy kredyto-
we, z powodu braku lub ograniczonej dostgpnosci danych.

3. Straty z tytulu ryzyka operacyjnego jest bardzo trudno modelowaé (np. wy-
stgpuja obserwacje nietypowe, zdarzenia rzadkie).

4. Problemem w LDA jest wyb6r prawidlowego rozktadu; moze wystapié sytu-
acja, w ktorej zaden teoretyczny rozktad nie bedzie dobrze dopasowany do danych.

5. Zaleta tego podejscia jest mozliwo$¢ przeprowadzenia pomiaru ryzyka na
poziomie 99,9%.

6. Podejscie LDA pozwala podmiotowi, przy kalkulacji kapitalu na pokrycie
strat z tytutu ryzyka operacyjnego, na korzystanie z wlasnych baz danych i na ich
podstawie — na szacowanie parametréw rozkladu. Jednoczeé$nie pozwala na duza
swobodg wyboru w zakresie zastosowanych narzedzi — modeli szacujacych rozktad
dotkliwosci i czesto$ci strat.

7. LDA uwzglednia specyfikg danego podmiotu (umozliwia podmiotowi sa-
modzielne wyspecyfikowanie jednostek biznesowych oraz typoéw ryzyka) i tym
samym pozwala na dokladniejsze, w poréwnaniu z metodami wskaznika podsta-
wowego czy standardowg, szacowanie wymogow kapitalowych w zakresie ekspo-

zycji na ryzyko operacyjne.
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LOSS DISTRIBUTION APPROACH FOR OPERATIONAL RISK
MEASUREMENT

Summary

In the operational risk measurement we use stochastic modelling approach, where the parameter
estimation of probability distribution for the frequency of events and for the severity is made by em-
pirical estimation or parametric estimation (e.g. loss distribution approach, LDA). In this paper the
loss distribution approach is introduced. In LDA one assumes the type of distribution for a single
event. For frequency distribution Poisson distribution and for severity distribution normal distribution
could be used as well. For the estimation methods moments and maximum likelihood methods are
generally chosen. Then one obtains the aggregate loss distribution by compounding loss severity and
loss frequency distribution. This approach is illustrated by an example.
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