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1. Wstep

W badaniach statystycznych czgsto wystepuja zmienne, ktérych warto$ci nie sa zna-
ne, gdyz z pewnych powodéw nie sa mozliwe do zaobserwowania lub nie sa dostgpne
dla badacza. Analizie poddaje si¢ jedynie obserwowalna realizacje tych zmiennych. Taki
charakter maja m.in. zmienne ograniczone: uciete, cenzurowane lub podlegajace nie-
przypadkowej selekcji. Odpowiednim narzedziem od ich opisu sa modele tobitowe.

Standardowy model tobitowy zostal wprowadzony w 1958 r. przez J. Tobina,
ktéry rozwazy! zmienna zalezng cenzurowang w kontekscie regresji. Zauwazyl on,
Ze wnioskowanie na podstawie danych bez uwzglednienia cenzurowania lub ucig-
cia, w przypadku gdy ono wystepuje, zawsze jest obciazone pewnym btedem (por.
[Tobin 1958]). Na podstawie tego modelu zostaly skonstruowane kolejne, bardziej
zlozone modele, tworzace rodzing modeli zmiennej zaleznej ograniczonej' (limited
dependent variable model — LDV). W zalezno$ci od tego, czy zmienna zalezna
podlega ucigciu, cenzurowaniu czy nieprzypadkowej selekcji, mozna rozwazac:
modele regresji ucietej (truncated regression model) oraz rézne cenzurowane mo-
dele regresji (censored regression model), czyli modele tobitowe (tobit model).

2. Podstawowe definicje

Niech Y bedzie zmienna ukryta. Mozna zdefiniowaé nastgpujace obserwo-
walne realizacje Y tej zmiennej’.

! Szeroki opis modeli zmiennej zaleznej ograniczonej mozna znalezé w [Maddala 1983], pod-
stawowe modele wraz ze sposobami ich estymacji — np. w [Greene 2003; Verbeek 2001].

? Dla ustalenia uwagi w artykule podano definicje dla ograniczenia lewostronnego. Bez straty
ogoblnosci w definicjach (1)+3) mozna przyja¢ a = 0 oraz ¢ = 0, uwzgledniajac ewentualnie przesu-
nigcie Zmiennych.
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Zmienna ucigta (fruncated variable). Obserwowane sa tylko te wartosci
zmiennej Y, ktdre s3 powyzej wartosci progowe;j ¢ (por. rys. 1), tzn.:

yo={% B X2C g n (1
brak poza tym

Przyktadem zmiennej ucigtej jest zmienna okreslajaca wysoko§é dochodéw w
grupie os6b zarabiajacych ponizej §redniej krajowej. Dokladne wysokoéci docho-
déw obserwowane sa tylko wowczas, gdy nie przekraczajg wyznaczonego pozio-
mu, i tylko te warto$ci sa rozwazane w dalszej analizie (ucigcie prawostronne). Nie
sa znane (lub nie sa dostgpne) wartosci zmiennej dotyczace dochodéw przekracza-
jacych srednia krajowa.

Zmienna cenzurowana (censored variable). Obserwowane sa tylko te warto-
§ci zmiennej Y, ktére sa powyzej wartosci progowej c. Natomiast nie sa znane
wartosci zmiennej Y* wystepujace ponizej progu i jest im przypisana umowna
warto$¢, najczesciej warto§¢ progowa (por. rys. 1). Ponizej podano formalng defi-
nicjg:

b -2 A
" le gdy y <c

Aby podaé przyklad zmiennej cenzurowanej, mozna rozpatrzy¢ nastgpujaca sy-
tuacje. W grupie oséb, ktére byly bezrobotne i poszukiwaly pracy zmienna Y*
(ukryta) okresla wysoko$§¢ minimalnej placy, za jaka osoba jest sklonna podjaé
prace. Wartoéci zmiennej Y* sa obserwowalne tylko w przypadku oséb pracuja-
cych. Zatem, z pewnym uproszczeniem, zmienna Y to wysoko$é placy (Y =Y")
dla osob, ktore podjgly prace; zero zas (¥ =0) dla osob, ktére pracy nie podjgly i
nadal sa bezrobotne. Dane o wysoko$ci placy sa dostgpne tylko w przypadku prac,
w ktorych oferowana placa spekniata oczekiwania przynajmniej jednej z oséb szu-
kajacych pracy. Jezeli oferowana praca jest bardzo nisko wynagradzana, moze sie
zdarzy¢, ze nie znajda si¢ chetni do jej podjecia. Bedzie to skutkowato tym, ze ta
niska placa nie bgdzie obserwowana i bedzie reprezentowana przez cyfre zero (pla-
ca byla niezerowa, ale tak niska, ze w ocenie bezrobotnych réwna zeru).

Zmienna podlegajgca nieprzypadkowej selekeji (self-selection, sample se-
lection, sample selectivity). Obserwowalno$é warto$ci zmiennej Y’ zalezy od wa-
runkéw narzuconych na inna, skorelowana z nia zmienng Z°, ktéra réwniez moze
by¢ zmienna ukryta (nieobserwowalna) — por. rys. 1. Przyjmuje sie, ze obserwo-
walna realizacja zmiennej Z° moze byé zmienna binarna, ucigta albo cenzurowa-
na. Ponizej podano formalna definicje:

,dlai=1, .., n 2)
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y‘:{ Vi 8y 228 jai=1, .. 3)
c(lubbrak) gdy z <a

Przykladem zmiennej podlegajacej selekcji jest zmienna opisujaca tygodniowa
liczbg godzin pracy np. kobiet aktywnych zawodowo. Mozna obserwowad liczbg
godzin pracy tylko tych kobiet, ktdre pracuja, tzn. odpowiada im zaoferowana przez
pracodawcg liczba godzin pracy. Kobiety te, przez swoje decyzje o podjeciu pracy,
tworza prébe kobiet pracujacych. Préba ta nie jest losowa, gdyz to, czy kobieta pod-
Jjela prace, czy nie, zalezy od pewnych jej indywidualnych cech (np. wiek, miejsce
zamieszkania, fakt, czy wspétmalzonek pracuje, wysoko$é wynagrodzenia itp.).
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Rys. 1. a) zmienna losowa, b) zmienna ucigta,
. ¢) zimienna cenzurowana, d) zmienna podlegajaca nieprzypadkowej selekcji
Zré6dlo: opracowanie wiasne.

Przede wszystkim uciecie i cenzurowanie podlegaja nieprzypadkowej selekc;i.

Przy analizowaniu zmiennych ograniczonych istotne jest, ze ggsto$¢, dystrybu-
anta oraz momenty zmiennej ograniczonej Y réznia si¢ od gestosci, dystrybuanty
oraz momentéw zmiennej ¥* (por. np. [Maddala 1983; Greene 2003]).

3. Modele tobitowe

Szczegélnie wtedy, gdy na podstawie kryterium obserwowalno$ci: uciecia,
cenzurowania lub nieprzypadkowe;j selekcji, zostanie odrzucony stosunkowo duzy



131

procent obserwacji zmiennej Y', do opisu jej obserwowalnej realizacji ¥, jako
zmiennej zaleznej, nie nalezy stosowaé klasycznego modelu regresji, gdyz estyma-
tory parametréw beda obciazone. Wiasciwym narz¢dziem do modelowania zmien-
nej zaleznej ograniczonej sa modele tobitowe. Ogélnie modele te mozna zapisaé¢ w
nastgpujacej postaci:

.. : 0 . L}
gy={" BV A0y X Bru, 9 =Wrtv. @
0 gdy z =0

B,y — wektory parametréw modelu,

X,, W,— wektory zmiennych objasniajacych, mogace mie¢ ze soba czgs¢
wsp0lng lub caltkowicie sig pokrywaé,

v. — skladniki losowe, niezalezne, o warto$ci oczekiwanej réwnej zeru
oraz statych wariancjach odpowiednio o, oraz o, .

W praktyce najcze$ciej zaklada sie, ze skladniki losowe podlegaja rozkladowi

o> po,o,

normalnemu: (u,.,v,.)~N(0,0;[ “ " J), przy czym p jest wspolczynni-

kiem korelacji migdzy u; oraz v,.

Réwnanie (4b) nazywane jest réwnaniem regresji opisujacym zmienna Y* . Réwna-
nie (4¢c) nazywane jest rownaniem selekcji lub kryterium obserwowalnosci opisujacym
zmienna Z°, od ktérej zalezy obserwowalno$¢ zmiennej Y* . Uwzgledniajac sposéb, w
jaki zmienna Z' dopuszcza obserwowalno$¢ wartoéci zmiennej ¥, mozna skonstru-
owaé poszczegolne modele tobitowe. Ponizej przedstawiono dwa z nich’.

Model tobitowy typu I (standardowy model tobitowy) stuzy do opisu zmiennej za-
leznej Y podlegajacej cenzurowaniu. Jest to model (4a)~(4c), w ktérym Y =Z" oraz
X =W . Mechanizmy selekcji oraz wartosci zmiennej Y zalezg od identycznego zbioru
zmiennych objasniajacych (X =W ) i w ten sam sposob ( 8 = ¥ ). Estymacj¢ parame-
trow modelu przeprowadza si¢ za pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci.

Model tobitowy typu Il (inaczej: model selekcji, model heckitowy) pozwala na
opis zmiennych Y* i Z' za pomoca réznych zbioré6w zmiennych objasniajacych
(X, W) oraz w rézny sposéb (B, y). Mechanizm selekcji dokonywany jest przez
1 gdy z >0
0 gdy z <0
mi¢dzy u, oraz v,. Estymacj¢ parametréw modelu przeprowadza sig¢ za pomoca
dwustopniowej metody Heckmana lub metody najwigkszej wiarygodnosci.

zmienna binamng 1/, ={ . Zaklada sie mozliwo$¢ istnienia korelacji

3 Autorka rozwazala standardowy model tobitowy w pracy [Kostrzewska 2003), modele selekgji
za$ w pracy [Kostrzewska 2004].
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Inne modele tobitowe dopuszczaja m.in. zmienna cenzurowang do opisu réw-
nania selekcji i/lub wiecej zmiennych zaleznych.

Interpretacja parametréw w modelach tobitowych réznego typu nie jest na-
tychmiastowa. Bardzo wazne jest, ze czastkowe wpltywy (marginal effects) po-
szczeg6lnych zmiennych objasniajacych zazwyczaj roznia si¢ od wartos§ci oszaco-
wanych parametrow. Nalezy je wyznaczy¢, korzystajac z odpowiednich formut
(por. np. [Greene 2003]).

4. Opis badania

Podstawa badan sa dane pochodzace z badania aktywnos$ci ekonomicznej lud-
nosci (BAEL) dla II kwartatu 2005 r., przeprowadzanego przez GUS. Préba sklada
si¢ z 5414 zameznych kobiet, aktywnych zawodowo (wedtug definicji BAEL), dla
ktoérych dostegpne s takze dane dotyczace wspotmalzonka. Wsréd badanych znala-
zlo sig 1033 (19,08%) kobiet bezrobotnych oraz 4381 kobiet pracujacych.

Podjeto probg zastosowania modeli tobitowych do opisu tygodniowej liczby
godzin pracy w zaleznosci od okreslonych cech badanych kobiet i ich wspdtmat-
zonkéw. Poniewaz liczbe godzin pracy mozna obserwowaé tylko w przypadku
kobiet pracujacych, t¢ zmienna uznano za podlegajaca nieprzypadkowej selekcji.
Tym samym rozwazono dwa problemy: ,,czy badana kobieta pracuje, czy jest 0so-
ba bezrobotng (I;)” oraz ,ile godzin badana kobieta poswigca tygodniowo na pra-
cg, o ile pracuje (y,)”. Przyjgto, ze problemy te moga zalezeé¢ od dwéch réznych
zbioréw zmiennych objasniajacych.

Jalki model nalezy wybra¢ do opisu tygodniowej liczby godzin pracy? Model
probitowy nie wykorzystuje informacji o liczbie godzin pracy. Mozna go zastosowaé
tylko w celu modelowania prawdopodobiefistwa stanu ,,0soba pracujaca” i stanu
»0soba bezrobotna”. Model regresji na podstawie wszystkich obserwacji nie
uwzglednia faktu, ze w prébie sa osoby pracujace i bezrobotne. Inne powinno byé
podejscie do modelowania badanego zjawiska w przypadku kobiet pracujacych, inne
w przypadku kobiet bezrobotnych, gdyz fakt posiadania lub nieposiadania pracy
zalezy od nielosowych czynnikéw. Model regresji na podstawie danych dotyczacych
tylko pracujacych nie uwzglednia faktu, ze taka proba nie jest losowa. Model tobito-
wy typu I wykorzystuje zaréwno informacje, czy badana osoba pracuje, czy jest bez-
robotna, jak i liczbg przepracowanych godzin. Jednak zaklada, ze oba problemy za-
lezg od tych samych czynnikéw i w ten sam sposdb. Model tobitowy typu II wyko-
rzystuje wszystlkde dostgpne informacje. Ponadto pozwala na opis rownania selekcji i
réwnania regresji za pomocg réznych zbior6w zmiennych objasniajacych oraz do-
puszcza istnienie korelac)i miedzy sktadnikami losowymi tych réwnan.

Na tej podstawie wybrano model tobitowy typu II jako najbardziej adekwatny
do opisu badanego zjawiska. Ostateczny zbidr zmiennych objasniajacych ujetych w
tym modelu zestawiono w tab. 1.
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Tabela 1. Ostateczny zbiér zmiennych objasniajacych
KLM Klasa miejscowo$ci; zmienna binarna (warto$¢ 1 — wies, warto$é 0 — miasto)
PW Poziom wyksztalcenia. Bazujac na tej zmiennej, utworzono pig¢ zmiennych binarnych:

PW,, — wyksztalcenie wyzsze; PWy, — policealne; PW,; — $rednie ogdlnoksztatcace; PWo, —
zasadnicze zawodowe; PWys — gimnazjalne i nizej

RT Sytuacja na rynku pracy przed rokiem. Bazujac na tej zmiennej, utworzono trzy zmienne
biname: RTy; — pracujaca; RTy, — bezrobotna; RTy, — bierna zawodowo

RODZP [Rodzaj wykonywanej pracy (tylko dla pracujacych). Bazujac na tej zmiennej, utworzono
trzy zmienne biname: RODZP,, — pracujacy na wiasny rachunek; RODZP, — pracownik
najemny, RODZP,; —- pomagajacy czlonek rodziny

mLGP |Tygodniowa liczba godzin pracy me¢za

PD Praca dodatkowa; zmienna binarna (warto$¢ 1 — posiada pracg dodatkowa, warto$¢ 0 — nie)

mPD  [Praca dodatkowa meza; zmienna binama (jw.)

Zrédlo: opracowanie whasne.

Tabela 2. Wyniki estymacji parametréw modeli: regresji, tobitowego typu I oraz tobitowego typu II
Model regresji | Model regresji . .
(n=5414) (n=4381) Model tobitowy I Model tobitowy II
i _ _ _ _ wplyw wptyw
Zmienna parametr Srodni | calkowity
Wyraz wolny - - - - 02909 —0,3257 —0,3257
‘HKIM — — — — 0,2584 0,2893 -0,8031
B[PWy, - - - - —0,5545| —0,6208 5,0861
% PWg, - - - - —0,7060] —0,7904 49118
'§[PWy - - - - —09113] -1,0203 5,1504
EPWy — - - — —0,9244] —1,0350 5,1301
2[RTy - - - - 2,7087]  3,0328 [ —2,2899*
RT, - - - - 0,5217 0,5841 —4.5196
; wptyw wplyw
Zmienna parametr parametr parametr | wplyw | parametr 1 &redni | calkowity
Wyraz wolny| —12,5264 13,3183 —33,8014 |-33,3604| 19,1023] 19,1023 19,1023
KIM 1,7328 -0,9123 2,5731 | 2,5395 | -1,0924] -1,0924 -0,8031
PWy, 5,3943 5,4927 55905 | 55176 | 5,7069| 5,7069 5,0861
.=|PWg 53577 5,3554 55376 | 54653 | 5,7023] 5,7023 49118
PWy 5,6885 5,6409 58213 | 57453 | 6,1707| 6,1707 5,1504
PWys 7,1123 5,6280 8,0007 | 7,8963 | 6,1651 6,1651 5,1301
-‘é RTy,, 15,0637 0,4288* 23,6556 123,3469 | —5,3227| -5,3227 —2,2899*
E RT3 2,7752 -3,1037 78861 | 7,7832 | -5,1037] -5,1037 —4.5196
2 RODZP, 17,5519 5,4536 21,9609 |21,6744 | 54782| 54782 54782
RODZPy, 17,5342 3,6758 23,7843 |234740 | 3,6808| 3,6808 3,6808
mLGP 0,3309 0,3902 04852 | 04789 | 03910f 0,3910 03910
PD 12,3900 13,0454 11,5461 [11,3955 | 13,0964 13,0964 13,0964
mPD —5,6757 —6,3574 712316 [-7,1373 | -6,3749 —6,3749 —6,3749
G, 11,4426 10,5973 12,9359 - 10,7186 - -
D - - - - -0,3977 - -
R:e,mp_ 0,6408 02712 0,6628 - 02725 - -
Uwaga: (*) oznacza, Ze parametr lub wplyw czastkowy jest nieistotny statystycznie (p-value > 0,1).

Zrédlo: obliczenia wlasne z uzyciem oprogramowania LimDep.
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W tab. 2 zestawiono wyniki oszacowania parametréw modelu tobitowego typu
II. Dla poréwnania w tabeli tej zamieszczono réwniez wyniki estymacji parame-
tréw modelu tobitowego typu I, a takze modelu regresji na podstawie calej proby
(n = 5414) i tylko oséb pracujacych (n = 4381). Dla modeli tobitowych wyznaczo-
no takze wplywy czastkowe poszczegdlnych zmiennych obja$niajacych na tygo-
dniowa liczbe godzin pracy zameznych kobiet. W przypadku modelu tobitowego II
wplywy te podzielono na dwa rodzaje. Wplywy posrednie, tzn. przez réwnanie
selekgji, to wplywy zmiennej objaéniajacej na liczbg godzin pracy przez jej wplyw
na prawdopodobienstwo, ze dana osoba jest pracujaca. Wpltywy bezposrednie to
wptywy na liczbe godzin pracy bezposrednio przez réwnanie regresji. Suma wply-
wow posrednich i bezposrednich sa wplywy catkowite. Aby por6wnaé warto$ci
oszacowan parametrow modeli, nalezy poréwna¢ parametry modeli regresji z
wplywami w modelu tobitowym typu I oraz z wptywami catkowitymi w modelu
tobitowym typu II. Odpowiednie kolumny w tabeli oznaczono szarym kolorem.

Wyniki zawarte w tab. 2 w pewnym stopniu obrazuja, jakie moga by¢ skutki
zastosowania klasycznego modelu regresji do opisu zmiennej zaleznej ograniczo-
nej. W zaprezentowanym przykladzie oszacowania wplywdéw poszczegélnych
zmiennych objasniajacych w modelu tobitowym typu II s3 inne niz oszacowania
parametréw modelu regresji wielorakiej, chociaz, ze wzgledu na stabe dopasowa-
nie modelu do danych®, nie sa bardzo dalekie. Poréwnujac oszacowania wplywoéw
w modelu tobitowym typu II oraz parametréw modeli regresji, mozna zauwazyc,
ze mniejsze rozbieznos$ci wystapity, gdy rozwazono model regresji na podstawie
obserwacji dotyczacych tylko pracujacych. Réznice wida¢ przede wszystkim w
przypadku tych zmiennych objasniajacych, ktore wystgpuja rownocze$nie w row-
naniu selekcji i rownaniu regresji modelu tobitowego typu II. Wynika to wilasnie z
faktu, ze model regresji nie uwzglednia problemu: ,,czy badana kobieta pracuje,
czy jest osoba bezrobotng”.

W praktyce réznice w oszacowaniach sa tym wigksze, im wigkszy jest odsetek
obserwacji niespelniajacych kryterium obserwowalno$ci, a takze im wigksza jest
korelacja miedzy sktadnikami losowymi réwnania regresji (4b) i réwnania selekcji
(4¢). W badaniach empirycznych nalezy mie¢ na uwadze, czy préba bedaca przed-
miotem analizy jest rzeczywiscie préba losowa, a zatem czy mozna do niej zasto-
sowaé klasyczny model regresji. Moze sie okazaé, ze jest to préba ucieta, cenzu-
rowana lub podlegajaca nieprzypadkowej selekcji, wowczas nalezy siegnaé po
modele tobitowe.

4 Na podstawie dostgpnych informacji nie udalo si¢ oszacowaé parametréw modelu tak, by wy-
starczajaco dobrze opisywal tygodniowa liczbg godzin pracy. Gléwnym powodem moze by¢ brak
zmiennych objasniajacych badane zjawisko nieuwzglednionych w ankietach BAEL (np. takich jak:
liczba dzieci w gospodarstwie domowym; catkowity staz pracy; zagregowana zmienna dotyczaca
wynagrodzen o bardzo duzej liczbie brakujacych danych), ale takze przyjete zalozenie rozktadu nor-
malnego skladnika losowego. Byé moze lepszy model mozna bedzie otrzymaé przy zastosowaniu
semiparametrycznych metod estymacji, co bedzie przedmiotem dalszych badan autorki.
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5. Kierunki dalszych badan

Przeprowadzone badanie miato na celu wskazanie modeli tobitowych jako od-
powiedniego narzedzia do opisu zmiennej zaleznej ograniczonej. Zaprezentowany
przyktad zastosowania uwidacznia, Ze oszacowania parametrow (wplywow czast-
kowych) modelu tobitowego typu I oraz II sa rézne od oszacowan parametroéw
modelu regresji wielorakiej.

Dalsze prace badawcze moga objaé rozszerzenie analizy m.in. przez uwzgled-
nienie 0s6b biernych zawodowo, powtérzenie wnioskowania dla préb odnoszacych
si¢ do I, I lub IV kwartatlu 2005 r., rozpatrzenie modeli przy zalozeniu innego
rozkladu skladnika losowego, a takze z wykorzystaniem metod semiparametrycz-
nych, co moze doprowadzi¢ do uzyskania lepszego opisu tygodniowej liczby go-
dzin pracy zameznych kobiet.
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AN APPLICATION OF TOBIT MODELS TO A DESCRIPTION
OF A NUMBER OF HOURS WORKED PER WEEK

Summary

The aim of the paper is to present some types of tobit models and their application on the Polish
labour market. There is made a trial of a description of a number of hours worked per week by mar-
ried women in dependence on some characteristics which influence on being employed or unem-
ployed. The results of an estimation of tobit models type I and II are compared with results of an
estimation of classical regression models. The analysis is based on a data set from the labour force
survey (BAEL) conducted by the CSO in Poland.
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