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MODELE STOCHASTYCZNE DLA DANYCH
ZAGREGOWANYCH I INDYWIDUALNYCH

1. Wstep

Jedna z podstawowych funkcji aktuariatu w zakladzie ubezpieczeniowym jest
szacowanie rezerw. Cze$¢ z tych rezerw — rezerwy na szkody zaistniale, lecz nie-
zgloszone do dnia, na ktéry tworzona jest rezerwa — nosi nazwg IBNR. Ich szaco-
wanie ma charakter prognozy przyszlych wyplat i jest obliczane za pomoca modeli
stochastycznych. W praktyce stosowane sa gléwnie metody analizy na danych
zagregowanych w tzw. trojkaty szkodowe. Modele szacowania rezerwy IBNR sa
intensywnie rozwijane i testowane. Jest to szczegélnie istotne, poniewaz okres
inkubacji szk6d dla wielu produktow ubezpieczeniowych jest bardzo dlugi, a co za
tym idzie — kwoty uzyskiwane w tych modelach moga si¢ znacznie rézmié¢. Wybér
najlepszej metody ma wigc duze znaczenie praktyczne. Mimo stosowania zaawan-
sowanych modeli, uzyskiwane wyniki obarczone sa stosunkowo duzym bledem.
Szczegodlnie duze rozmice wystgpuja przy szacowaniu rezerw dla szkéd ostatnio
zaistnialych — a sg one najbardziej ,,ciekawe” z punktu widzenia zakladu ubezpie-
czeniowego (por. [Wozniak 2006]).

Rezerwy powinny byé budowane na podstawie wartosci przysztych strat. Mo-
dele szkodowe mozna uzyskiwa¢ na podstawie danych indywidualnych wyciaga-
nych z rejestréw badz danych zagregowanych. Podczas procesu przygotowania
danych do normalnej praktyki nalezy modyfikacja i korekta danych w celu usunig-
cia zdarzen nietypowych badZ uzupetnienia brakéw danych. Oméwienie tych pro-
bleméw wykracza poza zakres niniejszej pracy. Pomijamy tu réwniez rozwazania
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dotyczace tego, czy dane powinny byé oparte na warto$ciach szkéd netto, czy tez
nalezy dodaé dodatkowe sktadniki kosztow. Nie uwzgledniamy takze takich czyn-
nikéw, jak inflacja oraz procentowe stopy rynkowe zwiazane z dyskontowaniem
przeplywow pienigznych.

W literaturze pojawiaja sig¢ proby wprowadzenia do praktyki modeli dla danych
indywidualnych. Sa one oparte na modelach dla danych obcietych. Jednakze po-
wazng przeszkoda w stosowaniu tych metod jest koszt pozyskania danych indywi-
dualnych oraz konieczno$¢ stosowania bardzo wyrafinowanych metod analitycz-
nych (zob. [Taylor i in. 2006] ).

2. Cel i metoda badawcza

Celem niniejszej pracy jest poréwnanie wynikéw szacowania rezerw typu
IBNR metodami tradycyjnymi, opartymi na danych zagregowanych (por. [En-
gland, Verral 2002]) oraz proponowanymi ostatnio metodami opartymi na zaawan-
sowanych modelach statystycznych wykorzystujacych dane indywidualne. Poréw-
nano nast¢pujace metody: klasyczny model Chain Ladder, model Macka, dwa mo-
dele GLM: pierwszy z szacowaniem zmiennos$ci metoda analityczng delta i drugi
wykorzystujacy technikg bootstrap, metod¢ Bayesa MCMC oraz metodg analizy
regresji dla danych obcietych, na indywidualnych rejestrach.

Analizy przeprowadzono dla dwéch zestawéw danych:

— danych rzeczywistych jednej z duzych amerykanskich firm ubezpieczeniowych
(z uwagi na poufno$¢ zostaly one nieznacznie znieksztalcone),

— danych pseudolosowych wygenerowanych sztucznie z rozikdadéw Poissona,
ktére uwzglednialy segmentacje klientow w zakresie zréznicowania pod
wzgledem ,,potencjalnej szkodowosei”.

Wyniki uzyskane na podstawie poszczegélnych modeli zostaly poréwnane z
rzeczywista realizacja zjawiska. Do obliczenn wykorzystano procedury systemu
SAS (zob. http://www .sas.com/software/index.html).

3. Dane wejSciowe

Na dane wejsciowe do modelowania rezerw IBNR slkdadaja si¢ wartosci szkod.
Do pierwszego zestawu uzyto danych rzeczywistych. Do budowy modeli wybrano
kwartalne dane historyczne (64 tys. obserwacji) wybranej linii produktowej z grupy
ubezpieczenn komunikacyjnych jednego z duzych zakladéw ubezpieczeniowych w
USA, obejmujace lata 2000-2006. Obserwacje od marca 2000 r. do czerwca 2003 r.
zostaly uzyte do estymacji parametréw modeli, natomiast obserwacje od czerwca
2003 r. do wrzesnia 2006 r. wykorzystano do oceny jako$ci uzyskanych prognoz.

Do drugiego zestawu uzyto danych wygenerowanych sztucznie z mieszaniny
rozktadow Poissona — dane skladaja sig¢ z czterech warstw rézniacych sig warto-
Sciami $rednimi szkéd. Jako parametréw dla generatora liczb pseudolosowych o
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rozkladzie Poissona uzyto odpowiednich wartosci $rednich uzyskanych z danych

rzeczywistych. Czas zgloszenia szkody zostal uzyty jako dodatkowy parametr po-

zwalajacy modelowaé zmiang wartosci $redniej jako funkcji okresu inkubacji
szkody.

Dane indywidualne uzyskane z rejestrow zawieraty nastepujace zmienne:

— czas zajécia szkody — data zaj$cia zdarzenia (w kwartatach),

— czas inkubacji szkody — czas opisujacy op6znienie miedzy zaj$ciem szkody a
pojawieniem si¢ informacji o tym w systemie rejestrujacym zakladu ubezpie-
czeniowego (w kwartalach),

— warto$¢ szkody — wielko$¢, w stosunku do ktdrej ustala sie rezerwy,

— zmienne opisujace klienta i polis¢ — dodatkowe parametry opisujace klientéw i
pozwalajace na identyfikacje segmentu z punktu widzenia czgsto$ci wystepo-
wania i wielko$ci szkody.

Szacowanie rezerw metodami tradycyjnymi odbywalo si¢ na podstawie zagregowa-
nych historycznych danych o szkodach. Dane o szkodach ulozone zostaly w tabele, gdzie
,»boczek” (0§ pionowa) zwiazany jest z data zdarzenia i nosi nazwe czasu zajécia szkody,
a ,,gléwka” (o$ pozioma) zwiazana jest z réznica miedzy data zgloszenia a datg zajscia
szkody — nosi ona nazwe czasu rozwoju szkody (okres inkubacji). Dane rzeczywiste
zostaly zaprezentowane na rys. 1. Przedstawia on tabelg z zacienionym tréjkatem danych
historycznych, nazywanym trdjkatem szkodowym, ktéry zostat uzyty do estymacji mo-
deli, oraz dolnym tréjkatem reprezentujacym przysztosé, ktéry jest wypetmiony danymi
uzytymi do oceny modeli (por. [Hoedemakers 2005]).

okres inkubacji szkody w kwartatach

szkody

szkody - znane i

2 2 3 4 5 b 7 8 9 1 11 12 13 znane ' przyszie
] 0] 5369 318 2196 987 386 86 28 24 367 25 6 14 7 22 644 22644
® 1| 6828 2426 1082 628 500 83 110 29 64 70 10 85 41 23 383 23424
b 2| 4528 3376 1388 954 186 256 143 170 135 35 30 14 7 | 22905 | 2292
2 3| s801 3859 2059 871 703 191 146 83 39 20 6 10 | 48 | 28384 | 28448
> 4] 4193 2447 1389 462 161 95 80 33 N 18 6 5 6 | 18411 | 18446
-~ 5| 5035 3569 2102 905 275 117 391 60 83 124 18 15 | 14 | 23210 | 23470
§ 6| 6205 3589 3037 1205 599 477 88 145 74 54 19 3| 25 | 27478 | 27799
= 7| 8722 2891 1082 610 396 308 91 269 202 = 36 = 30 86 4| 26402 | 27122
- 8| 6251 3016 1006 698 483 506 (831 198 17 178 1].36 1 21488 | 23256
e 9| 6433 2872 1452 747 414 211 141 380 64 45 11 10 | 10 | 25182 | 26468
2| 10| 7884 3143 1838 1037 (759 | 77 | 40 73 |\ 28 9 | 12 TREL 27143 | 29203
Nl 11| 7194 323 1432 659 (270 446 96 30 \74 8 12 9 | 3% | 22286 | 2533
S| 12| 5861 3248 886 707 438 155 181 @ 42 \31 | 22 4 7 | 15| 20130 | 25866
o 13| 7083 2885 1671 737 1308 124 104 | 32 W2 47 24 27 7 7053 | 22714
316079 |347122

Warto$ci historyczne (znane) Wartosci przyszie

. Rys. 1. Dane rzeczywiste o szkodach zagregowane w postaci tréjkata szkodowego w tys. USD
Zrédlo: obliczenia wiasne.

Suma wartosci szkdd w poziomych wierszach nosi nazwe szkdd ostatecznych (wlsi-
mate claims), natomiast suma warto$ci szk6d ponizej przekatnej to szkody jeszcze nie-
zgloszone i nazywa si¢ je szkodami resztowymi (rest claims). Do por6wnan zostaly uzy-
te szkody ostateczne zamieszczone w ostatniej kolumnie z rys. 1, ktére obejmuja zar6w-
no szkody znane (ciemny tréjkat), jak i szkody przyszle (jasny trojkat).
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Szkody komunikacyjne charakteryzuja sig stosunkowo krotkim okresem inkubacji. Z
literatury wynika, ze dla takich krajoéw, jak Australia czy USA wystarczy wzia¢ pod
uwage okres 4-letni (por. [APRA 2005; American Academy... 2002]). Z doswiadczen
polskich wynika, ze okres ten powinien by¢ dhuzszy — nawet do 7-8 lat. Przed wykona-
niem analiz przeprowadzono kontrole tego zalozenia.

,Struktura szkodowosci” przedstawiona zostala w formie graficznej na rys. 2a. Po-
szczeg6lne linie wykresu — wiazki — odpowiadajg skumulowanym warto$ciom szkéd dla
romych kwartaléw zajécia zdarzen. Widaé, ze w okresie obserwacji nastgpuje wysycenie,
co oznacza, ze dlugosé okresu jest wystarczajaca do oszacowania szkéd ostatecznych.

Skumulowana warlos¢ szkdd
w rozblelu na kwartal zajécla szkody
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Rys. 2a. Skumulowane warto$ci szk6d pochodzacych z danego kwartatu zajécia szkody

w funkgcji czasu rozwoju szkody
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Rys. 2b. Réznice wzgledne (wyrazone w %) szkdd rzeczywistych i symulowanych
. dla danych zagregowanych
Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Do wygenerowanych danych symulacyjnych (64 tys. obserwacji) zostata zbu-
dowana analogiczna tabela jak na rys. 1, a jej poréwnanie z danymi rzeczywistymi
zaprezentowane zostalo w postaci mapy réznic procentowych na rys. 2b.

4. Modele analityczne szacowania rezerw

W niniejszej pracy omowione zostaly dwie klasy modeli. Pierwsza z nich doty-
czyta modelowania na danych zagregowanych, a druga na danych indywidualnych.
Obliczenia przeprowadzono w nast¢pujacych modelach:

1) model deterministyczny chain ladder (CL) — w wersji klasyczne;j,

2) model CL z rozkltadem normalnym btedu, zaproponowanym przez T. Macka,

3) uogélniony model liniowy GLM (generalized linear model) z rozktadem Pois-
sona i kanoniczng funkcja taczaca — bledy liczone z rozktadu normalnego metoda
delta,

4) uog6lniony model liniowy GLM z rozkladem Poissona i kanoniczng funkcja
laczaca — btedy liczone wedtug techniki bootstrap,

5) model Bayesa — z algorytmem probkowania Gibbsa,

6) dla danych indywidualnych obliczenia oparto na modelu regresyjnym dla da-
nych obcigtych (case estimation).

Ponizej przedstawiamy krotkie opisy uzytych metod.

Chain ladder (1) jest metodg deterministyczna, tzn. nicoparta na modelu staty-
stycznym, aczkolwiek mozna wykazaé, ze jest to metoda rOwnowazna pewnej kla-
sie modeli GLM (por. [Kramer 1982]). Polega ona na bezposrednim liczeniu tzw.
stalych wspotczynnikédw rozwoju szkéd, a nastgpnie oszacowaniu brakujacych
wartoéci w (kwadratowe;j) tabeli szkodowej poprzez iteracyjne wymnazanie warto-
$ci szacowanych i wspolczynnikow rozwoju dla kolejnych okreséw inkubacji
(szczeg6ly w [England, Verral 2002; Hoedemakers 2005]).

Metoda Macka (2) jest odmiana metody chain ladder z pewnymi elementami
losowymi opartymi na rozktadzie normalnym i pozwalajacymi na obliczenie bledu
w kategoriach odchylenia standardowego (zob. [England, Verral 2002; Hoedema-
kers 2005]).

Metoda GLM (3, 4) — aby zdefiniowaé uogdlniony model liniowy, musimy
zadaé trzy sktadowe: (i) rozktad modelowanej zmiennej (powinien on pochodzi¢ z
jednoparametrycznej rodziny rozktadéw), (ii) rownanie regresyjne oraz (iii) funk-
cj¢ laczaca wartos$é uzyskana w réwnaniu regresyjnym z odpowiednim parametrem
rozkladu. W naszym przypadku przyjete zostaly zaloZenia najczesciej spotykane w
praktyce aktuarialnej, a mianowicie: (i) rozktad Poissona, (ii) réwnanie regresyjne,
gdzie jako zmienne zalezne uzyto czasu zaj$cia szkody i okresu inkubacji, oraz (ii)
funkcjg taczaca w formie: LOG().

W pierwszej wersji (model 3) btad oszacowania szkéd ostatecznych, ktére sg
sumami odpowiednich warto$ci szkéd, wyliczono na podstawie blgdéw oszacowa-
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nia tych wartoéci oraz korelacji pomigdzy nimi — tzw. metoda delta (por. [Dobson
2002; England, Verral 2002; Halekoh 2004]).

W drugiej wersji (model 4) postuzono sig technika bootstrap polegajaca na lo-
sowaniu ze zwracaniem warto$ci resztowych. W ten spos6b uzyskiwane pseudo-
probki sa podstawa, na ktdérej estymuje si¢ kolejne modele. Za pomoca kazdego
modelu obliczana jest prognoza wartosci przysztych szkod. Na koniec wylicza sig
warto$¢ érednia i odchylenie standardowe z tak uzyskanej wiazki prognoz.

Metoda ta czgsto prowadzila do uzyskiwania ujemnych wartosci, co pociagneto
za soba konieczno$¢é szacowania parametrOw za pomoca optymalizacji funkcji
quasi-wiarogodnos$ci (por. [Dobson 2002; England, Verral 2002; Halekoh 2004;
Hoedemakers 2005; Pinheiro i in. 2003]).

Metoda Bayesa (5) polega na zastosowaniu generatora opartego na tzw. praw-
dopodobienstwie a posteriori. Prawdopodobienstwo a posteriori jest proporcjonal-
ne do prawdopodobienstwa a priori pomnozonego przez funkcj¢ wiarogodnoSci.
Jako model dla funkcji wiarygodnosci przyjety zostat rozklad normalny, natomiast
jako rozktadu a priori uzyto rozktad Jeffreysa. Do generowania wynikow uzyty
zostal algorytm probkowania Gibbsa (por. [Congdon 2003; England, Verral 2002;
Kass 1998; Mandrekar i in. 2005; Walsh 2004]).

Model regresyjny dla danych indywidualnych (case estimation) (6) sklada
si¢ z nastgpujacych multiplikatywnych czynnikéw: (i) regresji logistycznej uzyte;
do modelowania prawdopodobienstwa zajscia szkody (w modelu uwzgledniono
zlozona strukturg macierzy kowariancji wynikajaca z faktu mozliwosci wystawie-
nia kilku polis na tego samego klienta), (ii) regresji Coxa (z uwzglednieniem faktu
wystepowania kilku polis u jednego klienta) do modelowania prawdopodobienstw
zajscia szkody jako funkcji czasu inkubacji, (iii) uogélnionego mieszanego modelu
liniowego GLMM (generalized linear mixed model) uzytego do oszacowania wa-
runkowej Sredniej warto$ci szkody (por. [Taylor i in. 2006]). Dodatkowe zmienne
objasniajace (covariates) zostaly wybrane na podstawie drzewa decyzyjnego. Byly
to: ,status materialny”, ,,wiek kierowcy”, ,rok pierwszej rejestracji pojazdu”,
,wskaznik: samochdd prywatny/stuzbowy”.

5. Wyniki badan

Wyniki poréwnan ,,skutecznosci” rozpatrywanych modeli zostaly przedstawio-
ne w formie graficznej na rys. 3-6 (dla danych symulowanych i dla danych orygi-
nalnych). Zgodnie z oczekiwaniami prognozy szkod calkowitych, uzyskane na
danych sztucznie wygenerowanych dla wszystkich rozpatrywanych modeli, sa
podobne (por. rys. 4). Model zbudowany dla danych indywidualnych jest najlep-
szy, aczkolwiek nie widaé zdecydowanej przewagi nad modelami tradycyjnymi.
Przyjmujac jako wartos¢ rezerwy IBNR 95-centyl, zyskujemy nadwyzke od 1 do
6% w stosunku do kwoty rzeczywistej. Szerokosci przedzialéw ufnosci réznia sie
stosunkowo niewiele (por. rys. Sb). '
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Wartoé¢ rezerwy IBNR
Wyniki dla danych rzeczywistych
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55.56%

50.00%

348,000,000 349,000,000 350,000,000 351,000,000 352,000,000 353,000,000 354,000,000
Wartoéé rezerwy IBNR

. Rys. 6. Warto$ci rezerw IBNR w funkgji przedzialu ufno$ci oszacowania wartoéci strat
Zrédlo: obliczenia wtasne.

Dla danych rzeczywistych réznice miedzy modelami sa znaczne (por. rys. 3).
Co wigcej, az trzy modele daja oszacowania przedzialowe (na poziomie 90%) nie-
zawierajace rzeczywistej warto$ci rezerw, co nie mialo miejsca dla danych sztucz-
nie wygenerowanych. Nalezy podkresli¢, Zze dla danych rzeczywistych poszczegél-
ne modele daja rezultaty rézniace si¢ znacznie (por. rys. 4 i 5a). Z punktu widzenia
praktycznego modele oparte na danych indywidualnych zdecydowanie lepiej sza-
cuja warto$¢ rezerw — roznica sigga nawet 25%, co mogloby si¢ przetozy¢ na wy-
nik biznesowy firmy (por. rys. 5b).

W praktyce aktuarialnej rezerwy sa budowane czesto w oparciu o 70-centyl
rozktadu szkdd. Na tym poziomie przedziatu ufnosci réwniez istotnie najlepszy jest
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model oparty na danych indywidualnych. Rysunek 6 pozwala oceni¢ zysk stoso-
wania tej metody na roznych poziomach przedziatéw ufnosci.

6. Podsumowanie

Niniejsza praca moze by¢ jednym z gloséw w dyskusji w konteksScie trwajace-
go obecnie procesu tworzenia mi¢dzynarodowych standardéw rachunkowosci
ubezpieczeniowej oraz systemow monitorujacych adekwatno$¢ rezerw.

Z raportu KNUIFE (por. [Wozniak 2006]) wynika, ze w Polsce ,,prawie
wszystkie analizowane zaklady przy szacowaniu rezerwy IBNR stosuja jedna z
dwoéch metod: metode Bornhuttera-Fergusona' badz metode chain ladder w wersji
klasycznej lub jej rozne zmodyfikowane wersje”, takie jak metoda Macka. Nato-
miast wiele miedzynarodowych organizacji aktuariuszy, np. CAS (Causalty Actu-
arial Society), propaguje jednak uzywanie bardziej zaawansowanych metod opar-
tych na statystycznych (w nomenklaturze aktuarialnej stochastycznych) modelach:
GLM, Bayes (zob. [England, Verral 2002; Hoedemakers 2005]). Ostatnio na forum
CAS (zob. np. [Taylor i in. 2006]) dyskutowane sa rézne metody oparte na danych
indywidualnych pod katem ich rekomendacji do praktycznych zastosowan. Nieste-
ty, na przeszkodzie stoja problemy zwigzane z kosztem pozyskania danych.

Uzyskane w tej pracy wyniki pozwalaja na wyciagniecie wniosku, ze metody
oparte na danych indywidualnych pozwalajg na duzo lepsza estymacj¢ rezerw, a co
za tym idzie — bardziej nadaja sie do stosowania chociazby w ramach projektu
Wyplacalnosé II. Podkresli¢ nalezy, ze metody oparte na danych indywidualnych
maja szanse sukcesywnie wypiera¢ metody oparte na danych zagregowanych ze
wzgledu na to, Ze koszt wdrozenia tych metod, wahajacy si¢ w granicach 400 tys.
do 3 mIn PLN? jest stosunkowo niski w poréwnaniu z potencjalnymi efektami
biznesowymi.
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ANALYSIS OF RISK OF IBNR RESERVES ESTIMATING MODEL
IN PROPERTY-CASUALTY INSURANCE.
THE COMPARISON OF STOCHASTIC MODELS
FOR AGGREGATE AND INDIVIDUAL DATA

Summary

The accuracy of estimating the IBNR reserves has a very large impact for financial results of an
insurance company. In the paper the different methods are compared from the industry standards
usually used by actuaries and the methods recommended by internatio-nal supervisors to models
estimated on individual data. The results show that methods for individual data are the best for fitting
reserves due to market changes.
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