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1. Wstep

W 2009 r. w wyniku wprowadzonej reformy systemu emerytalno-rentowego
powinny powstaé pierwsze w Polsce zaklady emerytalne. Ich gléwnym produktem
beda emerytury dozywotnie. Jednym z réznych rodzajéw ryzyka zwiazanych z tym
produktem jest ryzyko demograficzne. Czg§ciowej redukcji tego ryzyka mozna
dokonaé, zwigkszajac liczbe polis w portfelu. Jednak calkowita jego redukcja jest
niemozliwa, gdyz niezaleznie od liczby polis udzial ryzyka dlugowiecznos$ci jest
staly. Zatem redukcja ryzyka demograficznego jest mozliwa, jezeli nastapi zmniej-
szenie ryzyka dlugowiecznosci [Papiez (a)]. Oznacza to, ze nalezy podjaé prace
dotyczace oceny tego ryzyka i zarzadzania nim.

W tym celu JPMorgan zaproponowat zestaw narzedzi do mierzenia i zarzadzania
ryzykiem dlugowiecznosci nazwany LifeMetrics (zob. [LifeMetrics: A Toolkit...
2007]) '. W projekcie tym zaproponowano stosowanie stochastycznych modeli umie-
ralno$ci do analizy i prognozowania oczekiwanej dlugosci trwania Zycia, ktérg z
kolei mozna wykorzysta¢ do budowy dynamicznych tablic trwania zycia [Papiez —
ztozone do druku (b)]. Tablice te odgrywaja duza role przy wycenie emerytury do-
zywotniej, gdyz uwzgledniaja postepujacy proces starzenia si¢ populacji i wydhuza-
nia dlugo$ci trwania Zycia. Przedstawione stochastyczne modele umieralnosci sa
wykorzystywane do prognozowania umieralnosci w krajach Europy Zachodniej.
Jednak analiza dynamiki przecietnej dlugosci trwania zycia w latach 1955-2005 w
krajach Europy Zachodniej oraz Europy Srodkowej wskazuje na jej duze zréznico-
wanie. W wypadku krajéw Europy Zachodniej tempo wzrostu przecigtnej dtugosci
trwania Zycia jest duzo szybsze niz w krajach Europy Srodkowe;.

! Szerzej LifeMetrics autorka przedstawila w pracy [Papiez (c)].
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Odmienno$¢ dynamiki zmian przecietnej dtugo$ci trwania Zycia sktania do pod-
jecia tematu dotyczacego mozliwosci wykorzystania stochastycznych modeli umie-
ralnosci do modelowania i prognozowania umieralnosci w krajach Europy Srodko-
wej. W pracy zostanie zweryfikowana mozliwos¢ uzycia dwéch stochastycznych
modeli (Lee-Cartera oraz Cairnsa, Blake’a, Dowda) do prognozowania przecigtnej
dtugoéci trwania zycia 0séb w wieku 60 lat i wigcej dla krajéw Europy Srodkowe;.

2. Modele stochastyczne umieralnosci

Wéréd obecnie zaproponowanych przez JPMorgan stochastycznych modeli
umierainoéci sa nastepujace: model Lee-Cartera (1992) [Lee, Carter 1992], model
Renshaw-Habermana (2006) [Haberman, Renshaw 2006], model Currie Age-Period-
Cohort (2006) [Currie], model Caimnsa, Blake’a, Dowda (2006) [Cairns, Blake,
Dowd 2006], rozszerzenie modelu Cairnsa, Blake’a, Dowda (2007) [Cairns i in.
2007]. Modele te mozna opisa¢ dwoma ogdlnymi wzorami [Caims i in. 2007, s. 12]:

logm,, =3, AR, 0
ogitq,, = 3, Ax71), @

gdzie: ﬂf” — parametr odzwierciedlajacy skutki zmiany nat¢zenia umieralnosci
spowodowane wickiem; przedstawia on wzgledng szybko§¢é zmian
umieralno$ci w wieku x w czasie ¢,
kf‘) — parametr opisujacy ogolna tendencje zmian umieralno$ci w czasie ¢,
i)

—-x

~ parametr prezentujacy skutki zmiany nat¢Zenia umieralno$ci spowo-
dowane kohorta.

W pracy zostanie zweryfikowana mozliwo$¢ wykorzystania tylko dwéch mo-
deli do prognozowania umieralnoéci i budowy dynamicznych tablic trwania Zycia
dla wybranych krajéw Europy Srodkowej.

a) Model Lee-Cartera jest nastgpujacej postaci:

logm,, = B + B, 3
m_, — centralny wspétczynnik zgonéw w wieku x w roku kalendarzowym ¢.

o
Ponadto w modelu zaklada sig, ze: Y x) =0 oraz Y A =1.

t=t, x

b) Model Cairnsa, Blake’a i Dowda jest nastepujacej postaci:
logit g, = B + SOk, @)

2 Wykorzystanie modelu do prognozowania umieralnosci autorka przedstawita w pracach [Pa-
piez 2007; Papiez (b)].
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W celu uproszczenia modelu autorzy [Caims i in. 2007] zalozyli: ,Bi') =1 oraz
pO = (x-X), gdzie E=lzix,. jest §rednia z proby, wéwczas model CBD jest postaci:
n

logit g, , = K‘,(l) + K{z) (x-X), 5)

q,,— prawdopodobienstwo zgonéw w wieku x w roku kalendarzowym ¢.

Metody estymacji parametréw dla obu modeli przedstawiono np. w pracach
[Cairns, Blake, Dowd 2006; Lee, Carter 1992].

3. Mozliwo$¢ wykorzystania modelu Lee-Cartera oraz Cairnsa,
Blake’a, Dowda do prognozowania przeci¢tnej dlugos$ci trwania
Zycia w wieku 60 lat i wiecej dla krajéw Europy Srodkowej
— wyniki badani’

Do badania mozliwoéci wykorzystania obu modeli do prognozowania przeciet-
nej dugosci trwania zycia oséb w wieku 60 lat i wigcej w krajach Europy Srodko-
wej wybrano trzy kraje: Stowacjg, Czechy i Wegry. Poniewaz dynamika zmian
przecigtnej dlugosci trwania Zycia w Polsce jest podobna do dynamiki wybranych
krajéw Europy Srodkowej i nie ma mozliwoéci uzyskania pelnych tablic trwania
zycia dla Polski w latach 1955-2005, wnioski wynikajace z badarh mozna odnieséé
réwniez do Polski. W celach poréwnawczych wybrano réwniez trzy kraje Europy
Zachodniej: Holandig, Wlochy i Szwecje¢. Okres badanh obejmowat lata 1955-2005.
Estymacj¢ parametréw przeprowadzono dla kobiet i mezczyzn na podstawie pel-
nych tablic trwania Zycia dla wieku 60-100 lat (osoby w wieku emerytalnym) w
latach 1955-1995. Natomiast okres 1996-2005 postuzyt do weryfikacji modeli. W

tym celu na podstawie warto$ci oszacowanego parametru ’?'(z) (dla modelu Lee-

Cartera) oraz parametréw £ i &2 (dla modelu CBD) dla okresu 1955-1995 spo-
rzadzono prognozy na lata 1996-2005. W celu sprawdzenia modelu obliczono
mierniki dokladno$ci predykcji ex post umozliwiajace badanie dopuszczalnosci
prognoz.

3.1. Estymacja parametré6w modeli dia wybranych krajéw Europy

a) Model Lee-Cartera

Oszacowane warto$ci parametréw w modelu Lee-Cartera w populacji kobiet i
mezcezyzn w wybranych krajach w latach 1955-1995 na podstawie pelnych tablic
trwania zycia zaprezentowano na rys. 1-3.

? Szersze badania dla obu modeli autorka przedstawita w pracach [Papiez (b); Papiez (c)].



60 63 n 75 80 83 90 93 10 60 65 70 75 -] 85 0 95 100
Wiah w latach Wisk w latach
Rys. 1. Wartoéci oszacowanego parametru ﬂ,(’) w modetu Lee-Cartera w wybranych krajach w latach 1955-1995
a) dla kobiet b) dla mezczyzn

Zrédlo: obliczenia wiasne na podstawie danych [Human Mortality Database...].

Analiza warto$ci oszacowanego parametru ﬂfl) wskazuje, ze w krajach Europy
Srodkowej i Zachodniej podobny jest ksztatt krzywej opisujacej usrednione dla lat
1955-1995 wartosci logarytmu wspdtczynnika zgonéw dla kazdego wieku (por. rys.
la i b). Usrednione warto$ci logarytméw wspbiczynnikéw zgonu dla krajéw Europy
Srodkowej s3 nieznacznie nizsze niz dla krajéw Europy Zachodniej, co oznacza, ze
w tych krajach wyzsze sa prawdopodobienistwa zgonéw dla danego wieku x.

Rysunki 2a i b, 3a i b przedstawiajgq warto$ci oszacowanego parametru ﬂfz).
Analiza ich wskazuje, ze wzgledne zmiany umieralnosci dla mezczyzn w wybra-
nych krajach Europy Srodkowej w latach 1955-1995 byly bardzo duze. Ponadto
,sz) przyjmuje wartoSci ujemne, co oznacza, ze umieralno$¢ dla danego wieku x
wzrastala w ciagu badanego okresu. Analiza warto§ci oszacowanego parametru
ﬂf,z) dla kobiet wskazuje, ze w wybranych krajach Europy wzgledna szybko§¢
zmian umieralno$ci w wieku x jest nieduza.
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Rys. 2. Wartosci oszacowanego parametru A\ w modetu Lee-Cartera w populacii kobiet w latach 1955-1995
a) Stowacja, Czechy i Wegry b) Holandia, Wtochy i Szwecja

Zrédlo: jak narys. 1.
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Rys. 3. Wartoéci oszacowanego parametru ﬂx(z) w modelu Lee-Cartera w populacji mgzczyzn

w latach 1955-1995
a) Stowacja, Czechy i Wegry b) Holandia, Wiochy i Szwecja
Zrédlo: jak narys. 1.

Na rys. 4a i b przedstawiono wartoéci oszacowanego parametru kfz) w modelu
Lee-Cartera. Analiza warto$ci wskazuje, ze w wypadku kobiet duzo szybciej mala-
fa umieralnoé¢ niz w wypadku me¢zczyzn. Ponadto spadek umieralno$ci me¢zezyzn
w ciagu 40 lat w Europie Zachodniej byt duzo szybszy niz w Europie Srodkowe;.
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Rys. 4. Warto$ci oszacowanego parametru xfz) w modelu Lee-Cartera w wybranych krajach w latach
1955-1995 wraz z prognozami na lata 1996-2005

a) dla kobiet b) dla mezczyzn
Zrédio: jak na rys. 1.

b) Model Cairnsa, Blake’a, Dowda

Oszacowane warto$ci parametréw ifl) i &% w modelu Cairnsa, Blake’a,
Dowda w populacji kobiet i m¢zczyzn w wybranych krajach w latach 1955-1995
na podstawie pelnych tablic trwania Zycia prezentuja rys. 5 i 6. Malejace wartosci
r?,(') odzwierciedlaja zmniejszenie si¢ wspétczynnika zgondéw dla kazdego wieku w
calym analizowanym okresie badan (por. rys. 5). Natomiast wzrastajace wartosci
I?,(z) oznaczaja, ze wspdlczynnik zgonéw zmniejsza si¢ najszybciej dla oséb w
mlodszym wieku.
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Rys. 5. Warto$ci oszacowanego parametru K,(') w modelu Caimnsa, Blake’a i Dowda w wybranych

krajach w latach 1955-1995
a) dla kobiet b) dla mezezyzn
Zrédlo: jak na rys. 1.
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Rys. 6. Warto$ci oszacowanego parametru xfz) w modelu Cairnsa, Blake’a i Dowda w wybranych

krajach w latach 1955-1995
a) dla kobiet b) dla m¢zczyzn
Zrédlo: jak na rys. 1.

3.2. Prognozowanie wartosci parametru x‘”

Na podstawie wyestymowanych wartoéci parametréw x” dla obu modeli posta-
wiono prognozy na lata 1996-2005. Do analizy szeregdéw czasowych, a tym samym do
prognozowania rozwazono modele: ARIMA (0,1,0); ARIMA (0,1,1) oraz AR(1)".

Na podstawie prognoz parametru r?,(') Wyznaczono prognozy warto$ci central-
nego wspélczynnika zgonéw, ktére nastgpnie zostaly wykorzystane do obliczenia
prognozowanej warto$ci przecigtmego dalszego trwania Zycia. Prognozowane war-
tosci przecietnego dalszego trwania Zycia dla danego wieku x poréwnano z warto-
Sciami rzeczywistymi przy wykorzystaniu miernikéw dokladnoséci predykcji ex
post. Miemniki policzono dla wybranych modeli dla prognoz w latach 1996-2005 i
dla poszczeg6lnych grup wieku x =60,61,...,100.

Rysunki 7 i 9 prezentuja przecig¢tna dlugo$¢ trwania Zycia kobiet i mezczyzn w
wieku 60 lat dla wybranych krajéw w latach 1955-2005 oraz odpowiadajace jej

4 Wyb6r modeli podyktowany by! tym, ze w literaturze s one wykorzystywane do prognozowa-
nia tego parametru, np. w pracach [Cairns, Blake, Dowd 2006; Lee, Carter 1992].
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prognozy wygaste przecietnej dhugoéci trwania zycia w latach 1996-2005 odpo-
wiednio dla modelu Lee-Cartera oraz Caimsa, Blake’a, Dowda. Warto§ci wzgled-
nego bledu predykcji ex post dla poszczegblnych grup wieku zostaly przedstawione
narys. 8i10.

Analiza rys. 7 i 9 wskazuje na wieksza dynamike zmian rzeczywistej przeciet-
nej dtugos$ci trwania Zycia kobiet na Stowacji, w Czechach i na Wegrzech w latach
1996-2005 niz prognozowanej oczekiwanej dtugo$ci trwania Zycia niezaleznie od
wybranego modelu. Dla kobiet w krajach Europy Srodkowej warto$ci wzglednego
btedu predykcji ex post dla wieku 60 lat dla obu modeli wynosza ok. 3-4%, a w
krajach Europy Zachodniej ponizej 1% (por. rys. 8).
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Rys. 7. Przecigtna dlugo$¢ trwania Zycia kobiet w wieku 60 lat w latach 1955-2005 oraz prognozy
w latach 1996-2005
a) model Lee-Cartera b) model Cairnsa, Blake’a i Dowda
Zrédto: jak narys. 1.
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Rys. 8. Wzgledny blad predykcji ex post prognoz przecigtej dlugo$ci trwania Zycia kobiet
w latach 1996-2005
a) model Lee-Cartera b) model Cairnsa, Blake'a i Dowda
Zrédlo: jak na rys. 1.

Natomiast istni¢je znaczna réznica migdzy rzeczywista przecigtna dlugoscia
trwania zycia mezczyzn w krajach Europy Srodkowej a prognozami dla obu mode-
li. Warto$ci wzglednego bledu predykcji ex post dla wieku 60 lat wahaja sie od ok.
5 do 10%. Wraz ze wzrostem wieku do ok. 80-85 roku zycia wzrastaja warto$ci
wzglednego bledu predykcji ex post dla krajéw Europy Srodkowe;.
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Rys. 9. Przecietna dlugo$é trwania zycia mezezyzn w wieku 60 lat w latach 1955-2005
oraz prognozy w latach 1996-2005
a) model Lee-Cartera b) model Caimnsa, Blake'a i Dowda
Zrédto: jak narys. 1.
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Rys. 10. Wzgledny blad predykcji ex post prognoz przecietej dlugoSci trwania zZycia mezczyzn
w latach 1996-2005
a) model Lee-Cartera b) model Caimsa, Blake’a i Dowda
Zrédlo: jak na rys. 1.

4. Whnioski

Wyniki badahd wskazaly, ze zaproponowane modele mozna wykorzystaé¢ do
prognozowania warto§ci do dynamicznych tablic trwania Zycia dla krajéw Europy
Zachodniej lub krajéw, ktére przez dlugi okres charakteryzowaly si¢ stabilnym
wzrostem oczekiwanej dugoéci trwania Zycia. W wypadku krajéw Europy Srod-
kowej w latach 1996-2005 wystapily duze réznice pomiedzy warto$ciami rzeczy-
wistymi a prognozami przecigtnej dhugosci trwania zycia dla m¢zezyzn (w mniej-
szym stopniu dla kobiet). Niezaleznie od wieku i plci warto$ci rzeczywiste wzra-
staja duzo szybciej niz te prognozowane. Na podstawie wynikow badan wydaje sig,
ze oba modele mozna wykorzysta¢ do prognozowania wartos$ci, ktére pézniej beda
uzyte do budowy dynamicznych tablic trwania Zycia dla populacji kobiet w krajach
Europy Srodkowej. Natomiast w wypadku populacji mezczyzn w krajach Europy
Srodkowej do wyznaczonych prognoz nalezy podchodzié bardziej ostroznie.
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THE APPLICATION OF STOCHASTIC MORTALITY MODELS
FOR BUILDING OF PROJECTED MORTALITY TABLES

Summary

The paper examines the usefulness of stochastic mortality models in estimating the values in the
dynamic mortality tables which take into account rising life expectancy. Because parameter estima-
tion is done on the basis of historical data, and it is not possible to obtain complete projected mortality
tables for Poland from the period 1955-2005, that is why the analysis will be carried out for Slovakia,
Czech Republic and Hungary. And because Poland is characterised by similar dynamics of changes to
the above mentioned Central European countries, it will be justifiable to draw conclusions regarding
also this country. Forecasts are made for selected countries on the basis of estimated values of the
parameter in the period 1955-1995. For modelling and forecasting time series/mortality trends the
ARIMA models will be used.
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