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1. Wstep

Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow, stosowana powszechnie do esty-
macji parametréw liniowych modeli ekonometrycznych, wymaga spetnienia szere-
gu zatozen, dotyczacych migdzy innymi rozkladu skladnikéw losowych modelu.
Przy okreslonych zalozeniach estymator metody najmniejszych kwadratow posiada
pozadane wlasnosci — jest nieobcigzony, zgodny i najefektywniejszy w klasie nie-
obciazonych estymatoréw liniowych. Weryfikacja zatozen dotyczacych sktadni-
kéw losowych wiaze sie z licznymi trudnosciami, wynikajacymi z tego, ze sa one
nieobserwowalne. Wnioskowanie o skfadnikach losowych przeprowadza si¢ za po-
moca testow statystycznych na podstawie reszt otrzymanych w wyniku zastosowa-
nia metody najmniejszych kwadratow. Z wielu wzgledow nie stanowia one ideal-
nego narzedzia umozliwiajacego podjecie wlasciwej decyzji co do postaci rozktadu
skladnikow losowych. W niniejszej pracy przedstawiono koncepcje polaczenia
zalet postepowania klasycznego (stosowania testow statystycznych) z korzysciami
plynacymi z mozliwosci wyboru ,,najlepszego” rozktadu przy zastosowaniu dys-
kryminacyjnej reguty najwigkszej wiarygodnosci. Problemem, ktérego rozwiazanie
zaproponowano, jest okreslanie rodzaju heteroskedastycznosci sktadnikéw loso-
wych jednoréwnaniowego liniowego modelu ekonometrycznego. W pracy prze-
dyskutowano postulowana koncepcje¢ i zilustrowano ja badaniem empirycznym.
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2. Klasyczne podejscie do wykrywania niejednorodnosci wariancji
skladnikow losowych modelu ekonometrycznego

Stosujac metode najmniejszych kwadratéw do szacowania parametréw modelu
ekonometrycznego postaci:

Y=ag+a\X|+a, Xy +...+a,X, +¢&, n
gdzie: ¥ — zmienna objasniana,
Xy, Xy oy Xy, — zmienne objasniajace,
ay, &y, Ay, ..., A, — parametry strukturalne,
£ — sktadniki losowe.

czyni si¢ zalozenia dotyczace struktury stochastycznej modelu. Zespot zatozen
dotyczacych sktadnikdéw losowych jest nastepujacy:
1. Wartos¢ oczekiwana wynosi zero: E(gl-) dla kazdego i. U podstaw tego za-

tozenia lezy przekonanie, iz zakldcenia reprezentowane przez skladniki losowe
wzajemnie si¢ redukuja.

2. Wariancja jest stata: V(¢,) = o2 dla kazdego i. Statoé¢ wariancji nosi miano
homoskedastycznosci.
3. Brak autokorelacji, czyli brak skorelowania sktadnikow losowych pochodza-

cych z dwdch réznych obserwacji: Cov(s,-, Ej) =0dlai=j.

W przypadku wystapienia roznych wariancji lub istnienia autokorelacji sktad-
nikéw losowych estymator metody najmniejszych kwadratow przestaje byc¢ esty-
matorem najefektywniejszym. Preferowang wowczas metodg szacowania paramet-
row modelu powinna by¢ uogdlniona metoda najmniejszych kwadratow (UMNK),
ktorej estymator posiadajacy pozadane wilasnosci podat Aitken. Mimo tego znane-
go sposobu przezwyciezania trudnosci zwigzanych z niespeinieniem zalozen o
skfadnikach losowych, praktyczne zastosowanie UMNK napotyka wiele trudnosci,
wymaga bowiem wiedzy o ksztaltowaniu si¢ sktadnikéw losowych, ktérej badacz
raczej nie posiada a priori. Nie ma tez mozliwosci, aby bezposrednio sprawdzié
przebiegu procesu, co wynika z samej natury sktadnikéw losowych, ktére sa nie-
obserwowalnymi zmiennymi losowymi. Wobec tak silnych ograniczen poznaw-
czych wnioskowanie o sktadnikach losowych oparte jest na pewnym ich substy-
tucie, jakim sa reszty modelu, ktore nie bedac realizacjami g, stanowia tylko pewne
ich przyblizenie.

W trakcie procesu modelowania ekonometrycznego badacz zmuszony jest wigc
do formutowania stwierdzen dotyczacych skiadnikdéw losowych, dysponujac bar-
dzo ograniczonym zasobem informacji. Podczas weryfikacji modelu w zakresie ba-
dania jednorodnosci wariancji bardzo wazne wydaje si¢ rozwiazanie nastgpujacych
probleméw:
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1. Czy skiadniki losowe speiniaja zalozenie o homoskedastycznosci?

2. Jezeli wystepuje w modelu heteroskedastycznosé, to jaki jest jej charakter?

Rozstrzygnigcie kwestii zawartej w pierwszym pytaniu pozwala na trafny
wybor metody estymacji, natomiast znalezienie odpowiedzi na pytanie drugie
otwiera mozliwo$¢ zastosowania UMNK do szacowania parametréw modelu.

Idealne narz¢dzie badawcze niostoby odpowiedzi na oba pytania, umozliwiajac
tym samym aplikacj¢ UMNK w sytuacjach, gdy zostanie stwierdzona niejednorod-
nos¢ sktadnikow losowych. Rozwiazanie tych kwestii nie jest jednakze tak proste.
W zakresie wykrywania heteroskedastyczno$ci prace ekonometrykéw (zob. [1; 2;
S; 6; 8; 11; 13]) skupiaja sie na konstrukcji testow statystycznych i dotychczas nie
opracowano skutecznego narzg¢dzia, ktore jednocze$nie wykrywatoby na duzym
poziomie ogolnosci odstepstwo od zatozenia o homoskedastycznosci i postulowato
schemat opisujacy ksztaltowanie si¢ wariancji. Proponowane rozwiazania
pozwalaja albo przebada¢ mozliwos¢ wystapienia heteroskedastycznosci
okreslonego typu, albo stwierdzi¢ istnienie niejednorodnosci wariancji bez wska-
zowek, jak sig ona ksztaltuje. W pierwszym przypadku badanie jest bardzo frag-
mentaryczne, w drugim za$ bardzo ogdine. W literaturze przedmiotu dzieli si¢ testy
wykrywajace heteroskedastycznos¢ na dwie kategorie:

e testy konstruktywne, w ktorych w hipotezie alternatywnej zdefiniowany jest
konkretny model heteroskedastycznosci (zob. [4; 10; 13]) — np. test Goldfelda-
-Quandta, test Bartletta, test Ramseya, test Glejsera,

e testy niekonstruktywne, w ktérych w hipotezie alternatywnej nie specyfikuje
si¢ charakteru heteroskedastycznosci, tylko ogdlnie stwierdza jej wystepowanie
— (zob. [12; 13; 14]) — np. testy klasy Szroetera, nieparametryczny test szczy-
tow Goldfelda-Quandta, test White’a.

Do niewatpliwych zalet testu konstruktywnego mozna zaliczy¢ to, ze przyjgcie
hipotezy alternatywnej oznacza zaakceptowanie wyspecyfikowanego w niej sche-
matu heteroskedastycznosci 1 mozliwos¢ zastosowania UMNK. Sytuacja kompli-
kuje si¢ natomiast w przypadku braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j,
gdyz wowczas badacz otrzymuje jedynie informacj¢, ze w modelu nie wystapit
okreslony rodzaj heteroskedastycznosci, co nie oznacza, ze wariancje sa jedno-
rodne — istnieje mozliwos¢, ze ksztaltuja si¢ wedlug innego wzorca niz zdefinio-
wany w zastosowanym tescie.

Z kolei zastosowanie testu niekonstruktywnego przezwycieza te niedogodnos¢.
Zastosowanie tego rodzaju postgpowania pozwala na przyje¢cie jednego ze stwier-
dzen: albo sktadniki modelu sa heteroskedastyczne (jesli odrzucona zostanie hipo-
teza zerowa na rzecz alternatywnej), albo charakteryzuja si¢ homoskedastycznoscia
(Jesli nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej). Grupa testow niekonstruk-
tywnych odznacza sie wiec duzo wiekszym stopniem ogolnosci, pozwalajac wy-
kry¢ istnienie niejednorodnosci wariancji. Niestety, na podstawie wyniku testu nie
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mozna okresli¢, jaki rodzaj schematu heteroskedastycznosci wystapit w modelu, co
uniemozliwia zastosowanie UMNK do estymacji parametrow modelu.

3. Kombinacja podejscia klasycznego
i dyskryminacyjnej reguly najwigkszej wiarygodnosci
umozliwiajaca okre$lanie rodzaju heteroskedastycznosci

Niedostatki testow statystycznych w zakresie wykrywania istnienia i okreslania
typu heteroskedastyczno$ci moga zosta¢ zniwelowane poprzez zastosowanie kom-
binacji podejscia klasycznego z dyskryminacyjng reguta najwigkszej wiarygodno-
$ci, ktorej zastosowanie nie wymaga ani wiedzy o prawdopodobienstwach a priori
przynaleznosci do klas, ani informacji o kosztach btednej alokacji. Tego rodzaju
niewiedza pojawia si¢ w praktyce modelowania bardzo czgsto, gdyz brakuje prze-
stanek pozwalajacych okreslic prawdopodobienstwa a priori wystapienia poszcze-
golnych schematow heteroskedastycznosci, a takze niezmiernie trudno sformuto-
wa¢ postulaty odnoszace si¢ do kosztéw biednej alokacji. Dlatego tez w przedsta-
wianej koncepcji przyjmuje si¢ wystgpowanie rownych strat i réwnych prawdopo-
dobienstw a priori, zgodnie z postulatem Bayesa zakladajacym, ze w przypadku
braku informacji przeczacej wszystkie prawdopodobienstwa a priori sa takie same.

Sugerowana procedura postgpowania obejmuje dwa gléwne etapy:

Etap I: zastosowanie testu niekonstruktywnego, ogdlnego, pozwalajacego na
wykrycie zjawiska niejednorodnosci wariancji sktadnikéw losowych modelu eko-
nometrycznego.

W przypadku stwierdzenia heteroskedastycznosci niezbgdne staje si¢ okresle-
nie jej rodzaju; cel ten jest osiagany poprzez:

Etap II: wykorzystanie dyskryminacyjnej reguly najwigkszej wiarygodnosci
do wyboru najlepszego schematu opisujacego ksztaltowanie si¢ wariancji sktadni-
kow losowych.

Jesli spetnione sg zatozenia dotyczace skladnikéw losowych, ich macierz ko-

wariancji jest macierza skalarng postaci o1 (I — macierz jednostkowa stopnia n).
Jezeli wystgpuje heteroskedastycznos¢, elementy diagonalne nie sa jednakowe,

a macierz kowariancji ma wowczas postaé o2V, Przy zatozeniu normalnosci
rozktadu funkcja gestosci wektora sktadnikéw losowych ma postac:

-1
f(E):%exp{—%eT(O'ZV) e}. @)
(27r)2’02V'2
Po zastosowaniu testu niekonstruktywnego nie jest znany rodzaj heteroske-

dastycznosci, nie s3 wigc znane elementy macierzy V. W literaturze mozna si¢
zetknal z sugestia, iZ wowczas okreslenie typu heteroskedastycznosci zalezy od
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badacza, ktéry decyzj¢ swoja powinien oprze¢ na doswiadczeniu i merytorycznej
ocenie modelowanych zjawisk. Postulowane rozwiazanie przeciwstawia si¢ tak
subiektywnej metodzie wyboru i zmierza ku bardziej obiektywnemu kryterium.
Jesli hipoteza o homoskedastycznosci zostanie odrzucona, mozna zaproponowac
réozne modele opisujace ksztaltowanie si¢ wariancji i wybra¢ sposréd nich naj-
bardziej adekwatny, stosujac dyskryminacyjna regul¢ najwigkszej wiarygodnosci.

Kazdemu z g zaproponowanych mozliwych typoéw heteroskedastycznosci od-
powiada okreslona posta¢ macierzy V, ktérej elementy mozna otrzyma¢ na podsta-
wie schematu obrazujacego ksztaltowanie si¢ wariancji, np. uznajac, iz wariancja
zalezy od wartosci bezwzglednej pewnej zmiennej objasniajacej JX;, z doklad-

noscig do statej o2

2 2
oh=0 |X,-j, 3)
otrzymuje si¢ macierz kowariancji postaci:
|Xa 0 ... 0
0 |Xp|... O
o?V=o? . | ;2| : )
0 0 ..|Xx

W przypadku bardziej skomplikowanych schematow heteroskedastycznosci
zachodzi potrzeba estymacji ich parametrow i wyznaczenie wartosci teoretycznych
(oszacowail wariancji). W procesie szacowania stosuje si¢ wartosci bezwzgledne
lub kwadraty reszt uzyskanych przy szacowaniu parametréw modelu metoda
najmniejszych kwadratow.

Po ustaleniu g postaci macierzy V dla g branych pod uwagg typéw heteroske-
dastycznosci mozna okresli¢ g funkcji wiarygodnosci postaci (2), odpowiadajacych
poszczegdlnym schematom. Selekcja najlepszego z nich moze zostaé dokonana
przy uzyciu metod analizy dyskryminacyjnej, gdyz zadanie sprowadza si¢ do wy-
boru jednego sposrdd skonczonej i z gory znanej liczby g (g = 2 ) rodzajéw hetero-
skedastycznosci. Dla kazdej z rozpatrywanych mozliwosci istnieje n-wymiarowy
rozktad wektora sktadnikow losowych €. Kazdy wariant (i =1,2,..., g) jest scha-
rakteryzowany poprzez funkcje gestosci f;(g), a wlasciwie wiarygodnosci L;(€),
gdyz wartos¢ jest ustalana przy réznych znanych parametrach rozkladu (elemen-
tach macierzy V).

Dyskryminacyjna reguta najwigkszej wiarygodnosci przydziela wektor € do tej
populacji, dla ktorej funkcja wiarygodnosei L; () (i =1,2,..., g) jest maksymalna,
czyli wybrany zostaje schemat heteroskedastyznosci, dla ktérego funkcja okreslona
wzorem (2) osiaga najwicksza wartos¢ wsrod wszystkich g zaproponowanych
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mozliwosci (por. [7; 9]). Ze wzglgdu na monotonicznos¢ funkceji logarytmicznej
whnioski mozna formutowa¢ réwniez na podstawie wartosci In L, (g).

4. Zastosowanie postulowanej procedury w badaniu empirycznym

Przedstawiona metoda faczaca zalety testu niekonstruktywnego z korzysciami
wynikajacymi z zastosowania analizy dyskryminacyjnej zostata wykorzystana do
okreslania rodzaju heteroskedastycznosci w jednoréwnaniowym modelu ekonome-
trycznym stuzacym do opisu relacji pomigdzy oczekiwanymi (Y) a osiaganymi
przez respondentow dochodami (X). Prezentowane badanie empiryczne oparte jest
na obszernym zbiorze obserwacji pochodzacym z Polskiego Generalnego Sondazu
Spotecznego'. Odpowiadajac na pytania ankietera, respondenci wypowiadali si¢
m.in. w kwestiach dotyczacych swojej pracy zarobkowej i sytuacji materialne;j.
Analizie zostaly poddane odpowiedzi na nastgpujace pytania zawarte w kwestiona-
riuszu:

Pytanie nr 32: Biorqc pod uwage ... rok, prosze powiedziel, ile wynoszq Pana(-i)
przecietne miesieczne zarobki (dochody) pochodzqce z pracy po odjeciu podatkow?

Pytanie nr 34: A jak Pan(-i) sqdzi, na jakie miesieczne wynagrodzenie (dochéd
z pracy) Pan(i) zastuguje?

Polski Generalny Sondaz Spoleczny przeprowadzany byl osmiokrotnie, po-
czawszy od 1992 r. do 2005 r. Modelowaniu poddano dane dotyczace badania naj-
wczesniejszego oraz najpozniejszego (1992 r. oraz 2005 r.). W przypadku niekom-
pletnych odpowiedzi respondentdw usunigto obserwacje z brakujacymi elementami
1 otrzymano nastepujace zbiory danych: dla roku 1992 o liczebnosci 674, dla roku
2005 o liczebnosci 459. Metodg najmniejszych kwadratéw oszacowano parametry
modeli liniowych opisujacych zaleznos¢ oczekiwanych dochodéw od dochodow
osigganych. W celu sprawdzenia, czy w modelach wystepuje zjawisko niejedno-
rodnosci wariancji, zastosowano test White’a bazujacy na tzw. modelu pomocni-
czym, ktorego parametry estymuje sig, korzystajac z kwadratow reszt otrzymanych
z modelu podstawowego. Zespot hipotez jest nastgpujacy (zob. [3, s. 88]):

Hy: fr =0 parametry modelu pomocniczego sa réwne zeru, czyli wariancja
skfadnikdéw losowych modelu podstawowego jest jednorodna,

Hy: B, #0 przynajmniej jeden parametr modelu pomocniczego jest rdézny od
zera, czyli wariancja skladnikéw losowych modelu podstawowego jest
niejednorodna.

! Bogdan Cichomski (kierownik programu), Tomasz Jerzynski i Marcin Zielinski. Polskie
Generalne Sondaze Spoleczne: skumulowany komputerowy zbiér danych 1992-2002. Instytut
Studiéw Spotecznych. Uniwersytet Warszawski, Warszawa 2003.
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Model pomocniczy ma postac:

K
2 ..
oo =Po+ D Bxu+ D Brxaxj+h, i, j=12,..,K, (5)
k=1 k=K+1
i, j=1
gdzie: Sy, By, --» fx — parametry modelu pomocniczego,
h — sktadnik losowy modelu pomocniczego,
K — liczba zmiennych objasniajacych w modelu pomocniczym.

Statystyka stuzaca weryfikacji hipotez ma posta¢ W = nR2, gdzie R? oznacza
wspolezynnik determinacji obliczony dla modelu pomocniczego. Przy prawdzi-
wosci hipotezy zerowe;j statystyka /¥ ma rozktad ;(2 z K stopniami swobody.

Oszacowania parametrow oraz rezultaty testu White’a dla analizowanych mo-
deli przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Rezultaty estymacji modeli oraz wyniki testu White’a (poziom istotnosci 0,05)

Wynik estymacji (MNK) para-| Wartos¢ Wartos¢ .
Rok metréw modelu podstawowego|statystyki W |krytyczna testu Whiosek
1992 Y= 1,26 X +102.11 21.09 wystepuje heteroskedastycznosé
- (004)  (12,94) ’ 5.99 skladnikéw losowych
2005 Y= 127 X +48021 20.25 ’ wystgpuje heteroskedastycznosé
(0.04) (67.48) ’ skladnikéw losowych

Zrédlo: obliczenia wiasne.

W obydwu rozpatrywanych modelach wystapilo zjawisko niejednorodnosci
wariancji sktadnikéw losowych, wlasciwa metoda estymacji jest wiec uogélniona
metoda najmniejszych kwadratow. Poniewaz test White’a nie daje podstaw do
sformulowania wnioskow o mechanizmie ksztattujacym wariancje, zaproponowa-
no nastepujace modele heteroskedastycznosci:

Model 1: 0',-2 =0'2|X,-j‘.

Model 2: crl-2 = O'2X,-jz-.

Model 3: o; =g +a; X .

Model 4: 0',-2 =apg+aX.

Model 5: 0; = ay +a|X+a2X2.

Model 6: 0% =agy+a X +ay X2.

Model 7: 0',-2 = U(z)Xa.

Model 8: 0',-2 = cr(z) exp(aX).

Po estymacji parametrow sugerowanych modeli metoda najmniejszych kwadra-
tow obliczono wartosci teoretyczne, ktore zastosowano do budowy macierzy V.



26 Alicja Grzeskowiak

Oszacowane w ten sposob macierze kowariancji daly podstawe do zastosowania
dyskryminacyjnej reguly najwigkszej wiarygodnosci. Poniewaz rozpatrywane zbio-
ry obserwacji byty duze, wyznaczajac wartosci funkcji wiarygodnos$ci postaci (2)
dla modeli 1-8, przyblizono wektor skiadnikéw losowych modelu za pomoca wek-
tora reszt. Najlepszym z proponowanych typoéw heteroskedastycznosci jest ten, dla
ktorego wartos¢ funkcji wiarygodnosci (lub jej logartymu) jest najwieksza. Otrzy-
mane rezultaty zaprezentowano w tab. 2.

Tabela 2. Ocena proponowanych schematéw heteroskedastycznosci za pomoca logarytmu
funkcji wiarygodnosci

Wartosci logarytmu funkcji wiarygodnosci
Model | | Model 2 | Model 3 | Model 4 | Model 5 | Model 6 | Model 7 | Model 8
1992 | —67169,6] —-3779,8 | —4689,5 | —5411,3 | —4686,1 | —4530,4 | —5891,8 | —6042,6
2005 |-180014,9] —4337,7 | -3907,2 | —3878,3 | —3957,2 | -3761,9 | —5177,6 | 49494

Rok

Tlustym drukiem zaznaczono modele najlepsze spos$réd zaproponowanych.

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W przypadku modelu skonstruowanego dla roku 1992 adekwatny jest prosty
typ heteroskedastycznosci (model 2), w ktérym wariancja uzalezniona jest od kwa-

dratu zmiennej objasniajacej X (przeskalowanej o 0'2). Mechanizm ksztaltowania
si¢ wariancji dla relacji w roku 2005 jest bardziej skomplikowany, model opisujacy
ma charakter paraboli. Wartosci logarytmow funkcji wiarygodnosci pozwalaja
rowniez na uporzadkowanie proponowanych specyfikacji. W obu przypadkach
okazalo sig, ze najgorsze, i znacznie odbiegajace in minus od pozostatych, jest roz-
wigzanie najprostsze, uzalezniajace wartosci wariancji bezposrednio od wartosci
zmiennej objasniajacej X (model 1).

Po ustaleniu typu heteroskedastycznosci mozliwe bylo zastosowanie UMNK
do szacowania parametréw modeli. Ostateczne wyniki estymacji sa nastgpujace:
~ dlaroku 1992: Y= 1,30 X + 61,30, '

(0.03) (30,98)
—~ dlaroku 2005: ¥ = 1,25 X +501,66.
(0,03) (77.81)

Uwzglednienie faktu wystgpowania niejednorodnosci wariancji i zastosowanie
UMNK prowadzi do nieco odmiennych rezultatéw niz aplikacja MNK (por. tab. 1).
Wspotczynnik przy zmiennej X w modelu dla roku 1992 jest wigkszy niz analo-
giczny wspotczynnik dla roku 2005, co oznacza, ze wraz ze wzrostem dochodow
oczekiwania co do wysokosci zarobkéw wzrastaly nieco szybciej w 1992 r. Stoso-
wanie MNK prowadzi do przeciwnego wniosku i mniej wyraznej roznicy. Stoso-
wanie procedury zawierajacej niekonstruktywny test heteroskedastycznosci oraz
dyskryminacyjnej reguty najwiekszej wiarygodnosci stwarza mozliwos¢ otrzyma-
nia bardziej precyzyjnych wynikow.
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A COMBINATION OF CLASSICAL AND NON-CLASSICAL

APPROACH TO DISTURBANCE HETEROSCEDASTICITY DETECTION

IN THE ECONOMETRIC MODEL

In this paper a concept of heteroscedasticity character determination in the linear econometric

model is presented. The suggested method combines classical approach (hypothesis testing) with the
maximum likelihood discriminant rule. The suggested solution is illustrated by the empirical analysis
of models describing real and expected incomes of Poles.
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