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1. Zalezny indywidualny model ryzyka

W klasycznym indywidualnym modelu ryzyka zaklada si¢, ze wyptaty genero-
wane z portfela polis ubezpieczeniowych sg niezalezne. Jest to jednak silne zatoze-
nie w przypadku, gdy w sklad tego portfela wchodza polisy wykupione przez mat-
zenstwa. Zaleznos¢ spowodowana jest chociazby tym, ze maz i zona sg narazeni na
to samo ryzyko. Rozwazmy zatem portfel jednorocznych polis na zycie z wypfata
na koniec roku w wysokosci 1. W skiad tego portfela wchodza 2m polisy wykupio-
ne przez m matzenstw. Dla tak okreslonego zaleznego indywidualnego modelu
ryzyka, zagregowana wielkos¢ wyptaty definiuje si¢ nastgpujaco:

S=i~.~+ ‘ZX,-, (1)

gdzie X, =(X; + X;) okresla wysokos¢ $wiadczenia z dwéch polis wykupionych
przez i-te matzenstwo. Jesli przez g; oznaczymy prawdopodobienstwo wystapienia
wyplaty z i-tej polisy, to rozktad zmiennej losowej X; i rozktad zmiennej X, pod
warunkiem, ze wyplata z polisy nastapi dla i =1,2,...,m+n, maja odpowiednio
postac

P(X, =x)= {P" @)

=1l-¢q;, x=0, {l,x=l,
qi»

x)=
x=1, /) 0, poza tym.
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W przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej X; dla i=1,2, ..., m, gdy
prawdopodobienstwa taczne o rozkiadach brzegowych okreslonych w (2) ozna-
czymy przez:

Pl = P(x; =0,x; =0), pP) = P(X; =1, X, =1),

[ )
p“ =P(Xl=1,X,'=0)+P(X,=0,X"=]),

to rozklad X ; oraz rozkiad zmiennej X + pod warunkiem ze nastapi co najmniej
jedna wyplata przybiora odpowiednio posta¢:

[1]
=1
0 I
%, x=0, 1=
PX;=x)=1pl) x=1 F0=3 pgzl , )
P, x=2, l—p,lol’x ’
0, poza tym.

W praktyce zalezno$¢ miedzy wyptatami z polis maizenstw jest dodatnia. Stad
bedzie rozwazany wyfacznie dodatni wspoétczynnik korelacji. Dla takiej zaleznosci

zachodzi p[k] < pm < p[k J (zob. [4]), gdzie p[ ! oznacza prawdopodobienstwo,
gdy zmienne X; oraz X sj niezalezne, a p,[ ]=min{q,-,q,-'}, gdy zmienne X,
X, sa wspotmonotoniczne (ang. comonotonic). Jesli zmienne sa wspétmonoto-

niczne, oznacza to, ze jesli mtodsza osoba z malzenstwa umrze, to oboje ubezpie-
czeni umra w okresie ubezpieczenia. Rozwazmy par¢ (X;, X/) i niech T, oznacza

przyszly czas zycia x-latka. Dla i,i'=1,2,...,m wspdlczynnik korelacji spetnia
warunek

r(X;, Xp)=r(1(T, <1),1(Ty, <1)),

gdzie I jest indykatorem (zob. [4]). Jesli r(X;, X;)20, wtedy dla kazdego
i=1,2,...,m iwartosci s;» €[0,1], takiego ze

(T, 1) (T, 1)) = s T, 1) A(T,, <1))

definiuje si¢

0 0 1 —[1
pI[ ] =Sy P[ ] (] ) [ ]’ pl[ ] =S8 p‘[l] ( 5,‘,")pi[ J’ (5)
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2 ~[2 =
P;[ T= sn"P;[ ] +(1-5 )P1[2]'

W dalszej czgsci artykutu bgdzie zakladane, ze wspélczynnik s jest dany. Za-
tem {aczne prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowe;j X ; sa réwniez

znane, stad bedzie mozna wyznaczyé rozklad zagregowanej wielkosci szkod S.
W podpunkcie drugim zostana przedstawione metody wyznaczania tego rozkladu.

2. Wyznaczanie rozkladu zagregowanej wielkosci szkod
2.1. Metoda rekurencyjna wyznaczania rozkladu zagregowanych szkéd

Metoda rekurencyjna wyznacza dokladny rozklad zagregowanej wielkosci
szkéd wyptacanej z portfela. Funkcja tworzaca prawdopodobieiistwa zmiennej S
okreslonej w (1) ma postac:

m n
Gs()=E[rS| =T (A" +(1- )& 0)) TL(pi+(1-p)H0)  (6)
i=1 i=m+1
gdzie K;(t) oraz H;(t) sa odpowiednio funkcjami tworzacymi warunkowych
zmiennych losowych o rozkladach f;(x) oraz ﬁ(x). Wiedzac, ze

(s)
P(S =5) =Gs—!(°),

otrzymujemy bezposrednio z (6), wstawiajac 1 = 0, prawdopodobienstwo

P(S=0)=ﬁp!°] Iﬁlpi-

i=1 i=m+1

W celu wyznaczenia prawdopodobiefistwa w pozostatych punktach obliczamy
pochodna funkcji tworzace;j

(1—p,[°])K{(t)Gs(t) . - [(1- pi ) H{ ()G (1)
pi+(1-p))H (1) )

. J
s

m

Gs(n=2,
i=1| Pl + (1 - P}O])K.-(t) i=m+1

— ; W(l)

20) ’

Niech G§ (1) =V; (1) + W (1), gdzie funkcje V;(¢) oraz W;(t) zdefiniowane s nast¢-
pujaco
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g (1- A”)Ki0Gs 0
Vi)=Y vi(x+1)t* = ,
) P+ (1- A K1)

W (t) = iw[ (x + 1)t*
x=0

_((1- p;)H{(1)Gs ()
- +(1-pi)H; () )

Pochodna rz¢du s funkcji Gg(¢) ma postaé:

m n
P 0= v w+ Ywo,

i=1 i=m+1

gdzie

[= o] [+ o]
vED@y = v+ st D D@y = Y w (e st

x=s5-1 x=s—1

Zatem prawdopodobienstwo w punkcie s wyznacza si¢ ze wzoru

sP(S=s)= iv,‘(s) + iwi (s).

i=1 i=m+l
Wzér rekurencyjny na funkcje v,(s) wyznaczamy, obliczajac pochodna rzedu
(s — 1) funkcji
1— p[ ]
hO=—Tr [Ki(0Gs(0) - K (o), ()]
i podstawiajac ¢ = 0 otrzymamy

_ 101 2
v(s)— [‘f;] Y Fix)(x- P(S = 5 - x) = v (s - X)),

x=1

Podobnie uzyskamy rekurencje dla funkcji

w;(s) = 1= (P(S=s5-1)—w;(s~1)).

Pi
Zatem wzor rekurencyjny wyznaczajacy dokladny rozklad zmiennej S ma postaé:
m [O] n
Ps=0=T1r" []n. ©

i=1 i=m+l
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sP(S=5)=) vi(s)+ Y wi(s) dlas=1,2,..., M,

i=l i=m+]
gdzie:
1- p[O] 2
vi(s)=—[6']—2f,~(x)(x-P(S:s—x)—vi(s—x)), (8)
Pi x=1

w; () =1_—.pi(P(S=S—I)—W[(S—1)).

]

a M jest maksymalng wielkoscia zagregowanej wyptaty z portfela.

Przyklad 1
Rozwazmy portfel zawierajacy 500 polis. W tabeli 1. przedstawione sa praw-

dopodobienstwa wyplaty ( p,-M; p,-Z ) dla matzonkow oraz liczba malzenstw. Lacz-

nie, 230 matzenstw wykupito 460 polis. Prawdopodobienstwa wyplaty dla pozosta-
tych ubezpieczonych przedstawione sa w tab. 2.

Tabela 1. Struktura portfela w wypadku mal- Tabela 2. Struktura portfela dla pozostalych
zenstw ubezpieczonych
Prawdopodobieﬁslw’a Liczba makzehstw Prawdopodobienstwo Liczba polis
wyplaty dla matzonkow wyplaty
0,02; 0,02 90 0,02 30
0,02; 0,03 80 0,03 10
0,03; 0,03 60 Laczna liczba polis 40
Laczna liczba polis 460

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zagregowanej wielkosci wyplat z tego portfela

wynosza w zaleznoéci od wspétczynnika s;;::
s =0, E[S]=12,1, V[S§] = 11,795,
s;» =02, E[S]=12,1, VS]= 13,819,
s;» =05, E[S]=12,1, V[S] = 16,857,
s;» =08, E[S]=12,1, V[S] = 19,894,
s, =1, E[S]=12,1, V[§] = 21,191,

Mozna zauwazy¢, ze gdy zaklada sig, iz wszystkie zmienne sa niezalezne
(przypadek, gdy s, =0) to wariancja jest najmniejsza. Najwigksza wariancja jest
wtedy, gdy zmienne dotyczace matzenistw sa wspéimonotoniczne. Doktadny roz-
ktad zagregowanej wielkosci wyplat przy zalozeniu wspélczynnika s, =0,2; 0,5;
0,8 przedstawia rys. 1.
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m [l] [2]
s~PAp(S=S) Z [0] AP(S S_l)'*'zpl AP(S—S—Z)

Pl (10)

+ Z [ ]PAP(S s=1),dlax<12 . .

i=m+1

M
Blad tej aproksymacji zdefiniowane;j jako ZI P(S =s5)-
s=0

PAP(S = s)| nie przekra-

g
czae  —1,tzn.

M
LIPS =9~ Pp(s=s5)|<e” -
5=0

0 2
o=1 i [ : l—pt[O] + Zn: Pi [I_Pi]z
2l5 2p[O] plo = 2pi -1 p;

i=m+1

gdzie

Rozktad zagregowanej wielkosci szkod moze byé aproksymowany ztozonym
rozktadem Poissona (zob. [3])

N
Fop(s)= ) P(N=m)F"(s)dlas= 0,1, ... an
n=0
n
gdzie N ma rozktad Poissona z parametremA =Zq,~ ,a F™"(s) oznacza n-splot
i=1
n

dystrybuant okreslonych nastepujaco F(s) = Z (X,- < SlX Z 0)'

Btad aproksymacji definiowanej jako suplP( eJ)- P(S.p eJ )I wynosi
J

i=m+l

n
m 2 2
d(Fina» Fop) —suplP(SeJ) P(Sep )= {Z[ (q: +917) ]+ Zq,},
gdzie

m
Z qi +4y) th

i=m+]
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APPROXIMATION OF THE AGGREGATE CLAIM DISTRIBUTION
IN THE INDIVIDUAL RISK MODEL WITH DEPENDENT RISKS

Summary

In the classical individual risk model it is assumed that the risks are mutually independent. In this
paper, a portfolio consisting of some independent pairs of dependent risks is considered. The method
of computing the aggregate claim distribution for this portfolio is also presented.
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