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1. Wstep

W zarzadzaniu ryzykiem jednym z gtownych, a zarazem z najtrudniejszych za-
dan jest wyznaczenie rozktadu zagregowanych rodzajow ryzyka. Jezeli zatozymy,
ze rodzaje te sa modelowane za pomoca zmiennych losowych X,,...,X,, to pro-

blem sprowadza si¢ do wyznaczenia rozktadu sumy Y =X, +...+ X, . W praktyce

wyznaczenie takiego rozkladu jest skomplikowane, gdyz wymaga rozstrzygnigcia
kwestii dotyczacej zalezno$ci migdzy zmiennymi X, (i=1,..k). Badacz najczg-

sciej dysponuje wiedza dotyczaca rozkladow brzegowych wektora (Xl,...,X k)

oraz pewna wiedza dotyczaca zaleznos$ci migdzy tymi rozkladami. Mozna zatem
powiedzie¢, ze od ,,polaczenia” dostepnej wiedzy na temat rozktadow zmiennych
X,,i=1,..,k oraz charakteru powiagzan migdzy nimi zalezy ocena zagregowanego

ryzyka Y, a w szczego6lnoSci wyznaczenie jego rozktadu.

W przypadku braku Iub tylko czgSciowej wiedzy o strukturze zaleznos$ci migdzy
zmiennymi losowymi X,..., X, nie mozna w sposob jednoznaczny wyznaczy¢ rozkla-
du ich sumy. W literaturze przedmiotu w takich sytuacjach proponuje si¢ rozwiazanie
polegajace na wyznaczeniu rozktadow bedacych jego dolnym i1 gornym ograniczeniem.
Problem poszukiwania takich ograniczen ma do$¢ dtuga histori¢. Pierwsze wyniki w tym
zakresie dla sumy dwoch zmiennych losowych sg przedstawione w pracach [Makarov,
1981] i [Frank, Nelsen, Schweitzer 1987] oraz w [Riischendorf 1982]. Wyniki te zostaly
nastepnie uogodlnione na przypadek k~wymiarowy (k£ >3) z uwzglednieniem dodatko-
wych informacji o strukturze zaleznoSci migdzy sumowanymi zmiennymi losowymi
(por. np. [Denuit, Genest, Marceau, 1999; Embrechts, Hoing, Juri 2003; Actuarial Theo-
ry... 2005]). Ograniczen takich poszukiwano nie tylko dla sumy, ale ogdlniej: dla rze-
czywistych funkcji zmiennych losowych. Wprowadzajac wiedzg o zalezno$ci migdzy
zmiennymi losowymi, ograniczenia dla rozktadu zmiennej bedacej niemalejaca i ciagla
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funkcja w(X,,X,) dwoch zmiennych losowych podano w pracy [Williamson, Downs
1990]. Natomiast w pracy [Embrechts, Puccetti 2006a] podano ograniczenia dla rozktadu
zmiennej losowej bedacej funkcja & zmiennych losowych w(X,,...,X,) w przypadku
barku wiedzy o strukturze zaleznosci miedzy X,,..., X, . Z kolei w pracy [Li, Scarsini,
Shared 1996] przedstawiono ograniczenia rozkladu sumy dwoch wektorow losowych
X=(X,,...X,) i X'=(X),.... X, ). Wyniki uzyskane w tej pracy zostalty poprawione
w [Embrechts, Puccetti 2006b], w ktorej uzyskano takze doktadniejsze ograniczenia dla
rozktadu sumy wektoréw losowych o takich samych rozktadach wielowymiarowych.

2. Wybrane koncepcje dodatniej zaleznosci

W zagadnieniach aktuarialnych szczegélne znaczenie maja struktury dodatnie;j
zaleznosci. W przypadku dwuwymiarowym podstawowym pojgciem dodatniej
zaleznosci jest wprowadzona w 1966 r. przez E.L. Lehmanna zalezno$¢ dodatnio
¢wiartkowa (por. [Lehmann 1966]). Zmienne losowe X, i X, sa dodatnio ¢wiart-

kowo zalezne (w skr. POD — Positive Quadrant Dependence), jezeli
P(X,<x,X,<x,)2P(X,<x)P(X <x), (1)

dla wszystkich x,,x, eR.

Uogolnieniem tej zaleznosci na przypadek wigcej niz dwdch zmiennych losowych
jest tzw. dodatnia zalezno$¢ orthantowa. Ten typ zaleznosci jest rozwazany m.in. w
nastgpujacych pracach: [Esary, Proschan, Walkup 1967; Joe, 1997; Actuarial Theory...
2005]. Definiuje si¢ za pomoca dodatnio dolno- i gdrnoorthantowej zalezno$ci. Mia-

nowicie, niech X = (.X,..., X, ) bedzie k-wymiarowym wektorem losowym.

1. Wektor X jest dodatnio dolnoorthantowo zalezny (w skr. PLOD — Positively
Lower Orthant Dependent), gdy

k
P(X, <x,.. X, <x, zH (X, <x,), ()
=1

dla kazdego (x;,...,x,) € R".
2. Wektor X jest dodatnio gornoorthantowo zalezny (w skr. PUOD — Positively
Upper Orthant Dependent), gdy

k
P(X,>x,.. X, >x)2[]P(X,>x) (3)
i=l1

dla kazdego (x;,...,x,) € R".

3. Wektor X jest dodatnio orthantowo zalezny (w skr. POD — Positively Orthant
Dependent), gdy dla kazdego (x,,...,x,)€ R" jednocze$nie zachodza warunki (2) i
(3), czyli jest jednoczesnie dodatnio dolnoorthantowo i gérnoorthantowo zalezny.
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Intuicyjnie niero6wnos¢ (3) oznacza, ze jest bardziej prawdopodobne, iz zmien-
ne X,,..,X, przyjmuja jednoczes$nie duze wartosci niz wowczas, gdyby byly one
niezalezne. Analogicznie mozna zinterpretowac nierownosc (2).

Kolejna koncepcja dodatniej zaleznosci jest wspolmonotoniczno$¢ zmiennych lo-
sowych. Wprowadzili ja D. Schmeidler [1986], M.E. Yaari [1987] w rozwijanej dual-
nej teorii podejmowania decyzji w warunkach ryzyka. W kontekscie zarzadzania ryzy-
kiem w ubezpieczeniach wykorzystali ja m.in. J. Dhaene, M. Denuit, M.J. Goovaerts,
R. Kaas, D. Vyncke, S. Wang (por. [Comonotonicity and maximal... 2000; The Con-
cept of comonotonicity... 2002a, 2002b; Risk measures and comonotonicity... 2006]).
Ogolnie wspotmonotoniczno$¢ zmiennych losowych X|,..., X, oznacza, ze wigkszym
warto$ciom jednej z nich odpowiadaja wigksze wartosci wszystkich pozostatych. Wy-
laczajac zwiazki o niemalejacym charakterze funkcyjnym, okazuje si¢, ze wspotmono-
toniczno$¢ jest najsilniejszym pojgciem dodatniej zaleznoscei.

Wektor losowy X = (X . ¢ ) jest wspotmonotoniczny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje zmienna losowa Z oraz niemalejace funkcje 4, i =1,...,k takie, ze rozklad wek-
tora X jest taki sam jak rozklad wektora (%,(Z),...,h,(Z)). Warunki rownowazne na

wspdtmonotoniczno$¢ oraz podstawowe wilasnosci tej koncepcji zaleznosci przedstawio-
no m.in. w pracy [The Concept of comonotonicity... 2002a]. W dalszym ciagu ,,wersj¢”

wektora losowego X =(X,...,X, ) z takimi samymi rozktadami brzegowymi i wspot-
monotoniczng struktura zaleznosci bedziemy oznaczaé przez X° = (X . ¢ ,f) . Dys-
trybuant¢ sumy wspoimonotonicznych zmiennych losowych Y =X/ +..+X, w

przypadku Scisle rosnacych i ciaglych dystrybuant F, zmiennych X, mozna wyznaczy¢
na podstawie wzoru (por. np. [The Concept of comonotonicity... 2002a]):

ZF[I (Fy(, (x)) =X. 4)

3. Ograniczenia w przypadku dodatniej struktury zaleznosci

Przyjmijmy, ze agregacji podlega k rodzajéow ryzyka X,,..,X,. Symbolem
C? oznaczamy dualng do funkcji potaczenia C, czyli C (ul,...,uk)=P(Uf {U Su,.}),

=1
gdzie U, jest zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0, 1]. Jezeli
zatozymy, ze zalezno$¢ migdzy zmiennymi X |,..., X, jest opisana funkcja polaczenia
C, dla ktorej istnieja funkcje potaczenia C, 1 C, takie, ze C, z dolu ogranicza C, tzn.
C(uy,....,u, )= Cy(uy,...,u, ), (5)

dla kazdego (u,,...,u, ) €[0, 1], natomiast Cld z gory ogranicza C ¢ tzn.
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Cd(ul,...,uk)sCld(ul,...,uk), (6)
dla kazdego (u,,...,u,) €[0,1]°,

To dystrybuanta sumy Y =X, +...+ X, ma ograniczenia o postaci (por. np.
[Cossette, Denuit, Marcelu 2002])
Fa (M <E 0 EL (), (7)
dla kazdego yeR,
gdzie:

Fa = sup  {C(F () oy (L By = (o +et 3 ))), (8)

(X soenr Xy JERE
FS (y)= inf C'(F, F F(y- 9
w0 = inf (G (R, B B0 =t i ) (9)

Zaleznie od postaci funkcji polaczenia C, 1 C, za pomoca wzorow (7)-(9)
mozna wyznaczy¢ ograniczenia rozktadu zagregowanych rodzajow ryzyka dla r6znych
struktur zaleznosci. W szczegélnosci' G, =C, (gdzie C, oznacza dolne ograniczenie

Frécheta) oraz C? =C% :=min(l, Z; u;) oznacza brak wiedz o strukturze zaleznosci.
Natomiast agregowane rodzaje ryzyka X,,...,X, charakteryzuja si¢ dodatnio orthantowa
zalezno$cia, gdy dolnym ograniczeniem jest niezalezna funkcja polaczenia C,;, czyli
Cy(tyyeirtty) =, ..oty ,a gornym C (uy,..our,)=1—(1—1,)-...-(1—u,) .

Rozwazania nieco si¢ upraszczaja podczas agregacji dwoch rodzajow ryzyka.
Poniewaz dla dwuwymiarowych funkcji potaczenia warunek C=>C, jest rowno-

wazny warunkowi C? <C, mozna przyjaé, ze C, =C,. Wowczas warunki (5) i (6)
redukuja si¢ do koniecznosci istnienia funkcji potaczenia C, takiej, e’

C(uy,uy) 2 Cy(uy,u,), (10)
dla wszystkich (u,,u,)€[0, 1].

'Dla k >3 dolne ograniczenie Frécheta C W nie jest funkcja potaczenia. Mimo to przy tak okreslonym
dolnym i gémym ograniczeniu wzory (8) 1 (9) nadal obowiazuja, gdyz ich prawdziwos§¢ wykazuje sig, wyko-
rzystujac tylko whasnos¢ Cyi C, ld polegajaca na tym, Ze sa one rosnace ze wzgledu na kazdy argument.

ZSpetnienie tego warunku oznacza, ze zakladany rozklad w relacji porzadku korelacyjnego nastepuje po
rozktadzie opisywanym funkcja polaczenia Cj, czyli dla wszystkich niemalejacych funkeji g; i g, praw-
dziwa jest nierdOwnos¢ cov - (g1 (X)), (Xz)) 2cove, (g1 (X)), g, (Xz)) , gdzie cov (odp. cove, )

oznacza kowariancjg w przypadku rozkladu modelowanego funkcja potaczenia C (odp. C, ). Definicja i
wiasnosci porzadku korelacyjnego sa przedstawione m.in. w: [Actuarial theory for... 2005, s. 287-295].
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Przy tak okre$lonej strukturze zaleznosci dystrybuanta sumy Y =X, + X, ma
ograniczenia o postaci:

Fa ()< F(y) < Fa (1), (11)
dla kazdego yeR,
gdzie:
Frn)=sup{Cy (F(x). Fo(r =)}, (12)
Fra ) =inf {C) (R (), F, (v =) (13)

Jezeli warunek (10) spetnia niezalezna funkcja potaczenia C, =u,u,, to mamy
do czynienia z agregacja dodatnio ¢wiartkowo zaleznych rodzajow ryzyka.

Praktyczne wyznaczenie przedstawionych ograniczen wymaga najczesciej za-
stosowania odpowiednich metod numerycznych. W celu wyznaczenia dolnego i
gbérnego ograniczenia dla rozktadu sumy dwoch zmiennych losowych o postaci
(12) i (13) mozna zastosowac¢ numeryczna metodg aproksymacyjna przedstawiona
w pracy [Williamson, Downs 1990]. Zgodnie z nia, oznaczajac przez I, (-) funkcje

charakterystyczna zbioru [a, ®) i wybierajac dostatecznie duza liczbg naturalna N,
ograniczenia (12) 1 (13) mozna aproksymowaé odpowiednio przez:

1
N-1
maXN(y)_ﬁz max(S/N)(y)’ (15)
gdzie:
! g
Grin (5 / N) = Igglv{F (NJH*} (Vs,l)}’ (16)
[ :
1 -1
G (5/ N) = ng,agg{F [ﬁ] +F (v, )}’ (17)
przy czym v, i v,, sarozwiazaniami odpowiednio rownan
[ s
C —, V =—> 18
e )2 a®

dla 0<s</<N.
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* I * S_I
Vi~ G (Wa Vs,lj = > (19)

dla 0<s</<N.

4. Wplyw struktury zaleznosci na wartos¢ zagrozona
— przyklad numeryczny

Zwiazane z okre$long struktura zalezno$ci ograniczenia rozkladu tacznego ry-
zyka mozna wykorzysta¢ do oszacowania ograniczen wartosci zagrozonej determi-
nowanych ta struktura. Z warunku (11) wynika, ze

(FS) (@ <var, () <(FL) (@ (20)

W przypadku dwuwymiarowym wyrazone zwiazkiem (20) granice wartos$ci za-
grozonej dla & =5/ N mozna bezposrednio aproksymowac za pomoca (16) i (17).

Wpltyw omoéwionych struktur zaleznosci na warto$¢ zagrozona zostanie zilu-
strowany przyktadem, w ktorym agregacji podlegaja dwa rodzaje ryzyka X, i X,
modelowane takim samym rozktadem normalnym N(1,1). Rozwazamy nastgpuja-
ce struktury zaleznosci:

A.Brak wiedzy o strukturze zaleznosci (C, =C, =C,,).

B.Ryzyka dodatnio ¢wiartkowo zalezne (C, = C, = Cy; ).
C.Z dotu ograniczona funkcja potaczenia Claytona z parametrem 6 =6, z

gory — funkcja potaczenia przezycia Gumbela z parametrem 6% =0,25 (w oby-

dwoch przypadkach parametry sa tak dobrane, aby wspotczynnik 1-Kendalla mie-
dzy agregowanymi ryzykami byt réwny 0,75).

D.Ryzyka sa wspotmonotoniczne.

E. Ryzyka sa niezalezne.

Rys. 1. Warto$¢ zagrozona w zaleznoS$ci od struktury zalezno$ci
Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Tabela 1. Warto$¢ zagrozona w zaleznosci od struktury zaleznosci dla wybranego poziomu tolerancji

Struk T a=0,95 a=0,99

truktura zaleznosci VaR. VaR_ VaR_ VaR__
A 1,872075 5,903098 1,972426 7,087974
B 3,505289 5,891805 4,508441 7,085892
C 5,072329 5,715304 6,346569 7,050038
D 5,289707 6,652696
E 4,326174 5,289953

Zrodto: obliczenia wlasne.

Ograniczenia wartosci zagrozonej VaR, (X, +X,) dla a=s/N z przedziatu
[0,900, 0,999] (gdzie N =1000) dla trzech pierwszych struktur zaleznosci A, B i C

(aproksymowane wzorami (16) i (17)) oraz jej warto$¢ dla struktury D i E przed-
stawiono na rys. 1 oraz (tylko dla @ =0,951 & =0,99) w tab. 1. Obliczenia wyko-
nano, wykorzystujac przedstawiony algorytm Williamson-Downsona (odpowiedni
program napisano w pakiecie R).

5. Podsumowanie

Ustalenie ,,wlasciwej” struktury zaleznosci jest bardzo wazne w modelowaniu
zagregowanego ryzyka. Przedstawiony prosty przyktad wskazuje, jak wptywa ona na
warto$¢ zagrozona (VaR) zaliczana do jednych z najczgsciej stosowanych w praktyce
miar ryzyka. Przyklad ten unaocznia rowniez fakt, ktérego intuicyjnie nalezalo si¢
spodziewaé 1 ktory mozna ogdlnie udowodni¢ (por. np. [Denuit, Genest, Marcelu
1999)): to, ze dodatkowa wiedza o strukturze zaleznosci, jak np. stwierdzenie dodat-
niej zaleznosci, ,,zaweza obszar”, w ktorym lezy wlasciwy rozktad zagregowanego
ryzyka, co zawgza przedzial mozliwych wartosci VaR. Wykorzystanie go w praktyce
wymaga oczywiscie zastosowania narzedzi umozliwiajacych stwierdzenie dodatniej
zalezno$ci. Moga to by¢ m.in. testy proponowane w pracach [Denuit, Scaillet 2004;
Scaillet 2005; Janic-Wroblewska, Kallenberg, Ledwina 2004].

W praktyce zalozenie najgorszego scenariusza dotyczacego realizacji agrego-
wanych rodzajow ryzyka czgsto odbywa sig¢ przez przyjgcie wspolmonotoniczne;j
struktury zaleznos$ci, czyli zastgpuje si¢ sume Y ,,mniej atrakcyjna” suma Y*. Zato-
zenie takie upraszcza takze obliczania warto$ci zagrozonej dla zagregowanego
ryzyka (jest ona suma warto$ci zagrozonych agregowanych rodzajow ryzyka).
Podany przyktad wskazuje jednak, ze maksymalna warto$¢ VaR nie jest osiagana w
przypadku wspétmonotonicznych rodzajow ryzyka. Mozna zatem wskaza¢ gorsze
(w sensie VaR) scenariusze realizacji rodzajow ryzyka niz wspotmonotonicznosc.
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BOUNDS FOR THE DISTRIBUTION OF AGGREGATED
POSITIVE DEPENDENT RISKS

Summary

In this paper we present some of the recent results for finding distributional bounds for aggre-
gated positive dependent risks. We use POD and comonotonicity as a modeling approach for positive
dependent risks. The methodology used is based on the theory of copulae. The techniques introduced
are exemplified in case of Value-at-Risk.
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