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1. Wstep

Podstawa dzialalno$ci ubezpieczeniowej jest prawidtowe szacowanie skladek
ubezpieczeniowych. Sktadki powinny by¢ tak oszacowane, aby towarzystwo nie
ponosito strat finansowych, natomiast ubezpieczony nie ptacit za duzo lub za mato.

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC skladki sa wyznaczane w dwoch
etapach. Pierwszy to obliczenie sktadki podstawowej na podstawie czynnikow
a priori (obserwowalnych czynnikow ryzyka takich, jak na przyktad rodzaj i rok
produkcji samochodu, pojemnos¢ silnika, wiek i pte¢ kierowcy), drugi etap to tary-
fikacja a posteriori (historia szkodowosci kierowcy). Zatem w pierwszym etapie
ubezpieczyciel wyznacza sktadkg¢ podstawowa, a w drugim etapie szacuje, ile pro-
cent stawki podstawowej powinien placi¢ indywidualny kierowca [Lemaire 1995].

Teoretycznie istnieje wiele mozliwych taryfikacji a posteriori. Towarzystwa ubez-
pieczeniowe najczesciej stosuja systemy bonus-malus, w ktorych podstawa taryfikacji
jest liczba szkod spowodowana przez ubezpieczonego w przesziosci. Premia za rok
bezszkodowej jazdy jest 10-procentowa znizka w stosunku do sktadki podstawowe;j,
kara za spowodowanie co najmniej jednej szkody w roku jest 10-procentowa zwyzka.

Celem pracy jest prezentacja metod taryfikacji a posteriori, w ktorej podstawa nie
jest liczba spowodowanych szkdd, ale wielkos¢ tych szkod. Stawki sktadki oszacowa-
no za pomoca estymatorow bayesowskich. Tak oszacowane stawki sktadek sa korzyst-
nigjsze zarowno dla ubezpieczyciela, jak i kierowcow powodujacych drobne szkody.
Jednak zaufanie towarzystwa ubezpieczeniowego do tak oszacowanych sktadek po-
winno by¢ duze tylko w odniesieniu do kierowcow o kilkuletniej historii szkodowosci.

Niech Xj; oznacza catkowita kwotg wyplaconych odszkodowan dla i-tego ubez-
pieczonego w j-tym roku trwania ubezpieczenia. Zat6zmy, ze ubezpieczyciel po-
siada obserwacje x;, i = 1,..., N, j = 1,....,t bedace realizacjami zmiennych losowych
X;;. Kwoty wypfat x;,+; w roku 7 + 1 nie sg znane.
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Zatdézmy, ze dla kazdego i rozktad zmiennej losowej Xj; zalezy od parametru 6,
oraz ze zmienne losowe Xj; przy danym O, =6, sa niezalezne i maja jednakowy

rozktad o dystrybuancie F(x‘@l.) =Pr(X; < x|®l. =6),j=1..,t. Wektor losowy

X, =(X,,...,X, ) oznacza indywidualng histori¢ ubezpieczenia dla polisy i w port-
felu ztozonym z N polis. Ubezpieczyciel musi oszacowa¢ sktadke netto w roku ¢ + 1
dla kontraktu i, znajac wektor x, = (x,,...,x; ) .

Jezeli zalozy si¢ rownowazno$¢ roszczen i sktadek, to sktadka netto m(4) dla
kontraktu i wynosi

m(6)=E(X

it+1

®,=6,). (1)

Poniewaz nie znamy warto$ci parametru 6, , warto$¢ sktadki netto jest niezna-
na. Poczatkowo w metodach aktuarialnych w celu wyznaczenia sktadki netto sto-
sowano dwa modele:

1) oszacowanie sktadki netto za pomoca sktadki kolektywnej u=EX;

2) oszacowanie sktadki netto na podstawie historii roszczen w przesztosci, czy-

t
li jako $redniej arytmetycznej X, =%Zx,.j-
j=1
Model pierwszy jest skuteczny dla portfeli jednorodnych pod wzgledem gene-
rowanych roszczen. W przypadku portfeli niejednorodnych ubezpieczeni o niskiej
szkodowosci ptaca za duzo, a o wysokiej szkodowosci — za mato. Po kilku latach w
portfelu zostaja tylko ubezpieczeni o duzej szkodowosci.
Model drugi funkcjonuje prawidlowo w portfelach niejednorodnych tylko w
przypadkach, gdy historia roszczen jest dostatecznie diuga.
Na poczatku XX wieku skladkg netto zaczgto liczy¢ jako srednia wazona
sktadki kolektywnej x i indywidualnej sktadki X, oszacowanej na podstawie histo-

rii roszczen w przesztosci, czyli jako
m(@)=2x+(1-Z)u, (2)
gdzie Z, €[0,1]. Tak zdefiniowana sktadke m(6) nazywa si¢ skladkq zaufania dla

i-tego kontraktu, natomiast Z; — wspolczynnikiem zaufania. Estymator zmiennej
Xi+1 nazywany jest predyktorem tej zmiennej, natomiast warto$¢ predyktora —
prognoza dla X;,;; na podstawie obserwacji x,,...,x, [Jasiulewicz 2005].

2. Bayesowska teoria zaufania

Podstawa teorii zaufania jest bayesowska analiza statystyczna z kwadratowa
funkcja straty.
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Zalézmy, ze zmienna losowa X; oznacza wielko$¢ roszczen pojedynczego
ubezpieczonego w j-tym roku ubezpieczenia i ma funkcjg gestosci f (x;). Rozktad
zmiennej X; zalezy od parametru 6.

Zaklada sig, ze parametr ryzyka & ubezpieczonego jest taki sam przez caty
okres trwania ubezpieczenia i jest realizacja zmiennej losowej ® o funkcji gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa 7z(8) .

Niech f (xj |6’) bedzie funkcja gestosci warunkowego rozktadu zmiennej lo-

sowej X; przy warunku © =6 . Indywidualna sktadka netto dla ubezpieczonego o
parametrze ryzyka ® =46 jest warto$cia oczekiwana rozkladu warunkowego

f(x;]0) i wynosi m(0)=E(X,|).

W celu oszacowania przyszlego roszczenia (X, |9) ubezpieczonego z niezna-

+1
nym parametrem € minimalizuje si¢ wartos¢ oczekiwang kwadratowej funkcji stra-
ty (X, —d(X,,..X t))z , gdzie d(x,,...,x,) oznacza dowolna funkcje rzeczywista

okreslona na przestrzeni obserwacji. Najmniejszy przecigtny blad kwadratowy

. 2 N 2
minE(X,,, ~d(X,,... X)) = E(X,, -d (X,...X)) 3)

jest osiagnigty dla predyktora bayesowskiego o postaci:
d"(X,,..X) = E(X,,|X,,.. X,). 4)

Oznacza to, ze prognoza przysztego roszczenia X.; o minimalnym biledzie
sredniokwadratowym dla danych X, =x,,...., X, =x, jest warto$§¢ warunkowej war-

tosci oczekiwanej E(X,+1 |X1,...,X, ) .

Jezeli predyktor bayesowski E (X ) |X e X, ) zmiennej losowej X;; ma postac

E(X,,|X,,.. X,)=ZX +(1-2)p, (5)

= 1 .
dla Z€[0,1], X =;ZX_/., u=EX , to nazywa si¢ go bayesowskim predyktorem
j=1

zaufania [Jasiulewicz 2005].

Jezeli wspotczynnik zaufania Z jest bliski zera, to oznacza to, ze sktadke kolek-
tywna powinno si¢ obdarza¢ wigkszym zaufaniem niz indywidualng $rednia z obser-
wacji. Wspodlczynnik zaufania Z bliski jednoSci oznacza, ze ubezpieczyciel wigksze
zaufanie powinien mie¢ do indywidualnej $redniej z obserwacji. Wspdtczynnik zaufa-
nia Z jest w przyblizeniu roéwny jeden, gdy historia ubezpieczenia dla danej polisy jest
dhuga i wykazuje mata zmiennos¢ w czasie lub gdy kontrakty sa bardzo zréznicowane.
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Predyktor beyesowski E (X o |X . ¢ t) jest bayesowska prognoza zaufania,

jezeli ma postac (5).
3. Bayesowskie predyktory wielkosci roszczen

Niech X; bedzie zmienng losowa oznaczajacq wielko$¢ roszczen w roku j dla
danej polisy oraz (Xj, Xa,...,X;) — wektorem obserwacji wielkosci roszczen przez ¢
lat dla danej polisy. Niech rozktad zmiennej losowej X; zalezy od parametru 6. W
ubezpieczeniach parametr 6 jest nazywany parametrem ryzyka i reprezentuje
wszystkie nieuwzglednione w taryfikacji indywidualne cechy ryzyka ubezpieczo-
nego. Zaklada sig, ze parametr ryzyka 6 ubezpieczonego jest taki sam przez caty
okres trwania ubezpieczenia i jest realizacja zmiennej losowej © .

Zatdézmy, ze zmienne losowe X; dla ustalonego ® =6 sa niezalezne, maja jed-
nakowe rozktady oraz ze ubezpieczeni generuja straty niezaleznie od siebie.

Zaktadamy, ze ubezpieczyciel zna wielko$¢ roszczen ubezpieczonego z okresu
t lat. Niech X, , bedzie nieznana wielko$cia szkod w roku ¢ + 1 dla polisy opisanej

t+1
wektorem obserwacji (X, X»,..., X;), ktory mozna oszacowac za pomoca estymato-
ra bayesowskiego.

Niech zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 6o funkcji gg-

stosci o postaci:
f(x|@)=6e" ,x>0,0>0. (6)

Jezeli parametr © jest zmienng losowa o rozkladzie gamma z parametrami « i
p o funkcji gestosci o postaci

7(0)= 'B—e””@“" , a>0,4>00>0 (7)
(o)

to zmienna losowa X ma rozktad o funkcji ggstosci o postaci

f(x|0)z(6)do
| B gmgegg- L[ gretrigg - B
v LT per 1@ el (pex)”
@) =%, x>0 ®)
X

Jest to funkcja gestosci zmiennej losowej o rozktadzie Pareto z parametrami o i 3
odpowiednio o wartosci oczekiwanej i wariancji [Hossack, Pollard, Zehnwirth 1999]:
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EXzi, a>1 9)
a-—1

2
pPx-— (10)

(a=1) (a-2)

Estymatory parametréw « i f wyznaczone metodqg momentow odpowiednio
WYynosza:

s
a=S2 —— (11)
- _ S +x’
gdzie: X — jest$rednia wielko$cia roszczen w portfelu,
S? — wariancja wielkosci roszczen w portfelu [Domanski, Pruska 2000].

Ggestos¢ a posteriori 7, (6) obliczana ze wzoru Bayesa ma postac:

7(60) = ﬂ(H)lj[fe(xj) _ (,B + Zj X ) e—g(ﬁ+z_;11)€d+t—l_ (13)
’ f(x,..x,) F(o?+t)

Rozklad a posteriori parametru © jest wigc rozkladem gamma o parametrach

& i B o postaci:
a=a+t i f=F+>x,. (14)

Rozklad  predyktywny  wielkoSci  roszczen X, przy  warunku
X, =x,,...,X, = x, ma postac:

B
(IB + x)a+l

Jest to rozktad Pareto o parametrach & i B . Warto$¢ oczekiwana rozktadu wy-

f(x|xl,...,xt)=If(x|0)ﬁ(0|xl,...,x,)d9 = (15)

raza sie wzorem

E(X,,|X.X,)= s DY (16)

a-1 a+t-1

Dla takich rozkladow f(x |0) i 7(6) mamy:
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m(t9)=Z)7+(1—Z)/1=t+(;_1% ,+[1—t+t jﬁ ADYY

stad indywidualna sktadka w roku ¢ + 1 o postaci:

m(6) :ﬂ+—Z:)cj, (17)

a+t-1

jest bayesowskim predyktorem zaufania.

4. Szacowanie stawek skladki netto

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC indywidualna sktadka netto w okre-
sie ¢+ 1 wynosi

m(0)=(EX)-(EA)-b,,,(x,,....X,), (18)
gdzie: m(0) — indywidualna sktadka netto w okresie #+1,

(EX) — warto$¢ oczekiwana wielkosci pojedynczej szkody,

(EAN) — warto$¢ oczekiwana liczby szkdéd w okresie rozrachun-
kowym (w ciagu jednego roku),

b, (x,,...,x,) — stawka szacowanej sktadki [Lemaire 1995].

Jezeli zatozy sig , ze EX = ~ﬂ oraz EA =1, to rownanie (18) ma postac:
7 —i-b 19
m(O) =~ b (5 ) (19)

!

stad kierowca, ktory po ¢ latach zglosil roszczenia wielkos$ci Zx > powinien pfa-
j=l

ci¢ stawke szacowanej sktadki rowna

bm(xl,...,xt)=a7:1m(9)-100%- (20)

Najprostsza zasada kalkulacji sktadki w ubezpieczeniach komunikacyjnych jest
zasada warto$ci oczekiwanej [Lemaire 1995]. Wedlug tej zasady szacowana indy-
widualna sktadka netto powigkszona o dodatek bezpieczenstwa Q wynosi:
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f+Yx
m(0)=(1+Q)E(X,,, |X1,...,Xt)=(1+Q)d+—t_1’- (21)

Na podstawie wzorow (20) i (21) kierowca, ktory po ¢ latach zglosit roszczenia

!
w wysokosci Zx . wroku 7+ 1, powinien placi¢ stawkg sktadki rowna

Jj=1

b (x,...x)=(1+0)

@-DF+Yx,)

B@+t-1)

Jesli si¢ przyjmie, ze Q = 0, to otrzyma si¢

b, (X505 x,)

_@-nB+3x)

Pla+t-1)

5. Zastosowania

-100%:

100%

(22)

(23)

Badanie przeprowadzono w 16dzkim towarzystwie ubezpieczeniowym, ktore
zastrzeglo sobie anonimowos¢. Z jednego z portfeli ubezpieczen komunikacyjnych
OC ztozonego z 10230 polis wylosowano 100 polis. Srednia roczna wielko$é rosz-
czen wynosita 5,05 tys. zt z odchyleniem standardowym 7,1 wynoszacym tys. zi

(parametry rozkladu wielkoéci roszczen @ =4,048 ,B=15,391). Zalozono, ze

rozktad wielkosci szkod w tym portfelu jest zblizony do rozktadu Pareto. Dla wy-
losowanej proby oszacowano stawki skladek za pomoca estymatorow bayesow-
skich oraz obliczono wspotczynniki zaufania. Wyniki przedstawiaja tab. 11 2.

Tabela 1. Stawka sktadki netto b

14
ubezpieczenia ¢ i sumy Zx ; roszczen zgloszonych w latach 1,..., ¢

J=1

(%,---,X,) wroku ¢+ 1 w zalezno$ci od czasu trwania

' t

;)9- (w tys. 20) | 2 3 4 5

Ponize] 0,2 100% 80% 67% 58% 51%
0.2-1 105% 84% 71% 61% 53%
12 112% 90% 75% 64% 56%
23 118% 95% 79% 68% 60%
3.4 124% 100% 83% 72% 63%
45 131% 105% 88% 75% 66%
56 137% 110% 9% 79% 69%
6-7 144% 115% 96% 83% 73%

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 2. Wspotczynnik zaufania Z do obserwacji x;,...,x; w zaleznosci od czasu trwania

t
ubezpieczenia ¢ i sumy Z X, roszezen zgloszonych w latach 1,..., ¢
J=1

! t

;x/ (W tys. zL) ) N 3 4 5

Ponizej 0,2 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
0,2-1 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
1-2 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
2-3 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
3-4 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
4-5 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
5-6 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62
6-7 0,24 0,39 0,49 0,56 0,62

Zrodto: obliczenia wlasne.
6. Podsumowanie

Oszacowane stawki skladek wahaja si¢ od 51 do 144% skladki podstawowe;j.
Oznacza to, ze w tak funkcjonujacym systemie bonus-malus najwigksza znizka wy-
nositaby 51% sktadki podstawowej, a najwigksza zwyzka — 144% sktadki podsta-
wowej. W tym systemie przyjeto, ze kierowca, ktory w pierwszym roku ubezpiecze-
nia spowodowal szkodg nie wigksza niz 200 zl, placi 100% sktadki podstawowe;j, ale
ubezpieczyciel ma tutaj do$¢ duze pole manewru, przyjmujac w opisywanej klasie na
przyktad 105-procentowa zwyzkg. Wowczas wszystkie stawki wzrosna.

Taryfikacja na podstawie liczby szkéd moze by¢ niekorzystna zaréwno dla
ubezpieczyciela, jak i ubezpieczonego. Ubezpieczyciel nie rozroznia kierowcow
powodujacych mate i wielkie szkody, stosujac takie same zwyzki i znizki w sto-
sunku do kierowcy powodujacego szkode w wysokosci 500 zt 1 8000 zt. Nie mozna
w tym przypadku powiedzie¢, ze idea ubezpieczenia jest ,,sprawiedliwa” dla kie-
rowcy powodujacego niewielkie szkody.

Stawki sktadek szacowane na podstawie estymatorow wielkosci szkod sa korzyst-
niejsze dla ubezpieczonych powodujacych nawet kilka niewielkich szkod. W przypad-
ku taryfikacji na podstawie liczby szkdd kierowcy powodujacy wiele szkdd o malej
warto$ci beda ptaci¢ duze zwyzki. Jednak i taka taryfikacja ma wady. Spowodowanie
jednej duzej szkody powoduje wysokie zwyzki, a wspotczynniki zaufania sa zadowala-
jace dla kierowcow z dtuga historia szkodowosci. Na podstawie tab. 2 mozna stwier-
dzi¢, ze po 5 latach ubezpieczyciel moze mie¢ 62% zaufania do indywidualnej $redniej
wielkosci szkod, a 38% zaufania do kolektywnej $redniej wielkosci szkod.
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APPLICATION OF THE BAYESIAN ESTIMATORS OF THE SIZE
OF DAMAGES TO THE POSTERIOR TARIFFICATION IN CR
AUTOMOBILE LIABILITY INSURANCE

Summary

In the paper an application of the bayesian estimators of the size of damages to the posterior ta-
riffication in CR automobile liability insurance is presented. Net premiums are calculated by means of
the expected value method with assumption that distribution of the size of damages is the Pareto
distribution. The rates of net premium are estimated by use of bayesian estimators. The research was
performed on real data from an insurance company from £06dz.
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