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1. Wstep

Wyznaczanie wektora kointegrujacego dla par szeregdw czasowych jest szcze-
golnie wazne w badaniach wykrywajacych istnienie zwiazkéw migdzy wspolnym
ksztaltowaniem si¢ analizowanych szeregow. Metody klasyczne sa nie tylko dosé¢
pracochtonne, ale ponadto interpretacja uzyskanych wynikow w wielu przypad-
kach moze budzi¢ pewne watpliwosci. Zatem celem niniejszego opracowania jest
prezentacja mozliwos$ci zastosowania metod falkowych przy wyznaczaniu wektora
kointegrujacego dla zmiennych, ktore sa realizacjami procesoOw niestacjonarnych.
Zgodnie sugestiami Fan i Whitchera [Fan, Whitcher 2003] estymacji parametrow
dokonuje si¢ nie wprost dla danych empirycznych czy pewnego rzedu ich przyro-
stow, lecz dla stosownie dobranych wspdtczynnikow transformat falkowych. Aby
zilustrowac te idee, analizom poddane zostaty wybrane indeksy gietdowe.

Niniejsze opracowanie nawiazuje do wczesniejszych badan autora zwigzanych
z mozliwoscia rozwiazywania problemu pozornej regresji dla kurséw wymiany
walut przeprowadzonych réwniez przy uzyciu metod falkowych [Stachura 2004].

2. Podstawowe pojecia

Procesy skointegrowane. Proces stochastyczny {X,} nazywany jest zinte-
growanym rzedu d ({X,} ~ I(d)) wtedy i tylko wtedy, gdy (1-B)‘ X, = ¢,,
gdzie odpowiednio B jest operatorem opdznien (tzn. B(X,) =X, ), d €eR, na-
tomiast {€,} jest procesem stacjonarnym o zerowej wartosci oczekiwanej. Dwa
procesy stochastyczne {X,} i {¥,} nazywane sa skointegrowanymi rzedu d,b
(~ CI(d,b)) wtedy i tylko wtedy, gdy {X,}~ I(d), {Y,}~ I(d) oraz istnieja
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niezerowe state f,, f, € R o tej wlasnoséci, ze { f, X, + ,Y,} ~ I(d —b). W tej
sytuacji wektor [f,, #,] nazywany jest wektorem kointegrujacym. Jesli dwa pro-
cesy sa skointegrowane rzedu d,d (czyli, gdy b =d ), to parametry f,, [, mo-
ga by¢ traktowane jako parametry dlugookresowej zaleznosci obu proceséw [Cha-
remza, Deadman 1997; Welfe 2003]. Co wigcej, w przypadku analizy niestacjo-
narnych szeregdw czasowych wyznaczanie wektora kointegrujacego moze postu-
zy¢ za rozwiazanie problemu regresji pozorne;.

Dyskretna transformata falkowa. Niech X = (x,,x,,...,x,, ,) bedzie wektorem

M obserwacji. Dla dowolnego j € {0,1,...,J} (oznaczajacego numery skal rozktadu)

oraz dla dowolnego k € {0,1,...,27 —1} definiowane sa wspolczynniki transformaty
J-1

falkowej wektora X jako W, = zm:o X, W, (47, gdzie v, , sa przesunigtymi i
przeskalowanymi wersjami falki ¥ (tzn. v, (s) = 272 w (27 s —k) ). Falke
dobiera sig w taki sposob, by uktad {y/; , } stanowit bazg ortonormalna. Wspdtczynniki
W, blokowane sa w wektory W, = (W, | ,W

e J'»”‘"’Wf,z-’—l) wspOtczynnikow odpo-
wiadajacych kazdej ze skal j, a nastgpnie odbywa si¢ blokowanie w wektor W =
(W, W, W, V), ktory jest transformaty falkowa wektora X . Pojawiajacy si¢ w
transformacie dodatkowy wektor V , zapewnia istnienie wzajemnie jednoznacznej od-

powiednio$ci miedzy X i W. Jest to sytuacja analogiczna do przypadku dyskretne;
transformaty Fouriera, kiedy to réwniez badanemu szeregowi w jednoznaczny sposob
odpowiada jego transformata i na odwr6t [Bruzda 2003; Percival, Walden 2000]. Ozna-

cza to, iz za_c;l_gdza( rownoéci: W = E X i X = E' W dla pewnej ortonormalnej ma-
cierzy E (= = =T)jednoznacznie okreslonej przez wybor falki y .

Dyskretna transformata falkowa moze by¢ rownowaznie skonstruowana przez okre-
gdzie g, = (-1)""'h,_,_,. Przewaga tego podejscia polega na mozliwosci odrzucenia
podzialéow diadycznych, bowiem nie musi juz obowiazywaé réwnosé M =27 . Tym
razem konstrukcja wektora W okreslana jest mianem schematu rekursywnego [Bruzda
2003; Percival, Walden 2000], a przebiega ona nast¢pujaco. W pierwszym kroku doko-
nuje si¢ splotow szeregu X z filtrami {4} 1 {g,}, w wyniku czego powstaja wektor
wspotczynnikow falkowych W, i wektor wspotczynnikow skalujacych V, (oba dla
skali 1). W drugim kroku analogicznemu zabiegowi poddaje si¢ wektor V, i otrzymuje
kolejne wektory W, 1 V, (dla skali 2) i tak dalej. Procedura konczy si¢ na kroku, w
ktorym z wektora V| powstaja wektory W, i V, (dlaskali J).
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Szczegolnie istotne sa falki i filtry o stosownie duzej liczbie N tzw. momen-
tow zerowych, pozwalaja one bowiem eliminowac niestacjonarno$¢ z empirycz-
nych szeregdw czasowych zintegrowanych rzgdu d>0. Ot6z, jesli tylko
N 2[d +3], to dla kazdej skali j szereg W, = {W, }, jest stacjonarny i ma ze-
rowa warto$¢ oczekiwang. Co wigcej, odpowiednio duze N gwarantuje bardzo
szybkie wygasanie funkcji korelacyjnej szeregu W, i to bez wzgledu na tempo
wygasania funkcji korelacyjnej szeregu X . W przypadku wigkszosci filtrow liczba
momentow zerowych jest zwiazana z dtugoscia L 1 w celu uzyskania tak stacjo-
narno$ci W, jak i szybkiego zaniku funkcji korelacyjnej wystarczy przyjac
L >2[d +3] [Fan, Whitcher 2003; Serroukh, Walden, Percival 2000].

3. Dane empiryczne

Analizom poddano 6 szeregéw czasowych reprezentujacych dzienne notowania
na zamknigcie nastgpujacych indekséw gieldowych: Merval z gietdy w Buenos
Aires (oznaczany w ciagu dalszym jako BUE), BUX, DAX, FTSE100 (oznaczany:
FTS), Nasdaq (oznaczany: NAS) oraz WIG. Zakres danych obejmuje czas od oko-
o kwietnia 2000 r. (zaleznie od indeksu) do 30 lipca 2008 r.

Wykresy na rys. 1-6 ilustruja ksztaltowanie si¢ indekséw, a umieszczono na
nich po 2100 ostatnich rekordéw z okresu objetego badaniem.
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Rys. 1-6. Szeregi empiryczne — przebiegi analizowanych indeksow gietdowych
Zrodto: opracowanie wlasne na podstawie danych z serwisu bossa.pl.
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Na wstegpie zweryfikowany zostal rzad integracji szeregow empirycznych.
Uzyto w tym celu rozszerzonego testu Dickeya-Fullera (ADF), byly wigc szaco-
wane modele regresji liniowej o postaci: Ay, = oy, , + nAy,_, + 1,Ay,, + ...+
7.Ay, . + €, gdzie Ay, oznacza przyrosty szeregu y,, a k jest tak dobrane, ze
reszty &, sa nieskorelowane, przy czym hipotezie o stacjonarnosci szeregu y, od-

powiada hipoteza o ujemnosci parametru o .

Procedurg t¢ zastosowano wobec wszystkich podszeregow obejmujacych odpo-
wiednio po 120, 250, 500, 1000, 2000 ostatnich rekordéw kazdego z indeksow. Skut-
kowalo to estymacja 30 modeli, w przypadku ktorych wystarczyto przyja¢ k£ =1, jako
ze statystyki Durbina-Watsona byly za kazdym razem bardzo bliskie wartosci 2 i
wskazywaly na brak autokorelacji sktadnika resztowego. Niestety wartosci statystyki
ADF oscylowaly wokot zera i byly wigksze niz warto$¢ krytyczna statystyki ADF = —
2,58 (a =1%, n =120, 250, 500, 1000, 2000 oraz k = 1), dzigki czemu wszystkie
szeregi empiryczne, i to bez wzgledu na ich dlugo$é, zostaly uznane za niestacjonarne.

W zwiazku z tym analogicznej analizie poddano przyrosty dotychczas anali-
zowanych szeregéw. Tym razem takze wystarczylo k=1, za$ wartosci statystyki
ADF oscylowaty od ok. =31 (dla szeregdw po 2000 rekordow) do ok. —7 (dla sze-
regdéw po 120 rekordow) i za kazdym razem byly mniejsze od wartosci krytyczne;j.
Pozwala to uzna¢ przyrosty za stacjonarne, a tym samym mozemy uwaza¢ rozwa-
zane szeregi empiryczne za zintegrowane rzedu 1.

Konkluzjg tg potwierdzaja wartosci statystyki IDW = Z(y, -y, )" /
T (y, — 7). Otdz, jesli wartosé IDW jest bliska zeru (mniejsza od 0,5), to przyjmu-
je sig, ze szereg jest niestacjonarny, natomiast gdy warto$¢ IDW jest bliska 2, to z
duza doza pewnosci mozna uznac szereg za stacjonarny. W przypadku analizowa-
nych szeregdw empirycznych okazalo sig, ze w zadnym z przypadkow wartos¢
statystyki IDW nie przekroczyta progu 0,115, natomiast przypadku ich przyrostow
mies$cita sie w zakresie od 1,798 do 2,335.

Reasumujac przeprowadzone badania stacjonarnosci, stwierdzi¢ nalezy, ze
kazdy szereg empirycznych (bez wzgledu na dtugos¢ proby) moze by¢ uwazany za
zintegrowany rzedu 1. Z punktu widzenia dalszej czgSci opracowania istotny jest
jedynie fakt, iz rzad integracji jest znany i ze jest on dodatni. Pozwala to bowiem
dobra¢ wilasciwe filtry falkowe.

4. Kointegracja

Niech dane bgda dwa wzajemnie niezalezne procesy Y = {¥;} 1 X = {X,} zinte-
growane odpowiednio rzedow d, i d,, przy czym d,,d, > 0. Rozwazmy dla tych
proceséw model regresji liniowej Y, = S, + B, X, + &, odzwierciedlajacy zwiazek
migdzy nimi. Dzigki temu, Ze transformata falkowa jest operatorem liniowym, uzysku-
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jemy nowe rownanie: W," = BW X + W’ , wktorym W', W* i W’ sa wspot-

t t t t
czynnikami falkowymi odpowiednio dla {Y;}, {X,} i {g,} . Utrata parametru /3, nie

stanowi najmniejszego problemu w kontekscie wyznaczania wektora kointegrujacego
dla procesow Y i X, wyraz wolny uznaje si¢ bowiem wowczas za rowny zeru, jeden
z parametrow wektora kointegrujacego zawsze moze by¢ za$ uznany za rowny 1.

Jak w przypadku kazdego modelu regresji, tak i dla réwnania wiazacego wspot-
czynniki falkowe mozliwe jest ograniczenie zakresu zmiennosci indeksu #. Sugeruje
si¢ [Fan, Whitcher 2003], aby do estymacji regresji bra¢ jedynie tzw. wspotczynniki
brzegowo niezalezne skali 1. Zatem, jezeli W, = {W11;} oznacza wspotczynniki

falkowe wektora Y dla skali 1, to wektor VNV]Y = {VIN/IYI} wspotczynnikow brzegowo
niezaleznych zlozony jest z potowy liczebnosci ,.srodkowych” elementow wektora
WIY. Analogicznie tworzy si¢ takze wektory VNVIX i Wf. W modelu regresji dla
wspotczynnikow falkowych parametr S, daje si¢ estymowaé klasyczna metoda naj-

mniejszych kwadratow, albowiem zapewniony jest szybki zanik funkcji korelacyjnej
przez stosowny dobor liczby N momentdow zerowych falki (N >

max {[d, +1],[d, +1]} ). Z kolei istotno$¢ parametru [, daje si¢ weryfikowa¢ przy
uzyciu statystyki £ = +/T/2 - ,5’1 “Vy,/Vy, o asymptotycznym standardowym roz-
ktadzie normalnym (~ N(0,1) ), gdzie 17)2(,1 , 193’1 sa probkowymi wariancjami wekto-

row W,", W/ a T jest dtugoscia kazdego z tych wektorow [Fan, Whitcher 2003].

Chociaz opisana przez Fan i Whitchera procedura ma stuzy¢ rozwiazywaniu
problemu pozornej regresji, to ze wzgledu na Sciste pokrewienstwo zagadnien
mozna réwnie dobrze przy jej uzyciu wyznacza¢ wektor kointegrujacy. Zauwazy¢
przy tym nalezy, iz wartos¢ statystyki testowej zalezna jest od kolejnosci szeregow
Y i X wystepujacych w wyjsciowej regresji. Fakt ten stanowi fundamentalng
roznice wzgledem kointegracji w klasycznym ujeciu i moze stuzy¢ rozpoznawaniu
niby-przyczynowosci w sensie jednokierunkowego zwiazku miedzy Y i X .

Jako ilustracj¢ procedury przedstawiamy analizy dokonane dla wybranych par
badanych uprzednio szeregéw empirycznych. Ze wzgledu na lokalizacjg gietd w
réznych strefach czasowych, a w konsekwencji ze wzgledu na wystgpowanie du-
zych rozbieznosci czasowych w godzinach notowan na zamknigcie, badaniom
poddano parg¢ indeksow BUE, NAS oraz kazda z sze$ciu mozliwych do utworzenia

! Postugujemy si¢ tu nazwa ,,niby-przyczynowosé”, nawiazuje ona bowiem do idei przyczyno-
wosci w sensie Grangera. Jest jednak rozumiana w sensie naiwnym. Ot6z, jesli w modelu regresji
zmiennej Y, w zalezno$ci od zmiennej X, zmienna X jest statystycznie istotna, a roéwnocze$nie w
modelu regresji zmiennej X, w zalezno$ci od zmiennej Y, zmienna Y jest statystycznie nieistotna, to
moéwimy o jednokierunkowej zaleznosci miedzy tymi zmiennymi, za§ zmienng X uznajemy za niby-
przyczyng zmiennej Y.
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par sposréd indeksow: BUX, DAX, FTS, WIG. Analizowanie w kontekscie rozpo-
znawania niby-przyczynowosci par indeksoéw, ktorych notowania na zamknigcie
odbywaja si¢ w bardzo duzym odstgpstwie godzinowym samo przez si¢ nacecho-
wane jest poszukiwaniem co najwyzej oddzialywania jednokierunkowego migdzy
indeksami. Fakt ten przesadzit o pominigciu badan dotyczacych pozostatych par
indeksow.

W badaniach konkretnej pary indekséw z konieczno$ci ograniczamy si¢ do da-
nych z tych dni, w ktérych notowane byty oba indeksy z pary, a pomijamy pozosta-
e dane. Podobnie jak w przypadku badania stopnia zintegrowania, tak i tu anali-
zom poddane sg z osobna szeregi w r6znych skalach czasowych — szeregi ztozone
ze 120, 250, 500, 1000, 2000 ostatnich rekordéw (ze wspolnych dni). Co wigcej, ze

wzgledu na posta¢ statystyki testowej ¢ kolejnoé¢ indeksow w estymowanej doce-
lowo regresji odgrywa istotna rolg. Wobec powyzszego rozwazy¢ nalezy 70 zwiaz-
kéw 1 oszacowacd tylez whasnie modeli regresji liniowe;j .

Skoro wynik estymacji parametru f, zalezny jest od uprzedniego wyboru kon-
kretnego filtru falkowego, to za wynik tejze estymacji przyjeta jest warto$¢ srednia
estymatorow parametru [, liczonych dla 10 roznych filtrow falkowych (db2, dbé,

db10, db14, db18, bl14, bl20, 1a8, lal4, 1a202). Podobnie jako statystyki testowe stuza
srednie ze statystyk testowych liczonych wzgledem 10 przyjetych filtrow falkowych.

Okazuje sig, ze wszystkie uzyskane estymatory parametrow Jf, sa dodatnie

(zarébwno $rednie, jak i pojedyncze warto$ci) oraz ze niemal wszystkie sposrod
nich sa istotne, 1 to dla poziomu istotno$ci a =1% . Pojawily si¢ jednak w tym
wzgledzie dwa wyjatki. Po pierwsze w przypadku regresji indeksu NAS w zalez-
nos$ci od indeksu BUE dla skali 2000 rekordow srednia wartos$¢ statystyki testowe;j
(a w tym az 8 z 10 pojedynczych wartosci) jest mniejsza od wartosci krytycznej
(a=1%). Po drugie natomiast dla regresji indeksu WIG w zaleznosci od indeksu
DAX dla skali 250 rekordoéw S$rednia warto$¢ statystyki testowej jest tylko nie-
znacznie wigksza od wartosci krytycznej dla o =1% (a przy tym az 8 z 10 poje-
dynczych wartos$ci jest od niej mniejszych).

Te dwie wyjatkowe sytuacje mozemy odczyta¢ w nastgpujacy sposob: przez
pryzmat rozwazanych i estymowanych modeli mamy przestanki, by moéwi¢ o moz-
liwosci wystgpowania jednokierunkowej zaleznos$ci migdzy dana para indekséw w
odpowiednim horyzoncie czasowym. Z kolei w §wietle definicji przyczynowosci w
sensie Grangera oraz w $wietle nakre$lonej uprzednio idei t¢ jednokierunkowa
zalezno$¢ mozna rozumie¢ witasnie jako niby-przyczynowos¢. 1 tak — dla skali

2 A. Wspélezynniki falkowe wyznaczone zostaly w pakiecie R. Wybdr filtrow byt wyborem ar-
bitralnym, acz zapewniajacym szybki zanik funkcji korelacyjnej transformaty falkowe;j, jako ze dhu-
gosc¢ filtrow falkowych jest wystarczajaca ze wzgledu na wykryty uprzednio rzad integracji.

B. Estymatory uzyskane dla kazdej z par szeregdw nieznacznie réznily si¢ od siebie.

C. Skrét,,db” oznacza filtry Daubechies, ,,bl” —filtry best localized, za$ ,Ja” — filtry least asymmetric.
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2000 ostatnich rekordow indeks NAS ksztaltuje si¢ ,,niezaleznie” od indeksu BUE,
lecz wptywu w drugim kierunku jak najbardziej mozemy si¢ dopatrywac. Podobnie
(cho¢ juz z mniejszym natgzeniem ma to miejsce, bo $rednia ze statystyk testo-
wych jest tym razem istotna) stwierdzamy dla skali 250 ostatnich rekordow indek-
sow WIG i DAX — tu WIG ksztaltuje si¢ ,,niezaleznie” od indeksu DAX i ten
pierwszy moze by¢ uznany za niby-przyczyng tego drugiego.

Przy tego typu rozwazaniach bezwzglgdnie musimy mie¢ na uwadze fakt, Ze to nie
indeksy gietdowe oddzialuja w sposob bezposredni jeden na drugi, lecz stany poszcze-
golnych gield (czy nawet stany gospodarek narodowych reprezentowanych przez spot-
ki notowane na tychze gietdach) moga na siebie nawzajem oddziatywa¢. Natomiast
poziomy indeksow tych gield sa jedynie odzwierciedleniami wymienionych stanow.

5. Podsumowanie

Abstrahujac od podanych uprzednio wnioskoéw ptynacych wprost z przeprowa-
dzonych przyktadowych badan empirycznych, jako podsumowanie wypunktujmy
kilka istotnych kwestii, ktére $wiadcza o przewadze metod falkowych nad klasycz-
nymi metodami wyznaczania wektora kointegrujacego.

Po pierwsze metody falkowe ze wzgledu na wrazliwo$¢ na zamiang roli zmien-
nych w regresji daja mozliwos¢ wykrywania jednokierunkowych zaleznoSci wewnatrz
analizowanej pary szeregdow czasowych. To z kolei pozwala na wnioskowanie o niby-
-przyczynowosci i moze by¢ przyczynkiem do badania przyczynowosci.

Po drugie nie ma koniecznosci sprowadzania szeregéw empirycznych do pro-
cesu stacjonarnego, aby w ogole mozna bylo rozpoczaé procedurg estymacji wek-
tora kointegrujacego, a co wigcej, w zasadzie mozna nawet pokusi¢ si¢ o pominig-
cie wstgpnej weryfikacji stopnia integracji danych empirycznych skoro wieloletnie
badania wskazuja, ze empiryczne szeregi finansowe sa zintegrowane w stopniu 1
badz 2 (ten etap byt jednak w opracowaniu uwzgledniony).

Po trzecie transformatg falkowa stosuje sig¢ wprost do danych empirycznych.
Jesli nawet nie jest uprzednio rozpoznany stopien zintegrowania danych, to wy-
starczy unikac filtrow falkowych o matlej liczbie momentéw zerowych.

Po czwarte zastosowanie transformaty falkowej niweluje wplyw zbyt wolnego
zaniku funkcji korelacyjnej szeregow empirycznych i sprawia, ze estymacja kla-
syczna metoda najmniejszych kwadratow moze by¢ z powodzeniem stosowana.

Po piate wnioskowanie statystyczne, w odrdznieniu od testu ADF, w przypad-
ku metody falkowej opiera si¢ na rozktadzie normalnym, ktérego uzycie nie na-
strgcza najmniejszych trudnosci.
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COINTEGRATION AND QUASI-CAUSALITY IN THE LIGHT
OF WAVELET METHODS

Summary

Cointegrating vector estimation problem and long-range dependence detection can yield some ob-
stacles when using classical methods. Therefore, there are many attempts undertaken to avoid this prob-
lem with use of different ideas, among which applying the discrete wavelet transform is noteworthy. The
paper deals with an example of cointegrating vector estimation for some stock indexes (BUX, DAX,
FTSE100, Merval, Nasdaq, WIG). The carried investigation via wavelet methods discloses some advan-
tages of these methods over the classical ones. First, there may be no need to detect preliminarily the
integration order of data before estimating the cointegrating vector. Second, the wavelet methods are
sensible for the order of variables in the regression equation, which leads to the quasi-causality detection.
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