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1. Wstep

Modele przetacznikowe typu Markowa z warunkowa wariancja MS-GARCH
pozwalaja na modelowanie szeregdow stop zwrotu, w ktérych mozna wyr6zni¢ stany
o réznych poziomach zmiennosci. Stany te moga mie¢ charakter zarowno chwilowy,
jak i dlugotrwaty. Uwzglednienie odpowiedniego rozktadu warunkowego w mode-
lach MS-GARCH umozliwia dodatkowo wyjasnienie zjawisk powszechnie spotyka-
nych w rozktadach stop zwrotu, tj. sko§nos¢ rozktadu, grube ogony rozkladu oraz
leptokurtoze. Wykorzystanie specyfikacji, ktora taczy w sobie strukture przetaczni-
kowa oraz struktur¢ warunkowej wariancji GARCH, powinno si¢ przyczyni¢ do
lepszego opisu glownych charakterystyk stop zwrotu szeregow rynkow finansowych.

Celem artykulu jest poréwnanie wilasnosci modeli przelacznikowych MS-
-GARCH i tradycyjnych modeli GARCH na podstawie wybranych szeregow da-
nych finansowych polskiego oraz zagranicznych rynkéw kapitalowych. Analiza
tego typu zostala przeprowadzona m.in. w pracach Hamiltona i Susmela [1994],
Klassena [2002] oraz Domana [2004].

2. Podstawy teoretyczne modelu MS-GARCH
z roznym typem rozkladu warunkowego

Modele przetacznikowe typu Markowa zostaly wprowadzone do literatury
ekonometrycznej przez Hamiltona [1989], natomiast modele przetacznikowe z
warunkowa wariancja po raz pierwszy zostaly wykorzystane w pracy [Hamilton,
Susmel 1994]. W literaturze polskiej przyktady zastosowania modeli MS-GARCH
mozna znalez¢ w pracach [Doman, Doman 2004; Doman 2004; Wtodarczyk, Za-
wada 2007; Kosko, Pietrzak 2007]. Pierwotnie modele te wykorzystano w bada-
niach nad cyklem koniunkturalnym, poniewaz w zjawisku tym mozna wyr6zni¢
charakterystyczne podokresy (stany) w postaci faz cyklu. Podobnie jest w przy-
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padku analizy zmienno$ci, w ktorej obserwuje si¢ okresy o réznych poziomach
wariancji warunkowej, tj. stany o niskiej lub o wysokiej zmiennosci.

Autoregresyjny model warunkowej wariancji z przetaczeniem typu Markowa
MS-AR-GARCH przedstawia sig¢, podobnie jak modele warunkowej wariancji, w
postaci dwoch réwnan: rownania warunkowej $redniej oraz rOwnania warunkowe;j
wariancji. Warunkowa $rednia jest modelowana za pomoca procesu autoregresyj-
nego AR(p) o postaci':

V=0 (St)+a1yt—l toy, e tay, , TéE (Sz) > (1)
& (s,)=uJh (s,), u, ~1D(0,1), )

gdzie s, jest zmienna standw z wiasnoscia Markowa I rzedu?, s, € {1,2,...,i, j,...,”"}

wskazuje na stan, w ktorym znajduje si¢ proces w chwili 7, natomiast » oznacza
liczbg stanéw (rezimoéw) tancucha. Warunkowa wariancja w modelu MS-AR-
GARCH okreslona jest przez proces GARCH(q,s) o postaci:

ht (St):ﬁo (Sz)"'iﬂl ‘9t2—l +27kht—k s (3)

By >0, b7, 20.

Model (1)-(3) opisuje proces, w ktorym dopuszczalne jest przetaczenie w $red-
niej (s,) oraz w wariancji warunkowej 7, (s, ).

Sktadnik losowy w modelu (1)-(3) moze by¢ modelowany za pomoca roznych roz-
ktadow warunkowych. W modelowaniu finansowych stop zwrotu wykorzystuje si¢
rozktady o roznych ksztattach (whasnosciach) w celu jak lepszego opisu wiasnosci ich
rozktadow. W niniejszym opracowaniu podjgto probe charakterystyki stop zwrotu za
pomoca rozktadu normalnego, rozkladu z-Studenta oraz skosnego rozktadu ¢-Studenta.

Przyjmujac za rozktad warunkowy” rozktad normalny, sktadnik losowy mozna
opisa¢ za pomoca nastepujacych rownan:

' y,=100-[In(z,)~1In(z,_,)], gdzie z, stanowi ceng danego instrumentu finansowego w okresie .

2 Zmienna S, ma wlasnos¢ Markowa, jezeli jej stan w okresie biezacym jest zalezny jedynie od
stanu zmiennej z okresu poprzedniego, co zapisywane jest w postaci prawdopodobien-
stwa przejécia zmiennej stanow S, :

Pr(S, = j| Sy =iysS) =i.nS, =) =Pr(S, = j| S, =)= p, (7).

3 W modelach klasy GARCH stosuje si¢ rézne postaci rozktadow warunkowych; do najbardziej
popularny, oprocz rozktadu normalnego, zalicza si¢ rozktad t-Studenta czy rozktad GED (Generali-
sed Exponential Distribution). Omowienie postaci modeli GARCH z réznym typem rozktadu warun-
kowego mozna znalez¢ w pracach: [Doman, Doman 2004; Pipien 2006; Brzeszczynski, Kelm 2002].
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¢ (St):ut \/hr (St) > U, ~NID(0’1)’ (4)

funkcja gestosci przyjmuje postaé:
2
-exp |:_M} , (5)

2
20,

1
f(ut|st):\/ﬁ

oraz wektor szacowanych parametréw dla modelu MS(2)-GARCH(1,1):
BN:[/U(St) a ... a, p (St) B v p pzz]a (6)

s, 6{1,2},

P:{p no P 12} — macierz prawdopodobienstw przej$cia, gdzie przyktadowo
Py Pxn 2x2

P, wskazuje na prawdopodobienstwo przejscia procesu w jednym kroku (z okresu

t-1 do okresu ¢) ze stanu 1 do stanu 2.
Gdy rozktadem warunkowym w modelu (3) jest rozktad t-Studenta z zerowa
srednia, wariancja rowna jeden oraz stopniem swobody v > 2, wowczas:

& (s,)=uh (s,), u, ~t(0,1,v)', (7

funkcja gestosci ma postac:
F(v;—lj 2 jl(v;—l)
ut

mr[;j{uvz

gdzie I" jest rozkladem gamma, oraz wektor szacowanych parametrow dla modelu
MS(2)-GARCH(1,1):

Or:[:u(sz) a ... Q ﬂo(sz) B v pi px V(St):l' )

Liczba stopni swobody v w modelu (7) stanowi parametr estymacji, ktory mo-
ze by¢ tez parametrem przetaczajacym sig¢ miedzy » stanami procesu. Dla stopni
swobody v >4 warto$¢ wspotczynnika kurtozy* jest zawsze wigksza od 3 (wartosé
kurtozy rozktadu normalnego), dlatego modele z rozkladem ¢-Studenta lepiej do-
stosowuja si¢ do zjawiska grubych ogondéw rozktadu obserwowanych w rozktadach

fulv)= (8)




196 Monika Kosko

w stopach zwrotu finansowych szeregow czasowych. Gdy v — oo, woéwczas roz-
ktad t-Studenta dazy do rozktadu normalnego.

Jezeli rozktadem warunkowym jest sko$ny rozktad ¢-Studenta, to sktadnik lo-
sowy dany jest wzorem:

&, (st)zut h, (st), u, ~t(,u,02,§,v)y, (10)

funkcja gestosci ma postaé”:

£ Ev)= 201 {g(f(au, + )] V)I[u i +g(m‘f§+” |Vj1(u ‘)} (11)

6:4‘5 7 ’
gdzie:
F[Vz_lj Yoo
S é—g} (12)
ﬁF(zj
02=[§2+é—1 — i’ (13)

g(- | V) — funkcja gestosci rozktadu symetrycznego, ktora jest odpowiednio prze-

ksztatlcana w obie strony w stosunku do wielkosci dominanty (por. [Arellano-Valle,
Gomez, Quintana 2003; Piontek 2005]),

¢ — parametr skosnosci, £>0,dla £ e (0,1) otrzymuje si¢ rozklad lewostronnie sko-
sny, dla £ e (l,oo) rozktad prawostronnie skosény, alternatywnie parametr ten definiuje

si¢jako £'=1In (zf ) , co skutkuje powiazaniem znaku parametru z kierunkiem skosnosci,

-1 dla u, Z—ﬁ

I = . (14)
1 dla u <-£
O

W przypadku rozktadu ¢-Studenta mamy mozliwo$¢ uzyskania rozktadow o
grubszych ogonach niz w rozktadzie normalnym, w zaleznosci od przyjetej liczby
stopni swobody. Natomiast w rozktadzie sko$nym ¢-Studenta otrzymujemy rozktady
o grubszych ogonach oraz o wigkszej asymetrii niz w rozktadzie normalnym; uza-
leznione jest to odpowiednio od liczby stopni swobody oraz parametru sko$nosci & .

3 Zob. [Lambert, Laurent 2001].
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Ze wzgledu na wystgpowanie tzw. Sciezki zalezno$ci (path-dependence,
S, ={S,,S, ...} ) W estymacji modeli przetacznikowych MS-GARCH wyréznia sig

S e
trzy podejscia, w zaleznos$ci od zapisu rOwnania warunkowej wariancji. Pierwszym
podejsciem jest propozycja Hamiltona i Susmela [1994], kolejnym — propozycja
Graya [1996], Klassena [2002] i Davidsona [2004]. Wprowadzali oni do literatury
odmienne sposoby na modelowanie warunkowej wariancji w modelu MS-GARCH.
W niniejszym opracowaniu wykorzystano podej$cie Davidsona [2004], w ktorym
réwnanie warunkowej wariancji zapisuje si¢ jako model ARCH z nieskonczonymi
opoOznieniami.

3. Zastosowanie modeli MS-GARCH
do analizy finansowych stop zwrotu

W badaniu wykorzystano logarytmiczne stopy zwrotu gtéwnych indeksow giet-
dowych polskiego rynku kapitalowego oraz wybranych indekséw rynkéw zagranicz-
nych z okresu: 17.11.2000-31.07.2008. Poczatek badanego okresu wybrano ze
wzgledu na wprowadzenie systemu WARSET na GPW w Warszawie. Badaniu pod-
legaty szeregi takich indeksow, jak: WIG, WIG20, DIJN, DAX, BUX, oraz indeksy
branzowe polskiego rynku kapitatowego. Do szczegolowego omoéwienia wybrano
szeregi indeksow WIG i DIIN (indeks gieldy amerykanskiej). Dla wymienionych
szeregdw zbudowano modele GARCH oraz MS-GARCH z r6znymi rodzajami roz-
ktadow. Ostatnie 100 obserwacji wykorzystano do budowy prognozy ex post. Obli-
czenia zostaly przeprowadzone w programie TSM v4.29 (Time Series Modelling).

W przypadku modeli przetacznikowych MS-GARCH oszacowano modele z
przetaczeniem w wariancji warunkowej oraz modele z przetaczeniem w wariancji i
dodatkowo w $redniej. Zrezygnowano z prezentacji modeli z przetaczeniem w
stopniach swobody rozktadu ¢-Studenta ze wzgledu na bardzo zblizone wyniki
estymacji tych modeli i modeli bez tego przetaczenia.

Tabele 1-2 zawieraja wybrane kryteria porownawcze modeli GARCH(1,1) i
MS(2)-GARCH(1,1) oraz $redni kwadratowy btad prognozy ex post. Analizujac
warto$ci kryteriow porownawczych omawianych szeregow, tj. logarytm wiarygod-
nos$ci L, kryterium informacyjnego Akaikego (AIC) oraz kryterium Schwarza (SC),
nalezy stwierdzié, ze bardziej korzystne wartosci kryteridéw otrzymano w odniesie-
niu do modeli z przelaczeniem Markowa MS-GARCH. Dla modeli przetaczniko-
wych MS-GARCH otrzymano rowniez nizsze warto$ci blgdow prognoz RMSE.

W tabelach 3 i 4 umieszczono szczegotowe wyniki estymacji modeli GARCH
1 MS-GARCH dla szeregow WIG i1 DIJA. Analizujac wyniki otrzymane dla modeli
indeksu WIG, mozna stwierdzi¢, iz:
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Tabela 1. Wtasnosci reszt i kryteria poréwnawcze dla modeli GARCH(1,1) i MS(2)-GARCH(1,1)

szeregu stop zwrotu indeksu WIG

Parametry GARCH |GARCH-t| SARCHt s GARCH| MS-GARCH-t |[MS GARCH
(skos$ny) (skosny)
L -2888.72 | -2872.97 | -2872.97 | -2869.01 -2865.46 -2865.44
SC -2903.75 | -2891.75 | -2895.50 | -2902.82 -2899.26 -2903.00
AIC -2892.72 | -2877.97 | -2878.97 | -2878.01 -2874.46 -2875.44
RMSE dla prognozy
zmiennosci 2.5624 2.5631 2.5632 24716 2.4710 2.5288

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Kryteria porownawcze dla modeli GARCH(1,1) i MS(2)-GARCH(1,1) szeregu stop zwrotu

indeksu DIJA
Parametry GARCH |GARCH-t| SARCHt s GARCH| Ms-GARCH- [MS-GARCH-

(skosny) (sko$ny)

L -2416.31 | -2390.40 | -2388.28 | -2389.55 -2380.61 -2382.49

SC -2435.08 | -2412.92 | -2414.56 | -2419.59 -2418.15 -2420.03

AIC -2421.31 | -2396.40 | -2395.28 | -2397.55 -2390.61 -2392.49

RMSE dla prognozy

zmienno$ci 2.5606 2.5583 2.5579 2.3983 2.4646 2.5199

Zrodto: obliczenia wlasne.

1. W przypadku zdecydowanej wigkszosci modeli dla szeregu indeksu WIG
reszty charakteryzuja si¢ ujemna asymetria oraz wysmukto$cia rozkladu w stosun-
ku do rozktadu normalnego (podwyzszony wspotczynnik kurtozy wskazuje row-
niez na zjawisko grubych ogonow rozktadow).

2. Rozktady reszt badane na podstawie testu Jarque’a 1 Bera nie sa rozkladami
normalnymi dla wigkszosci modeli. Wyjatkiem jest model MS-GARCH, co $wiad-
czy o poprawnym opisie rozktadu reszt przez ten model.

3. Efekt ARCH, badany na podstawie wynikoéw testu McLeoda i Li dla kwa-
dratow reszt, zostat wyjasniony we wszystkich modelach szeregu WIG.

4. W modelach przetacznikowych otrzymano dwa stany: o niskim i o wysokim
poziomie zmiennos$ci. Wariancja w stanie wysokiej zmiennosci jest w przyblizeniu
dwa razy wyzsza od wariancji w stanie niskiej zmiennosci.

5. W modelu MS-GARCH, w ktorym wyr6zniono dodatkowo $rednie w sta-
nach, wartosci ujemnej Sredniej towarzyszy stan o podwyzszonej zmienno$ci, co
moze wyjasnia¢ zjawisko efektu dzwigni.

6. Stopnie swobody w modelach z rozkladem #-Studenta mieszcza si¢ w grani-
cy 9-12, co jest potwierdzeniem wysmuktosci rozktadow.

7. Najwyzsze prawdopodobienstwa pozostania procesu w stanie uzyskano dla mo-
deli z rozkladem ¢-Studenta, zatem modele te charakteryzuja si¢ najwyzsza stabilno$cia
stanéw. Proces przebywa w stanie o wysokiej zmiennosci $rednio 142 dni, natomiast w
stanie o niskiej zmiennosci — §rednio 94 dni (na podstawie modelu MS-GARCH-t).
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Tabela 3. Wyniki estymacji wybranych modeli GARCH(1,1) i MS(2)-GARCH(1,1) dla szeregow

stop zwrotu indeksu WIG
Parametry GARCH-t MS-GARCH MS-GARCH-t |GARCH-t (sko$ny)
0.0863 -0.0635| 0.1567 | 0.0886 0.08984
tan 1 tan 2 - - -
@ (stan 1) o (stan2) | o013 [0.412] | [0.000] | [0.001] [0.002]
Iy P - - 10.97385[0.978920.98935]0.99296]0.98935] 0.99296
d, 6 d, - - 3824 | 47.44 | 93.89 | 142.05 | 93.89 142.05
VB, (stan 1) 0.59201 117724 0.63686 0.63666
VB, (stan2) - 0.52529 1.07518 1.07582
B 0.05431 0.01519 0.02984 0.02991
[0.000] [0.412] [0.028] [0.040]
¥ 0.93092 0.96902 0.92999 0.92999
[0.000] [0.000] [0.000] [0.000]
Skos$no$¢ (reszty) -0.1450 0.0471 -0.1183 -0.1194
Kurtoza (reszty) 3.791 3.1204 3.4877 3.4873
Stopnie swobody (df) 9.20 - 11.59 11.55
Log(Skewness) In(&) - - - ?Ooggi?
Test Jarque’a i Bera na 54.160 1.785 22.415 22.465
normalno$¢ rozktadu [0.000] [0.410] [0.000] [0.000]
Test McLeoda i Lina 25.866 29.241 27.9349 27.8829
efekt ARCH (reszty) [0.170] [0.083] [0.111] [0.112]

Symbol [] oznacza, ze zwieraja warto$ci prawdopodobienstw empirycznych p-value.

Zrodto: obliczenia wlasne.

Analizujac wyniki estymacji modeli indeksu DIJA (por. tab. 4), stwierdzono, ze:

A.Szereg ten ma znacznie silniejsza ujemna asymetri¢ rozktadu oraz wyzszy
wspotczynnik kurtozy w porownaniu z szeregiem polskiego indeksu.

B. Rozktady reszt w przypadku wszystkich modeli nie sa rozktadami normalnymi.

C.Zjawisko grupowania zmienno$ci nie zostalo opisane za pomoca modeli
MS-GARCH i MS-GARCH-t.

D.Podobnie jak w modelu indeksu WIG, tak i w modelu MS-GARCH-t stano-
wi z ujemna $rednia odpowiada stan wysokiej zmiennoSci.

E. Stopnie swobody przyjmuja wartosci z przedziatu liczbowego 10-14.

F. Parametr skos$nosci w modelu ze sko$nym rozktadem ¢-Studenta jest istotny
statystycznie na poziomie istotnosci 10%.

® Oczekiwany czas trwania w i-tym stanie d, =

1
(I-py)
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Tabela 4. Wyniki estymacji wybranych modeli GARCH(1,1) i MS(2)-GARCH(1,1) dla szeregow
stop zwrotu indeksu DIJA

Parametry GARCH-t (sko$ny)] MS-GARCH MS-GARCH-t |GARCH-t (skoény)
0.03577 0.04197 ~ 10.06002]0.03795
atanl) ja(tan2) o an |l - o022y T |920%4 100027 | [0.026] |
[0.075]
P Pr - ~ 10.92290[0.99037]0.94130[0.98782[0.99310| 0.99310
47 d, ; = | 1297 [103.84 | 17.04 | 82.10 | 144.93 | 144.93
VA, (stan 1) 0.36708 1.3881 107209 0.84888
By s, (stan 2) - 0.31493 0.29500 0.41434
5 0.07981 0.03382 0.03499 0.05886
[0.000] [0.084] [0.069] [0.024]
, 0.91006 0.95447 0.95327 0.90658
[0.000] [0.000] [0.000] [0.000]
Sko$nos¢ (reszty) -0.4798 L0.1813 -0.0713 -0.3384
Kurtoza (reszty) 4.849 2.9765 3.2738 3.943
Stopnie swobody (df) 13.05 - 13.80 10.71
20.06529 20.05262
Log(Skewness) In(&) [0.024] - - [0.070]
Test Jarque’a i Bera na 329.57 10.028 7.2367 102.28
normalno$¢ rozktadu [0.000] [0.007] [0.027] [0.000]
Test McLeoda i Lina 19.187 37.789 39.9 24.469
efekt ARCH (reszty) [0.510] [0.009] [0.005] [0.222]

Symbol [] oznacza, ze zwieraja wartosci prawdopodobienstw empirycznych p-value.

Zréddlo: obliczenia wiasne.

G.Najwyzsze warto$ci prawdopodobienstw przebywania w stanach otrzymano
dla modeli MS-GARCH i MS-GARCH-t (sko$ny), jednak w modelu z rozktadem
normalnym nie zostal wyjasniony efekt ARCH. Wedlug modelu MS-GARCH-t
(skosny) proces przebywa $rednio 145 dni w stanie zarowno o wysokiej zmienno-
Sci, jak 1 w stanie o niskiej zmiennosci.

4. Zakonczenie

Podsumowujac, modele przetacznikowe MS-GARCH maja nieznacznie lepsze
wlasno$ci odno$nie do charakterystyki stop zwrotu badanych szeregow, a Srednie big-
dy prognoz ex post dla modeli MS-GARCH okazaly si¢ nizsze niz w przypadku mode-
li GARCH. Oznacza to, ze modele MS-GARCH z odpowiednim typem rozktadu lepiej
dopasowuja si¢ do danych empirycznych w poréwnaniu z tradycyjnymi modelami
GARCH. W przypadku szeregdéw indeksow gietdowych wyrdznia si¢ okresy o roznym

. . . . 1
" Oczekiwany czas trwania w i-tym stanie d, = .

(I-py)
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poziomie zmiennosci, ktore moga by¢ przypisane do poszczegdlnych okresow ,.cyklu
gieldowego”, tj. hossy, bessy oraz okresu stagnacji. Podwyzszona zmienno$¢ szeregdw
stop zmian towarzyszy zwykle zmianom w tendencjach; szczegdlnie widoczna jest ona
w koncowym okresie hossy, kiedy zachowania inwestorow sa chaotyczne i bardziej
nerwowe. Zjawisku temu z reguly towarzysza spadki cen kursow akcji. Z kolei nizsza
zmienno$¢ obserwuje si¢ w okresie stagnacji, czyli wzglednego spokoju na rynku. Na
podstawie modelu przetacznikowego mozliwe jest wyodrgbnienie standw o niskiej i
wysokiej zmiennosci, ktore odpowiadaja okresom niskiego i podwyzszonego ryzyka
inwestycji. Przetacznikowe modele MS-GARCH pozwalaja na prognozowanie przeta-
czen migdzy wyodrebnionym stanami; na rynku kapitatowym sa to momenty przejscia
miedzy okresami hossy, bessy oraz okresem stagnacji.
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THE MARKOV SWITCHING GARCH MODELS IN MODELING
OF THE TIME SERIES VOLATILITY OF CAPITAL MARKET

Summary

The Markov switching GARCH models are the alternative in modeling of the time series volatil-
ity. The switching specification allows to distinguish some states (regimes) for condition mean and
for condition variance. The process has a different mean and variance in every state. The MS-
GARCH models differ from the GARCH models in the concept of the volatility modelling, because
they better describe sudden and short changes in the process. The Markov switching models can
include a various type of the innovation condition distributions. This paper is the property comparison
of the models such as GARCH and MS-GARCH with the different condition distribution (normal, t-
-Student and skew t-Student distribution) to the modeling and the forecasting of time series volatility
(Polish and foreign financial markets).
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