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IMPLEMENTACJA MODELI CAVIAR
Z WYKORZYSTANIEM
ROLOWANEJ REGRESJI KWANTYLOWEJ

Streszczenie: W pracy zostanie przedstawione podejscie regresji kwantylowej do szacowa-
nia VaR, ktére nie czyni zatozen co do klasy rozktadu stop zwrotu. W drugiej czgséci pracy
przedstawione zostang modele CaViaR, ktore wykorzystuja fakt wystgpowania autokorelacji
i skupiania si¢ zmienno$ci na rynkach finansowych. Poprawno$¢ modelu bedzie zweryfiko-
wana na podstawie testu Kupca, ktory weryfikuje hipotezg o zgodnosci liczby przekroczen
VaR z zalozonym poziomem istotnosci a. A zatem test sprawdzi, czy otrzymane wartosci
VaR nie sa niedoszacowane lub przeszacowane, z uwagi na niedostosowanie zatozen do
empirycznego rozktadu stop zwrotu.

1. Wstep

Precyzyjna estymacja kwantyla rozktadu jest szczegolnie istotna z punktu widzenia
miary zagrozenia Value at Risk (VaR). Jest to miara, ktora okre$la stratg, jaka moze
zosta¢ przekroczona z prawdopodobienstwem a na instrumencie finansowym lub
portfelu w okreslonym horyzoncie czasowym. VaR z punktu widzenia statystyki
jest kwantylem rzedu o z rozktadu stop zwrotu. Istniejace podejscia estymacji VaR
zaktadaja rozktad ksztattowania stop zwrotu — metoda wariancji-kowariancji, me-
toda symulacji Monte Carlo — Iub modeluja VaR na podstawie historycznego ciagu
obserwacji — metoda symulacji historycznej. W metodach zakladajacych istnienie
pewnego rozktadu stop zwrotu najczesciej wskazuje sig, ze stopy zwrotu posiadaja
rozktad normalny. Jak pokazuje praktyka, rozklad normalny nie zawsze jest dobra
aproksymacja zrealizowanych stop zwrotu. Natomiast w podejsciu symulacji histo-
rycznej problematyczny jest fakt, ze estymowane warto$ci szacowane sa skokowo.
W pracy zostanie przedstawione podejs$cie regresji kwantylowej do szacowania
VaR, ktore nie czyni zatozen co do klasy rozktadu stop zwrotu. W drugiej czgsci pra-
cy przedstawione zostana modele CaViaR, ktore wykorzystuja fakt wystgpowania
autokorelacji i skupiania si¢ zmiennos$ci na rynkach finansowych. Poprawnos¢ mode-
lu zostanie zweryfikowana na podstawie testu Kupca, ktory weryfikuje hipotezg o
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zgodnosci liczby przekroczen VaR z zalozonym poziomem istotnosci a. A zatem test
sprawdza, czy otrzymane warto$ci VaR nie sa niedoszacowane lub przeszacowane, z
uwagi na niedostosowanie zatozen do empirycznego rozktadu stop zwrotu.

Tabela 1. Porownanie metod szacowania VaR

Metoda wariancji- | Metoda symulacji | Metoda symulacji | Metoda regresji
-kowariancji Monte Carlo historycznej kwantylowej
Zalozenie dla Rozktad normalny | Rozktad normalny | Brak Brak
stop zwrotu
Macierz Niezbgdna macierz | Niezbgdna macierz | Niewymagana — Niewymagana —
korelacji korelacji pomigdzy | korelacji pomigdzy | korelacje uwzgled- | korelacje uwzgled-
migdzy sktadnikami portfela |sktadnikami portfela | nione zostaja nione zostaja
instrumentami w stopach zwrotu | w stopach zwrotu
portfela portfela
Charakterystyka | Plynnie, jednak stabe | Ptynnie, jednak sta- | Skokowo —kilka | Natychmiastowe
szacowanego reagowanie na war- | be reagowanie odstajacych obser- | reagowanie na bie-
VaR tosci skrajne na wartosci skrajne | wacji powoduje Zacq sytuacje rynku
utrzymywanie VaR | — szybka reakcja na
na statym poziomie | wartosci skrajne,
przez dhugi czas jednak bez nad-
miernego utrzy-
mywania VaR na
restrykcyjnym po-
ziomie
Sposoéb VaR wyznaczony ja- | Wymagane kilka ty- | VaR jako percentyl | VaR wyznaczony
szacowania ko percentyl rzgdu o | sigcy scenariuszy dla | historycznego roz- | zostaje jako wa-
VaR rozktadu normalnego | stop zwrotu na, pod- | kfadu stop zwrotu | runkowy kwantyl
stawie ktorych wy- w regresji kwanty-
znaczany jest VaR lowej

Zrodto: opracowanie wiasne.

2. Regresja kwantylowa

Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow szacuje warunkowe $rednie zmiennej
objasnianej. Koenker oraz Bassett (1978) przetozyli rozwazania z warunkowej
sredniej na warunkowy kwantyl i wprowadzili pojecie regresji kwantylowej. Esty-
matory MNK sa nieobcigzone, w przypadku gdy spetnione jest zatozenie o wyste-
powaniu rozktadu normalnego dla reszt w modelu. W przypadku gdy nie jest spet-
niona normalnos¢ reszt, a taka sytuacja czgsto wystgpuje na rynkach finansowych
ze wzgledu na ,,grube ogony” rozktadow, pomocne staja si¢ odporne metody esty-
macji, do ktorych zaliczana jest regresja kwantylowa. Estymatory regresji kwanty-
lowej posiadaja podobna efektywnos$¢ jak estymatory MNK, w przypadku gdy
spetnione jest zatozenie o wystgpowaniu rozktadu normalnego dla reszt modelu,
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oraz lepsze wlasno$ci w przypadku braku spetnienia zalozenia o normalnos$ci reszt
modelu [Koenker, Bassett 1978]. Poczatkiem rozwazan na temat regresji kwanty-
lowej bylo sformutowanie problemu minimalizacji, pozwalajacego wyznaczy¢ pro-
sty kwantyl z proby. Jezeli zatozona zostanie proba losowa {y. t =1, ..., T}
zmiennej losowej Y, kwantyl b rzedu 8 jest wyznaczany poprzez minimalizacjg na-
stepujacego wyrazenia:

r?gl{ > Oly, -+ D (1—9)|y,—b|}. (1)

tef{t:y,>b} tef{t:y, <b}

Przedstawione powyzej wyrazenie pozwolilo w sposob analogiczny sformuto-
wacé zagadnienie regresji kwantylowej, w ktorej dane sa K-elementowy wektor
zmiennych objasniajacych {x,; t=1, ..., T} oraz zmienna objasniana {y.- t=1, ..., T},
tworzace model postaci y; = x,f + u,. Parametry regresji kwantylowej rzedu 6, ktore
wyznaczaja warunkowy kwantyl rozktadu y, wzgledem zadanych zmiennych objas-
niajacych x;, szacowane sa poprzez minimalizacj¢ nastgpujacego wyrazenia:

min{ > Oy, —xpl+ D (1—9)|y,—x,b|}. )

beR' | i o b teltiy, <x,b}

Regresja kwantylowa wskazuje na wazenie reszt modelu. Umozliwia to ,,prze-
sunigcie” funkcji regresji w strong wartosci nizszych badz wyzszych, w zalezno$ci
czy rzad kwantyla jest blizszy zera lub jednosci. W przedstawionej zaleznosci
mozna zauwazy¢ przejscie z warunkowej sredniej zmiennej objasnianej na warun-
kowy kwantyl zmiennej objasnianej przy zatozonych wartosciach zmiennej objas-
niajacej (zmiennych objasniajacych). A zatem dla danego szeregu obserwacji y;
oraz x, szacowane sa parametry modelu regresji kwantylowej, ktére wyznaczaja
warunkowy kwantyl x5 rzedu 0 przy zadanych wartosciach x,.

Odnoszac si¢ do rynkoéw finansowych, oszacowanie parametrow regresji kwan-
tylowej i tym samym kwantyla warunkowego rz¢du 6 dla stop zwrotu r, odbgdzie
si¢ poprzez przyjgcie za zmienna objasniajaca opdznionej stopy zwrotu 7.; [Doman
2009]. Stad VaR okreslajacy z prawdopodobienstwem 6 strate, jaka moze zostaé
przekroczona na instrumencie finansowym lub portfelu w okresie ¢ + /, jest funk-
cja opoznionej stopy zwrotu i moze zosta¢ oszacowany poprzez minimalizacj¢ na-
stgpujacego wyrazenia:

min{ > O -robl+ Y] (1—9)|r,—r,1b|}. 3)

k
beR te{tr,2r,_ b} te{tr,<r,_ b}

Przedstawiony model regresji kwantylowej szacuje kwantyl rzedu 6 stop zwro-
tu r, w, zalezno$ci od opoznionej stopy zwrotu r,.;, nie czyniac zadnych zatozen dla
klasy rozktadu stop zwrotu. Wyznaczenie prognozy VaR odbedzie si¢ poprzez
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oszacowanie parametrow modelu regresji kwantylowej dla dostgpnego szeregu
czasowego, a nastgpnie oszacowanie VaR w okresie ¢ + 1 jako warto$ci warunko-
wego kwantyla uzaleznionego od opdznionej stopy zwrotu 7, ;:

VaR,,. =b, +br, “4)

a,t+1

gdzie oceny parametrow b, oraz b; zostaly oszacowane z wykorzystaniem regresji
kwantylowej rzedu 8 = a i szacuja Value at Risk w zadanym horyzoncie czasowym
z prawdopodobienstwem a przekroczenia wyznaczonego poziomu strat.

3. Modele CaViaR

Zaproponowane modele CaViaR przez Engle i Manganelli [1999] uwzgledniaja
zjawisko wystepowania autokorelacji na rynkach finansowych. Zaktadaja, ze sytu-
acja na rynku dnia dzisiejszego w duzym stopniu zalezy od wydarzen, ktore nasta-
pity kilka dni wczes$niej. Zatozenie jest catkowicie uzasadnione, gdyz na rynkach
finansowych bardzo czgsto wystgpuje zjawisko skupiania si¢ zmiennosci. Elemen-
tem kazdego rynku sa inwestorzy, dlatego kazdej inwestycji towarzyszy rowniez
aspekt psychologiczny, a nie tylko fundamentalny czy techniczny, wigc wysoka
(niska) stopa zwrotu z duzym prawdopodobienstwem wywota kolejna wysoka (ni-
ska) stopg zwrotu. Ta cecha finansowych szeregéw czasowych przemawia za sto-
sowaniem modeli autoregresyjnych do szacowania warto$ci zagrozonej. Ponadto
modele CaViaR nie zakladaja istnienia rozktadu normalnego ksztaltujacego stopy
zwrotu, co nie powoduje niedoszacowania VaR ze wzgledu na wystepowanie lep-
tokurtozy w stopach zwrotu.

Autorzy Engle i Manganelli w swojej pracy przedstawili pi¢¢ modeli, ktére
uwzgledniaja opdznienia rzedu pierwszego:

Adaptacyjny:

VaR, =VaR,_ + B[ I(r,_ <VaR_)-a]. (5)
Proporcjonalnie adaptacyjny, symetryczny:
VaR, =VaR,_, + 5, (|Vt71 | —VaR, ) -5 (|’}71 | —VaR,_, )7 . (6)
Symetryczny wartosci bezwzgledne;:
VaR, = B, + BVaR,_ + B, |r,_,] - (7
Asymetryczny warto$ci bezwzgledne;j:
VaR, = B, + BVaR,_, + f, |rz—1 _ﬂ3| . 3

Asymetryczny nachylenia:

VaR, = B, + BVaR,_, + f, (”H )+ + 5 (”H )7 . )
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Model adaptacyjny jest modelem prognozujacym VaR na podstawie VaR z
okresu poprzedniego oraz funkcji wskaznikowej sprawdzajacej czy stopa zwro-
tu w okresie poprzednim przekroczyla wyznaczony poziom warto$ci narazonej
na ryzyko. Model proporcjonalnie adaptacyjny, symetryczny uwzglednia war-
to§¢ VaR z okresu poprzedniego oraz dwa sktadniki obejmujace dodatnie i
ujemne odchylenia bezwzglednych stop zwrotu od Value at Risk w okresie po-
przednim. Model symetryczny wartos$ci bezwzglednej wykorzystuje informacje
0 VaR w okresie poprzednim oraz bezwzgledna warto$¢ stopy zwrotu z okresu
poprzedniego. Model asymetryczny wartos$ci bezwzglednej rowniez uwzglednia
VaR z okresu poprzedniego, jednak drugi sktadnik mierzy bezwzgledne odchy-
lenia stopy zwrotu w okresie poprzednim od pewnego poziomu, ktéry jest sza-
cowany. Model asymetryczny nachylenia podczas prognozowania VaR, poza
warto$cia zagrozona w okresie poprzednim, uwzglednia dwa sktadniki obejmu-
jace dodatnie oraz ujemne stopy zwrotu.

Dysponujac oszacowanymi wartosciami VaR z wykorzystaniem regresji kwan-
tylowej, w ktorej zmienna obja$niajaca jest opdzniona stopa zwrotu r,;, mozna
oszacowa¢ modele CaViaR. Szacowanie parametrow modeli autoregresji moze od-
by¢ si¢ z wykorzystaniem regresji kwantylowej, w ktorej przyjety zostanie rzad 6
réwny poziomowi istotno$ci szacowanego VaR.

W celu oceny poprawnosci oszacowanych modeli wykorzystany zostanie test
przekroczen Kupca (1995), ktéry sprawdza hipoteze o rownosci liczby przekroczen
z zalozonym poziomem istotnosci VaR. Statystyka testowa przy zalozeniu praw-
dziwosci hipotezy zerowej posiada asymptotyczny rozktad »° z 1 stopniem swobo-
dy i ma postac:

LR=-2n[(1-a) " aN]+21nK1—¥JN_T (%)N} (10)

gdzie: o — poziom istotnosci VaR,
T — liczebnos¢ proby,
N — liczba przekroczen VaR.

4. Badania empiryczne

Value at Risk wyznaczony, na podstawie regresji kwantylowej zostanie poréwnany
z metoda wariancji-kowariancji szacowania VaR. W okresie od 3 stycznia 2005 r.
do 5 czerwca 2009 r. wyznaczone zostaly stopy zwrotu indeksu WIG 20 oraz port-
fela minimalizujacego ryzyko przy zatozonej stopie zwrotu. Portfel tworza trzy
spotki: TVN, TPSA, PKOBP o udziatach wynoszacych odpowiednio: 28, 14 oraz
58%. Pod katem oceny efektywnosci oszacowanych VaR — przy uzyciu testu Kup-
ca — zweryfikowane zostang trzy modele CaViaR:
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Model I:
VaR, = By + BVaR,_ + B, |r,.,] - (11)
Model II:
VaR, = B, + BVaR_ + B, (1) + B (r.) (12)
Model I1I:
VaR, =VaR,_ + B, ([r.|-VaR_) - B, (|- VaR,.,) . (13)

VaR zostanie wyznaczony dla poziomu istotnosci 1, 2 oraz 5%, zakltadajac r6zna
szerokos$¢ okna, na podstawie ktorego szacowany byt VaR: 20, 60, 120 oraz 250 sesji.

Ponizej przedstawiona zostata liczba przekroczen VaR dla wszystkich modeli wraz
z podanymi w nawiasach poziomami p-value, pozwalajacymi przyja¢ lub odrzuci¢ hi-
poteze o réwnosci liczby przekroczen VaR z zalozonym poziomem istotno$ci.

Tabela 2. Udziat przekroczen VaR dla WIG 20 oraz p-value dla testu Kupca

. CaViaR - WIG 20 CaViaR Il - WIG 20 CaViaR 11 - WIG 20
EI0 1T O T - T - R - O S - B - I -
S| 8| € < N < S < < < g
B T < T T A A T T
20 2,97% 3,95% 6,92% 3,13% 3,95% 6,92% 2,97% 4,12% 7,08%
0,000) | (0,002) | (0.040) | (0,000) | (0,002) | (0.040) | (0,000) | (0,001) | (0,026)
60 2,80% 3,79% 5,60% 2,80% 3,79% 5,60% 2,80% 3,79% 5,60%
o 0,000) | (0,005) | (0,504) | (0,000) | (0,005) | (0,504) | (0,000) | (0,005) | (0,504)
> 120 2,64% 3,46% 6,26% 2,64% 3,46% 6,26% 2,64% 3,46% 6,26%
©0,001) | 0,020) | 0,170) | 0001) | 0,020) | (0,170) | (0,001) | (0,020) | (0,170)
250 2,80% 4,12% 6,59% 2,80% 4,12% 6,59% 2,64% 4,12% 6,59%
(0,000) | (0,001) | (0,086) | (0,000) | (0,001) | (0,086) | (0,001) | (0,001) | (0,086)
20 4,61% 4,61% 4,61% 6,92% 6,92% 6,92% 1,65% 2,64% 3,62%
0,000) | (0,000) | (0.658) | (0,000) | (0,000) | (0,040) | (0,143) | (0286) | (0,103)
60 1,48% 1,48% 3,29% 1,81% 1,81% 4,28% 0,49% 0,66% 2,97%
o 0265) | (0340) | (0,040) | 0,071) | 0,737) | (0.407) | (0,165) | (0,006) | (0,013)
4 120 0,49% 1,81% 4,12% 0,82% 1,98% 4,28% 0,82% 1,48% 3,13%
0,165) | 0,737) | 0305) | (0,653) | (0968) | (0407) | (0.653) | (0,340) | (0,024)
250 0,99% 1,98% 4,45% 1,15% 2,14% 4,61% 0,33% 1,65% 2,97%
0,977) | (0.968) | (0,525 | (0711) | (0,805) | (0,658) | (0,054) | (0,522) | (0,013)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Wszystkie wartosci VaR na poziomie istotnosci 1 oraz 2%, szacowane metoda wa-
riancji-kowariancji, sa niedoszacowane (p-value < 0,05). Wynika to z faktu wystepo-
wania ,,grubych ogonow” rozktadu stop zwrotu. Dla metody wariancji-kowariancji
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VaR na poziomie istotnosci 5% posiada w wigkszosci przypadkow liczbe przekroczen
zgodna z zalozonym poziomem istotnosci (p-value > 0,05). Model oparty na podejsciu
wariancji-kowariancji zaktada wystgpowanie rozktadu normalnego. Rozklad normalny
rozni si¢ znacznie bardziej od empirycznego rozktadu stop zwrotu w przypadku silnie
skrajnych wartosci, tj. 1 oraz 2% w porownaniu z 5-procentowym percentylem, dlate-
go niespetienie zalozenia normalnos$ci rozktadu przez stopy zwrotu jest silniej obser-
wowane w przypadku VaR szacowanego na poziomie istotnosci 1 oraz 2%. Modele
oparte na regresji kwantylowej, w ktorej nie wystepuje zatozenie dla rozktadu stop
zwrotu, posiadaja znacznie wyzsza zgodnos¢ przekroczen VaR z zalozonym poziomem
istotnosci. Tylko VaR szacowany na krotkim okresie (20 sesji) w wigkszosci przypad-
kéw byt niedoszacowany (p-value < 0,05), jednak wydtuzenie okresu pozwolito uzy-
ska¢ nieobciazone szacunki VaR (p-value > 0,05).
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Rys. 1. Stopy zwrotu WIG 20 oraz oszacowane VaR dla modelu CaViaR 1
metoda wariancji-kowariancji

Zrbdto: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Stopy zwrotu WIG 20 oraz oszacowane VaR dla modelu CaViaR 1
metoda regresji kwantylowe;j

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Wyniki uzyskane dla portfela sg zbiezne z wynikami uzyskanymi dla WIG 20. Me-
toda wariancji-kowariancji oraz zalozenie normalnosci stop zwrotu powoduja niedo-
szacowanie VaR, natomiast metoda regresji kwantylowej pozwala w wigkszos$ci pre-
zentowanych modeli uzyskac¢ nieobciazone oszacowania VaR (p-value > 0,05).

Tabela 3. Udziat przekroczen VaR dla portfela oraz p-value dla testu Kupca

= CaViaR I — Portfel CaViaR Il — Portfel CaViaR Il — Portfel
s| 8 s S S s S s s s s
el s| = & = o < 3 < & &
2|8 S 3 S E S & g S g
=| 2 N N N N N N SN N SN

=1 3 S S S S S S S S

181% | 2.97% | 5.60% | 2,14% | 2.97% | 544% | 2,14% | 2.97% | 5.44%
0,071) | (0,113) | (0,504) | (0,014) | (0,113) | (0,626) | (0,014) | (0,113) | (0,626)
231% | 2,80% | 544% | 231% | 2.97% | 544% | 247% | 2.97% | 5.60%

o | % 0.006) | (0.184) | 0,626) | 0,006) | 0.113) | (0.626) | (0,002) | (0,113) | (0.504)
> o] 231% | 3.29% [ 560% | 231% | 329% | 560% | 231% | 329% | 577%
(0,006) | (0,037) | (0,504) | (0,006) | (0,037) | (0,504) | (0,006) | (0,037) | (0,397)

Sso| 247% | 3.79% | 675% [ 247% | 379% | 675% [ 247% | 3.62% | 675%
(0,002) | (0,005) | (0,059) | (0,002) | (0,005) | (0,059) | (0,002) | (0,010) | (0,059)

so| 362% | 3.62% | 362% [ 5.11% [ 511% | 511% [ 2.14% | 280% | 412%
(0,000) | (0,010) | (0,103) | (0,000) | (0,000) | (0,904) | (0,014) | (0,184) | (0,305)

ol 132% | LIS% [ 313% [ 181% | L65% | 412% | LIS% | 198% | 4.28%

o 0.453) | (0,106) | (0,024) | (0,071) | (0,522) | (0,305) | (0,711) | (0.968) | (0.407)
4 0,82% | 1,81% | 428% | L15% | 1,98% | 527% | 049% | 2,14% | 3,79%

200 0653) | 0.737) | (0.407) | (0711) | 0968) | 0.761) | (0.165) | (0.805) | (0,153)

181% | 1.98% | 511% | 181% | 1,81% | 577% | 0.82% | 1.81% | 4,78%
0,071) | (0,968) | (0,904) | (0,071) | (0,737) | (0,397) | (0.653) | (0,737) | (0,800)
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Zrédlo: opracowanie whasne.
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-5,00% 1 I
N,
-10,00% -

I Stopy zwrotu Portfel —— CaViaR 1% II (VC, 120 sesji) —— CaViaR 2% II (VC, 120 sesji) —— CaViaR 5% II (VC, 120 sesji)

Rys. 3. Stopy zwrotu portfela oraz oszacowane VaR dla modelu CaViaR 11
metoda wariancji kowariancji

Zrbdto: opracowanie wlasne.



Implementacja modeli CaViaR z wykorzystaniem rolowanej regresji kwantylowej 439

15,00%
10,00%

5,00% J
0,00% NMM W'Lfﬂw ! J\\ “y‘Jr I w \“Jﬁ
vr Y TN e e !
-5,00% et T TR %t il N
g ‘”i v A w e

-10,00% ‘ ‘ |

-15,00%

-20,00%
I Stopy zwrotu Portfel —— CaViaR 1% I (QR, 120 sesji) —— CaViaR 2% II (QR, 120 sesji) —— CaViaR 5% II (QR, 120 sesji)

Rys. 4. Stopy zwrotu portfela oraz oszacowane VaR dla modelu CaViaR 11
metoda regresji kwantylowej

Zrédto: opracowanie wiasne.
5. Podsumowanie

Rozktad stop zwrotu na rynkach finansowych czgsto nie jest zgodny z rozkladem
normalnym z uwagi na ,,grube ogony” rozktadu. Zjawisko jest tym silniej obserwo-
wane, im nizszy rzad kwantyla jest szacowany. Zastosowanie modelu regresji kwan-
tylowej, ktory nie czyni zatozen dla stép zwrotu, pozwolito otrzymac¢ nieobciazone
estymatory VaR potwierdzone testem Kupca. Dodatkowo poréwnanie z metoda wa-
riancji-kowariancji, w ktorej wystepuje zatozenie rozktadu normalnego stop zwrotu,
uwidocznilo zasadnicza przewagg metody regresji kwantylowej nad metoda warian-
cji-kowariancji, w ktorej VaR w wigkszosci przypadkow jest niedoszacowany.
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IMPLEMENTATION OF CAVIAR METHODOLOGY
WITH ROLLING QUANTILE REGRESSION

Summary: The Quantile Regression does not assume normal distribution of market returns.
A model with no assumption for portfolio provides estimates unbiased VaR, while Variance-
-Covariance approach underestimates Value at Risk.
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