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SZACOWANIE STAWEK SKEADKI
W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH OC
DLA ASYMETRYCZNEGO ROZKEADU
WIELKOSCI SZKOD

Streszczenie: W pracy przedstawiono zastosowanie estymatoréw bayesowskich do taryfi-
kacji a posteriori w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC. Skfadki netto wyznaczono za
pomoca zasady wartosci oczekiwanej oraz zasady kwantyla rzedu €. Poréwnano otrzymane
stawki sktadek dla rozktadu wielkos$ci szkod typu Pareto.

1. Wstep

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC sktadki sa wyznaczane w dwoéch eta-
pach. Pierwszy to obliczenie sktadki podstawowej na podstawie czynnikow a prio-
ri (obserwowalnych czynnikéw ryzyka, takich jak na przyktad rodzaj i rok produk-
cji samochodu, pojemnos$¢ silnika, wiek i ple¢ kierowcy), drugi etap to taryfikacja
a posteriori (historia szkodowosci kierowcy). Zatem w pierwszym etapie ubezpie-
czyciel wyznacza sktadke podstawowa, a w drugim etapie szacuje, ile procent
stawki podstawowej powinien placi¢ indywidualny kierowca [Lemaire 1995].

Teoretycznie istnieje wiele mozliwych taryfikacji a posteriori. Towarzystwa
ubezpieczeniowe najczesciej stosuja systemy bonus-malus, w ktérych podstawa ta-
ryfikacji jest liczba szkod spowodowana przez ubezpieczonego w przesziosci.
Premia za rok bezszkodowej jazdy jest 10-procentowa znizka w stosunku do
sktadki podstawowej, kara za spowodowanie co najmniej jednej szkody w roku —
10-procentowa zwyzka.

Celem pracy jest prezentacja metod taryfikacji a posteriori, w ktorej podstawa
nie jest liczba spowodowanych szkod, ale wielkos¢ tych szkod. W tym przypadku
duze znaczenie ma asymetria rozktadu. W pracy poréwnano stawki sktadek szaco-
wane na podstawie wartosci oczekiwanej wielkosci szkod oraz kwantyla rzedu 0,5
wielkosci szkdd dla rozktadu wielkosci szkod typu Pareto. Stawki sktadki oszaco-
wano za pomoca estymatorow bayesowskich.
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2. Szacowanie stawek skladki netto
na podstawie wartoSci oczekiwanej wielkosci szkod

Niech X bedzie zmienng losowa oznaczajaca wielko$¢ roszczen w roku j dla danej
polisy oraz (X, X,...,X;) — wektorem obserwacji wielko$ci roszczen przez t lat dla
danej polisy. Niech rozktad zmiennej losowej X; zalezy od parametru 6. Zaktada
si¢, ze parametr ryzyka & ubezpieczonego jest taki sam przez caly okres trwania
ubezpieczenia i jest realizacja zmiennej losowej © .

Zal6zmy, ze zmienne losowe X; dla ustalonego ® =@ sa niezalezne 1 majq jed-
nakowe warto$ci oczekiwane oraz ze ubezpieczeni generuja straty niezaleznie od
siebie.

Niech X,,, bedzie nieznana wielko$cig szkod w roku t + 1 dla polisy opisane;j
wektorem obserwacji (X, X,, ..., X;), ktory mozna oszacowac¢ za pomoca estymato-
ra bayesowskiego.

Niech zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 6 o funkcji gg-
stosci postaci:

f(x|0) =60 ,x>0,0>0. (1)

Jezeli parametr © jest zmienng losowa o rozkladzie gamma z parametrami « i
B, o funkcji gestosci postaci:

ﬂ(a):ﬂ_e_ﬁgea_laa>OaIB>Oa9>O: (2)
I'(a)

to zmienna losowa X ma rozktad Pareto z parametrami « i 3, o funkcji ggstosci postaci:

a a
f=—2"__ x>o. 3)
(B+x)
Estymatory parametréw o i f, wyznaczone metoda momentéw, odpowiednio wy-
nosza:
. 28] .~ _SI+X
e VT @

gdzie X jest $rednig wielkocia roszczen w portfelu, S’ wariancja wielko$ci rosz-

czen w portfelu [Domanski 2000].
Rozktad a posteriori parametru ® jest wigc rozktadem gamma o parametrach

a i f postaci:
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G=a+t i f=F+) X, (5)

Estymator bayesowski parametru ® , przy zatozeniu kwadratowej funkcji stra-
ty postaci L(#,a)=(0—a)’ (gdzie a=d(x) jest funkcja decyzyjna), jest warun-
kowa warto$cia oczekiwana rozktadu a posteriori wielkosci szkod [Krzysko 1997]
1 ma postac:

E(Xea|Xpsn X, ) = p =ﬂ+ij‘ (6)

a-1 a+t-1
W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC indywidualna sktadka netto w okre-
siet+ 1 wynosi:

m(@) = (EX)-(EA) b (k... k), (7

gdzie m(f) — indywidualna sktadka netto w okresie t + 1, (EX) — warto$¢ ocze-
kiwana wielkosci pojedynczej szkody, (EA) — warto§¢ oczekiwana liczby szkod,

b..,(K,....k ) — stawka szacowanej sktadki [Lemaire 1995].

Przyjmujac w rownaniu (7), ze EX =— oraz EA =1, mamy:

p

m@)=— 1bt+.(X1, %) (®)

t
Stad kierowca, ktory po t latach zglosit roszczenia wielko$ci ij , powinien
j=1
ptaci¢ stawke szacowanej sktadki réwna:

bm(xl,...,xt):%m(e)-loo%. 9)

Indywidualna sktadka netto, szacowana wedtug zasady wartosci oczekiwane;j,
powigkszona o dodatek bezpieczenstwa Q, wynosi:

B+
m(@) = (1+Q)E (X Xy X, ) = (14 Q)= tz_f (10)
Na podstawie wzorow (9) i (10) kierowca, ktory po t latach zglosit roszczenia

t
w wysokos$ci Z X; wroku t + 1, powinien pfaci¢ stawkg sktadki rowna:
j=1
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@-DF+Yx)

B, (Xpsee X)) =1+ Q) FGitn 100%. (11)
Przyjmujac Q = 0 mamy:
@-DB+3x) o
B O ) = 2 S 100%. (12)

3. Szacowanie stawek skladki netto
na podstawie mediany wielkoSci szkod

Niech zmienna losowa wielkos$ci szkéd ma rozktad Pareto o funkcji ggstosci posta-
ci (3). Przyjmijmy, ze funkcja straty jest postaci:
L(Q,a)=|«9—a|. (13)

Bayesowskim estymatorem parametru ® wzgledem funkcji straty opisanej
wzorem (14) jest mediana rozktadu a posteriori parametru ® [Krzysko 1997]:

Me:ﬁ(%/i—l). (14)
Indywidualna sktadka netto w okresie t + 1 wynosi:

m(8) = B(42 1) b, (X, %) (15)

t
Stad kierowca, ktory po t latach zglosit roszczenia wielko$ci ij , powinien
j=1
ptaci¢ stawke szacowanej sktadki réwna:

1

b, (Xes X)) =——=——mM(E)-100% . (16)
i (X5 X 7 ( - 1) ( ) °
Indywidualna sktadka netto szacowana wedtug zasady percentylu wynosi:
mO)=A(2-1)=(F+ X )(¥2-1). (7

Na podstawie wzorow (16) i (17) kierowca, ktory po t latach zglosit roszczenia

t
w wysokosci Z X; wroku t + 1, powinien placi¢ stawke sktadki rowna

(5+X%)("¥2
B(¥2-1)

)-100%. (18)

bt+1(X1’---’Xt) =
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4. Zastosowania

W przeprowadzonym badaniu oceniono stawki sktadek oszacowane za pomoca es-
tymatorow bayesowskich dla sktadek wyznaczanych klasyczna metoda wartosci
oczekiwanej (wzor 12) oraz metoda percentylu (wzor 18). Badanie przeprowadzo-
no dla rozktadu Pareto o parametrach zblizonych do danych rzeczywistych na ryn-
ku ubezpieczen komunikacyjnych OC. Przyjeto zalozenie, ze kierowca, ktory w
pierwszym roku ubezpieczenia spowoduje szkody nie wigksze niz 3 tys. zt, w na-
stepnym roku zostanie ukarany 10-procentowa zwyzka skladki — co jest zblizone
do warunkéw rynkowych.

Tabela 1. Stawka sktadki netto b, (X, ..., X,) wrokut+ 1*

Suma roszczen S t Suma roszczen S t
(w tys. zt) 1 2 3 4 (w tys. zb) 1 2 3 4
Ponizej 3 110 77 59 48 |89 224 156 120 97
34 129 90 69 56 [9-10 243 169 130 105
4-5 148 103 79 64 [10-11 262 182 140 114
5-6 167 116 89 72 | 11-12 281 196 150 122
67 186 130 99 81 [12-13 300 | 209 160 130
7-8 205 143 110 89 | powyzej 13 319 | 222 170 138

t
* w zaleznos$ci od czasu trwania ubezpieczenia t i sumy § = ZXJ roszczen zgloszonych w latach
j=1
1, ..., t dla sktadek wyznaczanych za pomoca zasady wartosci oczekiwanej. Parametry rozkladu
wielkosci szkod (EX = 4,9535; DX = 5,2745; a.=2,3; B =2,8; X0 5= 3,7681)

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Stawka sktadki netto b, (X,,...,%) wrokut+ 1*

Suma roszczen S t Suma roszczen S t
(w tys. zt) 1 2 3 4 (w tys. zb) 1 2 3 4
Ponizej 3 110 82 66 55 |89 224 167 134 111
34 129 97 77 64 [9-10 243 182 145 121
4-5 148 111 88 74 1011 262 196 156 130
56 167 125 100 83 [11-12 281 210 168 140
67 186 139 111 92 |12-13 300 | 224 179 149
7-8 205 153 122 102 | powyzej 13 319 | 238 190 159

t
* w zaleznosci od czasu trwania ubezpieczenia t i sumy S = ZX j roszczen zgloszonych w latach
=1
1,...,t dla skladek wyznaczanych za pomoca zasady percentylu. Parametry rozktadu wielko$ci
szkod (EX =4,9535; DX = 5,2745; 0.=2,3; = 2,8; Xo5= 3,7681)

Zrodto: obliczenia wlasne.
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W tabeli 3 zamieszczono razem dane z tabel 11 2.

Tabela 3. Stawka sktadki netto b, (X, ..., X)) wrokut+ 1

t 1 2 3 4

t m'sg cﬁ% m'sg m% «s'sg «sg, «s'sg «sg
SO\ |S2E| g7 52| sE |92 sE (gl €
— mgf) RIS mgﬁ 3 9 «s%% 3 9 «s%% S o
j=1 N & S N g N & S N g N 2 8 N gg N =z 8 N g
(W tys. z}) o o o o
Ponizej 3 110 110 77 82 59 66 48 55
34 129 129 90 97 69 77 56 64
4-5 148 148 103 111 79 88 64 74
5-6 167 167 116 125 89 100 72 83
67 186 186 130 139 99 111 81 92
7-8 205 205 143 153 110 122 89 102
89 224 224 156 167 120 134 97 111
9-10 243 243 169 182 130 145 105 121
10-11 262 262 182 196 140 156 114 130
11-12 281 281 196 210 150 168 122 140
12-13 300 300 209 224 160 179 130 149
Powyzej 13 319 319 222 238 170 190 138 159

t
* w zalezno$ci od czasu trwania ubezpieczenia t i sumy Z X; roszczen zgloszonych w latach 1, ..., t
j=1
dla sktadek wyznaczanych za pomoca zasady wartosci oczekiwanej oraz zasady percentylu. Para-
metry rozktadu wielkoéci szkod (EX = 4,9535; DX = 5,2745; a.=2,3; B = 2,8; xo 5= 3,7681).

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Rys. 1. Stawka sktadki netto w roku t + 1 w zaleznosci od czasu trwania ubezpieczenia t
i sumy roszczen zgloszonych w latach 1, ..., t
dla sktadek wyznaczanych za pomoca zasady warto$ci oczekiwanej oraz zasady percentylu

Zrodto: badania wiasne.
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Rys. 2. Stawka sktadki netto w roku t + 1 w zaleznosci od czasu trwania ubezpieczenia t
i sumy roszczen zgloszonych w latach 1, ..., t

dla sktadek wyznaczanych za pomoca zasady wartosci oczekiwanej oraz zasady percentylu

Zrodto: badania wiasne.
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Rys. 3. Stawka sktadki netto w roku t + 1 w zaleznosci od czasu trwania ubezpieczenia t
i sumy roszczen zgloszonych w latach 1, ..., t

dla sktadek wyznaczanych za pomoca zasady warto$ci oczekiwanej oraz zasady percentylu

Zrodto: badania wiasne.
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Rys. 4. Stawka sktadki netto w roku t + 1 w zaleznosci od czasu trwania ubezpieczenia t
i sumy roszczen zgloszonych w latach 1, ..., t

dla sktadek wyznaczanych za pomoca zasady warto$ci oczekiwanej

Zrodto: badania wiasne.

5. Whnioski

W pracy zamieszczono wyniki badania tylko dla jednego rozktadu Pareto, jednak wy-
niki badan dla rozktadu Pareto o innych parametrach zblizonych do danych rzeczywi-
stych daja podobne rezultaty. We wszystkich przypadkach stawki skiadek sa wyzsze
dla sktadek szacowanych za pomoca zasady percentylu — tutaj kwantyla rzedu 0,5.
Roznica pomigdzy stawkami sktadek uzyskanymi za pomoca wykorzystywanych me-
tod, wzrasta wraz ze wzrostem t, co wida¢ wyraznie na wykresach 1-3. Zatem im
dhuzsza historia szkodowosci ubezpieczonego, tym wigksze réznice w stawkach skta-
dek uzyskiwanych badanymi metodami. Jednak w przypadku obu metod stawki maleja
wraz ze wzrostem t (patrz wykres 4). Jest to prawidtowa ocena kierowcy przez system
— kierowca, ktory w dluzszym czasie powoduje szkody o danej wysokosci, jest karany
nizsza zwyzka niz kierowca, ktory powoduje takie same szkody w krotszym czasie.
Przeprowadzone badanie dowodzi, Ze asymetria rozktadu powinna by¢ uwzgledniana
przy szacowaniu sktadek oraz stosowanym systemie zwyzek i znizek.
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PREMIUM RATES ESTIMATION
IN CAR LIABILITY INSURANCE CR
FOR ASYMMETRIC DISTRIBUTION OF THE SIZE OF DAMAGES

Summary: The paper presents an application of Bayesian estimators to posterior tariff clas-
sification in car liability insurance CR. Net premiums are determined by means of the ex-
pected value and the quantile of the order & rule. Premium rates determined for the Pareto
type distribution of damages are compared.
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