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WYKORZYSTANIE METODY MAJORYZACJI
FUNKCJI DOPASOWANIA
W MODELACH ROZNIC INDYWIDUALNYCH

Streszczenie: Majoryzacja jest metoda o charakterze iteracyjnym aproksymujaca minimalne
warto$ci funkcji STRESS. Celem artykutu jest prezentacja metodologii skalowania rdznic
indywidualnych za pomoca metody majoryzacji. Podejscie to nosi nazwg SMACOF 1 jest
realizowane w $rodowisku R. Na zakonczenie zaprezentowano przyktad, w ktérym wyko-
rzystano funkcj¢ smacofIndDiff pakietu smacof.

1. Wstep

Skalowanie wielowymiarowe jest zbiorem technik majacych na celu przedstawie-
nie (zazwyczaj w przestrzeni dwuwymiarowej) relacji zachodzacych miedzy obiek-
tami traktowanymi jako punkty w przestrzeni wielowymiarowej. Na podstawie
macierzy niepodobienstw migdzy obiektami i orazj (i, j=1, 2, ..., n) W przestrze-
ni wielowymiarowej A = [5,/] dokonuje sig, przy wykorzystaniu odpowiednich
procedur, takiego rozmieszczenia na mapie  percepcyjnej  punktow
X= [xl,xz,x3,...,xn]r, aby dopasowanie konfiguracji odleglosci w przestrzeni

wielowymiarowej i dwuwymiarowej byto mozliwie najlepsze. Miara dopasowania
obydwu konfiguracji punktéw jest funkcja STRESS (STandardized REsidual Sum
of Squares). W najprostszej odmianie funkcja ta przyjmuje postac:

§=2(f6)-d,) , (1)

gdzie: d (X) — odlegtos¢ migdzy punktami x; oraz x,,
f(6,) — funkcja regresji miedzy d; a o .

Podstawowym zadaniem skalowania wielowymiarowego jest wigc znalezienie
takiej konfiguracji punktow w przestrzeni o zredukowanej liczbie wymiarow, ktora
minimalizuje warto$¢ funkcji dopasowania. Jedna z metod minimalizacji funkcji
dopasowania jest metoda majoryzacji.
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Artykut jest prezentacja mozliwo$ci zastosowania metody majoryzacji w mo-
delach roznic indywidualnych, tzn. gdy w badaniu zalezno$ci migdzy obiektami
wykorzystywanych jest wiele macierzy niepodobienstw.

2. Idea majoryzacji funkcji

Majoryzacja jest metoda wyznaczenia minimum funkcji f(x) o skomplikowane;j

postaci analitycznej przez zastgpowanie jej w kolejnych cyklach iteracyjnych przez
pewna funkcje pomocnicza g(x,c), gdzie c jest ustalona stala. Funkcje g(x,c)

nazywamy funkcja majoryzujaca, jezeli:

— minimalizacja funkcji g(x,c) jest znacznie tatwiejsza niz minimalizacja funk-
cji f(x) (np. g(x,c) jest funkcja kwadratowa zmiennej x);

— funkcja f(x) zawsze przyjmuje wartosci nie wigksze niz funkcja g(x,c), czyli
Vx f(x)<g(x,c);

— wykres funkcji pomocniczej jest styczny do wykresu funkcji podstawowej w
tzw. punkcie podparcia ¢, czyli f(c)=g(c,c).
Zasad¢ metody majoryzacji obrazuje rys. 1.

Jx)

FO) =g x0) | NN T L
gl x?) |\
JD=g(! X)L\
2

L BT N
)

Rys. 1. Trzy cykle iteracyjne metody majoryzacji dla funkcji jednej zmiennej

Zrédto: opracowano na podstawie pracy [Groenen 1993, s. 5].

Pierwszy cykl iteracyjny rozpoczyna si¢ od wyznaczenia funkcji pomocniczej
g(x,x°), ktérej wykres jest styczny do f(x) w punkcie podparcia. Nastepnie wy-
znacza si¢ punkt x' bedacy minimum funkcji g(x,x"). Jezeli ‘ f(xH-f (xl)‘ <g,
gdzie & jest ustalona niewielka stata nieujemna, zadanie zostaje zakonczone. Jezeli
nie — przechodzi sie do kolejnego cyklu, w ktorym punktem podparcia jest punkt x' .
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3. Charakterystyka modelu SMACOF

Wykorzystanie algorytmu majoryzacji do minimalizacji funkcji dopasowania w
skalowaniu wielowymiarowym zaprezentowali De Leeuw i Heiser [1977] na przy-
ktadzie modelu SMACOF (Scaling by MAjorizing a COmplicated Function).
W modelu tym funkcja dopasowania przyjmuje postac:

2
S =2 w; (51/ _di/'(X)) ’ )
i<j
gdzie w; =1, jezeli o, jest dane (w przeciwnym przypadku w; =0).

Funkcja majoryzujaca funkcje (2) jest (zob. [De Leeuw i Heiser 1977; Groenen
1993, s. 190; De Leeuw, Mair 2008]):

(X, Y) =1+ X"VX -2t/ X"B(Y)Y , (3)

Zw dlai=j

gdzie: V —macierz o elementach v, = /- ! ,

—-w, dlai#j

—W..0..
% lai )i d(Y)#0
4.(Y) g

y

B(Y) — macierz o elementach b; = 0 dlai#j id,(Y)=0,

Zb dlai=j

li/

Y — konfiguracja punktow wyznaczonych w u-1 cyklu iteracyjnym.
Minimum funkcji (3) otrzymamy, przyrownujac pochodne 7(X,Y) do zera, tzn.

V(X,Y)=2VX-2B(Y)Y =0, 4)

gdzie V7(X,Y) jest gradientem 7(X,Y).

Réwnanie (4) jest prawdziwe, jezeli VX =B(Y)Y . Poniewaz wyznacznik ma-
cierzy V jest rowny zeru, do wyznaczenia macierzy X wykorzystuje si¢ macierz
odwrotnag Moora-Penrose’a (zob. [Groenen 1993, s. 11]): V' =(V+11")" —n'117,

gdzie 1 — wektor kolumnowy ztozony z jedynek. Ostatecznie rozwiazaniem réwna-
nia (4) jest macierz:
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nazywana transformacja Guttmana.

SMACOF, ktory wykorzystuje metode majoryzacji STRESS-u, jest modelem
skalowania wielowymiarowego o charakterze iteracyjnym, przyblizajacym w ko-
lejnych cyklach obliczeniowych optymalne rozwiazanie. Algorytm tego modelu
jest nastepujacy:

1. Wyznaczenie konfiguracji poczatkowej punktéw w przestrzeni r-wymia-
rowej reprezentujacych obiekty Y = X"

2. Obliczenie wartosci funkcji dopasowania STRESS dla konfiguracji poczat-
kowej SS(X’).

3. Za pomoca transformacji Guttmana wyznaczenie X", gdzie u — numer ite-
racji.

4. Obliczenie wartosci funkcji dopasowania SS(X").

5. Jezeli | SS(X")-SS(X“")|<& (& — nieujemna stata) lub u jest rowne mak-
symalnej, z gory ustalonej, liczbie iteracji — nastepuje koniec procesu obliczenio-
wego. W przeciwnym przypadku dokonuje si¢ podstawienia Y = X" i przechodzi
do kroku 3.

Podstawowa zaleta procedury jest to, ze w kolejnych cyklach iteracyjnych gwa-
rantuje cigg nierosnacych wartosci funkcji dopasowania.

4. Modele roznic indywidualnych

Przy badaniu relacji zachodzacych migdzy obiektami czgsto korzysta sig¢ z opinii
wielu respondentow. Poniewaz podstawg przeprowadzenia skalowania wielowy-

miarowego jest macierz A :[51-,-] , ktorej elementy 517 przedstawiaja niepodo-

bienstwa migdzy obiektami i oraz j (i,j=1,2,...,n, gdzie n jest liczba obiektow),

mamy do czynienia z sytuacja, kiedy danych jest m macierzy A, = [5[].’ k]

(k=12,...,m), przy czym kazda macierz A, przedstawia roznice migdzy obiekta-

mi postrzegane przez k-tego respondenta. Na podstawie m macierzy A, okresla sig:

— wspdlna dla wszystkich respondentéw konfiguracj¢ punktow X = [xl.a ] , gdzie
a=1,2,...,r, reprezentujaca badane obiekty w r-wymiarowej przestrzeni, ktora
nazywana jest grupowa przestrzenia zmiennych (group stimulus space),

— przestrzen wag. Punkty przestrzeni wag przedstawiaja respondentow, a wspol-
rz¢dne tych punktéw sa wagami przypisywanymi poszczegdlnym wymiarom
przez dana osobg,
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— indywidualne konfiguracje punktow X, , ktore otrzymuje sig, mnozac wspol-
rzgdne punktow z grupowej przestrzeni zmiennych przez odpowiednie wagi.
Elementy macierzy X, wynosza:

X, = XW,,

gdzie W, jest diagonalna macierza wag o wymiarach »xr k-tego respondenta.
5. SMACOF dla modeli roznic indywidualnych

W modelu réznic indywidualnych na podstawie macierzy A, = [5[,1{} poszukuje

si¢ takich konfiguracji X, dla poszczegodlnych respondentow, aby warto$¢ funkceji
dopasowania STRESS:

02(x1,xz,...,xm):i2(5yk ~d,(X,)) (6)
k=1 i<j

osiagata warto$¢ najmniejsza, przy zalozeniu, ze X, = XW, .

Proces minimalizacji warto§ci STRESS-u przebiega przez dwa etapy (zob.
[Borg, Groenen 2005, s. 475-476]), na ktore sktada sig:

1) wyznaczenie macierzy konfiguracji indywidualnych
X'=[X, X, - X,]' na podstawie macierzy niepodobienstw A,
(k=1,2,...,m),

2) wyznaczenie konfiguracji X oraz macierzy wag W, minimalizujacych
warto$¢ wyrazenia:

St n(XW, —X,) (XW, = X,) 7

k=1

Macierze X, (k =1L2,..., m) szacowane sg za pomocg transformacji Guttma-

na. Po u-tym cyklu iteracyjnym X, przyjmuje warto$¢ (por. [Borg, Groenen 2005,
s. 475-476)):
X! = V/B(Y,)Y, . )

Dla ustalonych X, minimalizacja wyrazenia (7) ze wzgledu na X oraz wagi

W, jest rownoznaczna z minimalizacja

zp:tr(xaw: —Xa)r (xaw: —Xa), 9
a=l1
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gdzie: X, — a-ta kolumna macierzy X,
w, — wektor wag w_, a-tego wymiaru dla k-tego respondenta o wymia-
rach mx1,
X, — macierz o wymiarach nxm , w ktorej elementy poszczegélnych ko-
lumn przedstawiaja a-te wspotrzedne obiektow k-tego respondenta.
W tym celu, oddzielnie dla kazdego wymiaru a, w kolejnych cyklach iteracyj-
nych wyrazenie (9) jest minimalizowane ze wzgledu na X, przy zatozeniu, ze w,
jest ustalone, a nastgpnie ze wzgledu na w,, przy zalozeniu, ze wyznaczone wczes-

niej X, jest dane.

6. SMACOF dla modeli roznic indywidualnych w programie R
Skalowanie réznic indywidualnych wykorzystujace metod¢ majoryzacji funkcji
dopasowania jest mozliwe w programie R za pomoca funkcji smacoflndDiff pa-
kietu smacof. Sktadni¢ funkcji oraz opis jej podstawowych argumentdéw prezentu-

jetab. 1.

Tabela 1. Opis funkcji smacofIndDiff w programie R

smacofIndDiff (delta, ndim = 2, weightmat = NULL, init = NULL,
metric = TRUE, constraint = NULL, verbose = FALSE, itmax = 1000,
eps = le-6)

delta lista macierzy niepodobienstw lub lista odlegtosci migdzy obiektami wyznaczone
za pomocg funkcji dist

ndim wymiar przestrzeni, w ktdrej prezentowane sa wyniki skalowania

weightmat | macierz wag (opcjonalnie)

init konfiguracja poczatkowa (opcjonalnie)

metric FALSE oznacza niemetryczne skalowanie wielowymiarowe

constrain | NULL oznacza, ze wyznaczana jest tylko konfiguracja wspolna; diagonal —
wyznaczana jest rowniez diagonalna macierz wag; idioscal — dopuszcza sig¢
dodatkowo rotacjg osi dla konfiguracji indywidualnych

verbose TRUE oznacza, ze podawane sa wartosci STRESS w kolejnych cyklach
iteracyjnych

itmax maksymalna liczba iteracji

eps kryterium zbieznosci

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem dokumentacji programu R.

Przyklad

Respondentom 7 wzglednie jednorodnych klas stuchaczy szkot jezykowych w
Jeleniej Gorze, wyodrgbnionych za pomoca drzewa klasyfikacyjnego (zob. [Ku-
rzydtowski, Zaborski 2005]), przedstawiono 9 czynnikow majacych wplyw na
wybor szkoty, z prosba o okreslenie, zgodnie z wlasnymi preferencjami, istotnosci
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tych czynnikow przez przyporzadkowanie im liczb od 1 do 7. Liczba jeden ozna-
czata czynnik bardzo istotny, liczba siedem za$ — czynnik nieistotny przy wyborze
szkoty. Na podstawie otrzymanych macierzy preferencji obliczono dla kazdej klasy
odlegtosci migdzy czynnikami za pomoca miary GDM dla zmiennych mierzonych
na skali porzadkowej, a nastgpnie przeprowadzono skalowanie wiclowymiarowe z
wykorzystaniem funkcji smacofIndDiff z nastepujaca sktadnia polecen:

> library (smacof)

> options (OutDec=",")

> klasy <- list(kl, k2, k3, k4, k5, k6, k7)
> klas diag <- smacofIndDiff (klasy, ndim=2,
metric=FALSE,

constraint="diagonal')
> summary (klas diag)
> wykr klas <- klas diagsgspace
> plot (wykr klas, type="n", main="Konfiguracja wspol-
na n,

xlim=c(-0.8, 1.2), ylim=c(-0.8, 1.2), xlab="",
ylabz n ")

> text (wykr klas, labels=rownames (wykr klas))
> print (klas diag$cweights)

> plot (klas diagscweights, type='"n", main="Konfiguracja
Wag"/
xlim=c(0, 1.5), ylim=c(0, 1.5), xlab="", ylab="").

W wyniku zastosowanej procedury otrzymano konfiguracje wspolna czynni-
kow 1 konfiguracje wag (rys. 2).

a) b)

Konfiguracja wspélna Konfiguracja wag

7

10

05

atmosfera S

0,0

0,5

kwalifikacje
metody
poziom

godziny

miejsce

opinie

reklama

T
05

T
00

T
05

T
10

T
00

T
05

T
10

T
15

Rys. 2. Konfiguracje punktow reprezentujacych: a) czynniki, b) poszczegoélne klasy respondentéw

Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem funkcji smacofIndDiff.
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Nonmetric stress: 0,08120585
Number of iterations: 247
Group Stimulus Space (Joint Configurations) :
D1 D2
-0,7640 0,0070
-0,6522 0,2186
-0,3857 0,1217
-0,2474 0,3732
-0,3004 -0,4576
0,3950 -0,2886
0,1126 -0,1784
0,7360 0,2758
1,1061 -0,0716
las_diag$cweights
[,1] [,2]
] 1,0111692 1,0179589
] 1,0450749 0,8471151
] 1,0241923 0,9650909
;] 1,0536151 0,7826529
]
]
[

A0 0 Joy 01 bW

1,0328875 0,9047070
1,0485146 0,8095302
7,1 0,8995695 1,4435935.

Dwuwymiarowa prezentacja konfiguracji wspdlnej pozwala na stwierdzenie,
ze na decyzj¢ o wyborze szkoty maja wptyw dwie grupy czynnikow odpowiadaja-
ce wymiarom mapy percepcyjnej. Sa to: jakos¢ ksztatcenia (poziom ksztatcenia,
kwalifikacje kadry i stosowane metody nauczania) oraz dostgpnos$¢ szkoly (cena
zajec, lokalizacja, godziny odbywania zajec i atmosfera panujaca w szkole). Zr6z-
nicowanie preferencji jest przede wszystkim zwiazane z przypisywaniem roznego
znaczenia wymiarowi drugiemu (zob. rys. 2b). Najmniej istotny jest on dla stucha-
czy, ktorzy przy wyborze szkoty kierowali si¢ stosowanymi metodami nauczania
(klasa 1V), najwigkszy za$ dla tych, ktorzy dokonali wyboru szkoly pod wptywem
reklamy.

7. Podsumowanie

Modele réznic indywidualnych sa waznym narzedziem geometrycznej prezentacji
danych w badaniach zalezno$ci migdzy obiektami opierajacych si¢ na ocenach
wielu respondentow. Dzigki nim mozna otrzyma¢ zaréwno grupowa konfiguracje,
jak i1 konfiguracje indywidualne oraz przestrzen wag, co umozliwia badanie relacji
migdzy obiektami w ramach réznych (indywidualnych) kryteriow ocen.

W artykule zaprezentowano procedur¢ modelu SMACOF, ktory w swojej kon-
strukcji wykorzystuje metode majoryzacji funkcji dopasowania. Do podstawowych
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waloréw tego podejscia nalezy zaliczy¢ to, ze gwarantuje ciag nierosnacych warto-
$ci funkcji dopasowania w kolejnych cyklach iteracyjnych, dopuszcza zerowe od-
legtosci migdzy obiektami oraz jest powszechnie dostgpny dzigki istniejacemu
oprogramowaniu w srodowisku R.
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THE APPLICATION OF MAJORIZATION ALGORITHM
FOR BADNESS-OF-FIT MEASURE
IN INDIVIDUAL DIFFERENCES MODELS

Summary: Iterative majorization is a method of trying to get increasingly better estimates
of STRESS function. The aim of the paper is to present the methodology of individual dif-
ferences models scaling by means of the majorization algorithm. This strategy is called
SMACOF and it is implemented in an R environment. Finally, an example is presented in
which the smacofIndDiff function of smacof package is used.
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