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W ANALIZIE DANYCH

Streszczenie: Zdefiniowano wspolczynnik zaleznosci prostoliniowej rozumiany jako kosinus
kata, pod jakim przecinaja si¢ proste regresji. Podobnie jak klasyczny wspotczynnik korelacji
wspdlczynnik zaleznosci prostoliniowej jest asymptotycznie normalny. Tak jak w przypadku
prostych regresji mozna zdefiniowac pojecie stozkowych regresji. Jest to przyktad wspotczyn-
nika zalezno$ci nieliniowej, ktory mozna okresli¢, wychodzac od wspolczynnika zaleznos$ci
prostoliniowej. Dalej przedstawiono wielosrednia, uogdlnienie klasycznego pojgcia wartosci
oczekiwanej zmiennej losowej. Srednia moze by¢ uwazana za aproksymacije $redniokwadra-
towa zmiennej losowej jednym punktem. Wielo$rednia jest aproksymacja zmiennej wigcej niz
jednym punktem jednoczeénie. Przy definiowaniu wielosredniej korzysta si¢ ze standardowej
metody momentow oraz faktéw z teorii wielomianéw ortogonalnych.

Stowa Kkluczowe: wspolczynnik zalezno$ci prostoliniowej, asymptotyczna normalnosé, wielo-
$rednia.

1. Wspolezynnik zaleznosci prostoliniowej

Najczesciej uzywanym typem wspotczynnika korelacji jest tzw. wspotczynnik kore-
lacji r Pearsona, nazywany rowniez wspolczynnikiem korelacji liniowej. Wspot-
czynnik korelacji liniowej Pearsona (dalej nazywany po prostu wspotczynnikiem
korelacji) wymaga, aby dwie zmienne zostaty zmierzone co najmniej na skali prze-
dziatowej. Okresla on stopien ,,proporcjonalnych” powiazan warto$ci dwoch zmien-
nych. Warto$¢ korelacji (wspdlczynnik korelacji) nie zalezy od jednostek miary,
w jakich wyrazamy badane zmienne, np. korelacja pomigdzy wzrostem i ci¢zarem
bedzie taka sama bez wzgledu na to, w jakich jednostkach (cale i funty czy centyme-
try i kilogramy) wyrazimy badane wielko$ci. Okre$lenie ,,proporcjonalne” oznacza
zalezne liniowo, tzn. ze korelacja jest silna, jesli moze by¢ ,,opisana” za pomoca linii
prostej (nachylonej do gory lub na dot).

Przypomnijmy, ze wspélczynnikiem korelacji liniowej » zmiennych losowych
Xi Y nazywamy wielko$¢

r(X,Y) = Cov(X,Y)

JVar(X) {/Var(Y) .
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Oczywiscie—1<r <1,rX,Y) =7, X),rX,Y) =r(mX +n,Y),0ilem#0.
Przedstawia on wazna charakterystyke rozktadu wektora losowego (X, Y).
Gloéwne jego wlasnosci sg Scisle zwigzane z dwiema prostymi regres;ji

y—EY) _ x—-EX)

—_— =,

Var(Y) Var(X)
y—E() _lx—E(X)

—_— — ——

Var(Y) T Var(X)

ktore sg prostymi najlepszej zgodnosci, w sensie metody najmniejszych kwadra-
tow, z masa prawdopodobienstwa w rozkladzie zmiennej (X, ¥) [Cramer 1958].
Miarami zgodnosci tych prostych sa ponizsze wyrazenia:

min E(Y — b —aX)? =Var(Y)(1 —132),
a,beR
min E(X —b —aY)? =Var(X)(1 —r?).
a,beER

Wida¢ z tego, ze kazda zmienna ma wariancje zmniejszona w stosunku (1 —7%) : 1
wskutek odjecia od niej jej najlepszej sredniokwadratowej liniowej oceny wyrazonej
w zalezno$ci od drugiej zmiennej. Wspotczynnik » mozna zatem uwazaé za miarg
stopnia liniowosci wykazywanej przez rozktad wektora losowego (X, Y). Stopien ten
osiaga warto$¢ najwigksza, gdy |r| = 1, a cata masa prawdopodobienstwa jest rozpo-
starta na prostej. Przypadek przeciwny zachodzi, gdy » = 0, wtedy nie mozna zmniej-
szy¢ wariancji jakiejkolwiek zmiennej losowej przez odjecie funkcji liniowej drugiej
zmiennej.

Zauwazmy, ze majac proste regresji zmiennych losowych X oraz Y:

y=ax+b,
xX=ay+b,,

mozemy takze wyznaczy¢ wspélezynnik korelacji liniowej r ; mianowicie:
r2(X,Y) = laya,| .

Zdefiniujemy obecnie wspélczynnik zaleznosci prostoliniowej & zmiennych
X, Y [Antoniewicz 1988]. Bedziemy go rozumieli jako kosinus kata, pod jakim
przecinaja sig proste regresji. Po tatwych przeksztalceniach otrzymujemy:

a, +a,

k(X,Y)=cosa = ,
JaZ+14a2+1

gdzie a jest katem przecigcia prostych regres;ji.
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Mozemy takze napisac:
(Var(X) + Var(Y))r
\/Var(X) + r2Var(Y) \/Var(Y) + r2Var(X) .

Z powyzszego wida¢, ze wspélczynnik zaleznosci prostoliniowej k jest rowny
jeden, gdy migdzy zmiennymi jest doktadna zaleznos¢ liniowa, jesli zas k£ = 0, to
takiej zaleznosci nie ma. Oczywiscie k> = 1 tylko wtedy, gdy /* = 1, oraz k = 0, gdy
r = 0. Wartosci posrednie nie sg jednak przyjmowane jednoznacznie. Moze si¢ zda-
rzy¢, ze przy ustalonej wielkosci wspotczynnika 7 otrzymamy rézne warto§ci wspot-
czynnika k£ (w zalezno$ci od wariancji). Rozpatrzmy teraz unormowane zmienne
losowe. Wtedy wzor (1) przyjmie postac:

k@) = 2r
r 142

Rysunek 1 przedstawia wykres tej funkcji.

k(War(X),Var(Y),r) = (D

rel[-1,1].

1 L

0.5 ¢

Rys. 1. Wykres funkcji k(7)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Mozna wyznaczy¢ maksymalng roznice migdzy wspolczynnikami k oraz r.
Okazuje sig, ze:

10V5 — 22
Var(x),Va?(l%)io,re[—l,l] k(Var(X),Var(¥),r) —r| = 2

Maksimum jest osiagane dla r = +v+/5 — 2 oraz Var(X) = Var(Y). Dowod
tego faktu mozna znalez¢ w pracy [Wilkowski 1994].
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Na zakonczenie tego punktu zwr6¢my uwage na fakt, ze wspotczynnik korelacji
liniowej » jest rowniez kosinusem kata, ale migdzy innymi wektorami.

2. Asymptotyczna normalno$¢ miar zaleznosci liniowej

Jednym z wazniejszych rodzajow zbieznosci wedlug rozkladu jest zbieznos$¢ do roz-
ktadu normalnego. Ciag zmiennych losowych (X,) zbiega wedtug rozktadu do N(m,
5%, s> 0, jezeli rownowaznie ciag ((X, — m)/s) zbiega wedtug rozktadu do N(0,1).
Ogolniej mowimy, ze ciag zmiennych losowych (X)) jest asymptotycznie normal-
ny o $redniej m, i wariancji s2, jezeli s? > 0 dla dostatecznie duzych n oraz
Xn "M 4 N0,

Sn

Zapisujemy to jako: X, jest AN(my, s2) . Oczywiscie ciagi (m,) oraz (s,) sa cia-
gami statych. Liczby te nie musza by¢ jednak $rednia i odchyleniem standardowym
zmiennej losowej X;;; zmienna ta nie musi mie¢ ani $redniej, ani odchylenia standar-
dowego. Zauwazmy, ze jezeli X, jest AN(m,,, s2),to nie wynika stad, ze ciag (X,)
w ogole zbiega wedtug rozktadu. Mamy jednak zawsze

sup|P(X, <t) — P(N(m,,s2) <t)|>0,n—> .
t
Chcac zatem oblicza¢ prawdopodobienstwa, mozna traktowa¢ X, jako zmienna lo-
sowa N(m,,, s2) [Serfling 1999].
Niech (X3, 1Y), ..., (X,, ¥,) beda niezaleznymi obserwacjami, o jednakowym roz-
ktadzie, z pewnego rozktadu dwuwymiarowego (wektor (X;, ¥;) ma taki sam rozktad

jak wektor losowy (X, Y)). Jak pamigtamy, wspotczynnikiem korelacji liniowe;j
zmiennych losowych X1 Y jest wielkos¢

_ Cov(X,Y)
\/Var(X) \/Var(Y) .
Jego probkowy odpowiednik ma postac
A i (X =X ) (G = Y)
=
| Em -0 [T -T2,

glee)_(=% ?lei,?=% ?:jlyl"

r(X,Y)

(2)

W poprzednim punkcie zostat wprowadzony wspdtczynnik zaleznosci prostoli-
niowej k& zmiennych losowych X oraz Y, rozumiany jako kosinus kata, pod jakim
przecinaja sig proste regresji tych zmiennych. W dalszym ciagu (X, Y1), ..., (X, Y5)
beda niezaleznymi obserwacjami o jednakowym rozktadzie, z pewnego rozktadu
dwuwymiarowego (wektor (X;, Y1) ma taki sam rozklad jak wektor losowy (X, Y)).
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Na podstawie wzorow (1) i (2) wnioskujemy, ze probkowy odpowiednik wspotczyn-
nika £ jest postaci:

EL X -X) + T -V)) 4 =

b= |
(B =K 4 BTV [ S~ X )2 + D, (i~ V)

Twierdzenie. Niech wektor V = (X,7,23%, X2 250, V2 250 X, Y;),
funkcja g: R®> - R bedzie okreslona wzorem

g(zll Z3,23,24, ZS) =

Zs — 2,25)? Zs — Z17Z5)?
\/Zg_zlzJ,% 24— 72 + T 01%)

Wowczas
k,, jest AN(k, ' 6S8T),
gdzie S jest macierza kowariancji wektora (X, 7, X, 7, XY), a wektor

ag ag
5= (— lz=EW), .., 29z = E(V)) .
0z, 0zc

Dowdd tego faktu znajdziemy w pracy [Wilkowski 2008].

Na zakonczenie tego punktu zauwazmy, ze wspotczynnik zalezno$ci prostoli-
niowej moze by¢ punktem wyjscia do konstrukcji innych miar zalezno$ci. W tym
celu wystarczy zdefiniowac krzywe regresji, a kosinus kata, pod jakim si¢ one prze-
cinaja, traktowac jako wspotczynnik zaleznosci wzgledem tej klasy krzywych.

3. Wspolczynnik zaleznosci stozkowej

W poprzednim punkcie zauwazyliSmy, ze bliska zeru wartos¢ wspotczynnika & badz
r oznacza tylko staba zalezno$¢ liniowa, albo jej brak, miedzy zmiennymi. Moga one
natomiast zaleze¢ od siebie nieliniowo. Naturalnym rozszerzeniem klasy funkcji
liniowych sa krzywe stozkowe, czyli zbiory punktow powstatych na przecig-
ciu stozka (Scislej powierzchni stozkowej) i1 plaszczyzny. W zaleznosci od kata prze-
cigcia naleza do nich: elipsa (w szczegélnym przypadku okrag), parabola (szczegoél-
nie polprosta, w zasadzie niebgdaca stozkowa), hiperbola (szczegolnym przypadkiem
jest para polprostych o wspolnym poczatku, takze niezaliczana do stozkowych). Do
jednoznacznego wyznaczenia stozkowej wystarczy takze pie¢ punktow plaszczyzny,
z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Krzywe stozkowe sa nazywane ina-
czej krzywymi drugiego stopnia, gdyz mozna je w kartezjanskim uktadzie wspot-
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rzednych opisa¢ rownaniem algebraicznym drugiego stopnia wzgledem obu zmien-
nychxiy:

a’* +bxy+ ot +dx+ey+f=0,
gdzie liczby rzeczywiste a, b, ¢ nie sa rownoczesnie rOwne zeru.

Analogicznie jak w przypadku prostych regresji wprowadzimy teraz pojgcie
stozkowych regresji. Zat6zmy, ze zmienne losowe X oraz Y maja dodatni i skonczo-
ny czwarty moment (0 < E(X"), E(Y') < o). Niech liczby rzeczywiste a, by, c1, di, fi,
@, by, 3, €, f> spetniaja ponizsze rownosci (realizuja odpowiednie minima $rednio-
kwadratowe):

min  E(aX? +bXY +cY? +dX —Y + f)?
a,b,c,d,fER

= E(a1X2 +b1XY+ Clyz + le -Y +f1)2,

min  E(aX?+ bXY +cY2—X+eY + f)?
a,b,c.e,fER

= E(azXZ + bzXY + C2Y2 - X + ezy + f2)2 .
Stozkow3 regresji wzgledem zmiennej x [Wilkowski 1993] nazywamy krzywa
okreslong wzorem:

ax* +bxy+ceyt +dix—y+£=0. 3)

Stozkowa regresji wzgledem zmiennej y [Wilkowski 1993] nazywamy krzywa
okreSlong wzorem:
ax’ +bxy + ' —x+ ey + fo=0. 4)
Zauwazmy, ze powyzsze rownania roznig si¢ tylko czescia liniowa. Mozna to
uzasadni¢ analogia do prostych regresji (zaburzenie w jednym z nich czg¢$ci liniowej,
a w drugim nieliniowej wydaje si¢ niecelowe, natomiast mozliwo$¢ zaburzenia
w obu rownaniach sktadowej kwadratowej jest do rozwazenia).

Parametry stozkowych regresji spetniaja ponizsze uktady rownan [Wilkowski
1993]:

EXYa +EX’Y) b+ EX*YY) 1+ EX ) dy+ E(X?) f; = E(X*Y)
EX°Y)ay+ E(XY?) b+ EQXY?) ¢, + E(X?Y) dy + E(XY) fi = E(XY?)
EX?Y?) a;+ EQXY®) bt E(Y*) ¢ + EXY?) dy + E(Y?) fi= E(Y°) (5)
E(X®) a;+ EXX?Y) by + E(XY ) ¢ + E(X %) dy + E(X) fi = E(XY)
E(X?) a) + E(XY) by + E(Y e, + E(X)d, + fi = E(Y),
EXYay+ EX’Y) by + EX?YY) ey + EX?Y) es + E(X?) = E(X )
EWX’Y) ay + E(X?Y?) by + EXXY ) ¢ + E(XY %) e, + E(XY) f, = E(X*Y)
EX*YY ay + EXY) by + EXY Y e, + EY ) e + E(Y?) p=E(XY?  (6)
EX?*Y)a, +EXY ) by + E(Y ) ca + E(Y?) e + E(Y) f5 = E(XY)
EX?) ay+ EXY) by + E(Y?) c; + E(Y) e, + f5 = E(X) .
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Wspolczynnikiem zalezno$ci stozkowej k, [Wilkowski 1993] zmiennych loso-

wych X1 Y nazywamy wielkos¢
kg =cosa, (7)

gdzie a jest katem przecigcia stozkowych regres;ji (3), (4), liczonym w punkcie prze-
cigcia lezacym najblizej, w sensie odlegtosci euklidesowej, punktu (E(X), E(Y)).

Oczywiscie wzor (7) mozna takze zapisa¢ w postaci:

k _ 1+m1m2
s =

Fom Jmt ©

gdzie m;, m, sa wspolczynnikami kierunkowymi stycznych w punkcie przeciecia,
bedacym najblizej punktu (E(X), £(Y)), krzywych regresji (3), (4).

W przypadku gdy stozkowe regresji sie nie przecinajq lub k; = 0, nie ma zalezno-
Sci stozkowej miedzy zmiennymi X, Y. Jezeli k2 = 1, mamy do czynienia z doktadna
zalezno$cia stozkowa. Jak wiadomo, stozkowe regresji (3), (4) moga przecinac si¢ w
kilku punktach. Do obliczen wykorzystujemy punkt przecigcia bedacy najblizej
punktu (E(X), E(Y)). Wydaje sig, ze kosinus liczony wiasnie w tym punkcie daje
najwigcej informacji (pozostate punkty przecigcia moga postuzy¢ do wyznaczania
lokalnych wspotczynnikow zaleznosci).

Przyklad 1. Wspotczynnik zaleznoS$ci paraboliczne;j

Jednym z wazniejszych poje¢ stosowanych w ekonometrycznej analizie kosztow
jest tzw. funkcja kosztéw. Po odrzuceniu sktadnika losowego funkcja ta czgsto jest
parabola. Zat6ézmy zatem, ze stozkowe regres;ji (3), (4) sa parabolami o osiach syme-
trii rownolegtych do prostej OY. Wtedy ich rownania redukuja si¢ do postaci

y=ax*+dix +f orazx = ax* + ey + f5,
a parametry spetniaja zalezno$¢
ag})icréRE(aXz +dX-Y+ )2 =E(@X*+d,X—-Y +f)?,
ag}relR E(aX? —X+eY + )2 =E(a,X? — X+ e,Y +1,)2.
Uktady rownan (5), (6) maja wtedy postac:
EXY a, + EX) d+ E(X) fi = E(XY)
E(XC) ay + EP) dy + EQX) fi = E(XY)
E(X®) ay + EX)dy + fi = E(Y)
EXY a, + EXX°Y) ey + E(X) f,= E(X°)
EX’Y)ar + E(Y’) e, + E(Y) f = E(XY)
EX’) ay + E(Y) e, + fo = E(X).



Zastosowanie wspotczynnika zaleznosci prostoliniowe;... 151

Parabole regresji przecinaja si¢ w punktach (x;, 1) , (x2, 1) , gdzie

_ (1—-dyex) £ J(die, — 1% —4(ase; + a))(fre; + )
- 2(aie; + az) '

X1,2

Punkt lezacy blizej punktu (E£(X), E(Y)) oznaczmy jako (xo, 1o). Na podstawie
wzoru (8) mozemy napisac

—2a,x9 + 1
1+ Qayxg + d1)(ze—20)

kg =

J1+ Qayxo + dp)2 J1 p (bt
2

Przypusémy, ze mamy dane fikcyjne jak w ponizszej tabeli.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Y 0 11 26 29 32 35 36 35 32 26 18 11 0

Parabole regresji, wzgledem x oraz wzgledem y, maja postac:
y=—-0,9958 x> + 11,7424 x + 1,6392,
y=—1,0033 x* + 10,913 x + 7,223.

4. Wielosrednia

Waznymi charakterystykami liczbowymi, wykorzystywanymi w badaniach staty-
stycznych i w teorii prawdopodobienstwa, sa momenty zmiennej losowej. Zmienna
losowa X rozumiemy jako funkcje mierzalng, okre$lona na standardowej przestrzeni
probabilistycznej (€2, F,P), o wartoSciach rzeczywistych. Wtedy momenty

m,,m,,... mozna wyznaczy¢ za pomocg WZorow :

m = E(X") = [ X" (@) P(do),

gdzie k =1, 2, ..., akolejne catki sa bezwzglednie zbiezne.

Pierwszy moment 7, = E(X') nazywamy warto$cia oczekiwana, $rednia, lub
przecietng zmiennej losowej. Kombinacja pierwszego i drugiego momentu, zdefi-
niowana nastepujaco

M(X)=EX -E(X))’ =m, —m]
jest wariancja zmiennej losowej. Wielos¢ ta mierzy odchylenie funkcji X od warto-
Sci $redniej. Wielomian X — E(X) ma wilasno$¢ minimalizowania $redniokwadra-
towej normy:
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min E(X —a)’ = E(X = E(X))* =V, (X).
acR
Mozna zatem powiedzie¢, ze warto$¢ oczekiwana jest najlepszym, w sensie nor-
my kwadratowe;j, przyblizeniem jednopunktowym danej zmiennej losowe;.
Najstarsza ogolna metoda tworzenia ocen parametrow rozktadu za pomoca zbio-
ru wartosci w probie jest wlasnie metoda momentéw wprowadzona przez K. Pearso-
na i szeroko stosowana przez niego i jego szkote [Cramer 1958]. Polega ona na przy-
réwnywaniu pewnej liczby momentéw w probie do odpowiednich momentéw roz-
ktadu, bedacych funkcjami nieznanych parametréw. Rozwiazujac uzyskane roéwna-
nia wzgledem parametréw, otrzymujemy szukane ich oceny. Metoda ta w praktyce
prowadzi czgsto do stosunkowo prostych rachunkow.
W dalszym ciagu zaktadamy, ze zmienna losowa X ma ggstos¢ fy . Wtedy ko-
lejne momenty mozna obliczy¢ na podstawie wzorow:

+00

m, = j xkfX (x)dx,

k=12, ..., gdy oczywiscie calki te sa bezwzglednie zbiezne .

Istotne znaczenie maja maksima funkcji gestosci fy. W statystyce charakterystyki
te nazywamy modalnymi zmiennej losowej X . Wyznaczaja one punkty koncentra-
cji masy prawdopodobienstwa. W przypadku gestosci jednomodalnej dobrym przy-
blizeniem mody jest warto$¢ oczekiwana E(X) (gdy funkcja fy jest symetryczna,
obie te wielkosci si¢ pokrywaja).

Niech zmienna losowa X ma teraz skonczone momenty zwykte rzedu 2n — 1:

EX"=m, <o, k=1,2, ..,2n-1.
Wtedy wielomian p,, minimalizujacy norme:

min E(X" +aX"" +bX" +..+¢c) = E(p, (X)),

a,b,....ceR

ma posta¢ [Cramer 1958]

1 m, m,
b (=K adzie K0, o)
m,_, m, .. m,
1 x .. X

Poniewaz p, jest wielomianem ortogonalnym stopnia n [Szego 1975], wigc:

pux)=(x—51) ... (x—s,), gdzie 51 < ...<s, .
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Uporzadkowana n-ke (s, ..., s,) nazywamy n-§rednia (wielosrednia) zmiennej
losowej X [Antoniewicz 2005]. Wektor ten jest aproksymacja zmiennej losowej
n punktami. Analogonami wariancji i odchylenia standardowego beda wyrazenia:

V(X) = E(X —5)(X -5,))".
=) = Z‘jE((x Cs) (X —s))? . (10)

Charakterystyki te mierza jednoczesne odchylenie zmiennej losowej X od
n miejsc koncentracji prawdopodobienstwa. Inne charakterystyki zwiazane z wielo-
srednig mozna znalez¢ w pracach: [Antoniewicz, Wilkowski 2004; Antoniewicz 2005].
Przy analizie danych liczbowych standardowo wyznacza si¢ wartos¢ §rednia, wa-
riancj¢ i odchylenie standardowe zmiennej losowej X. Mozna jednak p6js¢ krok dale;.
W tym celu nalezy najpierw obliczy¢ momenty zwykte wyzszych rzedow, nastepnie

kolejno wyznaczy¢ 2-érednia (s,,S,), 3-$rednia (s,,s,,s,) itd. Na koniec, majac
odpowiednie wielosrednie, znajdujemy charakterystyki mierzace odchylenie zmienne;j
X od punktéw koncentracji prawdopodobienstwa: V,(X)=E(X - E(X))*,V,(X) =
=E((X —s,)(X —s,))’itd. Nastepnie wyznaczamy pierwiastki odpowiedniego stopnia
kazdej z nich (beda to analogony odchylenia standardowego). Przypusémy, ze naj-
mniejszy pierwiastek jest na k-tym miejscu. Oznacza to, ze w naszym przypadku ma-
my k punktéw koncentracji w sensie $redniokwadratowym. Wniosek ten pozwala na
bardziej precyzyjna analiz¢ danych liczbowych.

Przyklad 2. Dwumodalny rozklad Webera

Propozycja rozktadu dwumodalnego, o ciagtej funkcji gestosci, okreslonego na

prostej, niebedacego mieszanka, jest rozktad Webera [Antoniewicz, Wilkowski
2004; Wilkowski 2009]. Zmienna losowa X o tym rozktadzie (X ~W(«,f,y))

ma gestos$¢ postaci
1 2 4
— a(x=y) =p(x-y)". .
a X)=—"---¢€ > xa7€R» a, >0.
8apy (¥) @) p
Komentarza wymaga statla normalizacyjna z(e, ). Okazuje sig, ze powyzsza

calk¢ mozna wyrazi¢ przez funkcje specjalne Webera [Bateman, Erdelyi 1953], ktore
sa stablicowane. Mianowicie:

2_pyt (Z2 \/ﬁ [24
z(a, B) = e " dx =exp[—J—D —_—,
i 88)428 =\ 2B
gdzie D jest funkcja Webera.

Z definicji widaé, ze funkcja g ma dwie mody (maksima) w punktach

o (04
Mo, = |2 +y, Mo, = |2 +7,
A= o T Mg T
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a warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi
E(X)=7.
Momenty wyzszych rzedow wyrazone sa przez konfluentne funkcje hipergeome-
tryczne [Wilkowski 2009]. Przypu$émy, ze E(X) = 0, wtedy

MX* =0,
st (B

+al’| — 3 +2\H 3 +E 2 a_
4 2 4 2°2°4p
gdzie n=1,2,..,a H oznacza konfluentna funkcj¢ hipergeometryczna [Bateman,
Erdelyi 1953]. Mozemy ja traktowa¢ jako uogolnienie innych funkcji specjalnych:
funkcji Webera, funkcji Bessela, wielomianéw Laguerre’a i Hermite’a itd. Wartosci
jej sa stablicowane.

Na rysunku 2 przedstawiamy funkcje gestosci rozktadu W (2,1,1):

0.5F

-1
Rys. 2. Ggstosé rozktadu #(2,1,1)

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Warto$ci modalne sa w punktach: Mo, =0,Mo, =2,a warto$¢ oczekiwana

E(X) =1 staje sig w tym przypadku warto$cia ,,nieoczekiwang”, gdyz masa prawdo-
podobienstwa skupiona jest wokét modalnych. Wielomian p, ze wzoru (9) ma

w tym wypadku postac:
pa(x) =x"+ ax + b= (x — 5,)(x — 52), gdzie
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- E(X)-E(X*)E(X) pe E*(X*)-E(X)E(X)

noo T 70 ’ (1

s1=—0,08746, s, = 1,91254.

Dwusrednia zmiennej losowej X o rozkladzie Webera W(2,1,1) jest zatem para
uporzadkowana (s;, 5o ) = (— 0,08746 ; 1,91253). Bisrednia lepiej aproksymuje mo-
dalne tego rozktadu niz warto$¢ oczekiwana E(X) = 1. Wariancja tej zmiennej oraz
jej analogon dla dwusredniej wynosza:

V,(X)=E(X - E(X))’ =0,83274,,
V,(X)=E(X —5)(X —s,))* =0,38928.

Okazuje si¢ zatem, ze odchylenie mierzone jednoczesnie od obu miejsc koncen-
tracji prawdopodobienstwa jest mniejsze niz rozrzut zmiennej losowej wokot $red-
niej, czego takze nalezalo si¢ spodziewa¢. Wyznaczanie kolejnych n-$rednich nie
polepsza jakosci aproksymacji, w sensie Sredniokwadratowym, zmiennej losowej X
o rozktadzie W(2,1,1). Mamy np.:

(51, 52, 53) = (—0,76371 ; 0,82532 ; 2,69894)
oraz
V3(X) = E((X — 51)(X — 52)(X — 53))° = 6,66794.

Przyktad 3. PKB per capita to jeden z najczgSciej stosowanych na Swiecie mier-
nikow zamozno$ci panstwa przez dochody jego obywateli. Jest on niewatpliwie
zwiazany z jakoscia zycia w danym kraju. Relacja ta jest jednak trudna do zdefinio-
wania, bo jak wiadomo, wigkszo$¢ ludzi woli zarabia¢ 50 000 dolaréw rocznie, pod
warunkiem, ze ich sasiedzi beda mieli 40 000, niz by sami mieli 100 000 rocznie, ale
ich sasiedzi 120 000. Ponizej przedstawiamy wysokos¢ PKB w dolarach amerykan-
skich w 30 krajach w roku 2006 (dane pochodza z Wikipedii):

1. Australia 30 897.
2. Austria 33432.
3. Belgia 31 244.
4. Brazylia 8 561.
5. Bulgaria 9 223.
6. Dania 34 740.
7. Finlandia 31 208.
8. Grenada 8 198.
9. Holandia 30 862.
10. Hongkong 33 479.
11. Iran 7 980.
12. Irlandia 40 610.
13. Islandia 35115.
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14.Kanada 34 273.

15. Katar 31 397.

16. Kazachstan 8 318.

17. Kostaryka 10 434.
18. Luksemburg 69 800.
19. Malezja 11 201.
20. Meksyk 10 186.
21. Norwegia 42 364.
22. Rosja 11 041.
23. Rumunia 8785.
24. Stany Zjednoczone 41 399.
25. Szwajcaria 32 571.
26. Tajlandia 8 368.
27. Tunezja 8 255.
28. Turcja 7 950.
29. Turkmenistan 8 098.
30. Urugwaj 10 720

Na podstawie powyzszych danych wyznaczamy warto$¢ oczekiwana, wariancje
i odchylenie standardowe. Wynosza one odpowiednio:

E(X) = 23024,
V,(X) = 23870350,
V1(X) = 15450.

Zauwazmy, ze przecigtna staje si¢ tutaj raczej ,wartoscia nieoczekiwang’
(w zadnym panstwie PKB nawet nie zbliza si¢ do niej), a stosunkowo duze odchyle-
nie standardowe sugeruje tylko znaczny rozrzut danych.

Obliczmy teraz dwusrednia (s4, S2). Korzystajac ze wzorow (11), dostajemy:

a = —58753,8,
b = 5,83939 x 108.
Poniewaz dwusrednia to pierwiastki wielomianu
x> +ax+b,
ostatecznie otrzymujemy
(s1,82) = (12671,7 ; 46082,1).
Analogonem wariancji w tej sytuacji bedzie wielkosé

V,(X) = E((X —51)(X —52))%2 =9,86242 x 1015,
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a odchylenia standardowego — jej czwarty pierwiastek

YV,o(X) = 9965,43 .

W tym przypadku dwusrednia bardziej odpowiada rzeczywisto$ci niz zwykta
warto$¢ $rednia. PKB jednych panstw sa w poblizu pierwszej wspotrzednej, a drugiej
grupy panstw znajduja sig blisko drugiego sktadnika dwusredniej. Rowniez analogon
odchylenia standardowego dla dwusredniej jest mniejszy niz zwykte odchylenie
standardowe. W tej sytuacji nie ma potrzeby wyznaczania kolejnych wielosrednich.
Okazato sig, ze dzigki wielosredniej mozemy analizowac¢ probki niejednorodne
i wychwyci¢ te niejednorodnosci, a takze dzigki pomiarom analogonéw odchylen
standardowych weryfikowa¢ nasze przypuszczenia co do natury tych niejednorodno-
$ci. Jest to novum w teorii i praktyce statystyki i probabilistyki.
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LINE DEPENDENT COEFFICIENT AND MULTIAVERAGE
IN DATA ANALYSIS

Summary: In this paper we talk about new statistic tools which enable more precise eco-
nomic data analysis. Firstly, we define line dependent coefficient as a cosine of angle made
of the cross of regression lines. It is the base, thanks to which we can define other nonlinear
relation coefficients. Just like the classic correlation coefficient, line dependent coefficient is
also asymptotically normal. Natural expansion of the line function class are conics. As in
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case of regression lines, we can define regression conics (their equations vary in lineal
parts). Conic dependent coefficient is a cosine of cross angle of regression conics (we
choose cross point, which is the nearest from the set of points barycentre). It is the example
of non-linear dependent coefficient, which can be defined on the basis of line dependent
coefficient. The second part of this article is about multiaverage, generalization of the clas-
sic expected value of the random variable idea. The average may be considered as root-
mean-square average approximation of the random variable with one point. Multiaverage is
approximation of the variable with more than just one point at the same time. While defining
multiaverage, we use standard moments method and some facts from the orthogonal poly-
nomial theory.

Key words: line dependent coefficient, conic dependent coefficient, multiaverage.
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