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Vorwort.
Die Theorie der elastischen Gewebe und ihre Anwendung auf die 

Berechnung biegsamer Platten bilden den Inhalt des vorliegenden 
Buches. Die erste Abhandlung über diese Theorie ist vom Verfasser 
im Jahrgange 1919 der Zeitschrift „Armierter Beton“ veröffentlicht 
und in den Fachkreisen so günstig beurteilt worden, daß ich mich 
entschlossen habe, eine von vielen Ingenieuren gewünschte umfassen
dere Darstellung dieses besonderen Gebietes der Festigkeitslehre in 
Angriff zu nehmen. Eine einheitliche und eingehende Bearbeitung 
der Theorie biegsamer Platten ist mir auch aus dem Grunde notwendig 
erschienen, weil in den gebräuchlichsten Lehrbüchern der technischen 
Mechanik vorwiegend angenäherte und nicht immer einwandfreie 
Lösungen einiger Aufgaben der Plattentheorie zu finden sind, während 
die wertvollen Schriften, die sich mit der schärferen Untersuchung 
einzelner Fragen befassen, in ihrem mathematischen Aufbau nicht 
einfach genug sind und daher den meisten Ingenieuren unzugänglich 
bleiben.

In der vorliegenden Arbeit werden die wichtigsten Belastungsfälle 
und Lagerungsarten, welche für die Querschnittsbemessung von Platten 
in Betracht kommen, behandelt. Um eine genaue und doch leicht 
verständliche und anschauliche Darstellung der Spannungen und 
Formänderungen zu erzielen, habe ich bei den Platten das elastische 
Gewebe in ähnlicher Weise wie das Seileck beim biegsamen Balken 
benutzt. Die Untersuchungen, welche zur Aufstellung der Theorie 
dieses Gewebes geführt haben und ihrem weiteren Ausbau dienen, sind 
in dem ersten Teil dieses Buches zusammengefaßt, im zweiten Teil 
werden die vielseitigen Anwendungsmöglichkeiten gezeigt.

Bei der Auswahl der technischen Aufgaben habe ich in erster Linie 
die für den Eisenbetonbau wichtigen Fragen berücksichtigt. Für die 
Berechnung der kreuzweise bewehrten Platten werden meistens nur 
die in den amtlichen Vorschriften empfohlenen Näherungsformeln 
benützt, die keinen zuverlässigen Anhalt über die wirkliche Beanspru
chung bieten und zu Abmessungen führen, die entweder kerne aus
reichende Bruchsicherheit gewährleisten oder eine wirtschaftliche 
Ausnutzung der Festigkeit des Baustoffes ausschließen. Um diesen 
Fehler zu vermeiden, habe ich sowohl die einfachen ringsum aufliegenden 
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oder fest eingeklemmten Platten wie auch die mehrfach gestützten 
Decken untersucht und aus den Ergebnissen der genauen Berechnung 
neue zuverlässigere Näherungsformeln abgeleitet.

Die trägerlosen Pilzdecken, welche sich für den Eisenbetonbau 
besonders eignen und bereits in großem Umfange von der HUTA, 
Hoch- und Tiefbau-Aktiengesellschaft, in den letzten Jahren unter 
der Leitung des Verfassers in Deutschland ausgeführt worden sind, 
werden in diesem Buche eingehend behandelt. Ich habe die genaue 
Berechnung für die verschiedensten Belastungsfälle und Längen- 
Verhältnisse, auch unter Berücksichtigung des Biegungswiderstandes 
der Stützen, durchgeführt und hoffe hiermit die Bedenken, welche 
mitunter infolge mangelhafter statischer Untersuchungen gegen die 
Sicherheit dieser Bauart ausgesprochen worden sind, zu beseitigen, 
die sorgfältige Ausbildung der trägerlosen Decken zu erleichtern und 
ihre Anwendung zu fördern.

Die vorliegenden Untersuchungen sind allerdings nicht für die
jenigen Fachgenossen bestimmt, die in ihrem Bestreben nach Mecha
nisierung der Arbeit jede gedankliche Tätigkeit aus ihrer Werkstatt 
ausschließen und nur fertige Faustformeln, die keine Überlegung er
fordern, gebrauchen möchten. Die Theorie des elastischen Gewebes, 
so einfach sie auch im Grunde ist, kann mit Verständnis und Erfolg 
nur von Ingenieuren angewandt werden, welche noch die zum Lehrstoff 
des normalen Hochschulunterrichtes gehörigen Vorkenntnisse der höheren 
Mathematik und Mechanik besitzen und durch eingehendes Studium 
zur selbständigen Beherrschung dieser Theorie gelangen wollen. Um 
ihre Arbeit zu erleichtern, habe ich die verschiedenen Anwendungs- 
möglichkeiten in vielen, völlig durchgerechneten Zahlenbeispielen er
läutert, die Werte, welche für die Querschnittsbemessung benutzt 
werden können, in mehreren Tafeln zusammengestellt und in einem 
besonderen Abschnitt am Schlüsse des Buches ein allgemeines Ver
fahren zur Lösung der partiellen Differenzengleichungen des Gewebes 
angegeben. Ich hoffe, daß diese ausführliche Behandlung manchen 
Leser anregen wird, an dem weiteren Ausbau der Theorie biegsamer 
Platten durch eigene Forschungen beizutragen und neue Anwendungs
gebiete zu erschließen.

Die vorliegende Schrift, während des Krieges bereits begonnen, 
würde auch in diesem Jahre nicht zu Ende geführt worden sein, wenn 
ich nicht durch einen eifrigen Mitarbeiter, Herrn Dipl.-Ing. Heinrich 
Perl, bei der Durchrechnung zahlreicher Beispiele unterstützt worden 
wäre. Ich möchte ihm auch an dieser Stelle für seine wertvolle Hilfe 
meinen besten Dank aussprechen.

Carlowitz bei Breslau, Dezember 1923. „ „
H. Marcus.
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I. Die Grundlagen der Berechnung biegsamer 
Platten.

§ 1. Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten.
Unter einer ebenen Platte ist eine Scheibe zu verstehen, die von 

zwei parallelen Ebenen im Abstande ä und einer senkrecht zu diesen 
Ebenen stehenden, im übrigen beliebig gestalteten Randfläche begrenzt 
ist (Abb. 1).

Ich setze voraus, daß die Scheibe aus einem homogenen Baustoff 
besteht und daß ihre Stärke Ä klein im Vergleich zu den Abmessungen

der Abgrenzungsflächen ist. Ich wähle als Koordinatensystem ein 
rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen x- und y-Achsen in der Mittelfläche 
der Platte liegen, während die z-Achse senkrecht zur Plattenfläche steht.

Wird die Scheibe durch Kräftepaare oder nur durch Kräfte p, die 
in Richtung der z-Achse wirken, beansprucht, so darf angenommen 
werden, daß die Punkte der Mittelfläche lediglich Verschiebungen £ 
senkrecht zu dieser Fläche erfahren und daß, insofern diese Verschie
bungen klein im Vergleich zur Plattenstärke sind, jede Normale von der 
Länge h, die zur Mittelfläche gezogen wird, auch bei der deformierten 
Platte geradlinig verbleibt und senkrecht zur verbogenen Mittelfläche 
steht. Zwischen den Verrückungen £ und »/ in Richtung der x- und

Marens, Platten. 1
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y-Achse eines im Abstande z von der Mittelfläche liegenden Punktes 
und der zugehörigen Verschiebung f bestehen, wie die Abb. 2 und 2 a 
erkennen lassen, die folgenden Beziehungen:

(1)

Die zugehörigen Dehnungen sind:

dw d2£—i- — —z__----
CT/ Cy2

(2)

Beachtet man, daß die Normalspannungen az, welche durch die auf 
der Platte ruhenden Lasten unmittelbar hervorgerufen werden, im Ver

gleich zu den Biegungsspannungen und in den etwas weiter von 
der Mittelfläche abstehenden Schichten durchaus geringfügig -sind und 
daher neben diesen Spannungen vernachlässigt werden dürfen, so lautet 
das Elastizitätsgesetz:

1 / 1 \ 1 / 1 \
£x ~ E V* E m °x) ’

Hierin bedeuten
E die Elastizitätsziffer des Baustoffes, 
m die Poissonsche Querdehnungszahl.

Es ist mithin auch:
Em2 / , 1 \ Em2 1 d2f\

°x — ~—r \ H--------sv I —---- s-----r •z (> „ H------- ä—1m2 — 1 \ m y/ m2 — 1 \dx2 m dy2/
Em2 / 1 Em2 /d2f 1 d2M

y m2 — 1 \ v m / m2 — 1 \d?/2 m dx2/

(3)
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Den Normalspannungen ox, sind in den Flächenelementen senk
recht zur x- bzw. zur «/-Achse wagerechte Schubspannungen txv, ryx in 
Richtung der y- bzw. der x-Achse zugeordnet, welche dem Elastizitäts
gesetz

Txy \dy ox

folgen. Unter G ist hierbei die Schubelastizitätsziffer zu verstehen.
Da bei einem homogenen Baustoff zwischen G, E und m die Be

ziehung m v
k , v.„ 6 - 2^+1) (4>
besteht, so erhalt man: v '

Em o2C7$ y = 7 = - — z —
m + 1 cxcy {5}

In den Flächenelementen senkrecht zur x- bzw. zur «/-Achse wirken 
in Richtung der z-Achse die Schubspannungen txz, ryz und ebenso in 
den Flächenelementen senkrecht zur z-Achse die der x- bzw. «/-Achse 
parallel gerichteten Spannungen tzx, rzy. Sie sind paarweise gleich, 
nämlich „ T^zx —' ^xz > ^zy ^yz ■

Betrachtet man die Spannungen, welche in den Abgrenzungsflächen 
eines unendlich kleinen Würfels mit den Seitenlangen dx, dy, dz auf
treten, so erfordert das Gleichgewicht in Richtung der x- bzw. der 
«/-Achse die Erfüllung der beiden folgenden Bedingungen1):

do. dxx„ . dr-, __A. 4- JA 4- -_AL = 0 
cx dy dz

+ = 0
dx dy Cz

Es ist mithin:

(6)

dr.
oxdz

dz
d^ 
dy

dtx En? d fd2^ d2£\
dy m2 — 1 dx \dx2 oy2 /

dTyx En? d / ß2£
dx n? — l Z dy \ dx2 dy2)

Die Integration dieser Gleichungen liefert, wenn man beachtet, daß 

an den Rändern z = +~ die Schubspannungen rxl, ryz verschwinden 
müssen:

x) Der Leser findet die Ableitung dieser Gleichungen, welche die Grundlage 
der mathematischen Elastizitätstheorie bilden, in den bekannten Lehrbüchern 
vonFöppi: Vorlesungen über technische Mechanik Bd. III, 5. Auflage, Abschn. 11; 
Lorenz: Technische Elastizitätslehre, Kap. VI; Bach: Elastizität und Festigkeit,

1*
7. Auflage, Abschn. 9.
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Em2 /Ä2 z2\ 8 (6^ . ü2n
T« == ~ ^~T “ T? +

Em2 (h2 z2\ 5 , 82t\
^z-tzy- 2 / 8y \ öx2 ' dy2 )

Die Normalspaxmungen oz: die auf einem Flächenelement von der 
Höhe h und der Breite dy verteilt sind (Abb. 1 a), bilden ein um die 
y-Achse drehendes Kräftepaar

sxdy = I oxz dydz = 
h

Em2 
m2 - 1

Ä3 1 a2C\
12 ™ ~^)dy

Aus den Spannungen ay eines Elementes von der Höhe Ä und der 
Breite dx entsteht ebenso das Biegungsmoment:

sy dx — I ouz dxdz = — ■—----- —
J J * m2 — 1

(82t , 1 8*t'\ .
12 \8y2^ m 8x2)

Die wagerechten Schubspannungen txy, ryx in diesen beiden Elächen- 
elementen bilden die um die ;c- bzw. //-Achse drehenden Drillungs
momente

&
+ y

. , / , , Em h3 c2^
hydy =] zxyzdydz = —. dy 3

, , f , , Em h3 o2^tyXdx = / ryxzdxdz =------- —-• — T- • dx .J m 1 12 cxoy

Die lotrechten Schubspannungen rxz, vereinigen sich schließlich 
zu Mittelkräften

Ä 
+ v

vxdy = ixz dydz — 
h

h+ -y 
vudx = ytvz dxdz —

Ä

Em2 
m2 — 1

Em2 
m2—l

h3 8 fß2^ ß2^\ 
12~d^\~d^ + ~d^)'dy

h3 8 / 82£ 82 £ \
12 ~8y + ~8^) ' dx



Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 5

Die auf die Längeneinheit der Mittelfläche bezogenen resultierenden 
Biegungs-, Drillungsmomente und Scherkräfte sind somit:

, 1 m 
c!x2 1 m C y2 / 
c2; , 1 
c1 y- ' m dx2/

(8)

B x2 By2 J

Unter
m2 E hs 

m2 — 1 12

ist hierbei die Plattensteifigkeit zu verstehen. Werden die vorhin 
aufgestellten Gleichgewichtsgleichungen (6) zunächst mit z verviel

facht und dann innerhalb der Grenzen z = + v integriert., so liefern 
sie auch:

Bx = 0 
vy

Bsy 
dy ox *

(6a)

Die auf einem Plattenelement von der Höhe h und der Grund
fläche dxdy ruhende Belastung pdxdy muß andererseits mit den lot
rechten Schubkräften vx, vy der Seitenflächen im Gleichgewicht stehen. 
Es ist also

du 4- dx-~*-dy -4- pdxdy — 0 ,3 dx dy
oder

~ + -^- + p = G.
dx cy

Im Einklang mit den Gleichungen (6a) ergibt sich auch:

Fs, B*txv ö2sy
Bx2 BxBy By2 (10)



6 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

In dieser ersten Hauptgleichung der Plattentheorie sind unmittelbar 
die Beziehungen zwischen der Belastung und den Spannungsmomenten 
dargestellt1).

Werden jetzt mit Hilfe der Gleichungen (8) die Größen sx, sy, txy 
durch die zugehörigen Differentialquotienten von ; ersetzt, so gewinnt 
man die Differentialgleichung der elastischen Fläche:

+ 2 “ V •o x± c x- c y“ c yi N
Diese zweite Hauptgleichung bildet die Grundlage der Untersuchung 

biegsamer Platten2).

2) Diese Gleichung ist nur für steife Platten mit sehr kleinen Verschiebungen C 
streng gültig. Bei Platten mit geringer oder verschwindender Steifigkeit treten 
bei einer starken Ausbiegung auch in der Mittelfläche Normalspannungen auf, die 
in den Gleichgewichtsbedingungen für die Belastung p nicht außer acht gelassen 
werden dürfen. Der beträchtliche Einfluß dieser Spannungen auf die Tragfähig
keit der Platten ist von A. Föppl in seiner Technischen Mechanik Bd. V, 
S. 132f., von A. und L. Föppl in Drang und Zwang Bd. I, 8. 216f. und 
von H. Hencky in seiner Arbeit über die Berechnung dünner Platten mit ver
schwindender Biegungssteifigkeit in Bd. I, S. 81—99 der Zeitschr. f. angew. Mathe
matik u. Mechanik ,1921, nachgewiesen worden.

2) Die Differentialgleichung der elastischen Fläche ist zuerst von Lagrange 
im Jahre 1813 abgeleitet worden. Die vollständige Theorie der Platten mit kreis
förmiger Symmetrie wurde 1829 von Poisson entwickelt. Die allgemeinen Rand
bedingungen der Aufgabe wurden insbesondere von Kirchhoff untersucht und
1876 endgültig von Kelvin und Tait klargelegt. Die Lösung der Differential
gleichung für unsymmetrische und unstetige Belastungen ist im letzten Jahr
hundert nicht gelungen und wurde daher 1907 von der Pariser academie des 
Sciences als Preisaufgabe für den Prix Vaillant ausgeschrieben. Ein ausführlicher 
Bericht über „Neuere Fortschritte der technischen Elastizitätstheorie“ ist von 
Herrn Professor L. Föppl in Bd. 1, H. 6 der Z. f. ang. Math. u. Meeh, ver
öffentlicht worden.

Für die Bewertung der inneren Formänderungsarbeit kommt 
noch die Formel

"4“ 9 £Y | [G, 4" ha 4" G J F
(12)

in Betracht; hierin bedeutet dV das unendlich kleine Raumelement
dx dy dz . Da

12z 12 z
Ox- Ä3 Sx, Ä3

12z 12 /Z? z2\
°V ^3 SV ’ ^xy — Ä3 \T “ 2 / Vx ’

12 (h~ z3\
^2 = hs \ 8 Tr“’
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so liefert die Gleichung (12), wenn die Spannungen o, neben ox und oy 
vernachlässigt werden:

1 fnij, .2 .. \+1)2

2) Hencky: Über den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten
bei gleichmäßig verteilter und bei konzentrischer Belastung. Dissertation, Mün
chen: R>. Oldenbourg 1913.

TQ / / l 4" Sy 8^ Sy] ~ -  tx,h3 J J i\ J m m2Ä—
12 1

4------- / /(^ 4- vl) dxdy .
A^Y

dxdy

(13)

Wird der im allgemeinen sehr geringfügige Beitrag der Scherkräfte v 
außer acht gelassen, so erhält man die einfachere Formel:

Ai “ ■ TnJJ + “ 2 St ~ Mdxdy-
Führt man nunmehr an Stelle der Spannungsmomente sx, sy, txy 

die zugehörigen Differentialquotienten von f ein, so ergibt sich schließ
lich :

2 J J l\ 8x2 8y2 J “ m Lea;2 cy2

— I——1 (dxdy .\ Cxcy) JJ

(15)

Die Ermittlung der Verschiebungen £ ist die wichtigste Aufgabe 
und das Hauptziel der Plattenberechnung.

Die unmittelbare Integration der Differentialgleichung der elasti
schen Fläche bietet, von wenigen Ausnahmefällen abgesehen, fast un
überwindliche Schwierigkeiten. Für eine möglichst angenäherte Lösung 
stehen zwei Verfahren zur Verfügung.

Gelingt es zunächst, eine partikuläre Lösung der nicht homogenen
Gleichung _ p

ox^ 6x28y2 dy4 N
zu finden, welche die für die Ober- und die Unterfläche der Platte vor
geschriebenen Bedingungen befriedigt, so kann man durch Hinzufügung 
einer Reihe geeigneter Lösungen der homogenen Differentialgleichung

8*^ d4£
dz4 % 8 x2 c y2 1 8 y^

auch die Randbedingungen der Aufgabe mit größerer oder geringerer 
Genauigkeit erfüllen. Nach diesem Verfahren sind von Nadai1) und 
Hencky2) unter Verwendung zweifach unendlicher Reihen mit trigo-

4) N adai: Die Formänderungen und Spannungen von rechteckigen elasti
schen Platten, Forsch.-Arb. auf dem Gebiete des Ingenieurwesens H. 170, 171. 
Beilin 1915.
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nometrischen und hyperbolischen Funktionen die wichtigsten Grund
fälle, vor allem die rechteckigen, allseitig frei aufliegenden oder fest 
eingeklemmten Platten mit gleichmäßiger Belastung oder mit einer 
Einzellast in der Plattenmitte behandelt worden.

Ein anderer von Navi er1) zuerst eingeschlagener Weg führt hingegen 
zur Auswahl verschiedener Ansätze Cf = Ci ft (x, y) für die Gleichung der 
elastischen Fläche, welche zwar die vorliegenden Symmetrie- und Rand
bedingungen von vornherein befriedigen, jedoch einer anderen Belastung

1) Die Abhandlung von Navier, im Jahre 1820 verfaßt, wurde erst von 
Saint-Venant in der französischen Ausgabe der Festigkeitslehre von Clebsch 
1883 veröffentlicht.

ä) Cpt. rend. hebdom. des seances de l’acad. des Sciences Bd. 129. 1899.
3) Estanave: Contribution ä l’etude de l’equilibre Mastique d’une plaque 

rectangulaire mince. Paris: Theses 1900.
4) Simic: Ein Beitrag zur Berechnung rechteckiger Platten. Z. öst. Ing.-V. 1908.
5) Ritz: Über eine neue Methode zur Lösung gewisser Randwertaufgaben. 

Nachr. d. Ges. d. Wiss, zu Göttingen 1908.
6) Hager: Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometrischer 

Reihen. 1911.
’) Lorenz: Angenäherte Berechnung rechteckiger Platten. Z. V. d. I. 1913.

Ay I vl I a » i #
TT + i o + Ti lor* ay*

als der vorgeschriebenen Belastung p entsprechen. Werden aber die 
Festwerte Cf dieser Ansätze so bestimmt, daß entweder die Summe der 
Quadrate der Abweichungen zwischen den Belastungen und p oder 
die gesamte Formänderungsarbeit ein Minimum wird, so läßt sich, 
wie die Arbeiten von Michel Levy2), Estanave3), Simic4), Ritz5), 
Hager6), Lorenz7) gezeigt haben, eine verhältnismäßig einfache 
Näherungslösung der Differentialgleichung der elastischen Fläche er
zielen. Dieses Verfahren ist allerdings lediglich für symmetrische, 
stetige Belastungen und nur für die Darstellung der Durchbiegungen, 
allenfalls für die Ermittlungen der Spannungsmomente im Bereich der 
Plattenmitte brauchbar. Bei Einzellasten und ebenso, wenn es sich 
um die Randscherkräfte und die Auflagerwiderstände handelt, versagt 
die Näherungslösung vollkommen.

Die Methode, die ich als Grundlage meiner Untersuchungen gewählt 
habe, weicht von den bisherigen insofern ab, als sie an Stelle der partiellen 
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei partielle Differentialglei
chungen zweiter Ordnung, die einer unmittelbaren Lösung weit eher 
zugänglich sind, verwendet.

Im nachfolgenden werde ich zunächst die neuen Sätze ableiten, 
welche die Umbildung der Hauptdifferentialgleichung zur Folge haben, 
und sodann die Bedingungen für die Lösung der neuen Gleichungen 
einer Prüfung unterziehen.
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§ 2. Die elastische Platte und die elastische Haut.
Die Biegungsgleichung der Platte

, 2 _ P d \ = p_
Öx* Sx2 6y2 Sy^ \dx2' Sy2/ \Sx2~^ cy2/ A 

5 8
läßt sich, wenn man für die Operation das Zeichen P be
nutzt, auf die Form cx

bringen.

so lautet die Gleichung der elastischen Fläche auch: 
Pdf = -p.

(16)

(17)
Die Funktion M ist ein Maß für die Biegung der Platte. Beachtet 

man nämlich, daß die Krümmung der elastischen Fläche durch die 
Größen -> -2 * , >

Qz Qy Oy2
bestimmt ist, so tritt der Zusammenhang zwischen der Momenten-
SUmme , v m+\(c2^ ß2C\

und der Krümmung 

deutlich in Erscheinung. Die Funktion M verdient auch aus dem Grunde 
Beachtung, weil sie eine Invariante, von der .Wahl des Koordinaten
systems unabhängige Größe ist.

Stellt man die bekannte Gleichung des elastischen Stabes 

der Plattengleichung
Pdf = -p

gegenüber, so ist ohne weiteres die gegenseitige Zuordnung der Diffe- 
^2

rentialoperation P und der Differential Quotienten einerseits, der

Biegungsmomente des Stabes und der Momentensumme der Platte 
andererseits zu erkennen. Diese Übereinstimmung läßt vermuten, 
daß auch zwischen den Lösungen der Differentialgleichung des Stabes 
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und der Differentialgleichung der Platte eine Verwandtschaft bestehen 
muß. Sie wird uns offenbar, wenn wir die Differentialgleichung einer 
ursprünglich ebenen elastischen Haut heranziehen, welche äußerlich 
durch den senkrecht zur Haut gerichteten Überdruck p und innerlich 
nur durch Normalspannungen beansprucht wird. Bei kleinen Aus
biegungen w der Haut in Richtung der z-Achse entsteht in allen Teilen 
und in jeder Richtung die gleiche Oberflächenspannung S, welche mit 
den Ausbiegungen w und dem Druck p durch die bekannte Differential
gleichung1) c^w p

1 “W = y-y + -- ------„d x- c y- S
verknüpft ist. Die Gegenüberstellung der beiden Gleichungen (17) 
und (18) führt uns unmittelbar zu folgendem Satze: Die Mittelfläche 
einer mit dem Überdruck p belasteten und durch die Ober
flächenspannung S = 1 beanspruchten elastischen Haut 
stellt ein Abbild der Momentenfläche der elastischen Platte 
dar.

Beim elastischen Stab wird eine gleichwertige Verknüpfung zwischen 
der Momentenlinie und der Gestalt eines mit den Kräften P belasteten 
Seils, dessen Grundspannung S = 1 ist, nachgewiesen. Der neue Satz 
bringt also die sinngemäße und folgerichtige Erweiterung der für den Stab 
geltenden Beziehungen auf die Momentensumme der elastischen Platte.

Die Verwandtschaft zwischen Stab und Platte läßt sich aber noch 
weiter verfolgen. Belaste ich jetzt die Haut mit den elastischen Ge

wachten Pi = so erfährt sie bei gleicher Oberflächenspannung S — 1 

eine Ausbiegung wi: welche der Differentialgleichung
ß^i ß'-Wi _ _ M _ ß2£ ,
ßx2 + ßy2 ~ Pi~ ~N~ßx2 + d^2 (19)

genügen muß. Aus dieser Gleichung entspringt der zweite Satz: Die
M Mittelfläche einer mit den elastischen Gewichten p- = —- 

belasteten und durch die Oberflächenspannung S — 1 be
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der elasti
schen Fläche der Platte dar.

Ebenso läßt sich auf Grund des Mohrschen Satzes die elastische
Linie eines Stabes vom Trägheitsmoment J durch eine mit den elasti

schen Gewichten p{
M
EI belastete Seillinie darstellen.

Diese Übereinstimmung beweist, daß die bekannten Sätze über die
Biegungsmomente und die Formänderungen des elastischen Stabes

0 Vgl. Föppl, A.: Vorlesungen über technische Mechanik Bd. V, § 30. 
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als Sonderfälle der neuen allgemeinen Sätze über die elastische Platte 
zu betrachten sind.

Neben der Momentensumme und der Ausbiegung können auch die 
Spannungsmomente der Platte unmittelbar aus der Formänderung der 
Haut abgeleitet werden.

Aus der Hauptgleichung (16) erhält man nämlich einerseits

E2M , 1 d2M 1
—---------- ------------- __-----== — 2V I--------------f-------------------------------------- ------------r-----
cx2 m ay2 xdx* m Ex2 Ey2 m Ey2,

! E2M _
dy2 m Sx2 ^y* m Ex2 Ey2 m Ex*,

aus den Gleichungen (8) andererseits

„„ E2sx 62sx (8*8 m+1 1 c4f
x dx2 Ey2 \8ad m Cx28y2 m 6 y*

p2 _ , £% = _ v(ö^ i Wl±l . 1
y 8x2 dy2 \öy* m Ex2 dy2 m cx*)

setzt man also c2M 1 c2M —— --- - .i._ — -
8 ar2 m 8 y2
c2M 1 E2M _
cy- m o x2

so ergibt sich: V2sx = —nx , 
V2sy^—nv.

Ebenso kann man der Belastung

m — 1 ö2M
m dxdy

(20)

(21)

(20 a)

im Einklang mit der Gleichungsgruppe (8) die Bedingung
?2t =—n (21a)zuweisen. y lzv '

Hieraus gewinnt man den folgenden dritten Satz: Die Mittel
fläche einer der Reihe nach mit den Kräften 

/d2M
\ 8 x2 m Ey2 )
m — 1 c2M

m 8 x öy

_u 1 62W 
.8y2 1 m Ex2)

belasteten und durch die Oberflächenspannung 5 = 1 be
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der sx-, sy- 
und -Momentenflächen der elastischen Platte dar.
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Es sei schließlich noch bemerkt, daß man aus der Mittelfläche der 
elastischen Haut auch die lotrechten Scherkräfte der Platte ableiten
kann. Aus den Gleichungen

8 X 8 x
SM 
cy

(22)

ist ohne weiteres der Zusammenhang zwischen den Scherkräften und 
den Winkeldrehungen der Tangente an der elastischen Haut zu er
kennen.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist die Berechnung der 
elastischen Platte auf die Lösung der beiden Differentialgleichungen

= pf = _ —
zurückgeführt. AI

Die Behandlung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn längs des 
Plattenrandes sowohl f als M verschwinden. Diese Bedingung wird 
von der ringsum frei aufliegenden Platte erfüllt. Man kann hierbei im 
gleichen Sinne wie beim frei auf’legenden Balken die Lagerung als eine 
statisch bestimmte bezeichnen, weil die Momentsumme M und die 
Scherkraft v unmittelbar aus der Lösung der einzigen Differential
gleichung F2 M = — p gewonnen werden können.

Bei allen anderen Lagerungsarten muß auch die zweite Differential-
M
N 

gleichung PH

herangezogen werden, um aus der Gestalt der elastischen Pläche die 
Randwerte der Momentensumme M zu ermitteln: diese Verknüpfung 
zwischen den Randbedingungen von M und £ ist das Kennzeichen der 
statischen Unbestimmtheit.

Die Unterscheidung zwischen statisch bestimmten und unbest immten 
Lagerungsarten ist auch durch die Erkenntnis gerechtfertigt, daß nur 
bei den ersteren die aus den Jf-Werten gebildete Momentenfläche mit 
der Mittelfläche der elastischen Haut unmittelbar zur Deckung ge
bracht werden kann. Bei den statisch unbestimmten Fällen weichen 
hingegen die zugehörigen Werte M und w um den jeweiligen Betrag 
einer oder mehrerer Lösungen der homogenen Differentialgleichung 
P2C = O von einander ab1). Aus diesem Grunde besagen die neuen 
Sätze nur, daß die Mittelfläche der elastischen Haut das Abbild der 
Momentenfläche und nicht die Momentenfläche selbst darstellt.

-1) In gleicher Weise, wie die Ordinaten der Seillinie erst durch die Wahl einer 
Schlußlinie bestimmt sind, muß auch bei der elastischen Haut durch die Lösung 
der homogenen Differentialgleichung Lage und Gestalt der Schlußfläche, von 
welcher aus die Ordinaten der Haut abgemessen werden sollen, festgelegt werden.
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Durch die Wahl geeigneter Zusatzlösungen, welche die homogene 
Differentialgleichung F2 F2 f = 0 befriedigen, gewinnt man gerade die 
Möglichkeit, bei statisch unbestimmten Lagerungsarten die Rand
bedingungen zu erfüllen und somit die Berechnung statisch unbestimm
ter Platten auf diejenige statisch bestimmter zurückzuführen.

Die vorstehenden Betrachtungen über die Beziehungen zwischen 
Haut und Platte können noch durch eine eigentümliche Feststellung 
ergänzt werden.

Auf Grund des Bettischen Satzes ist die Verschiebung wik, die ein 
Punkt i der elastischen Haut unter dem Einfluß einer im Punkte k 
angreifenden Last Pk — 1 erfährt, gleich der Verschiebung wki, die im 
Punkte k durch eine im Punkte i angreifende Last = 1 hervor
gerufen wird. Aus der Gleichung

wik — wki
folgt aber, insofern die Randbedingungen für Haut und Platte über- 
einstimmen, = (23)

Bei statisch bestimmter Lagerung entsteht also im Punkte i unter 
dem Einfluß der Last Pk — 1 die gleiche Momentensumme wie im 
Punkte k unter dem Einfluß der Last Pt — 1: die Momentenfläche 
der freiaufliegenden Platte für den Belastungszustand 
Pk — 1 stellt somit die Einflußfläche der Momentensumme 
für den Punkt k der Mittelfläche der Platte dar. Da die gleiche 
Gegenseitigkeit auch zwischen den Spannungsmomenten (s^ik, (sy)it 
und (sy)ki besteht, so läßt sich der vorliegende Satz sinngemäß 
auf die Einflußflächen der Momente sx und ohne weiteres übertragen.

§ 3. Die elastische Haut und das elastische Gewebe.
Die elastische Haut, deren Formänderung durch die Gleichung

ö
gekennzeichnet ist, wird durch keine Schub
spannungen beansprucht: die Oberflächen
spannungen sind reine Normalspannungen o, 
die in jeder Schnittfläche die gleiche Größe 
aufweisen. Ist die auf die Längeneinheit der 
Haut bezogene Grundspannung 8 bekannt, 
so lassen sich ohne weiteres Größe, Lage und 
Richtung der Mittelkraft B = Sl aller in 
einem Randabschnitt l eines irgendwie um
grenztenBereiches derHaut auf tretenden Spannungen bestimmen (Abb.3).

BiWiotefca I 
Pol Wort.*
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Wird die Haut in einzelne Streifen zerlegt, so bilden, bei geeigneter 
Wahl der Gestalt und Anordnung der Streifen, die Angriffslinien der 
Mittelkräfte R der inneren Widerstände, die in den gemeinsamen Rän
dern benachbarter Streifen wirken, ein Liniennetz, welches die Haut 

Abb. 4 c.

umspannt (Abb. 4). Die Kräfte R können auch als die Spannkräfte 
dünner Drähte, die in den Angriffslinien liegen, aufgefaßt werden: 
diese Drähte bilden ein Gewebe, welches an Stelle der elastischen Haut 
tritt und daher elastisches Gewebe genannt werden möge. Die 
Gestalt der Maschen dieses Gewebes wie auch die Zahl der sich in einem 
Knotenpunkt kreuzenden Drähte können, wie die Abb.4, 4a, 4b, 4c 
zeigen, verschieden sein. Die wichtigsten Gewebearten sind:

1. das Gewebe mit rechteckigen Maschen,
2. das Radialgewebe,
3. das Gewebe mit dreieckigen Maschen.
Ihre Eigenschaften werden jetzt der Reihe nach untersucht.
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A. Das Gewebe mit rechteckigen Maschen.
1. Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes.
Dieses Gewebe besteht aus zwei Scharen sich rechtwinklig kreuzender 

Drähte: die eine Schar ist der x-Achse, die andere der «/-Achse parallel 
gerichtet (Abb. 5).

Un? dje .Behandlung der Aufgäbe zu vereinfachen, setze ich voraus, 
daß die Maschenweiten Äx in Richtung der x-Achse und die Maschen
weiten in Richtung der «/-Achse überall gleich groß sind.

Die Gestalt des elastischen Gewebes im Aufriß ist durch die Ordi- 
naten w der einzelnen Knotenpunkte in bezug auf die x-, «/-Ebene 
bestimmt.

An einen Knotenpunkt k greifen außer der zur x-, «/-Ebene senk
recht gerichteten Belastung Pk, die Spannkräfte der vier benachbarten

Drähte: Rit Rlt Rm und Rn. Bezeichnet man mit und den Nei
gungswinkel der Drähte R, und R, gegen die x-Achse und ebenso mit 
com und con den Neigungswinkel der Drähte Rm und Rn gegen die «/-Achse, 
so müssen die Spannkräfte R den drei Gleichgewichtsbedingungen

Rt cos a>i — Ri cosco/ = 0,
Rm ccs a)m — Rn cos co„ = 0,

Pk + {Rt sin co/ — Ri sin cod + (Rn sin mn — Rmsmcom) = 0 
genügen. Mit den Hilfsgrößen



16 Die Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten.

Ri cos <üi = Ri cos ay = Hx, 
Rm cos a>m = Rn cos con = Hy

läßt sich die letzte Gleichung auch in der Form
Hx (tangco, — tangft>z) + Hy — tang co„) = Pk

schreiben. Bezeichnet man mit (d wk)x , (J2 w^x bzw. mit (J wk)u , 
(A2wk)y die ersten und die zweiten Differenzen zwischen den w-Ordi- 
naten der Knotenpunkte, die um kx bzw. um zy vom Knotenpunkt k 
entfernt sind, so ist offenbar

4 tangco; = Wi — wk = (d w^x , 
4tangco„ = wn — wk = (d wk)w,

4 (tang co; — tang co;) = (wi — — (wk — w{) = AX(A wk)x = (d2 wk)x , 
4 (tang co„ — tang co J = (wn — — (wk — wm) = Ay^A w^y = {A2w^y , 
und mithin rr y

(d2 Wk)x + (d2 wk)v = -Pk. (24)
4

Hierin setze ich noch

Hx = kvSx, H„^kxSv, Pk = pkkxk„ 
und erhalte:

(d2 wk)x + M2 Wk)v = -pk . (25)

Wenn Hx = Hy = H oder Sx = Sy — S ist, so ergibt sich insbesondere

11 P
Y <d2 w^x + y w^y = ~ (26>

oder
_ Pk 

ky AD
Ist 4 = — Z, so gilt die einfache Beziehung

(d2 w^x + (d2 = —Pk ■ — = — pk ■ — ,£1 45
welche auch durch die Gleichung

Awk- (Wi + wt+wm + Wn) = Pk = —(28) £1
ausgedrückt werden kann.

Es sei schließlich bemerkt, daß die Gleichung (27) bei unendlich 
kleinen Maschenweiten kx — ßx, ky = öy unmittelbar in die Gleichung 
der elastischen Haut

ß2 w ö2w p
6 x2 8 y2 S 
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übergeht1). Hiermit ist die Übereinstimmung zwischen elastischem 
Gewebe und elastischer Haut bewiesen.

1) Die Möglichkeit, partielle Differentialgleichungen durch Umwandlung in 
Differenzengleichungen zu lösen, ist in der Elastizität stheorie zuerst von Runge 
bei der Behandlung des Torsionproblems und in der Hydrodynamik von englischen 
Forschem benutzt worden. Ein ausführlicher Bericht von H. Hencky über die 
numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der Technik ist 
in Bd. 2, H. 1 der Z. ang. Math. Meeh, zu finden.

Marcus, Platten. 2

Es ist im übrigen leicht zu erkennen, daß das Seileck nur eine Abart 
des elastischen Gewebes ist: läßt man in der Gleichung (24) Hx oder Hy 
gleich Null werden, so erhält man in der Tat die Gleichung eines in der 
(y')- oder in der (x)-Richtung gespannten Seilecks.

2. Die Beziehungen zwischen der elastischen Platte 
und dem elastischen Gewebe.

Um nunmehr die durch die neuen Sätze festgestellte Verwandtschaft 
zwischen elastischer Platte und elastischer Haut auf das Gewebe über
tragen zu können, stelle ich zunächst der Grundgleichung

die Differenzengleichung

4
*y ^1

gegenüber. Man erkennt, daß
Mk^S2wk (29)

sein muß, wenn M und w im übrigen den gleichen Randbedingungen 
genügen.

Bringe ich jetzt die elastischen Gewachte pk = wk an den Knoten
punkten eines Gewebes mit der Grundspannung S = S2 an, so entstehen 
Knotenpunktsverschiebungen z, -welche die Gleichungen

+Zm 2zt+zn=4 m2*^+i J
x ^y Ay o2 *3

befriedigen müssen. Eür die Ordinaten £ der elastischen Fläche der 
Platte gilt andererseits:

52^ M
da:2 cy2 N

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also, daß

(30)

sein muß, wenn £ und z die gleichen Randbedingungen erfüllen. Durch 
die in den Gleichungen (29) und (30) ausgedrückten Beziehungen ist
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somit die Bestimmung der Momentensumme M und der Ordinaten C 
der elastischen Fläche der Platte auf die Berechnung der Knotenpunkts
verschiebungen w und z des elastischen Gewebes zurückgeführt.

Ich habe nur noch zu zeigen, wie auch die inneren Widerstände der 
Platte aus den Ordinaten w und z bestimmt werden können.

Um den Teil der elastischen Fläche, auf welchen der Punkt k 
(Abb. 5 a) und die acht benachbarten Punkte i,l,m,n,o,p,q,r liegen, 
näher zu beschreiben, ersetze ich das elastische Gewebe in der un
mittelbaren Umgebung des Punktes k durch die Fläche

1
Z = —

(x-Xi) (x-x^ [zo(y-yt) (y-y^-Zztty-yn) (y-ym)+zq(y-ym) (.y-yt)}
-2(x-xt)(x-Xi)[zm(y-yk)(y-yn)-(y-yn)(y-ym)+zn(y-ym)(y-yk)] ■ (&) 
,+(x-Xi) (x-x^ [zp^y-y^ {y-yn)-^i(y-yn) (y-ym}+zr{y-ym) {y-y^

Man kann sich leicht überzeugen, daß diese Fläche durch die neun Punkte 
i, k, l, m, n, o, p, q, r des Gewebes hindurchgeht. Sie möchte daher 
unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Maschenweiten kx und

alsUmhüllungs- oder Sch miegungs- 
fläche des Gewebes im Punkte k be
zeichnet werden. Die zugehörigen Dif
ferentialquotienten für den Mittelpunkt k 
mit den Ordinaten x = xk. y — yk sind:

( cz\ Zt — Zi (dzk)x 1

c~z
dx*)* 
'<?2aA
^y-/k 
c^z \

.8xciylk

^x 4
(d Z^y

2zi + zz

H“
Xy

: Ws (^* Zjc)x j 

^Zk)y

G» + zr) — (zp + z„)
4 4 /

^k)zy

(b)

Abb. 5a.
Führt man diese Größen in die Gleichungsgruppe (8), so erhält manim Ein
klang mit den Gleichungen (29) und (30) für die Spannungsmomente die
Formeln
, — _Q C 62Z < 1 S*Z' 

I o A "t~-------«—Ä
\42 m Sy2,

2zk — zt-zi

Sy --
^X

2zk — Zm — Z,

1
m ÄJ,

1 2z* — Zi - z,.

_ W— 1
^xy ~~m

q er ^z m 1 
oxcy m

■1/ m 2;

•x^y

(31)
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Für die lotrechten Scherkräfte gilt ebenso:
„ 8w Sy 

w- = y (wz - Wf) ,

VV = 81 (Wn — W,„) .
cy w

(32)

Will man die inneren Widerstände unmittelbar aus den Größen
2

f — Sy S2 — und AZ = Äj w ableiten und benutzt man ein Gewebe mit 

der Maschenweite kx = Äy = 2, so kann man auch die außerordentlich 
einfachen Formeln

22 .. . 1
y ^z Qk Ci Ql) H (2 Ck “ Cm Qn) :N m
& , 1
y Sy = (2 Ck — Cm — Cn) H----- (2 Ck —Ci — Cl) ,N m
2- --1 . . . .. ■ (33)
W”txy ' 4m ~

22^ - Mi — Mi,
22»y = Mh — Mm '

verwenden. Die Maschen weite 2 muß hierbei derart gewählt werden, 
daß die elastische Linie im Bereiche i, k,l und m, k, n keinen Wende
punkt aufweist, denn nur unter dieser Voraussetzung wird sich die als 
Umhüllungsfläche des Gewebes benutzte Fläche zweiten Grades mit 
der wirklichen elastischen Fläche decken können.

3. Die allgemeine Differenzengleichung der 
elastischen Platte.

Aus den beiden Differenzgleichungen des Gewebes

~ ™ (d2^)^ = — y ,

4 =-y-
^Z "2

läßt sich auch die allgemeine Differenzengleichung der Platte ableiten.
Für das Gewebe im Bereiche des Punktes k und die aus Abb. 6 er

sichtlichen Knotenpunktbezeichnungen gelten nämlich die Bedingungen:
2 z; — z, — zk 2 zf — z0 — z.

1— WX. =
7z Ty

2zk~ Zi — zt 2 zk — zm — zn
2ä

2*
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1 2 zi — zk — Zt 2 zt — zv — zr
~Wl =------ -------------------------—

1 2 zm z0 Zp 2 zm zu zk
~r~ Wm — 7, I 12

Es ist andererseits
2 wk — Wi — wi

'■x

2

Hieraus folgt: F Z 1 1 \ 8 ]
zk ® 1 । TT / H 12 12L \ÄX Ay) ^X^y}

+ 32 ja (zo H- z? + z« + zr) ^x^y
1 1 , ,

+ “jT (zs + zi) + ~jT (za + ZJ»x A-y

p_
8k

(34)

Für Äx ~ kj = /■ erhält man schließlich
20 zk — 8 (zt + Zi + zm + zn) + 2 (z0 4- zv + z^ + zr) 

, , , , . , ^Pk+ (zs + Zf + Z^ + Z„) = ö—— .
(35)

Diese dreizehngliedrige Formel ist die unmittelbare Übersetzung der 
Hauptdifferentialgleichung ^4 2 f p

ßx1 dx^dy2 ßy^ N '
Sie ist weniger einfach als die fünf

gliedrigen w- und z-Gleichungen des Ge
webes : ihre Anwendung ist aber von Vorteil, 
wenn die Randwerte M von vornherein 
nicht bekannt, die Randwerte f hingegen 
entweder gegeben sind oder aus den 
Randbedingungen der elastischen Fläche 

abgeleitet werden können1). Die Untersuchung der ringsum einge
klemmten Platten im Abschnitt VII wird Gelegenheit geben, die 
Gleichung (35) zu benutzen, um die Gestalt der elastischen Fläche ohne 
den Umweg über die Momentensumme unmittelbar zu bestimmen.

*) Herr N. S. Nielsen hat in seiner verdienstvollen Arbeit „Bestemmeise af 
Spoendinger i Plader ved anvendelse af Differensligninger“ (Kopenhagen: G. E. C. 
Gad 1920) für eine Reihe wichtiger Aufgaben der Plattentheorie die zur Lösung 
der dreizehngliedrigen Differenzengleichung erforderlichen Rechnungen mit 
großer Sorgfalt durchgeführt.
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4. Die Verteilung der Belastung auf die 
Knotenpunkte des Gewebes.

Die Grundgleichung

^z i-y n

ist unter der Voraussetzung abgeleitet, daß die Lasten Pk unmittelbar 
an den Knotenpunkten angreifen. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn 
der Schwerpunkt der Belastungsfläche ab c d (Abb. 5) mit dem Knoten
punkt zusammenfällt. Die Größe 

stellt dann den Mittelwert der spezifischen Belastung für den Bereich 
ab cd dar.

Greift nun eine Einzellast P außerhalb der Knotenpunkte an, so 
lassen sich die auf die benachbarten Punkte 1, 2, 3, 4 entfallenden Last
anteile Px, P2, P3, Pi wie folgt bestimmen.

Ich verbinde den Angriffspunkt der Kraft P durch vier Drähte 
mit dem Hauptgewebe (Abb. 7): wenn die aus den Randdrähten 1, 2, 3, 4 
gebildete Unterlage vorerst als fest angesehen wird, so ist die Ver
schiebung des Punktes o gegen das Hauptgewebe durch die Gleich
gewi chtsgleichung

w0 (— + — -{- — + —I = — z 71 
bestimmt. z2

Im Punkte I wird nun die lotrechte Teilkraft ! 1
« m 3

_ Hwq k——4
“ 2, Abb. 7.

2

-t, "^PAz 
"3T"

* m
d—-

Abb. 7.

auf den Rand 1, 4 übertragen. Ebenso erhalten die übrigen Ränder 
Teilkräfte

Hwu 
z2

P ~Sw< „ Hw0
ir~ z4

Der Knotenpunkt 1 übernimmt von Pr den Anteil Pi

den Anteil PIV 22 oder insgesamt
1

, von Pw

1 4'•3
p _ p ^3 , p 4 _ p ^1 4 + h h ^1 + ^2
^-^3 + V ^4+4 1 , 1 ,1 I1

+ 4 + 4 +

A

p_______ Z2 Z3________
(2-l + A2) (ä3 -f- Xi)
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Setzt man 
so erhält man

und ebenso für

p ^P 2 3
'-x ^y

die übrigen Knotenpunkte

(36)

P.-, = p^ P — p 41 
3 ~ ’ Ay

festgelegt; um die Wölbung im 
Aufriß zu bestimmen, ist noch

für jeden Punkt mit den Polarkoordinaten r und rp die Ordinate w in 
der Richtung der -|-z-Achse zu ermitteln (Abb. 8).

Im Knotenpunkt k kreuzen sich die Drähte Ri, Ri, Rm, Rn: der 
jeweilige Neigungswinkel gegen die Grundrißebene sei der Reihe nach 
mit coj, <uz, a>m, a>n bezeichnet. Die zugehörigen Spannkräfte mögen 
den Gleichungen

Die außerordentlich einfache Gesetzmäßigkeit, mit welcher sich 
die Lastverteilung vollzieht, tritt deutlich in Erscheinung. Ihre Über
einstimmung mit dem Hebelgesetz, sobald eine der Größen x1; Ä2, Z3, 
gleich Null wird und die Last unmittelbar in einem Punkte der Netz
linien angreift, ist ohne weiteres zu erkennen.

B. Das Radialgewebe.
Das Gewebe mit rechteckigen Maschen ist für die Untersuchung 

kreisförmiger Platten wenig geeignet, weil die Knotenpunkte nicht 
symmetrisch zur Umdrehungsachse verteilt und die Drähte nicht durch
weg senkrecht zum Plattenrand gerichtet sind.

Der Gestalt der Platte paßt sich am besten das Radial- oder 
Spinnengewebe an. Es besteht aus einem Büschel strahlenförmig

Abb. 8.

verteilter Drähte, die miteinander 
durch konzentrische Ringe ver
bunden werden (Abb. 4 a). Die 
Drähte des Büschels mögen Ra- 
dialdrähte, diejenigen der 
Ringschar Ringdrähte genannt 
werden.

Ich setze voraus, daß die Ra
dialdrähte im ganzen Gewebe den 
gleichen Zentriwinkel J cp mit
einander schließen und daß die 
Ringe in gleichen Abständen A r 
angeordnet sind. Hiermit ist 
die Grundrißgestalt des Gewebes
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Ri = Sj (2 r — J r) sin —-. sec coi,

Ri = <Sj(2 r + J r) sin —y- . secooz,

Rm = SxAr ■ seca>m, 
Rn = SxAr • seccon,

folgen: unter Sx ist eine als Vergleichsmaß dienende Einheitsspannung 
zu verstehen.

Ich zerlege jede Größe R in eine in die Grundrißebene fallende Teil
kraft R' — R ■ cosco und in eine, der 4-U’-Achse parallel gerichtete 
Teilkraft R" = R • sin co .

Für die erste Gruppe von Teilkräften gelten die Gleichgewichts
bedingungen: j

(Ri — R^ — (R'm + R'n) sin — = 0, 

(R’n — R'm) cos = 0 .

Man kann sich leicht überzeugen, daß diese beiden Gleichungen durch 
die Größen R der Gleichungsgruppe (37) von vornherein befriedigt sind.

Die Teilkräfte R" müssen im Verein mit der im Punkte k angreifen
den und in Richtung der 4-w-Achse wirkenden Last Pk die dritte Gleich
gewichtsbedingung

erfüllen. W “ R'^ + “ R^ + ^ = 0 (38)
Bedenkt man, daß der Last Pt die Belastungsfläche ab cd mit dem 

Flächeninhalt 2r Ar sin cos 7^ entspricht und setzt man daher

„ _ . . Aw AmPk = 2 p r J r sm -y- cos —y,

so geht die Gleichung (38) im Einklang mit den Werten R der Gleichungs
gruppe (37) über in:

/I m .Am
2rSx (tangco; — tang coi) sin ——H A r (tangcoj + tang co,) sin -y-

+ Si Ar(tangcon — tangcom) + 2 pr Ar sin ~y cos = 0 .

Hieraus folgt auch:

-i- (tangco? — tang co,) sec ~~ + (tanga>i + tang coj sec-^
dr 2 2r 2

tang co,, — tang co», p
A <p Am Sx

2 r sm -y- cos -y-
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Es ist nun
Wz — Wk 

^g(Oi =--------- 7— ,. zJ y/zl r sec ——

w* — u>k 
tan s, a>u =------------.41 ®2rtang —

und daher:
(Wi — wk) — (wk — z^i) , £ — Wj)

(Ar)2 r 2 Ar

Wk — wi tangcoz =----------,. 41 tpAr sec——

. wk —
-- ------------77 

2 r tang

Führt man im ähnlichen Sinne wie im vorigen Abschnitt die partiellen
Differenzen w. ^Wk}f

2 Ar Ar ’
(wi — wk) — (wk — Wi) (A2wk)r

(Ar)2 (Ar)2 ’
(wn — wk) — (wk — wm) _ (A2wk)v

ein, so lautet die allgemeine Gleichgewichtsgleichung des Spinngewebes
(A^wAr , £ (Awk)r £ (A2wk)v 

Ar2 r Ar r2 . Acp\2 (2 sm--)
(39)

Im Mittelpunkt der Platte (Abb. 9) kreuzen sich n Drähte Ri mit 
der Spannkraft

Ri = — StAr sin sec a>i.

P* = np

Sie liefern eine nach aufwärts 
gerichtete Mittelkraft

„ . . A a> „— o, . rrsm ( tangcoj

„ . Aq) A q) r-,,
= —Si sm — cos -^-2. (wk ~ wt) ’ 

welche mit der Mittelpunktsbelastung

A r\2 Aq) Aq> 
~j sm — cos —
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im Gleichgewicht sein muß. Es ist also:

= 0,

/ zlr\2 (39a)

Durch die Gleichungen (39) und (39 a) ist nunmehr die Wölbung des 
Spinngewebes vollständig bestimmt.

Läßt man in der Grundgleichung A r und A 95 unendlich klein 
werden, so verwandelt sie sich in die bekannte Differentialgleichung 
der elastischen Haut

Cr2 r or r2 Sep2 Sx
Hiermit ist die unmittelbare Verwandtschaft zwischen Spinnengewebe 
und elastischer Haut erwiesen.

Die Gleichung der elastischen Fläche der Platten lautet in Polar
koordinaten

/ 02 2 a 1 o2 \ t i dc 1 au
\dr2 r Sr r2 d<p2)\ßr2 r dr r2 Sep2

Setzt man j j
—NI -- H------- x--- 1—r- ——*-) — M,\ ar1 r or r“ oqr)

so ergibt sich auch
&M 1 SM 1 C2 M

*1 n I *1 1 0 *1 0er* r er c(p2

XV

(42)

(43)

Diese Gleichung deckt sich mit der Gewebegleichung vollkommen, und
es ist wieder Mi = S1wk.
Ebenso erhält man aus der Gegenüberstellung der Gleichung (42) mit 
der zw’eiten Differenzengleichung

(A2zM 1 (Azt)r 1 (A2zk}v _ wt _ Mk
Ar2 r Ar r2 /_ . Aep\2 S2\2sin~)

die zweite Verknüpfung

Wie beim Gewebe mit rechtwinkligen Maschen ist somit die Be
rechnung der Formänderung der elastischen Platte auf die aufeinander
folgenden Lösungen der Differenzengleichungen der w- und z-Werte 
zurückgeführt.
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Zur Bestimmung der Momente der Biegungsspannungen in radialer 
und tangentialer Richtung sowie der Drillungsmomente dienen die
Formeln j n i

~ d----- I----- 3 I 7 7) 2l er m \r er
r i oj i 62c i öh

St = —A----- 3--- 1-- w -3—+ — “WL r ar r- cp m ar* .
m — 1 0 / 1 d f \

tr = — -V---------- — — -5— -m er \r Op /

(45)

Um die partiellen Differentialquotienten durch Differenzen aus
drücken zu können, sei wie früher die elastische Fläche im Bereiche 
des Punkthaufens i, k, l, m, n, o, p, q, r (Abb. 8) durch die Schmie
gungsfläche

t = ^r~rk^r~r^~2zt^r~ G) (r~+ z‘ (r—~

[zm (<P — Pk) (P ~ Vn) — ^k — <P^ (^ — Pm) + Z« {p ~ P^ (P — %)]
ersetzt. Aus dieser Gleichung leite ich für den Punkt rk, pk die Werte

r dr
s.s2 

2rkdr
1 C2£ S1S2

A A c<p3 ^Zk Zm

ab und erhalte sodann:

*> =

tr =

1J „i21 Zk zi — Zt) ---- ---- -(uffl m l rk
SiS2i^r {zt — zi) / Jr V
(^rylrk 2 
m — 1 S1S,

---- (z«n-

Zk — zm

^k ~ Zi — Z{) (46)
1

m

m ir^p dr .

Für die Scherkräfte in radialen und tangentialen Flächenelementen 
ergibt sich ebenso aus den Formeln

SM _ £ SM 
Sr ’ Vt r Sp
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in Übereinstimmung mit der Gleichung = S1w:

Vr = 227 -Wt ~ Wi^ ’■
S, <47>

Ist die Belastung symmetrisch um die Drehachse der Platte verteilt, 
so lauten die Grundgleichungen

m + ~ 49 5
\ dr* r dr 1
(d-M t 1 dM\

p = — H j—)> \ dr* r dr /
1 1 d£\

Sr — —r , <> H--------aJ ’\dr- m r dr 1
, , (4S)

( \r dr m dr2 / ’
“ 0,

dM vr = — , dr
v« = 0.

An Stelle des Gewebes treten nunmehr Seilecke, deren Ordinaten 
w und z die Bedingungen

wi — 2 wk + w,- 1 wt — wt
J r2 + rk 2dr

Zj — 2 Zk + Zi 1 Zf — Zj, 
J r2 rk 2d r

P

Wb
S2

(49)

erfüllen. Der Spannungszustand ist schließlich durch die Formeln

Sr (Jr)2C Zk Zi
_ Jdr_ Zj — zi

St~ (drylr, 2
$

®r = S-f- (WZ - Wt)

1 J r zt — zi

(50)

m rk 2

beschrieben.

C. Das Gewebe mit dreieckigen Maschen.
Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daß es möglich ist, die 

elastische Haut durch ein Gewebe mit rechtwinkligen Maschen oder 
durch ein Radialgewebe abzubilden: Die Wahl der Gewebeart entsprach 
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hierbei den Eigenschaften des für die Darstellung der elastischen Fläche 
benutzten Koordinatensystems.

Kennzeichnend für beide Gewebe ist die Zerlegung der elastischen 
Haut in viereckige Streifen, deren Randspannungen durch die Spann
kräfte von vier Drähten ersetzt werden, die sich in einem Knotenpunkt 
kreuzen. Gibt man den Streifen eine andere Gestalt, so müssen sich die 
Anzahl und die Lage der Drähte, deren Spannkräfte die Randspannungen 
vertreten sollen, und mithin auch die Gewebeform ändern.

Es ist von vornherein einleuchtend, daß unter den verschiedenen 
Möglichkeiten der Streifenzerlegung und der Gewebebildung diejenige 
den Vorzug verdient, die in der Gestalt der Maschen eine geometrische 
Verwandtschaft mit der Umgrenzung der elastischen Haut erkennen 
läßt. Die Verknüpfung zwischen Gewebeart und Gestalt der Haut ist 
bei gleichschenkligen Drei-, Vier- und Sechsecken besonders einfach. 
Wie die Abb. 4b und 10 zeigen, gelangt man durch Zerlegung der Haut 
in Sechsecke zu einem Gewebe, das in jedem Knotenpunkt sechs Drähte 
vereinigt und hexagonales Gewebe genannt werden möge1).

Abb. 10.

Die großen Vorteile, welche die Anwendung dieses Gewebes auf die 
Berechnung dreieckförmiger Platten bietet, lassen eine kurze Unter
suchung seiner statischen Eigenschaften zweckmäßig erscheinen.

Bezeichnet man nach Abb. 11 mit
Xx: die Maschenweite in Richtung 

der x-Achse;
: die Maschenweite in Richtung 

der y-Achse;
2 oc: den Winkel, den zwei benach

barte, gleich lange Netzlinien 
miteinander bilden;

wk: die in Richtung der s-Achse 
gemessene Ordinate des Kno
tenpunktes k des Gewebes;

con: den Neigungswinkel des wteu 
Drahtes gegen die x-, y-Ebene,

h Die eigenartige Gliederung der sechseckigen Streifen erinnert an. die Ver
teilung der Zellen von Bienenwaben: das hexagonale Gewebe könnte daher auch 
mit Recht als Bienengewebe bezeichnet werden.
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so können die Spannkräfte Ri, Ro, Rp, R;, Rr, Rq, der sechs sich im
Knotenpunkt k kreuzenden Drähte durch die Gleichungen

Ri = ^1 ^y “ i 41ang Ä) sec > 
Ro — St i- see x ■ sec m0, 
R.p = S Xx sec x ■ sec a>p ,
Ri — — » ^tang a) sec co2,
Rr — St 4- sec x • sec a>r,
Rq = St 4- 4 sec x ■ sec a>t

(51)

dargestellt werden. Zerlegt man wie früher jedes R in die Teilkräfte 
R' = R • cosco und R" — R • sinm, so müssen letztere den Gleich
gewichtsbedingungen

{Ri — Ri) + [(Ä^ — Rp) + (Rq — Rr)] sin x = 0, 
[(-^ + Rp) — {R'q + ^r)] COS Ä = 0,

{Ri1 - RD + {R" - R'^) + {Rp - R^) + Pk^o

genügen. Unter Pk ist hierbei wie früher die Belastung des Knoten
punktes k zu verstehen.

Die beiden ersten Bedingungen werden von den Werten R der 
Gleichungsgruppe (51) von vornherein befriedigt. Aus der dritten folgt 
aber, wenn Pk — pÄxÄy gesetzt wird:

^4 — -i-^tang öd (tangw2 — tang co,)

+ ~ 4 sec x [(tang cor — tang coo) + (tang a>p — tangcoä)] + —- 4 4 = 0 >

2 1 \JI — - tang aj {wt — 2wk + w()
x p

+ tang x [(wr — 2 wk + w0) + {wp — 2wk + wq)] + — 44 = 0 •

ZT * 2 \ (^~ 2^+ ^i)(1 — tang2 x)--------------------
. X (52)

+ ” 2 + w^> + ^wp ~^wk + ws)].+ y = 0 •

Hiermit ist die Bestimmungsgleichung der w-Ordinaten gewonnen. Die 
zugehörige Gleichung der z-Ordinaten lautet:

zi z. 2 x^zi — -zk + zt}(1 — tang2 x) --------

Wt.
+ ^ä-[(2r — ^zk + zo] + &p — %zk + Z4)] + -ö- = 0 .

(53)
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Bilden die Maschen gleichseitige Dreiecke von der Seitenlange 2, 
so nimmt die Gewebegleiehung die einfache Form:

2 p)?
4 Wk — (wt + wt + w0 + wp + wi-\- wr) = -=— ,

2 / r- <M>
42* — y (2; + ZI + Zo + Zr + zq + zr) = wk — = Mk .

Aus den w- und z-Werten lassen sieh wie früher die Momentensumme
2

M — w Sk und die elastische Verschiebung £ = 81Si -y ableiten.

Entsprechend der Eigenart des Gewebes erscheint es naheliegend, 
die Biegungsspannungen nicht in Richtung der Koordinatenachsen, 
sondern in Richtung der in jedem Knotenpunkte sich kreuzenden Drähte 
zu verfolgen.

Hierzu benutze ich die für jedes rechtwinkliges f-, t]-Kreuz geltenden 
Beziehungen: c2f\

M = — N

m c ^2,

G 7/2 
m — 1

m
m — 1

Jf + N

c >•

und erhalte im Einklang mit nachstehender Abb. 12:

m~~1 S a (2 — Zp — Zg)
m 1 2 (zy sec a)2

m — 1 „ „ (2 zk — Zi — z;)Sik =------- ÖJ öä--------- ——m Zi

m—l „ „ (2 zk — z0 — zr) 
m 12 (2y sec a)2

4-------- wk, m

4—, 
m

4-------- - I wk ■m

ß2

(.55)

Für die lotrechten Scherkräfte in Flächeneieinenten senkrecht zu 
den Netzlinien ergibt sich ganz entsprechend:

lt Ss1 12 2^330 a

V2i 61 2 2, ’

— _ c —
V3i <5s3 122^860 a ’ ,

(56)

o^2

-N - S
\o m o 7/

d2£

m ö y

m

m
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Zur Bestimmung des Drillungsmomentes der wagrechten Schub
spannungen in Flächenelementen senkrecht zur x- oder zur y-Achse 
dient schließlich wie beim Gewebe mit recht
eckigen Maschen die Gleichung

m — 1 S2
m 4

* 9

[(zp 4“ Sj) (2o4" ~r)l •

Die vorstehenden Formeln sind so einfach
aufgebaut, daß die wenigen Gewebeordinaten Abb. 12.
genügen, um den Spannungszustand an jeder
Stelle zu beschreiben; es ist also bei dem hexagonalen Gewebe, trotz der 
größeren Anzahl der sich in einem Knotenpunkt kreuzenden Drähte, 
ebenso leicht wie bei den anderen Gewebearten, ein vollständiges Abbild 
der Formänderung und Beanspruchung der Platte zu gewinnen.

§ 4. Die Anstrengung der Platten.
Um die Anstrengung der Platte beurteilen zu können, genügt es 

nicht, die Spannungsmomente sx, sy, txv für jeden Punkt x, y der Mittel- 
flache zu errechnen. Es müssen auch die Lage der Querschnitte, in 
denen die Hauptformänderungen und Beanspruchungen entstehen, und 
die Größe der letzteren bestimmt werden.

Es ist aus der Festigkeitslehre bekannt, daß die Biegungsmomente 
ihren höchsten bzw. niedrigsten Wert

Sm« = 2. j' (Sz _ svy 4(58)
min —

in den Stellen erreichen, in welchen das Verdrehungsmoment t ver
schwindet : der Neigungswinkel oc der fraglichen Querschnitte gegen die 
V-Z-Ebene wird durch die Gleichung

2 /
tanga =---- (59)

festgelegt. Sx S,J
Der Größtwert des Drillungsmomentes

4 = 1 'm+ (60)

wird hingegen in einem der Winkelhalbierenden Schnitte der Haupt
biegungsmomente erreicht.

Für einen Baustoff, der dem Hookesehen Gesetz folgt, lassen sich 
auf Grund der Gleichungen (3), (5) und (8) aus den Spannungsmomenten 
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unmittelbar die größten am unteren bzw. am oberen Rande der Platte 
auftretenden Spannungen 

ableiten.
Den Hauptbiegungsmomenten entsprechen die Hauptspannungen

_ 6^ = + +

(61)

Sind für ein Plattenelement die spezifischen Dehnungen und Schie
bungen

£*~ Z dx2 ’ Z dy2 ’ £xy dxöy 

bekannt, so läßt sich der Wert der Hauptdehnungen mit Hilfe der Formel

£max = I [(e2+£3,) + y(e2:—£j,)2 + (62)
bestimmen. miQ

Für die Oberflächenschiehten der Platte gilt insbesondere die Glei
chung

_ h 1// a^y / o2? y
^2“ "r 4 \ 8 x2 6 y2 ) ~ / \ d x2 8y2/ \ d x 8 y /

oder wenn
33C 1 w2 f 1 \ __ 12 f 1 \
da2 N m2 — 1 \ m Sy) Eh2 \ m Sy)

1 m2 / 1 12 / 1 \
Sy2 N m2 — 1 Vy m x) Eh2 Vv m /

1 m 4 ( 12 m -f- 1
ä7d7 = 'N ‘ m - 1 txy + Eh2 txv

gesetzt wird:

min

t 1 ^-^ + 4^ ■ (63)3
Ä2 .

m — 1
m

Die linke Seite dieser Gleichung stellt die reduzierten Haupt
spannungen, nämlich diejenigen Spannungen, welche in einem Stab 
bei einfacher Zug- oder Druckbeanspruchung die Dehnungen So« 
hervorbringen würden, dar.

Um den Unterschied zwischen den tatsächlichen und den reduzierten 
Hauptspannungen zu beleuchten, mögen zwei Grenzfälle in Betracht 
gezogen werden.
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Es sei zuerst: ^x $y — Ä , ^x y — 0 •
Dann ist nach Gleichung (61) und (63):

6
Omas ^2 $ ’

Ist hingegen 
so werden

_ , 6/ 6«
ömax l VV > ömin ~ ,5

^(red) max
6
1^S'

m — 1 ^max m
^(red) max m— 1

sx = sy = 0 , ^xy ~ t j

Für

, 6« Wi + 1 umas m
O(red) max ' 7 q ' ’ — ,

min A“ m O(red) max m -f-

m = 2,0 , 4 , 6 , 8 . . . OO

ist im ersten Falle

1.333 , 1,2 , 1,14 . . . 1,0;
im

^(red) max 

zweiten:
—= 0,667 , 0,8 , 0,857 , 0,889 . . . 1,0 .
Ojreil) max

Die Größen der beiden Spannungsarten weichen, wie man sieht, 
um so mehr voneinander ab, je kleiner die Poissonsche Ziffer ist.

Ihre Verteilung kann auch beim gleichen Belastungszustand durch
aus verschieden sein. Bei einer quadratischen, freiaufliegenden, gleich
mäßig belasteten Platte nehmen beispielsweise in den Diagonalquer
schnitten, wenn man von den Ecken nach dem Mittelpunkt fortschreitet, 
die wirklichen Spannungen zu, die reduzierten dagegen ab.

Nur wenn m = oo wird, stimmen Größe und Richtung bei beiden 
Spannungsarten überein.

Wenn man nicht von vornherein annehmen will, daß dieser Grenz
fall tatsächlich vor dem Bruch eintritt, so muß entschieden werden, 
ob für die Querschnittsbemessung die tatsächliche oder die reduzierte 
Hauptspannung ausschlaggebend sein soll.

Nach der Mohr sehen Hypothese ist die größte Schubspannung als 
Maßstab für die Anstrengung der Platte zu betrachten. Diese Span
nung rmas ist gleich dem halben Unterschied zwischen den algebraisch 
größten und kleinsten der drei Hauptspannungen, welche den Span
nungszustand an einer Stelle bestimmen. Am meisten gefährdet sind 
also diejenigen Oberflächenschichten der Platte, die den größten Span
nungsunterschied aufweisen.

Unter den drei Hauptspannungen ist die eine, nämlich die Normal
spannung oz = 0 oder kann, da sie höchstens den Wert der Pressung p 
erreicht, neben cq und cr2 gleich Null angesetzt werden.

Marcus, Platten.
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Haben und o2 das gleiche Vorzeichen, so ist die größte der beiden 
(umM) maßgebend.

Der zugehörige Grenzwert der Schubspannung ist

+ + + 4 .

Bei verschiedenen Vorzeichen von und o2 wird hingegen

+ 44, •

Ist beispielsweise = = s ; = 0 ,
so ergibt sich _ _ _  6 s  $

^max — — ^2 7 0 5

während im Falle
= S , tXy = 0 j

_ _ — Al — 7
Umax — ^2 7 2 Gnax

min *’

sein würde. Bei gleicher Schubfestigkeit rmax würde also das Bruch- 
moment s im ersten Falle zweimal so hoch wie im zweiten sein. Nimmt 
man aber auf Grund der älteren Bruchtheorie an, daß lediglich die 
größte Dehnung oder die größte reduzierte Spannung für die Anstren
gung der Platte ausschlaggebend ist, so wird im ersten Falle:

6 m — 1 m h*
^(red) mas == W * ? Oder 6 — • —- • Ufredj max ,n- m m — 1 b

im zweiten:
6 m + 1 m h2

^(red) max x o * $ * ’ Oder .9 , _ • p * ^(red) max •
Ä2 m m + 1 6

Bei gleicher Dehnungsfähigkeit, d. h. bei gleichem Werte u(red)maX 
werden sich mithin die Werte der beiden Bruchmomente wie (m + 1) 
zu (m — 1) verhalten; im Grenzfall m = oo stimmen sie vollkommen 
miteinander überein.

Aus diesem Vergleich erkennt man, daß die beiden Hypothesen über 
die Bruchentstehung zu Ergebnissen führen, die bei kleinen Zahlen m 
wesentlich voneinander abweichen können. Für die Beurteilung der 
Tragfähigkeit einer Platte, für die Wirtschaftlichkeit ihrer Querschnitts
bemessung ist eine einwandfreie Abschätzung der Bruchgefahr unerläß
lich, und es ist daher dringend notwendig, die Brauchbarkeit und Richtig
keit der Bruchtheorien eingehend zu prüfen.

Die bisher vorliegenden Versuchsergebnisse haben die Gültigkeit 
der Mohr sehen Hypothesen für bildsame und auch teilweise für spröde 
Baustoffe, wenigstens soweit Druckspannungen als Hauptspannungen 
in Betracht kommen, bestätigt. Wenn hingegen die Hauptspannungen 
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Zugspannungen sind, ist es zumindest fraglich, ob nicht die Hypothesen 
der größten Dehnung als Bruchursache mit den Versuchen besser in 
Einklang zu bringen ist1).

Die Beurteilung der Anstrengung ist bei Platten aus Beton oder 
aus Eisenbeton aus dem Grunde besonders schwierig, weil die für die 
Bestimmung der Hauptdehnungen maßgebenden Elastizitätsziffern E 
und m nicht allein von der Größe, sondern auch von der Art der Haupt
spannungen abhängig sind.

Während E sowohl bei Zug- als bei Druckbeanspruchungen mit 
wachsenden Spannungen abnimmt, ist beim Beton wie beim Gußeisen3) 
eine Abnahme von m bei Druck- und eine Zunahme bei Zugbeanspru
chungen zu verzeichnen. Das Verhältnis zwischen wirklichen und redu
zierten Spannungen ist daher, je nachdem Druck- oder Zugbeanspru
chungen in Frage kommen, verschieden.

Ist beispielsweise die Anstrengung eines Balkens durch die Größen 
— kb, o2 — — 0

^mas ' jra kb

und diejenige einer Platte gleicher Steifigkeit durch die Werte

= o2 = kp , ^3 = 0

m — 1 k„ e = e =--------- •—£-
J-max m

gekennzeichnet, so zeigen die Versuche, daß, sowohl kb = kp als auch 
eb = sp ist, wenn und o2 Zugspannungen sind; es müßte in diesem 
Falle vor dem Bruche m = 00 sein. Bei schwach bewehrten Platten, 
die durch Überwindung der Zugfestigkeit oder durch Überschreitung 
der Streckgrenze des Eisens zu Bruche gehen, ist daher die größte wirk
liche ebenso wie die reduzierte Hauptspannung für die Bruchgefahr 
maßgebend. Sind aber o1 und o2 Druckspannungen, so müßte nach 
der Mohr sehen Theorie wiederum kb = kp, jedoch ep < e» sein. Aus

J) Der Leser findet einen ausführlichen Bericht über die Ergebnisse der Platten
versuche in § 5 der Abhandlung des Verfassers über „die Theorie elastischer Ge
webe und ihre Anwendung auf die Berechnung elastischer Platten“ in „Armierter 
Beton“ 1919, H. 10 u. 11. Die neuen Versuche von Nadai sind in seinem Vortrag 
über „die Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestätigung“ 
(Z. ang. Math. Meeh. 1922, H. 5) besprochen.

ä) Vgl. den Aufsatz von Meyer, E. und W. Pinegin: Über einen Apparat 
zur unmittelbaren Bestimmung der Querdehnung nebst Versuchsergebnissen am 
Gußeisen, in Dingler 1908, H. 19, S. 292. — Ausführliche Angaben über das Ver
hältnis von Längs- und Querdehnungen bei Eisenbetonsäulen befinden sich in 
den Versuchsberichten von Rudeloff in H. 5 u. 21 der Veröffentlichungen 
des Deutschen Ausschusses für Eisenbeton.

3*
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den Bachschen Versuchen1) läßt sich indes nachweisen, daß s2, eh 
ist; nimmt man im Sinne der alten Bruchtheorie an, daß zumindest 
ep = sein soll, so wird dann, wenn nicht m = oo ist,

b Vgl. v. Bach, C.: Versuche mit allseitig aufliegenden, quadratischen und 
rechteckigen Eisenbetonplatten. Berlin: W. Ernst u. Sohn 1915. In dem Ver
suchsbericht sind die lotrechten Verschiebungen z für ein Netz von Punkten an
gegeben. Die aus den gemessenen Werten z errechneten zweiten Differenzen 

, (d2z)y stellen die Krümmung der Platte dar und geben einen Anhalt über die 
Größe der entsprechenden Dehnungen. — Ich habe für Platten und Balken von 
gleicher Steifigkeit, aber verschiedenen Längenverhältnissen, diese zweiten Diffe
renzen ermittelt, die zugehörigen Dehnungen verglichen und hierbei festgestellt, 
daß die Platten durchweg stärkere Formänderungen als die entsprechenden 
Balken erfahren haben.

2) Die in meiner Abhandlung (in „Armierter Beton“ 1919, H. 11) vorgeschla
genen Versuche werden mit Hilfe einer- vom Verfasser entworfenen Versuchsvor
richtung im Auftrage des Deutschen Ausschusses für Eisenbeton in der Prüfungs
anstalt der Dresdner Hochschule ausgeführt.

k„ = E --------~ • ep> Eeb = kb ' m — 1

sein müssen. Der Unterschied zwischen der Druckfestigkeit kp der 
Platte und der Druckfestigkeit kb des Balkens wird um so höher, je 
kleiner m ist und je stärker die Querdehnung behindert wird.

Um bei Platten, welche mit einer kräftigen Bewehrung versehen sind 
und durch Erschöpfung der Druckfestigkeit zerstört werden sollen, die 
Bruchgefahr zu beurteilen, ist also auch die richtige Einschätzung der 
Poissonschen Ziffer notwendig. Da die vorliegenden Versuchsergeb
nisse nicht ausreichen, um die Größe dieser Ziffer unmittelbar vor dem 
Bruch festzustellen, und da gerade die eigentliche Wirksamkeit der 
Platte in der Zahl m zum Ausdruck kommt, hat der Verfasser die An
regung gegeben, durch Messung der Krümmung bei Platten, welche auf 
reine Biegung durch verschiedene Kräftepaare sx und sv beansprucht 
werden, die Poissonsche Ziffer für verschiedene Spannungsstufen zu 
bestimmen. Die fraglichen Versuche sind inzwischen in Angriff ge
nommen worden und werden hoffentlich die gewünschte Klärung 
herbeiführen2).

Obgleich die Ergebnisse der Bachschen Versuche die Vermutung 
rechtfertigen, daß unmittelbar vor dem Bruch die Zahl m nicht allein 
vor der Grenze m = oo weit entfernt ist, sondern eher den niedrigsten 
Werten m = 5 bis m = 2 zustrebt, und daß weiterhin in Übereinstim
mung mit der alten Bruchtheorie die Plattenfestigkeit kp höher als die 
Balkenfestigkeit kb sein muß, dürfte es vorerst richtiger sein, die für den 
ungünstigsten Fall m = oo errechneten Grenzwerte der- Hauptbiegungs
momente als maßgebend für die Anstrengung der Platte und somit auch 
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für ihre Querschnittsbemessung zu betrachten. Schreibt man zur 
Abkürzung

oy* J cxoy J
so stellen die Größen sx, sv, txy die Momente sowohl der wirklichen als 
auch der reduzierten Spannungen im Grenzfall m = oo dar. Die zu
gehörigen Grenzwerte sind:

Smax — i [fe + sy) + ](sz — + 4 (GJ2] .
iuin

Es sei schließlich bemerkt, daß es ein wesentlicher Unterschied für 
die Anstrengung der Platte ist, ob die größten Spannungsmomente nur 
auf einem ganz schmalen oder auf einem ausgedehnteren Bereiche ver
teilt sind. Die Versuche zeigen, daß eine starke Vermehrung der Be
anspruchung, wenn sie örtlich begrenzt ist, durchaus nicht die Erschöp
fung der Tragfähigkeit zur Folge haben muß: der Bruch tritt erst dann 
ein, wenn zugleich die Widerstandsfähigkeit der benachbarten Stellen 
überwunden ist. Für die Querschnittsbemessung haben daher, selbst 
wenn Einzellasten in Frage kommen, nicht ausschließlich die jeweiligen 
Höchstwerte, sondern auch die Durchschnittswerte der Spannungs
momente in der nächsten Umgebung der gefährdeten Stellen eine er
hebliche Bedeutung.

II . Die Randbedingungen der ringsum frei 
aufliegenden Platte.

§ 5. Die Randbedingungen der elastischen Fläche.
Die in Abb. 13 dargestellte Platte ist an ihren Rändern frei beweg

lich aufgelagert. Ich setze voraus, daß ihre Kanten so wenig über die
Stützpunkte hinausragen, daß man Rand- 
und Auflagerlinie als zusammenfallend 
ansehen darf. Die elastische Fläche muß 
zunächst für jeden Randpunkt k die Be- 
dmgung = 0 (a) 

erfüllen. Da außerdem die Randflächen 
frei von Biegungsspannungen sein sollen, 
so müssen die Spannungsmomente su, 
deren Drehachse die Randfläche berührt, 
verschwinden. Ist die Randfläche in einem auch nur begrenzten Be
reich eben und bezeichnet man mit d v und d u ein unendlich kleines 
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Längenelement der Randlinie und der zugehörigen Normale, so lautet 
die zweite Randbedingung

z- A | ” ~ 9 Ic u2 m c v- /
(b)s« = —

Beachtet man, daß 
gleichung

bereits entsprechend der ersten Bedingungs-

“ 0 f0)
sein muß, so folgt

44 = o (d)
und weiterhin du-

wk = —N (^4 + T?) = 0 ’ 
1 \cu2 ov2 >

Hieraus erkennt man, daß das erste Gewebe überall am Rande die 
Ordinate wk = 0 aufweist, also ebenfalls auf einer festen Unterlage auf
ruhen muß.

Die Gleichungen (c) und (d) fordern, daß beim zweiten Gewebe die 
Ordinaten der Punkte i, l und m,n, die vom Randpunkt k um 2U 
bzw. abstehen, die Bedingungen

_ 0 _ ^1^2 (zm~ zn)
du2 W ’ Sv2 N % 

erfüllen. Da für den gestützten Rand ohnehin
Zm ~ Zk — Zn — Q

sein muß, so ergibt sich s —[- zz = 0 (f)

Die Gestalt des zweiten Gewebes ist also dadurch gekennzeichnet, 
daß die Randpunkte k die Ordinate zk = 0 aufweisen und daß jedem 
Punkt l innerhalb des Randes mit der Ordinate zi ein Punkt i außerhalb 
des Randes mit der Ordinate „Zi — —Z[
zugeordnet ist.

Aus den beiden Bedingungen (c) und (d) folgt auch:

s„ = —N 1
m c u‘ (g)

Die zur Randlinie parallel gerichteten Normalspannungen müssen 
somit am Rande ebenfalls verschwinden.

Diese Bedingung wie auch die Gleichung Mk = 0 gelten jedoch nur 
für Platten mit ebenen Randflächen. Sind die Randbegrenzungen ge
krümmte Flächen, so fallen zwar die radialen Biegungsmomente su 
fort, die tangentialen Spannungsmomente und die zugehörigen 
Momente M bleiben aber bestehen, und da ihr Wert von vornherein 
nicht bekannt ist, so sind die Randordinaten des ersten Gewebes statisch 
unbestimmte Größen.
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Das Merkmal der statischen Bestimmtheit trifft also nur für Platten 
mit ebenen Begrenzungen zu. In den nachfolgenden Entwicklungen 
werden lediglich diese Platten in Betracht gezogen, während die Rand
bedingungen frei aufliegender Platten mit gekrümmten Rändern später 
bei aer Behandlung der kreisförmigen Platten näher untersucht werden 
sollen.

§ 6. Der Spannungsverlauf am Rande.
Der Spannungszustand längs des Randes ist durch die Scherkräfte vu 

und die Drillungsmomente bestimmt.
Die Scherkräfte vu wirken in den zur jeweiligen Randebene parallelen 

Flächenelementen: ihre Größe ist durch die Formel

gegeben.
vu = du

Die Randdrillungsmomente werden durch die wagerechten Schub
spannungen gebildet, welche in der Randfläche selbst und in den 
zur Randfläche senkrecht stehenden Schnittflächen auftreten.

Die Entstehung dieser Schubspannungen ist dadurch bedingt, daß 
dfder Winkel ——, um den sich die Mittelfläche der Platte bei der Ver- 
ou

biegung neigt, in zwei benachbarten Randschnitten verschieden ist:
um die Stetigkeit der Formänderung 
aufrechtzuerhalten, müssen daher in 
den Berührungsflächen dieser beiden 
Abschnitte die inneren Widerstände tvu 
wirken und diesen sind in der Rand
fläche selbst die Schubspannungen tuv 
zugeordnet.

Die auf einem Randelement AB CD 
von der Länge d v und der Höhe h ver
teilten wagerechten Spannungen 
bilden, wie die Abb. 14 zeigt, ein um 
die Normale zur Randfläche drehendes 
Kräftepaar = tuv■ Sv. Schreitet man 

Abb. 14.

um du in Richtung der Randlinie fort, so erzeugen die Schubspan
nungen des nächsten Raumelementes ABBF ebenso ein Moment

\ ov /
Bringt man zwei gleiche, aber entgegengerichtete, im Abstande Sv 

angreifende lotrechte Kräfte P1 an dem Randelement ABCD an, so 
bilden sie ein Kräftepaar Sv . Soll die Gruppe P1 in ihrer 
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Wirkung den Schubspannungen rMS gleichwertig bleiben, so muß ^ = 1^, 
also P1 = tav

sein. Ebenso kann für das zweite Element ABEF das Kräftepaar t2 
durch die Kraftgruppe

P2 — - = tu V d“ Vtuv
ersetzt werden.

Die in der gleichen Linie A B angreifenden Kräfte P1 und P2 geben 
eine nach aufwärts gerichtete Mittelkraft

P, - Fi = Stuv ■
Der auf die Längeneinheit des Randes bezogene Wert dieser Mittel

kraft ist , P2 ~Piv' = ---- -  = ----- . (64)

Durch die bedeutsamen Untersuchungen von Kelvin und Tait ist 
es nun erwiesen, daß mit Ausnahme eines schmalen Streifens in der

nächsten Umgebung des Randes der Spannungs
zustand der Platte nicht verändert wird, wenn die 
Randwiderstände vu und tuv durch die gleichwertige 
Gruppe der Auflagerkräfte

«« = V* + v'u = vu + (65)

ersetzt werden.
Die von den M-Werten allein abhängigen Scher

kräfte vu können als die Hauptauflagerkräfte der 
Platte bezeichnet werden, während die von dem

Drall abhängigen Größen v'u die zusätzlichen

Auflagerwiderstände darstellen.
Die Bestimmung dieser Größen erfordert eine be

sondere Überlegung, wenn die Kurve der Drillungs
momente oder die Randbegrenzung der Platte Un-

^, C Stetigkeiten aufweisen. Sind und i2 die Werte der
15 Drillungsmomente unmittelbar vor und hinter dem 

Wechsel (Abb. 15), so kann man sich den Übergang
von auf t2 auf einer kurzen Strecke 2 allmählich vollzogen denken: 
die auf dieser Strecke verteilten Widerstände v'u vereinigen sich dann
zu einer Mittelkraft ;.

C = fdtu» 
J du 
o

dv = t2 — t±

Es tritt also in dem Bereiche 2 eine konzentrierte Kraft auf, deren 
Größe gleich dem Unterschied der Werte des Drillungsmomentes vor 
und hinter der Sprungstelle ist.
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Bei rechtwinkligen Platten ist an den Ecken f2 — — und daher 
C = 2 tg = — 2 . Die an den Ecken angreifende Einzellast ist somit 
doppelt so groß als das zugehörige Drillungsmoment.

Die Versuche mit rechteckigen Platten haben in der Tat gezeigt, 
daß diese Auflagerkräfte vorhanden sein müssen, wenn die durch die 
Randdrillungsmomente bewirkte Krümmung der Plattenränder und 
das Abheben der Platte aus ihrer Unterlage verhindert werden sollen.

1. Die Darstellung der Randwiderstände mit Hilfe 
des Gewebes bei rechteckigen Platten.

Die Ableitung der Widerstände v„, tu, au aus der Randgestalt des
Gewebes ist bei rechteckigen Platten besonders einfach.

Ich lege das «-«/-Achsenkreuz in die Plattenmitte und stelle die Drähte 
des rechtwinkligen Gewebes parallel zu

Für einen Randpunkt k mit der Rand
belastung pk lautet die Gleichgewichts
gleichung des ersten Gewebes

U2wk)x UPwkb = Pk
, + 4 s,oder * y 1

‘lwk-Wj—Wi 2wk — wM — wn = p^
£ + -V

Da die Randwerte wk — wm = wn = 0 
sind, so folgt

und weiterhin
$ $111

Vx = H(w' - Wi) = -±W[ + -^Pn^ = + (66)- Ax kx £ Ax £
Beim zweiten Gewebe sind, wie vorhin nachgewiesen, den inneren 

Knotenpunkten r, l, p die äußeren Knotenpunkte q, i, o derart zu
geordnet, daß ____ _ , _ __ _______. ^q — > Äo — ^pist.

Für das Drillungsmoment im Randpunkte k ergibt sich demgemäß
m — 1 S^ßg r/ , . . . ,,

^xy — [(^p + zff) (3o + zr)J >HL tr /u/g Ay
/ — _ W ~ 1 ^1^2 (~ _ z\ = ~ — Cp)
xv m 2^2/' p) m 22^ ' (67)

Beim Endpunkt ist aber auch, wie Abb. 16 zeigt,
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und hieraus folgte _ m t
m ^X^ZP m

Die Gleichung der zusätzlichen Auflagerkräfte

(67 a)

liefert für die zur x-Achse senkrecht stehenden Randlinien: 
, cfts/ _ m — 1 ß _ m — 1 & (ß^\ 
z Sy m öycxcy m ßxXcy1/

Die entsprechende Differenzengleichung lautet in Übereinstimmung 
mit Abb. 16 m_ 1 Ä Ä,ü = - (A^ ,

m 2
und da- (J^zly = — >
so erhält man schließlich die einfache Formel:

v* =
m — 1 m — 1 St S2XX{ ” ~X~ XX (22z — 2p — 2j ■ (68)

2. Die Darstellung der Randwiderstände bei 
schiefwinkligen Platten.

Die bisher abgeleiteten Beziehungen behalten auch bei schiefen 
Rändern ihre Gültigkeit, wenn man die Knotenpunktsbezeichnungen

Abb. 17.

gewichtsbedingungen

entsprechend der nebenstehenden 
Abb. 17 verteilt und Xx, Äy mit 2tl, 
vertauscht. Es lassen sich in 
dieser Weise (an Stelle der früheren 
Größen vx, txy, v'x) die in den zur 
Randebene parallelen Schnittflächen 
wirkenden Widerstände vu, tuv, v'u 
ohne weiteres errechnen.

Um die zugehörigen Spannungen 
in den zur x- bzw. jz-Achse senk

recht stehenden Flächen zu ermitteln, stehen die bekannten Gleich

sucosoc — tuo sina = s^cosa + txy sina , 
su sina -|- tuv cos a = sin a + txy cos a

x) Die Gültigkeit dieser Formel ist an die Voraussetzung gebunden, daß die 
Maschenweite 2 verhältnismäßig klein ist. Da bei ringsum aufliegenden Platten 
die Ecken, wenn sie gegen Abheben gesichert sind, sich ebenso verhalten, als ob 
sie fest eingeklemmt wären, so wechselt die Krümmung der elastischen Fläche in der 
Nähe der Ecken ihr Vorzeichen: die Schmiegungsfläche des Gewebes kann sich 
nur dann an dieser Stelle mit der elastischen Fläche decken, wenn der Punkt p 
außerhalb des Bereiches der Wendepunkte hegt. 
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zur Verfügung. Unter a ist hierbei der Winkel, den das w-r-Achsen- 
kreuz mit dem z-y-Kceuz bildet, zu verstehen.

Beachtet man noch, daß am Rande 

und mithin auch
su = = 0

sz + = 0
sein muß, so erhält man

s« = +fM<;-sin2a, '
Sy = tue * ^iß “ s

tx„ = + tue ■ cos 2a.
(69)

Mit Hilfe dieser Formeln kann man, nachdem das Randdrillungs
moment tuv aus den Ordinaten des s-Gewebes bestimmt ist. die Span
nungsmomente sx, sy, tXy leicht errechnen. 
Es verdient hierbei hervorgehoben zu werden, 
daß, während die Biegungsmomente su, s„ am 
Rande verschwinden, die Momente sx, sy im 
allgemeinen nicht gleich Null werden.

Die Gleichgewichtsbedingungen zwischen Abb. 18.

den lotrechten Scherkräften vx, vy, vu, vv, welche an einem Platten
element mit dreieckförmigem Grundriß angreifen (Abb. 18), liefern 
die Beziehungen

vudv — v„du 4- Vydx — 0 ,

Setzt man
+ vrdu — vxdy — Q .

vc = 0 , dv = dx sin a — dy cos<x ,

so erhält man schließlich
vx — vMcosa, 
vy = — vu sina . (70)

Hat man vu aus den Ordinaten des w-Gewebes ermittelt, so lassen sich 
auf Grund dieser Formeln vx, vy unmittelbar errechnen, und hiermit ist 
der Spannungszustand am Rande in allen Einzelheiten bestimmt.

3. Die Darstellung der Randwiderstände mit Hilfe 
des hexagonalen Gewebes.

Die Randgestalt des hexagonalen Gewebes zeigt Eigentümlichkeiten, 
die eine besondere Erörterung erfordern.

Denkt man sich das Gewebe über die Randlinie r, k, o hinaus in 
der Richtung k, l und k, p verlängert und die Punkte i und q an den
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Randpunkt k angeschlossen (Abb. 19), so gilt zunächst für die Ordi
naten w dieses Gewebeabschnittes die allgemeine Gleichgewichts

gleichung

Da

ist,

(1 — tang2 «)

Abb. 19.

(1 — tang2«)

+ i [(«V — 2 wk + w0) 
2

(wi — 2 wk + Wf)

+ {wp — ^Wk-V w?)l + = 0 •

Wr = U>k = W^= 0

so lautet die Randbedingung:

(a)

Für die Randscherkräfte in den Richtungen k l und k p kommen anderer
seits die Formeln

& .
Vit = 91 (W/ ” = ,

V<IP ~ 9 ] epnM ^W/‘ Vu WS'PtP
x-f A,y öCC cv

in Betracht. Unter cpki und <pkp sind die Winkel, welche die Strahlen k l 
und k p mit dei’ Normale im Punkte k bilden, unter va die Scherkraft 
in den Plattenelementen senkrecht zur Randnormale zu verstehen.

Die vorstehenden Gleichungen liefern auch

(.Wi + = 2 S1w[ — 2 kx vu wspk(,
(WP + wq) = 2 wp — 2 Zyseca vu eos<pkp .

Führt man diese Werte in Gleichung (a) ein, so erhält man

x •> \ i ^iwp 1(1—tang2«) , 1 sec« 1 , p(1 — tang-«) + —2---- vu j--------- cos^j; + — -j— eoacpkp + = 0

Beachtet man noch, daß

<Pki = «, Vkp = j - 2«

ist, so ergibt sich:

»u =
wt cos 2 « 
kx cos a

, wp ■4- -isina
Ay

p 1 j4cos« . (71.)+
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Für ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen (a = 30°) gewinnt man die 
einfache Formel

v« — (wt + wp) + ^ lv . (72)

Ersetzt man die tatsächliche Belastung p durch die elastischen Gewichte 
c F

Pi = und ebenso die Scherkräfte vu durch die Neigungswinkel a>u = ,

so gelangt man durch ähnliche Entwicklungen zu folgender Beziehung 
zwischen den Randordinaten des z-Gewebes:

N cov = N cu = Si<S2
zt cos 2 a , sin« ------------z _____ 
kx cosa ky , (b)

Die Randgestalt des Gewebes im Bereiche des Knotenpunktes i wird
durch die Gleichung

w
-l — vp) {vt — vt)

cos 2 a , 2U .
-----------_ z — S1n a
.x COS a ly

(v — V,) (v — vP)
— {vk — vp)

(« — Vk) (V — Vl) 
” — Vk) (vp — Vl)

(?)

beschrieben. Es ist leicht festzustellen, daß die durch diesen Ansatz 
bestimmte Schmiegungsfläche durch die Punkte p und l hindurchgeht, 

längs des Randes u = 0 die Bedingungen z = = 0 erfüllt, im
f Q z\

Punkte k die richtige Neigung I -r— = aufweist und somit
\v'U/w = o ^1^2

allen Anforderungen genügt, welche für die elastische Fläche im Bereiche 
des Punktes k in Betracht kommen. Setzt man

2Uy = cos a “ = 2 sin a, Zy

so liefert der Ansatz für den Drall den Wert:
c^z 1 (2 v — v„ — vk)1 — = — Zt-------------  "" •

C'UOV Äu L — Vp) (Vl — Vt)

■+ (Z[ cos 2oc + Zp 2 sin2a)
(2 u - — Vp) ^y — Vp— Vj) 1

— vi) (vk — Vp) + “p {vp — vk) (vp — uz)J

(d)

Für den Randpunkt k erhält man insbesondere
f ^Z \ _ 1 [ Vl — Vp
^udv)v=p~ V1 {vi - Vp) (vi — vk)

+ (zi cos 2 a + zv 2 sin2 ix.) {vi — vi) + {vi - Vp) 
{vk — Vi) {vi — vp)

Vk — Vl
'p (vp — Vk) (Vp — Vi)
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Wie man aus der Abb. 19 erkennen kann, ist
vb — vf = zf — 4 sin« = 2vseca (1 — 2 sin2«), 
vk — vi = — sin « = — ly sec « ■ 2 sin2 a
vt— vp = K =4seca.

Führt man diese Werte in die vorletzte Gleichung ein, so gewinnt man 
die einfache Beziehung / \ Z[_ z

Die Gleichung des Randdrillungsmomentes lautet also:
.___ ™ - 1 aa C_____ m - 1 „

m * ßudv m 1 2 cucv
1 (73)m-1 ß s Zi-Zp

m 1 “ 2,4 ’
Es sei schließlich noch bemerkt, daß an den Ecken schiefwinkliger 

Platten die Randdrillungsmomente verschwinden. Da nämlich für die 
Ecke C als Teil der Randlinie A C (Abb. 20)
die Bedingungen

d u2 d üs
und als Teil der Randlinie BC ebenso die 
Bedingungen

^ = ^ = 0
c n2 < Z2

erfüllt werden müssen, so ist nur eine 
Formänderung, bei welcher zugleich 

62t _ d2C 
cuc!v dnöl

werden, möglich. Es können dann weder Biegungs- noch Drillungs
momente entstehen und es treten auch keine Einzelkräfte C an den 
Ecken auf: die Platte wird in diesem Randbereich lediglich durch lot
rechte Scherkräfte, welche in den meisten Fällen abwärts gerichtet sind, 
angegriffen.

Schließen aber die Randflächen einen geraden Winkel miteinander, 
so stimmen die Krümmungsbedingungen für den einen Rand, da die 
Achsen u und v mit den Achsen l und n unmittelbar vertauscht werden 
können, mit den Bedingungen des zweiten Randes völlig überein. Der 

52 £ c2 f
Drail c w dv = dTdn versc^w™^e^ <lann im allgemeinen nicht: die 
Ecken der rechtwinkligen Platten werden vielmehr durch die Drillungs
momente beansprucht und müssen durch eine Verankerung gegen Ab
heben gesichert werden.
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III. Die Berechnung der ringsum frei 
aufliegenden rechteckigen Platte.

Für rechteckige Platten eignet sich am besten ein Gewebe mit recht
eckigen Maschen. Es empfiehlt sich, die Seitenlangen 2a und 2 b in 
m und n gleiche Abschnitte zu teilen und dementsprechend die Maschen
weiten ; — 2a 25
zu wählen. n

Ist > üy und setzt man

so läßt sich die Differenzengleichung
(■42 wk)x (J2 w^v _ pk 

4 ~+
auch in der Form

, (^2 Wk)X + X2 (J2 Wk)y =
schreiben. 'M

Die Gestalt des stellvertretenden Gewebes ist also durch eine Gruppe
von Gleichungen

(1 + x2) — (wt 4- wt) — xi(wm + wn) = pk • Pk ' (74) 

gekennzeichnet, welche ebensoviele Werte wk und Gleichungen dieser 
Art enthält, als innere Knotenpunkte k im Gewebe vorhanden sind.

Die Lösung dieser Gleichungen kann entweder rechnerisch oder 
zeichnerisch erfolgen.

Das allgemeine Verfahren für die rechnerische Ermittlung der 
Gewebeordinaten beruht auf dem Grundsatz, daß, wenn die Werte 
wp und wq für zwei benachbarte Zeilen (p) und (5) 
des Gewebes gegeben sind, es mit Hilfe der obigen 
Gleichungen immer möglich ist, die Werte wr der 
nächsten Zeile (r) unmittelbar zu bestimmen 
(Abb. 21). Betrachtet man also zunächst die 
Verschiebungen der ersten inneren Zeile Wm, 
wa2, wa3 ■ ■ • als gegebene Größen, so kann man, 
da für die Randlinie AB voraussetzungsgemäß 
w = 0 sein muß, schrittweise die Verschiebungen 
der zweiten Zeile wbl, wbi, wbA ..der dritten 
Zeile wcl, wc3, wc3 . . . usw. ermitteln. Bei Auf
stellung der Gleichgewichtsgleichungen für die letzte innere Zeile (s) 
gewinnt man für die Verschiebungen der Randlinie CD die Bestim
mungsgleichungen :
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— fl (-P, W«1 ’ Wai , ^a3 • • •) >

” /ä (Pj Wai * ̂ a2 > Wa$ • • •) >
Wts = A (P, Wal • Wai , WaS . . .) ,

Bedenkt man aber, daß der Rand CD unverändert bleiben muß, 
so liefert die Bedingung

wtt = wti — wt3 = . . . = 0
die zur Errechnung der Verschiebungen wal, wa3,waS . . . erforderlichen 
Gleichungen. Sind die Werte wa gefunden, so lassen sich schließlich die 
anderen Werte Wi,, wc . . . ws der Reihe nach bestimmen.

Die Lösung der Aufgabe wird durch die Möglichkeit, die vorliegenden 
partiellen Differenzengleichungen durch Gruppen totaler Diffe
renzengleichungen zweiter Ordnung von einfachster Gesetzmäßigkeit 
zu ersetzen, außerordentlich erleichtert. In dein Schlußabschnitt dieses 
Buches über die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie werden 
diese Umwandlung der Gewebegleichungen und ihre weitere Behandlung 
eingehend erörtert.

Das zeichnerische Verfahren, welches zwar weniger rasch zum Ziele 
führt, aber zur Nachprüfung der rechnerischen Ergebnisse herange
zogen werden kann, besteht in der wiederholten Lösung der folgenden 
Aufgabe:

Gegeben sind Pk, Wi, wk, wt, wM, gesucht ist wn.
Ich bestimme zunächst in der Abb. 22 (A) aus Xx, wt, wk und W/ 

die Lage und Richtung der Drähte s, und s{, zeichne sodann im Kräfte

plan (B), vom Anfangspunkt D der Strecke DE ;= Pk aus, den Leit
strahl s'i parallel zu Si. Er schneidet im Punkte 0’ die im Abstand H 
von der Kraftlinie und parallel zur 4-z-Achse gezeichnete Gerade, die 
Pollinie genannt werden möge. Von 0’ aus ziehe ich den Strahl s’i
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parallel zu und schneide auf der Kraftlinie den auf die Drähte sh Si 
entfallenden Lastanteil P'k = DE ab. Der übrigbleibende Anteil 
P'k = EF muß von den Drähten sm, sn übernommen werden. Aus der 
Abb. 22 (C) ist nunmehr mit Hilfe der Größen

wt, wm Lage und Richtung von sm gegeben. 
Zieht man also vom Punkte E aus den Strahl 
s'm und bringt ihn im Punkte 0" zum Schnitt 
mit der Pollinie, so ist im Kräfteplan durch den 
Strahl s'n = O"F die Richtung von sn und in der 
Abb. 22 (B) durch die Parallele sn zu 8„ die Lage 
von sn und mithin auch die Größe von wn be
stimmt.

Es sei noch bemerkt, daß es auf Grund der 
vorliegenden Symmetriebedingungen möglich ist, 
das allgemeine Gleichungssystem in vier Glei
chungsgruppen zu zerlegen, die nur eine beschränkte Anzahl von Unbe
kannten enthalten und daher um so leichter gelöst werden können. 
Sind a, b, c, d und p, g, r, s zwei Gruppen von Punkten, die paarweise 
symmetrisch zum Achsenkreuz verteilt sind (Abb. 23), so läßt sich eine 
einzige, im Punkte a angreifende Kraft Pa — P durch die folgenden 
gleichwertigen Kraftgruppen ersetzen;

^Pa- + P, ^Pb = Q: Zrd = Q-

Gruppe A; Pa- + ^P, P» = +±P, Pe- + ±P, Pd-P^P,
Gruppe B; Pa = + ±P, Pb -+}P, Pe- -IP, Pd = ~iP,
Gruppe C: Pa- +±P, Pb -~$P, Pc- + iP> Pä = ~lP,
Gruppe D: Pa- + IP, Pb --iP, Pc- ~iP, Pd-+}P,

Die zugehörigen Verschiebungen der Punkte p, q, r, s sind durch 
die nachstehenden Symmetriebedingungen miteinander verknüpft:

Belastungszustand A:
Belastungszustand B:
Belastungszustand C:
Belastungszustand D;

+ = + wr = 4-w,,
wp — +w? = —wT = —ws, 
Wp = —wq = = — ws,
Wp = —wq = —wr = 4- w,.

Es genügt also, für jeden Belastungszustand die Verschiebungen wp 
der Knotenpunkte eines einzigen Gevierts AEFO zu ermitteln, um bei 
folgerichtiger Zusammensetzung der für die vier Kraftgruppen errech
neten Werte den endgültigen Spannungszustand zu bestimmen.

Die Vorteile dieser Spaltung der Gleichungssysteme sind nicht zu 
verkennen. Die Beispiele, die nunmehr behandelt werden sollen, werden 
ihre Bedeutung zur Genüge beleuchten.

Marcus, Platten. 4



Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte.

§7 . Die gleichmäßig belastete ^aÄTatischb Platte.
Ich wähle als Abbild der Platte zunächst ein Gewebe mit der Maschen - 

weite „ a h
^■z = Av — X TT V

und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte derart, daß die 
sowohl für die Gestalt als auch für die Belastung der Platte geltenden 
Bedingungen der Vollsymmetrie von vornherein erfüllt werden.

Die Gleichgewichtsgleichungen Duten im Einklang mit der Abb. 24 
und. der Formel (28j:

z>234 Wj — 2 w2 = ——— ,

~ p^— 2w1 + 4w2-- w3 =

. , . P^— 4 Wo + 4 Wo ~ —— .

Sie liefern = }-t pA2 = 0,17188 pa2,
>2 = w2 = ’4 pX2 = 0,21875 pa? ,

= ÄjWg = ^pX2 = 0,28125 pa? .

■Wird das Gewebe jetzt mit den elastischen Gewichten pk = iß^ be
lastet, so müssen die lotrechten Ordinaten z des Gewebes den Gleichungen

4zj — 2z2

— 2 z2 + 4 z2 — z3

— 4z2 + 4z3

A2 _ 11 pV-
Wl S2 " 16 ~S^S2

z2 _ 14 p^
Wi S2 ~ 16

2? 18 pX^
------- = —--------i---------

3 S2 16 5^2
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genügen. Hieraus folgt:

4 S‘-M v “»•O341S y

0,044875A 64 N A
66 yz4 rno.,-

N 64 A A
Um den Grad der Genauigkeit der Ergebnisse dieser äußerst ein

fachen Berechnung zu erkennen, möge die Untersuchung für ein Gewebe:

mit der Maschenweite = z a . , , , .— wiederholt werden.4
Entsprechend der in Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern lauten die 

Bestimmungsgleichungen :

4 w1 — 2 Wo

— u’! 4" 4 w2 — w3 — wä

—w2 4- 4 w3 — — w6

—2 w3 4- 4 wl — Wq

—2 wä 4- 4 w5 — 2 w6 1 ] P}L

»z-
— w3 — w5 + 4we —w, — w8 = 4-1 - —— 

—w^ — 2 w6 4- 4 w7 — w9

—2 w6 + 4 — 2 w9

w- 2 w^ 4“ 4 w9 w^q

— 4 w9 4- 4 w10

^1 

pz2

P#
S'i

Sie liefern
n Z2

= 309,5 = 0,07112 pa2,i j. x J Gyrjs) ' i '

M2 — — 483 = 0,11098 pa2, 
4*
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=5,w3 = 573 “r- = 0,13166 pa2 ,

>4 = Äw4 = 601 = 0,13810 pa2 ,x 272

M5 = &\ws = 777,5 = 0,17865 pa2 ,

2lf6 = = 936 = 0,21507 pa2 ,

M7 = Stw7 = 986 = 0,22656 pa2 ,

Jls = = 1135,5 = 0,26091 pa2 ,

M9 = S1w9 = 1199 = 0,27551 pa2 ,

J/10 = w10 = 1267 Ä = 0,29113 pa2 .

Für die zugehörigen Ordinaten z erhält man wie vorhin die Bedingungs
gleichungen :

4 zx — 2 z2 = 309 5—2^— 
’ 272 ’

—z1 + 4 z2 — z3 - z5 - Ä ■

—z2 + 4z3 — z4 — z6 - -

—2z3 + 4z4 — z7 p)^- 601 27^2 ’

-2z2 + 4zs - 2zs

— ^3 — 2S + 4z6 — z7 — .z- = 936 —^1-
8 ' 272^^ ’

zi — 2 za + 4 z7 — z9 — 986 —— , 
272^^2

— 2z6 + 4z8 — 2z9 _ , pW
130,0 272 5,6'2 ’

2? — 2 zs + 4 z9 — z10 = 1199
272^^2 5

— 4z9 + 4z10 = 1267
272^52
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Hieraus gewinnt man die Werte

*1 =
8,8, 

N 2i = 200822 pV 
N • 2722

0,010603^-,

S2 =
8,8, 

N Z2 = 359 552 pW 
N • 272s =

0,018984-^- ,

^3 =
8,8, 

N 23 = 459188 p 24 
N ■ 2722 =

0,024244^,

*=>4 =
8,8, 
N 24 ■» 492 992 pW 

N•2722 =
0,026029^-,

^5
8,8, 

N 25 = 646822 p^ 
N • 2722

= 0,034151^,

£« =
8,8, 

N~ 26 = 828352 p z4
• 2722

* 0 043 736^-,

*7 =
8,8, 

N «7 890120 p 24 
N ■ 2722 — 0,046997-^-,

^8 =
8,8, 

N 2S = 1 062 688 p 24 
N ■ 2722

SS 0,056108 ,IV

=
8,8, 

N 29 = 1142592 p 24 
AT • 2722 =

0,060327^-5 
A

S10 =
8,8, 

N 210 = 1228748 pz4 
jV. 2722 = 0,064876 -AT

Faßt man die Ergebnisse 
erhält man

für den Punkt x = — , y =

M = 0,17188 pa2 und

M — 0,17865 pa2 und

a für den Punkt x = , y =
4

M — 0,21875 pa2 und

M = 0,226 56 p ar und

für den Punkt x = y = 0 :

M - = 0,28125 p ar und

> = 0,29113 pa2 und

der beiden Rechnungen zusammen, 

a .

so

C = 0,03418^- 
X» bei z — a

5 J’
= 0,03415^ bei Z = a

= ¥’

• 0 bzw. x ~ 0 ,
a

c = 0,046875—- bei 2
a = —

f = 0,046997 ^r bei z a 
Z

c = 0,06445 < 
A bei 2 a

= 0 064 876 Jy
bei 2 a

4
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Die Gegenüberstellung der zugehörigen Zahlen zeigt bei den Wer
ten JI Abweichungen von höchstens 4% und bei den Werten C von 
nur 0,5%. Diese Unterschiede sind äußerst geringfügig und belanglos. 
Sie beweisen, daß der Einfluß der Größe der Maschenweite auf die 
Genauigkeit der Darstellung der Spannungen und Formänderungen von 
ganz untergeordneter Bedeutung ist und daß es selbst mit weitmaschigen 
Geweben wohl gelingen kann, ein zuverlässiges Abbild der Festigkeits
eigenschaften der elastischen Platte zu gewinnen.

Diese Feststellung wird auch durch einen Vergleich mit den Ergeb
nissen anderer Berechnungsarten bestätigt.

Die von Estanave1) für quadratische Platte nabgeleitete Formel2)

liefert beispielsweise für die Mittellinie der Platte (y = 0):

Da die Reihe rasch konvergiert, so ist es zulässig, nur die beiden ersten 
Glieder n = 1 und n = 3 in Rechnung zu stellen. Es ergibt sich sodann

für x = 0 : f = 0,06493 gegen £=0,064 876—^ 
N beim

für x = ~ : 4
£ = 0,060429^- 

A
gegen C = 0,060327 N .

Ge
webe

für x = ~ : 2 t = 0,047 058 gegen C = 0,046997^-
N

mit

2 a
... 3 afür x =---- :4 C = 0,0258

N gegen ’Q = 0,026029
N

4

J) Estanave: Contribution ä l’etude de l’equilibre elastique d’une plaque 
rectangulaire mince. Theses presentees ä la Faculte des Sciences de Paris 1900.

2). Zwecks besserer Unterscheidung sind in dieser Formel die hyperbolischen 
Funktionen mit deutschen, die trigonometrischen mit lateinischen Buchstaben 
geschrieben.
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Die mit Hilfe der Reihenentwicklungen errechneten Werte stimmen 
mit den unserigen vorzüglich überein.

Ebenso führt die für den Plattenmittelpunkt gültigeN ad a i sehe Formel1}

wenn man sich wiederum mit den beiden ersten Gliedern der Reihe 
begnügt und m = annimmt, zu einem Werte

0,0648^, 
XV

welcher von dem unserigen nur um 0,1% abweicht.
Die Zuverlässigkeit und die Genauigkeit der auf die Eigenschaften 

des elastischen Gewebes begründeten Plattenberechnung sind hiermit 
hinreichend erwiesen.

Um nunmehr die Spannungsmomente zu ermitteln, benutze ich die 
Formel (33):

sxk = TV C^Ck ~ Ci~ Cl) + — (%Ck — Cm — Cn) > X* m J
N [ . .. 1

Syk nn (^^k tn) Ck CiJ 7? L m
und erhalte beispielsweise für den Punkt k = 1 in Abb. 25
^Stelle x = 0, y = , indem ich m = wähle:

Sx' “ ¥ [(2t’ “ Cs “ = 0,14101 pa*’

~ — *»9 — W + ($»7 — = 0,15350 pa2.

In der gleichen Art sind die Werte s für alle übrigen Knotenpunkte 
errechnet und in nachstehender Tafel 1 zusammengeordnet.

Zum Vergleich führe ich die Gleichungen von Estanave

x) Nadai: Die Formänderungen und Spannungen von rechteckigen elastischen 
Platten. Forsch.-Arb. Ing. Berlin 1915, H. 170/171.



56 Die Berechnung der ringsum frei auf liegenden rechteckigen Platte.

£ 4
mnn

Sofra——
2 a 2 a

™ . n _ 7t
^0]n— a&nn -

, 2 2 .

/ 71 X
COS\n 77 — \ 2 a

— 1
' m

an. Sie geben insbesondere für y = 0:

m — 1
m

- . n 
^D\n-

~ 7t 
^n2 ( n x\ cos \n —----\ 2 a)

7t
^2

COSl 71 -

m — 1

Tafel 1.
Die Biegungsmomente der gleichmäßig belasteten quadratischen Platte.

x = :j a x - a x = ;« x 0 Faktor

fix 0,03555 0,04992 0,05563 0,05709 p a-
+16 . S» 0,03555 0,06106 0,07606 0,08098 p

sx 0,04622 0,06824 0,07845 0,08138 pa3
0,04622 0,07603 0,09275 0,09810 pa3

Sx 0,06106 0,08934 0,10117 0,10435 pa3
J_ ? A 0,04992 0,089 34 0,11389 0,12219 pa31“ 1 v

«X 0,07603 0,11614 0,13533 0,14101 p a2
0,06824 0,11614 0,14424 0,15350 p a3

sx 0,07606 0,11389 0,13046 0,13501 p a3
4- b i 0,05563 0,10117 0,13046 0,14053 p a‘-T 4 V

«X 0,09275 0,14424 0,16960 0,17717 p a2
0,07845 0,13533 0,16960 0,18103 p a2

Sx 0,08098 0,12219 0,14053 0,14554 p
0 0,057 09 0,10435 0,13501 0,14554 p a2

«X 0,09810 0,15350 0,18103 0,18920 pa2
S„ 0,08138 0,14101 0,17717 0,18920 p a2
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Die rechnerische Auswertung liefert:
für den Punkt

y = 0, 

y = ^, 

y = o, 

y = o..

Der

3 = 0,095 90 pa2
Uy = 0,08104 pa2 

, pa, = 0,159 00 pa2 
4 ü Uy = 0,14355 pa2 

= 0,18395 pa2 
1 = 0,17946 pa2

0 Ma, = 0,18844 pa2
tsy = 0,19061 pa2

gegen 

gegen 

gegen 

gegen

sx — 0,09810 pa2 
Sy = 0,08138 pa2 
sx = 0,15350 pa2 
sy = 0,14101 pa2 
sx = 0.18103 pa2 
sy = 0,17717 pa2 
sx = 0,18920 pa2 
Sy = 0,18920 pa2

beim 
Gewebe 

mit

Unterschied zwischen den entsprechenden Ergebnissen der
beiden Rechnungsarten beträgt höchstens1) 2,5%. Ebenso weicht der 
auf Grund der Nadai sehen Gleichung

n = oo 
»»4-1 pa2 (—1)

”-1 Iww

1

Eof n “

für den Mittelpunkt ermittelte Wert
sx = Sy = 0,1915 pa2

nur um 1 % von dem unserigen ab. Durch diese weitgehende Übereinstim
mung ist die Brauchbarkeit des elastischen Gewebes von neuem bestätigt.

Zur Errechnung der Scherkräfte und Drillungsmomente dienen die 
Gleichungen (33):

vx = ^(Ml-Mi), vv = ^AMn- Mm), 
Lk Ak

— 1
[Cp + - (Co + ■m 4 X2

Sie liefern beispielsweise für den Punkt
k = 6 [stelle a: = ~~-y = 4* w)

im linken oberen Viertel der Abb. 25, wenn wieder m = “ genommen 
wird, die Werte:

2 
vx6 = — (d/7 — Jfs) = 0,09582 pa,

— 4%) = —0,25850 pa ,

7 4 AT
~ f^2 + = °’02610 p®2 '

______ ___ a-
0 Eine geringere Abweichung ist aus dem Grunde nicht möglich, weil die 

von Estanave benutzte Gleichung der elastischen Fläche nicht einer vollkommen 
gleichmäßigen, sondern einer sinusförmigen Belastung entspricht.
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Die in gleicher Weise für alle übrigen Knotenpunkte des fraglichen 
Plattenviertels errechneten Werte sind in nachstehender Tafel 2 zu
sammengestellt.

Tafel 2.
Scherkräfte und Dnllungsmomente der gleichmäßig belasteten 

quadratischen Platte.

X
a

3
4

_ 1 
4

1
4 0 Faktor

i
+ 0,22196 + 0,12109 + 0,05423 0 p a
—0,22196 —0,357 31 —0,43015 —0,45312 p a

4 U, + 0,09562 + 0,06993 + 0,03597 0 p a2

» -+^
6 AZ

+ 0,35731 + 0,20818 + 0,09582 0 p a
—0,12109 —0,20818 —0,25850 —0,27482 p a
+ 0,06993 + 0,05102 + 0,02610 0 pa^

■u 1 ( + 0,43015 + 0,25850 + 0,12086 0 p a
y = + Z —0,05423 —0,09582 —0,12086 —0,12924 p a

* u. + 0,03597 + 0,02610 + 0,01409 0 pa*

W ~ 0 A
+ 0,45312 + 0,27482 + 0,12924 0 pa

0 0 0 0 pa
u. 0 0 0 0 p ar

2) Hencky, H.: Über den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten 
bei gleichmäßig verteilter und bei konzentrierter Belastung. Dissertation Mün
chen: R. Oldenbourg 1913.

Tür die Hauptauflager- oder Scherkräfte am Rande AB erhält man 
nunmehr auf Grund der Formel (66) mit den aus der Abb. 25 ersicht
lichen Ordnungsziffern

vlx — = 0,40947 pa

Viiz = = 0,56893 pa

M, pk
‘niz = -y + 9 = 0,65165 pa

AL .
vivx — -5- H—— 0,677 39 pa L Al

im Punkte x = —a, 

im Punkte x — — a, 

im Punkte x — —a , 

im Punkte x — —a,

3
y-±4 «•’

2
^=±4 a<

1
y = ±t a, •*

y = ±o •

Die Genauigkeit dieser Zahlen läßt sich durch die von Hencky1) 
abgeleitete Formel
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nachprüfen. Werden die fünfzehn ersten ungeraden Glieder der Reihe 
mit n = 1 bis n = 29 berücksichtigt, so ergibt sich in fast vollkommener 
Übereinstimmung mit den obigen Ergebnissen

»a, = 0,393 pa für x——a, y —a ,
vx — 0,558 pa für x = — a , y — + T a ,
vx = 0,649 pa für x = — a , y = +^ a ,
vx = 0,6744 pa für x = —a, p = + 0 .

Zur Ermittlung der Randdrillungsmomente dient die Formel (67):
_  m __ 1 y Gr

m " 2 Äx /.v
Sie liefert für die Randlinie der Reihe nach:

7 8G ==+0,10631 p+,
IV Cb
7 8

hi = Ci ~ fs) = +0,07639 pa-,
Iv d
1 8

tm = - -j C2 - m) = +0,03945 pa? ,
1U d

- fs) = ±0,0 pa’-.
lu d

Rem Eckpunkt A entspricht nach Formel (67 a) der Wert

J m — 1 ,T + 7 16 ,,,,0_  9

Um die Darstellung des Spannungs- und Kräfteverlaufs am Rande 
zu vervollständigen, bleibt nur noch die Bestimmung der an Stelle der 
Randdrillungsmomente auftretenden zusätzlichen Auflagerkräfte 
übrig. Mit Hilfe der auf S. 42 abgeleiteten Formel (68)

m — 1 Nv ----_
m 7/

ergibt sich im 

x = —a, y —

vorliegenden Falle für den Punkt
3

±4«:

2

ürz =

7 64 N .

*2) = 0,09956 pa.

x = —a, y = + —a:“ 4 v'xl1 = 1Ö 51 C3) = 0,139 78 pa

1 7 64 zV .
^2 fr) = 0,15571 pax = —a, y = ± J“ • VxI11 = io • —+ (2 ± — 

a3
7 64xV = 0,16042 pax = — a , y = +0 : -2 4-3)
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Diese Kräfte stehen mit den an den vier Ecken angreifenden Einzel
kräften

a a

0 ö
• dy = — 2 tA = —0,2375 pa?

im Gleichgewicht. Die letzteren sind abwärts gerichtet und verhindern 
das Abheben der Platte aus ihrer Randunterlage.

Abb. 26. Spannungsbild der ringsum frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten 
quadratischen Platte.

Die gesamten lotrechten Auflagerwiderstände sind schließlich

az = Vi + = 0,50903 pa ,
an = vu + v'u = 0,70871 pa, 
am — -}- v'm — 0,807 36 pa ,
am — vm + v'm = 0,83781 pa .

In Abb. 26 sind der Reihe nach die Spannungsmomente äx, su für 
die Mittellinien der Platte, die Randscherkräfte v, die Randdrillungs- 
momente t und die Auflagerkräfte a dargestellt.
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Die Grenzwerte der Biegungs- und Drillungsmomente sind durch die
bekannten Beziehungen

min

&X 4“ ^y
~2 y ~+ 4 >

^mx 2 1 (Sy Sx)“ + 4 txy

bestimmt. Es ist leicht zu erkennen, daß die Hauptbiegungsmomente 
längs der Mittellinien mit den bereits errechneten Werten sx und sy 
übereinstimmen, während für die Diagonalen entsprechend den Größen

, sx = Sy = s, sx — s„ = Odie Grenzwerte
maßgebend sind. — s txy, s2 — s 4- txy

Der Verlauf der Biegungsmomente sr und s2 ist in der Abb. 26 ver
anschaulicht. Für die Qerschnittsbemessung der Platten ist besonders 
beachtenswert, daß einerseits die Biegungsmomente Sj, deren Dreh
achse senkrecht zu den Diagonalen steht, in der Nähe der Ecken einen 
negativen Wert aufweisen und daß andererseits an den gleichen Stellen 
die Momente s2, deren Achse den Diagonalen parallel gerichtet ist, 
nicht unerheblich größer als die zugehörigen Momente sx und sy sind.

Die lotrechte Unversehieblichkeit der Plattenränder hat in der Tat 
dieselbe Wirkung, als ob die Platte an den Ecken fest eingespannt wäre, 
und hierauf ist die Entstehung der negativen Momente s1; obgleich die 
Platte sonst an den Rändern völlig frei auf liegt, zurückzuführen, wäh
rend das Auftreten der größten positiven Biegungsmomente s2 durch 
den Umstand bedingt ist, daß die größten Biegungsbeanspruchungen 
auf die kürzeste Spannrichtung, in welcher die Platte auch verhältnis
mäßig die größte Steifigkeit besitzt, entfallen müssen.

Die vorstehenden Untersuchungen haben gezeigt-, daß es mit einem 
geringen Arbeitsaufwand möglich ist, aus den Ordinaten des elastischen 
Gewebes die Auflagerwiderstände, Spannungen und Formänderungen 
der elastischen Platte mit größter Genauigkeit zu ermitteln. Die wieder
holt naehgewiesene Zuverlässigkeit des neuen Verfahrens rechtfertigt es, 
in den nachfolgenden Untersuchungen auf Grund der Theorie des elasti
schen Gewebes andere Randgestalten und andere Belastungsfälle zu 
behandeln.

§ 8. Die mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete 
quadratische Platte.

Die in der Abb. 24 dargestellte quadratische Platte wird jetzt in 
ihrem Mittelpunkt durch eine in Richtung der z-Achse wirkenden Einzel
kraft P belastet.
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Die Bestimmungsgleichungen des stellvertretenden Gewebes mit der 
a

Maschenweite z = — lauten:

4 Wj — 2 — 0 ,
— 2 wt 4- 4 — w3 = 0 ,

2 p
— 4w2 4- 4ws = P — = y-.

Sie liefern

M, = Ä w, = -^ = 0,0625 P, 1 16

= & w. = = 0,125 P ,1 “ 16
QP

M, = S, ws = — = 0,375 P .3 1 3 16

Für ein Gewebe mit der Weite 2 — — erhält man ganz entsprechend

unter Zugrundelegung der aus Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern:
4wx — 2w2 = 0 ,

— wx -p 4 — w3 — w5 = 0 ,
— w2 + 4 w.3 — Wt, — w8 = 0 , 
— 2 w3 + 4 Wi — w7 — 0 , 
— 2 w3 + 4 w5 — 2 w6 = 0 , 
Hieraus folgt:

Mi = S1w1 = 0,01670 P, 
M* = 8^^ 0,03341 P, 
M3 = 8tw,^ 0,04827 P, 
Mi^Si Wi = 0,055 74 P, 
Ms =SiW5 = 0,06867 P,

■ w3 — w5 + 4 we — w7 — ws = 0 , 
wt — 2 w6 + 4 w7 — w3 = 0 ,

2 Wg 4- 4 ws — 2 Wg = 0 ,
w7 — 2 ws 4~ 4 Wg — = 0 ,

P 
4w94-4w10 =^.

Ms = 8^ = 0,103932 P, 
M7 = 8xw7 = 0,12644 P, 
Ma =8iWs =0,17235 P, 
Mg =SiWg =0,24216 P, 
Ml0 = S1W1g = 0,49216 P.

Betrachtet man die Schnittflächen in Richtung der Symmetrieachsen 
und der Diagonalen, so ergibt sich1) für den Punkt

' x= ^a,y=0 : Jf=0,05574P ' 'M* = 0,05469 P
x = ^a,y=0 :M=0,12644P M = 0,125 P
x = ^a, y= 0 :M=0,24216P bei Z = — M* = 0,23437 P bei

: x = 0 , y = 0 : 0,49216 P > 4 M = 0,375 P J a
x = t.a, y= i.a. M=0,17235 P gegen M* = 0,1875 P 2=2

x = 4a, y= 4a: M=0,06867P M = 0,0625 P
[x = -3-a,y=|a:M=0,0167 P = 0,015 625 P

1) Die mit einem * versehenen Werte 44* sind durch Interpolation ermittelt 
worden.
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Der Vergleich, dieser beiden Zahlenreihen zeigt, daß die JI-Flächen, 
mit Ausnahme eines schmalen Bereiches in der Nähe des Lastortes, bei 
verschiedenen Maschenweiten des Gewebes recht gut miteinander über
einstimmen. Die Abweichungen zwischen den zugehörigen Ordinaten 
am Lastort sind in erster Linie durch den 'Umstand bedingt, daß bei 

dem ersten Gewebe mit der Weite z = die Knotenpunktlast P auf 

der Fläche z2 = ~~, bei dem zweiten hingegen mit der Weite 
z = ^-auf der vierfach kleineren Fläche z2 = ——verteilt ist.

4 16
Es muß fernerhin beachtet werden, daß die Grundgleichung

nur so lange gültig ist, als die Spannung o- klein genug ist, um neben 
ox und Oy vernachlässigt werden zu dürfen. Diese Voraussetzung trifft 
bei Lasten, die in einem Punkte konzentriert sind, selbstverständlich 
nicht zu: oz und somit zugleich auch ox und oy müßten vielmehr unend
lich groß werden. In der Wirklichkeit werden Beanspruchungen, welche 
die Festigkeit des Baustoffes wesentlich überschreiten, kaum erreicht, 
weil die Belastung auf einen einzelnen Punkt nicht eingeschränkt 
werden kann: man darf vielmehr annehmen, daß die Last sich auf eine 
Druckfläche verteilt, deren kleinste Abmessung mindestens der doppel
ten Plattenstärke gleich ist, wenn sie 
nicht, wie es aus baulichen Gründen 
meistens der Fall sein dürfte, ein Mehr
faches der Plattenstärke beträgt.

Nimmt man als Druckfläche ein 
Rechteck von der Breite 2ex und der 
Länge 2^ an, so läßt sich die Spannungs
verteilung im Bereiche des Lastortes am 
einfachsten durch ein Gewebe mit den 
Maschenweiten ?! = und ?! — ev dar
stellen (Abb. 27). Dies engmaschige 
Gewebe möge wiederum durch ein Recht
eck A'B' CD' abgegrenzt werden, dessen 
Seitenlangen a! und b' das Zwei- oder 
Dreifache der Größen Px und betragen. 
Da nach dem de Saint-Venantschen 
Prinzip bereits in einer kurzen Ent
fernung vom Lastorte die Spannungen 
außerhalb des Lastortes nicht mehr von der Art der Lastverteilung merk
lich beeinflußt werden, so muß sich das in einem einzigen Knotenpunkte 
belastete großmaschige Gewebe im Abstand a' oder b' vom Lastangriffs
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punkt, also längs der Linie A'B'C'D', mit der Umrandung des eng
maschigen Gewebes decken. Nimmt man aber für die Ordinaten der
Randknotenpunkte des inneren engmaschigen Gewebes die Werte wr 
des großen Gewebes, so genügen die in der allgemeinen Gewebegleichung

ausgedrückten Gleichgewichtsbedingungen 
vollkommen, um auch die Ordinate Wt 
der inneren Knotenpunkte des engma
schigen Gewebes und in weiterer Folge 
die Spannungsmomente am Lastorte selbst 
zu bestimmen.

Für die vorliegende quadratische Platte 
wähle ich zuerst 

Cy — —

und stelle zur Ermittlung der Ordinaten des engmaschigen Gewebes 
mit den aus Abb. 28 ersichtlichen Bezeichnungen die Bedingungs- 
gleichungen p

4=we — 2 wa — 2 wd = .16 /S*
P

— wb + 4 wd — 2 we — wm — ,
O öj

~4wd + 4wm = —

auf. Für die Randknotenpunkte gelten hierbei im Einklang mit der 
Abb. 25 die Werte:

P Pwn = w8 = 0,17235 — , wb = w9 = 0,24216 —- .

Durch Interpolation erhält man ferner:
1 P

wa = Wt> — w- (Wb — wn) = 0,22471 —

und sodann durch Auflösung der obigen Gleichungen
... a afür a: = -, y--:

n a*= 0 , y = :

a
x = -g > y = 0 :

x = 0 , y = 0 :

w = wc = 0.29938 0,29938 P: 

w = wd = 0,34281 — , Md = 0,34281 P:

w = wm = 0,40531 —-, Mm = 0,40531 P.
Äi
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Um den Einfluß der Größe der Druckfläche auf die Beanspruchung 
der Platte zu erkennen, möge noch die Berechnung für eine Drucklänge

ex ~ und ein Innengewebe mit der Maschenweite = Zy = ---

und der Seitenlange a' — b' = ~ durchgeführt werden. Die Gleich- 

gewiehtsgleichungen für die Knotenpunkte der Abb. 29 lauten:

4wg — 2wh = %we,
— Wg -{- 4wh — Wi — wc = wa,
— wh + 4wL — wk — Wi = Wj,
—2w; + 4wt — wA = wb,
—2 wh + 4we ~2wt = 0,

— we + 4u’| — wd — w; —wp = 0,
— 2wi + 4wd — wk — Wg = 0,

P
- 2wt + 4wP - 2Wg — ,

P
— 2w?+ iwq — wd — wM = g— , 

P 
~4wt+4wm

Mareus, Hatten. 5
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Hierin sind die vorhin für das großmaschige Gewebe mit 2 = 
ermittelten Werte

P Pw„ = ws = 0,172 35 — , Wi, = w^ = 0,242 10 —bi 6i

und die durch die Interpolation gewonnenen Größen

we — Wh — 

w„ = wh —
i

wf — wt,

einzusetzen. Die Auflösung der Gleichungen liefert :

w„ = 0,23023—, 6i
P 

wh = 0,257 57 — , 
«i
P

Wi = 0,27948 ,6i

= 0,28837 ~ , 6j
wc = 0,295 88 Z> , 

6'i

Es ergibt sich somit

wt — 0,33419 - , 
«i

wd = 0,35235 ,6j
P 

w„ — 0,409 04 ,
)Si 

w„ = 0,452 64 ,

wm = 0,515 14 f .

für x = ~, y = ~: M = 6X wc = 0,295 88 P, 8 8

x — 0 ,
für

für

für

ö M = Sj w,i = 0,352 35 P 
y = 0 :

y = ~ : M = 61 wv = 0,40904 P,

a
V = 16 :

1 ° M = 6i wq = 0,452 64 P, 
y = 0 :

y = 0 : M = 6i wm = 0.51514 P .

x =

x =

a
8
a
16 ’

x — 0 ,
a

X “ 16 ’

für x = 0 ,
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Durch unmittelbare Interpolation erhält man hingegen aus den auf

S. 62 errechneten Ordinaten des Gewebes mit z = —

für

für

für

für

* “ ” > y = 4 : < 3 MW + 6 - < >305 24 P,
ö o o

n a% = 0 , y = s-: j
8 M = ( 32f10 + 6 — M.) =0.35038P,

x = y=0: 8

x = = W M = 3i(21 M™ + 14 'Vs“3= 0,39195p’

— v , y = — .
a lb M = (21 Jfw + 14 M9 - 3M7) = 0,41707 P .

Die Ordinaten des nur mit einer Einzellast in der Mitte belasteten 
großmaschigen Gewebes stimmen, wie man sieht, außerhalb des durch 
die Druckfläche begrenzten Bereiches mit den Ordinaten der klein
maschigen Gewebe recht gut überein. Im Mittelpunkt der Druckfläche 
selbst nimmt die Momentensumme JI um so rascher zu, je mehr die 
Seitenlänge e zusammenschrumpft1). Die Steigerung ist aber, wie man 
aus der Verteilung der Momente in den Mittelschnitten der Platte 
(Abb. 30) erkennen kann, auf ein ganz schmales Gebiet beschränkt: 
wenn also bei stark konzentrierten Belastungen die durch die Momente JI 
hervorgerufenen Beanspruchungen am Lastort Werte erreichen, welche 
die Druckfestigkeit des Baustoffes überschreiten, so ist doch eine Zer
störung der Platte nicht unbedingt zu befürchten, wenigstens so lange, 
als die Spannungen in den dem Lastort unmittelbar benachbarten 
Querschnitten von der Bruchgrenze genügend entfernt sind, um einen 
Ausgleich der Beanspruchungen erwarten zu lassen.

x) Die analytische Untersuchung und die graphische Darstellung der Form
änderungen in der unmittelbaren Nähe des Lastortes ohne Rücksicht auf die Größe 
der Druckfläche sind von Nadai in seinen neuen Arbeiten „Über die Spannungs
verteilung in einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte“ (Bauing. 
1921, H. 1/11) und in seinem großen Aufsatz über „Die Biegung durchlaufender 
Platten und der rechteckigen Platte mit freien Rändern“ (Z. ang. Math. Meeh. 
1922, H. 1) behandelt worden. Die Lösung der gleichen Aufgabe mit Hilfe von 
Reihenentwicklungen auf Grund des Ansatzes von M. Levy wurde von S. Timo- 
schenko in der Zeitschrift Bauing. 1922, H. 2, bearbeitet. — Besonders 
beachtenswert sind auch die Untersuchungen von A. und L. Föppl über die 
Spannungsverteilung innerhalb der Druckfläche in „Drang und Zwang“: Bd. I, 
S. 197 und Bd. II, S. 102.

5*
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Zur Bestimmung der elastischen Fläche stehen nunmehr die Gewebe-
gleichungen

22 A. P0,01670^

2 z8 + 4 210

— 4“ 4 ^2 — ^3 — ^5
= ^ = 0,03341^, 

iS 2 ^1^2

— ^2 4“ ^^3 — ^4 — ^6
• 23 2 J 2

— 2 s3 + 4 z4 — z7 -

-2z, + 4^-2^

—2s — zs + 4 zR — z7 — 2S = —= 0,10393 1 ,
8 Ä2 ’

—24 — 2s6 + 4z7 — z9
22 w P 22= 0,12644 44 ,

_ 2 -4- 4 2s» — 2
22w8 P22

-0,242 Iß ,S., /

4 Zq 4~ 4
^lO

'S 'S o

zur Verfügung. In der letzten Gleichung stellt Jf10 den Mittelwert der 
Monientensumme am Lastorte dar. Seine Größe ist durch die Bedingung 

2 bestimmt, daß das elastische Gewicht des ganzen Bereiches x = + -
2 2

= ^em Knotenpunkt 10 zugewiesen werden muß. Für eine

Drucklänge e = = — erhält man demnach in Übereinstimmung mit

der Abb. 28: ah
+ i + y

>19 = -4 / Iwdxdy = (4wm rf- wd + we) ,
A. J u

__ __

Mlo = 0,365 76 P.

Führt man diesen Wert in das obige Gleichungssystem ein, so liefert 
die Auflösung:
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.. _ 6; ä2 p/.” p Cf“
= 0,08323 — - = 0,005202 -y- ,

N *2 - 0,15813 = 0,009883 ~ ,A A

_43 A
PP cP = 0,21379 — = 0,013362 ,

A '
PP cP= 0,23525 = 0,014703 " ,

A A

= 0.30239 = 0,018899 ,A Ar
- _ S2 Pz2 Pa-= 0,41231 —r = 0,025 769 ,

v z.
P/.~ Pa2= 0,45768—~ = 0.028605 — .

A A '
Zj Ä2 PP Pa-- 0,57145 — — 0,035 715 ,

- _^s
^9 V "9

PP Pa^= 0.64441 - = 0,040276 ÜA-,
A

.. _ 'S 8%
‘»io — ’ *io

PP Pa2= 0,735 85— = 0,045 991 .

Eine schärfere Untersuchung der Gestalt der elastischen Fläche 
unmittelbar unter der Uruekfläche läßt sieh im übrigen leicht durch
führen. Man braucht nur an das großmaschige Gewebe wie bei der 
Momentensumme ein engmaschiges Innengewebe anzuschließen. Wählt 

man für das letztere die Maschenweite Z = so wird seine Ge-
J o

stalt unter Zugrundelegung der in Abb. 28 eingetragenen Ordnungs
ziffern durch die Gleichungen

4 zr - 2 z„ - 2 zd = (Z)2 = 0,004 677 ,

-zb 4- 4 z, - 2 zc - zHI = (Z)2 = 0,005 356 ,

-4 + 4 zm = (Z)2 = 0,006 333 

festgelegt. Um den stetigen Übergang zwischen Außen- und Innen
gewebe zu gewährleisten, werden als Ordinaten der Randknotenpunkte 
des kleinen Gewebes die aus dem großen Gewebe entnommenen Werte
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: S = = »C = 0,04291
o xV

Zli = = 0,57145 = 0,035 715 ,

P22 Pa2
zb = z9 = 0,64441 = 0,040276 -- ,

Dj £>2 ^2

Zti=Zb-^Zh-^ .=0,039136

in Rechnung geführt1).
Es ergibt sich somit

... a für x = y = ö

x = 0, y =

a n 2V 2V* = T’ = 0 :o
8 S* Par

z = 0, y = 0 : = zm = 0,04593 .

Pa2
Der Unterschied zwischen dem genauen Werte Cm = 0,04593 —

und der vorhin für das großmaschige Gewebe ermittelten Verschiebung
Pa2Gn = 0,045 99 -rr- ist, wie man sieht, nur sehr gering. Die Größe der

Druckfläche beeinflußt also die Spannungsmomente in viel höherem
Maße als die Durchbiegungen.

Aus der elastischen Fläche lassen sich jetzt mit Hilfe der Formeln (33) 
die Biegungsmomente errechnen.

Die Zahlen werte für die Hauptschnitte sind:

sx = 0,025 696 P, Sy = 0,046 766 P 
sx = 0,060 922 P, Sy = 0,100 850 P

= 0,139066 P, Sy = 0,174507 P 
sx = 0,263 451 P, Sy = 0,263 451 P 
sx = 0,112034 P, Sy = 0,112034 P 
sx = 0,044 642 P, Sy = 0,044 642 P 
sx = 0,010 829 P, s}J = 0,010 829 P

für den Punkt x = a , y = 0.
für den Punkt x = a, y = 0,
für den Punkt x = j a y = 0,
für den Punkt x = 0, y — 0,
für den Punkt x = \a, y — \ a,
für den Punkt x — -{ a, y — '^a, 
für den Punkt x = -Ja, y — ^a-

x) Die Stetigkeit der Formänderung und der Beanspruchung wird dadurch
erreicht, daß längs der gemeinsamen Ränder der beiden Gewebe die Größen C 

c2 i c2 c
und M, mithin auch 372, 37s, sx, in beiden Bereichen übereinstimmen. Dio 

y , „ cK dC ßM dM
weitere Übereinstimmung der Größen , -7—n va ist eine not-o x o y o x o y
wendige Folge der identischen Gleichgewichtsbedingungen, welchen die Bestim
mungsgleichungen der beiden Gewebe entsprechen müssen.
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Die zugehörigen Momentenflächen sowie auch die Hauptspannungs- 
momente in den Diagonalen sind in Abb. 30 dargestellt, während die 
Schichtlinien der elastischen Fläche in Abb. 31 eingetragen sind.

Abb. 30. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, durch eine Einzelkraft 
in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

Auf Grund der Formel (66) erhält man für die Randscherkräfte die 
Werte 

w P 3vx — S1 -1- = 0,06680 — für den Punkt x = —a, y = +-r-a; A, Cb 4
w« P 2ux — “ 0,13364— für den Punkt x = —a, y = + a,Ä Cb 4
W P 1

vx = S,-^- = 0,19308 — für den Punkt x — — a, y = —Z a ~ 4
w Pvx = S.-~ — 0,22296 - für den Punkt x = — a, y = + 0 . Za ~
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Um die den Randdrillungsmomenten gleichwertigen lotrechten 
Zusatzkräfte zu ermitteln, benutze ich die an früherer Stelle abgeleiteten 
Gleichungen:

Abb. 31. Schichtlinien der elastischen Fläche einer ringsum frei aufliegenden, 
durch eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

Sie liefern für den Punkt

3 7 64 p
x = -a, y = ±— a -.Vx = N ■ —• — (2^ - £2) = 0,023324 — ,4 10 r a

,2 , „ 7 64 , p
x = —a, y = +—a:vx = N ■ —■ • - - 2— ;3) = 0,053 872 —,

4 10 P a

, 1 Ar 7 64 p
x = - a, y = ± - a : vx N • --. (2 - G - = 0,09576 -,

7 64 P
x = -a, y=+0 = 27- —— (2q - C3) = 0,120176—.10 cP a
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Insgesamt erhält man also für die Auflagerwiderstände die Werte

ax = vx + 4 = (0,06680 + 0,023324) - = 0,09012 - für x = -a, y = + -
a a J —4

ax = Vx + v'x = (0,13364 + 0,053872) — = 0.18751 p für x = —a, y =
9

+ " a

ax = vx + =

a

(0,19308+0,09576) — = 0,28884

a
P für x = — a1, y =

~4
1
4 Cl

®x — Vx + “

a

(0,22296 + 0,120176) — a = 0,343136

a
P
a für x = —a, y =

— 4

±0.

Hinzu kommen noch die vier an den Ecken angreifenden und nach 
abwärts gerichteten Auflagerkräfte

C = -2 G = -2 - — A7 % = -0.116525 P. 
m x2

Die Verteilung der Auflagerwiderstände ist in der Abb. 30 veranschau
licht.

Vergleicht man die für eine gleichmäßig belastete Platte errechneten 
Beanspruchungen und Formänderungen mit denjenigen, welche für die 
mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete Platte ermittelt worden 
sind, so erhält man beispielsweise für den Mittelpunkt der Platte bei 
einer Belastung P = 4 pa2:

P
= Sy = 0,189 20 pa2 = 0,189 20 — = 0,0473 P,

Pa2 Pa2: = 0,064876^- = 0.064876 —= 0.01622
A7 4A ' A

und bei einer Einzelkraft P mit der Druckfläche 4 e2 = 4 + ) = :\8/ 16
sx = = 0,263451 P,

£ = 0,04593 Pa2 .
Das Verhältnis für die Spannungsmomente ist:

0,0473 :0,263451 = ~ 1 :5,5
und für die Durchbiegungen

0,01622:0,04593 =~1:2,83.

Es wäre unrichtig, aus diesen Zahlen zu schließen, daß die Bruchlast 
bei konzentrierter Belastung auf das 55 fache der Bruchlast einer gleich
mäßig belasteten Platte herabsinken muß: die Tragfähigkeit der Platte 
mit einer Einzelkraft ist in der Tat, wie Versuche erwiesen haben, eine 
nicht unerheblich größere, weil die hohen Beanspruchungen nur in 
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unmittelbarer Nähe des Lastortes auftreten und mit wachsender Ent
fernung vom Lastbereich so rasch abnehmen, daß trotz der örtlichen 
Überschreitung der Bruchspannung die Zerstörung der Platte aufge
halten werden kann.

§ 9. Die Berechnung 
gleichmäßig belasteter, ringsum frei auf liegender rechteckiger 

Platten mit verschiedenen Längenverhältnissen.
1. Untersuchung einer Platte mit dem 

Seitenverhältnis 2:3.
Als Beispiel für die Anwendung eines Gewebes mit verschiedenen 

Maschenweiten sei zuerst eine Platte mit dem Seitenverhältnis b : a

abgeleitete Grundglei-

b

4

oder

- Wk ^1 + — (w; + Wi) — 4 (w,„ -1- W„) = pk^'

— 4 (wi 4- wj — 9 (w,„ + wn) — 4 J .

Entsprechend den aus Abb. 32 ersichtlichen Bezeichnungen erhält 
inan für die einzelnen Knotenpunkte der Reihe nach die folgenden 
Gleichgewichtsbedingungen :

26 Wi — 4 w2 — 9 w3 — 4 p ,
"i “i

— 8 wx + 26 w2 - 9w4 = 4 p ,
'M
Aä— 18 u\ + 26 w3 — 4 = 4 p ,
'M

— 18 w2 — 8 w3 4- 26 wt = 4 p — .
Die Auflösung dieser Gleichungen liefert

= S1w1 = 0,106537 pa2, 
w2 = 0,130622 pa2, 

M3 ~ Skw3 = 0,138609pa2, 
= 81wi= 0,171541 pa2 .
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Für das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bestimmungsgleichungen

26 3!-4s, - 9z3 = 0,106537

— 8zx + 26 z2 -0z4 = 0,130622^
öj £>2

-18 Zj + 26 z3 -4z4 =4w3^ - 0,138609

—18 s2 — 8 z3 -r 26 z, = 4w4~
«2

Hieraus erhält man

f, - _ 0,013037 7 ,A A
Cs = zt — 0,0174196 ,

XV XV

« - 0.01S0S3 ,

'M»

Zur Berechnung der zugehörigen Spannungsmomente dienen die Formeln

.V z m — 1 ,. , . , ,,
Gy = ‘ . [(»p + Ss) — (io + Sr)]

"i ilv

— y' y iö — ■
Die auf Grund dieser Gleichungen errechneten Werte für die Mittel

und Diagonallinien sind in der Tafel 3 zusammengestellt. Der Span
nungsverlauf längs des kürzeren Randes AB ist durch die mit Hilfe 
der Formeln (66) und (68) ermittelten Größen

Vl = + = 0,463074 pa ,
Äx
mn —— 1

= —---- - ~~ (2 - c3) = 0,100686 pa ,
'm üy



~ 6 Die Berechnung der ringsum frei auf liegenden rechteckigen Platte.

ai = vi + — 0,563760 pa ,

' vu = = 0,527218 pa ,
Ar 2

nyt _  1 .V
v'u —-------- (2 4S - 2 = 0,1271625 pa ,

Wi ^y
an = vn + v'ii — 0,65438 pa 

bestimmt. Für den längeren Rand AD ergibt sich ebenso

vm = 0,476282?« = 0,71442 pb ,
Zj, w

ny» _  1 A'
v'ni = ------_ "(2 - 4„) = 0,072698pa = 0,109047 pb ,

m Ay ZJ

ani = vm + vhi = 0,548976 pa = 0,823467 pb .
IV f ‘T) /

viv — — 0,558532 pa = 0,837798 pb ,
4 2

m — 1 Nv'ir = - -.-yr (2 4, — 2^) = 0,073627 pa = 0,110440 pb ,m Ay
aiv — viv 4* Viv — 0.632159 pa = 0,948238 pb .

Die an den vier Ecken angreifenden, abwärts gerichteten Einzelkräfte 
haben schließlich die Größe

C = -21 i - -2 • m ~ = —0,10951 pa.b .
m Ax Ay

Tafel 3.
Die Spannungsuioinente der frei auiliegeudeu, gleichmäßig belasteten Platte 

mit dem Längenverhältnis b : a = 2:3.

X
a

y 
b Sx tu tri/

+ 1 + 1
i

— — 0,054758 pa2
= —0,123206 pb2

+ + y
0,056203 pa- 

= 0,126457 pb2
0,082319 pa2

= 0,185218 pb2
— 0,025433 pa'1

- —0,057224 pb2

0 + 2
0,063723 pa- 

= 0,143377 pb2
0,106076 pa"

= 0,238671 pb2
—

i
+ y 0

0,075023 pa2 ' 
= 0,168802 pb2

0,105149 pa,2 
= 0,236585 pb2

—

0 0 0,085838 pa2
= 0,193136 pb2

0,137167 pa2
= 0,308626 pb2

—
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2. Untersuchung von Platten 
mit dem Seitenverhältnis 2:1, 3:1, 4:1.

In ähnlicher Weise ist die Untersuchung von Platten mit dem 
Seitenverhältnis 2:1. 3:1, 4:1 durchgeführt worden. Die für die 
inneren Knotenpunkte ermittelten Werte 

sind mit den Randwerten

Wz 3 Wz: ^z: s s dy

in den Tafeln 4, ä, 6 vereinigt.
Für jedes Seitenverhältnis sind außerdem die an den Ecken an- 

greifenden Zugkräfte C und die Mittelkräfte
+d

Ax = / ax dy ,

-b

TÜ

-a

der Auflagerwiderstände jedes Randes angegeben.
Diese Tafeln können für die Querschnittsbemessung unmittelbar 

benutzt werden.
Tafel 4.

Der Spannungsverlauf in der frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten Platte 
mit dem Längenverhältnis b : a= 2 :1.

£ _
--- -

+1 £ 1 + A 0 i Faktor
b ‘ 4 ‘ 4 4

x - 0 * i — 0,074845 0,127176 0,156235 0,165398
a Sx — 0,16685 0,28652 ‘ 0,35380 0,37522 pa"

— 0,09005 0,09309 0,07958 0,07331 pa-

— 0,053989 0,091362 0,112010
pa1

0,118496 y
x 1 sx -— 0,13253 0,22219 0,27114 0,28637 pa-a 2

Sy _— 0,06646 0,06690 0,05665 0,05189 pa"-
— — 0,04451 — 0,02849 —0,01338 — pa2

X [v* — 0,6480 0,8282 0,9055 0,9269 pa
— = -1 1 — 0,0931 0,0937 0,0793 0,072 7 pa

— 0,7411 0,9219 0,9848 0,9996 pa

0,7638 pa
— = 0 0,1261 pa

0,8899 pa A, — 3,2490 pa-— A„ = 1.3557 pa-
x , 1 0,6480 pa 4 0= — 1,2094 pa2
V = + '2 0,0931 pa

0,7411 pa



(70Tafel 5.
Die frei aufliogemle, gleichmäßig belastete Platte mit dem Längcnverhältms b : a = 3 :1.

V _ 
b +1 4

+ 6 + o
O

+ -
#

1
+ ¥ 0 Faktor

x + o
a

'.. .

1 
1 

1

0,077 61
0,17333
0,08559

0,133823
0,302209 
0,08274

0,169351

0,38452
0,06033

0,189797
0,43222
0,04063

0,200086
0,45628
0,02873

0,203194
0,46356
0,02486

pa* 
~N~ 
pa2 
pa2

X 1
a ” + 2 «X

SH

Illi

0,055944
0,13711
0,06331

- 0,03123

0,096061
0,23320
0,05957

-0,02141

0,121286
0,29288
0,04296

-0,01306

0,135769
0,32697
0,02881

- 0,00717

0,143051
0,34406
0,02034

-0,00313

0,145248
0,34921
0,01758

pa* 
Jv 
pa,2 
pa2 
pa2

a

i ö <3
 « 

."*
 *

1 1 II 
1 0,6508

0,0886
0,7394

0,8356
0,0834
0,9190

0,9217
0,0601
0,9818

0,9616
0,0403
1,0019

0,9788
0,0285
1,0073

0,9836 
0,0246
1,0082

pa 
pa

1 P«

----,    
>-. ii...»

। 
r-

a
 

|

H 
11

» 
I e 

»'s

1

CI,, |

V*

»y
0,

0,7678 pa 
0,1198 pa 
0,8876 pa

0,6508 pa 
0,0886 pa 
0,7394 pa

-(x = 5,2523 pa2
— 1,3742 pa'2

4 G = — 1,2530 pa2

D
ie Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte.



Tafel 6.
Die frei aufliegonde, gleichmäßig belastete Platte mit dem L&ngenverhältnis b: n = 4 :1.

y _ 
b 1 8

0
8

r

8
4
8

3
8 8

1
8 0 Faktor

.r

a = 0 8X
—

0,077 813
0,17380
0,085 22

0,134419
0,30326
0,08184

0,170366
0,38690
0,05852

0,191781
0,43687
0,037 21

0,203894
0,46520
0,02242

0,210402
0,48044
0,01346

0,213543
0,48780
0,00885

0,214472
0,49003
0,00743

pa* 
N 
pa^ 
pa1

1
*“ 2

s>

- 0,056087
0,13745
0,06305

-0,02351

0,096412
0,23402
0,05893

-0,01620

0,122003
0,29456
0,04169

-0,01006

0,137173
0,33026
0,02639

-0,00587

0,145744
0,35038
0,01587

-0,00326

0,150347
0,36117
0,00953

-0,00169

0,152568
0,36034
0,00628

— 0,00071

0,153219
0,30786
0,00521

p «1 
N

pa- 
pa2 
pa-

ft

,c
a = 0

1
V*

”y
. «y

0,7680 pa
0,1103 pa
0,8873 pa

0,6510
0,0883
0,7393

.1 ..
4 =

4 C = -

0,8359
0,0825
0,9184

7,2553 pa"
1,3729 pa-
1,2564 pa-

0,9225
0,0584
0,9809

0,9633
0,0370
1,0003

0,9825
0,0222
1,0047

0,9914
0,0133
1,0047

0,9952
0,0088
1,0040

0,9963
0,0073
1,0036

pa 
pa 
pa

c
a

— 1
2

[
I «,

0,6510 pa
0,0883 pa
0,7393 pa

D
ie Berechnung rechteckiger Platten m

it verschiedenen Längenverhältnissen.
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Um den Einfluß des Seitenverhältnisses auf die Spannungsvertei
lung zu beleuchten, sind zunächst die für den Mittelpunkt der Platte 
gültigen Werte C, unter Zugrundelegung der gleichen Spann
weite a für verschiedene Spannweiten b in der Tafel 7 zusanimengestellt 
und in Abb. 33 aufgetragen.

Die Schaulinien zeigen, daß die Durchbiegung des Mittelpunktes um 
so größer ausfällt, je größer die Länge der Platte im Vergleich zu ihrer 
Breite ist: der Zuwachs der Durchbiegung vollzieht sich aber immer 

langsamer und ist, sobald - > 3 wird, kaum merklich. Der Grenzwert

* = 0,2289 gilt für eine Platte, die nur in einer Richtung gestützt

Abb. 33. Die Durchbiegung und die Spannungsmomente des Mittelpunktes 
gleichmäßig belasteter, frei aufliegender Platten bei verschiedenen Längen

verhältnissen.

und in der anderen unendlich ausgedehnt ist, er wird bei den Seiten- 
b

Verhältnissen — = 4 fast erreicht.a
Für die Beurteilung der Biegungsbeanspruchung vor dem Bruch 

sind die Grenzwerte der Momente 

von entscheidender Bedeutung. Die für den Mittelpunkt der Platte 
in Betracht kommenden Werte sind aus der Tafel 7 zu entnehmen. 
Die zugehörigen Schaulinien in der Abb. 33 lassen einen ähnlichen 
Einfluß des Seitenverhältnisses auf die Spannungsverteilung wie auf 
die Durchbiegung erkennen: je mehr die Länge b im Vergleich zur 
Breite a wächst, um so größer werden die Momente sx der kürzeren, 
um so kleiner die Momente Sy der längeren Spannrichtung, um so be
deutender ist der Anteil Ax der Belastung, welcher auf die näher liegenden 
längeren Ränder entfällt, um so geringer ist der von den kürzeren, von
einander am meisten entfernten Rändern geleistete Auflagerwiderstand .
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Die Verteilung der Momente 4, «y längs der Mittellinien ist durch 
die Abb. 34 und 34 a veranschaulicht. Sie zeigen, daß die Momente s, 
der kürzeren Spannrichtung auf einer längeren Strecke keine merklichen

Unterschiede aufweisen und erst in der Nähe der schmalen Ränder 
rascher abnehmen, während die Momente der längeren Spannrichtung 
im Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Ecken ihren Größtwert 
und im Mittelpunkt der Platte ihren Kleinstwert erreichen.

Marcus. Platten. 6
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Tafel 7.
Die Verschiebungen und Spannungsmoinente des Mittelpunktes gleichmäßig 

belasteter Platten bei verschiedenen Längenverhältnissen.

b: a * s,,

1 p cP 0,064876^- 2V 0,14554 pas 0,14554 pa2

2 -»a4 
0,165398 IN 0,37522 paP 0,07331 pa2

3
pa10,203194 ~ 0,46356 pa2 0,02486 pa2

4 pcP 0,214472 0,49003 pa2 0,00743 pa2

OO
w

0,228938^- 0,5 pa2 0 pa2

3. Vergleich der genauen Werte mit den Ergebnissen 
der üblichen Näherungsrechnungen.

Der Vorteil der genaueren Untersuchung der Platte tritt deutlich 
in Erscheinung, wenn man ihre Ergebnisse mit denjenigen der üblichen 
Näherungsberechnungen vergleicht.

Ersetzt man nämlich die Platte durch zwei Reihen von Streifen mit 
den Spannweiten 2 a und 2 b und weist man diesen Streifen entspre
chend den deutschen Bestimmungen für die Berechnung kreuzweise 
bewehrter Platten die Lastanteile

b* a*

zu, so entstehen in der Mitte der Streifen, wenn letztere als einfache 
Balken betrachtet werden, die Momente

(2 a)2 pa2b4 (2 b)2 pb2a*
Mz- px g — 2 - Pu — 8 - - - Y^+b^) '

Auf Grund dieser Formeln erhält man
für b : a = 1 :1 : 
für b : a = 2 :1 : 
für b : a — 3 :1 : 
für b : a = 4:1 : 
für b : a = oo :

Pz — 0,25 p a2, 
= 0,4706 p a2, 

ux — 0,4939 p a2, 
px = 0,4981 p a2, 
Hx = 0,5 p a2,

p,, = 0,25 pa2, 
,av = 0,1176pa2, 
py — 0,0549 pa2,

= 0,0312 pa2, 
Pu = 0,0 P^ •

Werden hingegen entsprechend den 
Lastanteile nach den Gleichungen 

, _ p b2Px _ ,

schweizerischen Bestimmungen die

, pa2
“ a2 + V
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bemessen und die zugehörigen Momente mit Hilfe der Formeln

bestimmt, so ergibt sich
für b : a = 1:1 : = u'y = 0,25 p a2 ,
für b : a - 2 :1 : wi = — 0.40 p a2,
für b : a = 3 :1 : ,«i = ,u'y = 0,45 p a2,
für b : a = 4:1 : it'z = — 0,4706 p a2 .
für b : a = oc : /ü — p'u = 0,50 p a2 .

Abb. 35. Vergleich der genauen und der 
Näherungswerte für die Spannungsmo- 

mente rechteckiger Platten.

Die Werte ,ux, p'x und sind in Abb. 35 aufgetragen. Der Ver
gleich mit. den genauen Werten sx und sy zeigt, daß die nach den Nähe
rungsformeln errechneten Momente ,u um so mehr von den wirklichen 
Momenten s abweichen, je weniger 
sich die Seitenlangen a und b von
einander unterscheiden.

Für b : a = 1 liefern die deut
schen sowohl wie die schweize
rischen Bestimmungen Größen, die 
um mehr als 70 v. H. höher sind 
als die genauen Werte: hierbei sind 
nur die in dem Plattenmittelpunkt 
auftretenden Maximalmomente in 
Betracht gezogen, für die übrigen 
Punkte der Mittellinien, die sich 
mehr den Rändern nähern, sind 
die wirklichen Momente noch we
sentlich geringer als die nach den 
Näherungsformeln errechneten.

Sobald aber das Seitenverhältnis

— >2 ist, nimmt der Unterschied a
zwischen den genauen und den Nä
herungswerten sehr rasch ab: da die 
Hauptspannungen dann vorwiegend der kürzeren Spannrichtung 
folgen und die Platten fast nur als Balken wirken, so ist die Überein
stimmung in den Ergebnissen der Rechnungsverfahren leicht zu er
klären.

Die schweizerischen Bestimmungen passen sich besser als die deut
schen der Plattentheorie an, jedoch nur, soweit die Momente sx der 
kürzeren Spannrichtung in Betracht kommen: bei den Momenten sy 
hingegen sind die deutschen Vorschriften zuverlässiger, während die 

6* 
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nach den schweizerischen Formeln errechneten Werte ein völlig falsches 
Bild der Spannungsverteilung liefern.

Bei hohen Belastungsstufen tritt allerdings eine merkliche Ver
änderung des Spannungsbildes insofern ein, als die sehr erheblich be
anspruchten Querstreifen nicht mehr die gleiche Steifigkeit wie die 
weniger angestrengten Längsstreifen besitzen und von den letzteren 
in stärkerem Maße unterstützt und entlastet werden, bis sich die Span
nungsmomente sx und sv nahezu ausgleichen: dieser Ausgleich, der be
sonders die Bruchsicherheit von Eisenbetonplatten wesentlich beein
flußt1), wird in den schweizerischen Vorschriften berücksichtigt.

Für die Beurteilung der Brauchbarkeit der Näherungsformeln ist 
auch die Art der Verteilung der Belastung auf die Randunterlagen von 
wesentlicher Bedeutung. Folgt man den deutschen Vorschriften, so 
muß den zur «-Achse senkrecht stehenden Randträgern die Belastung 

p a fr4 
ax = npx = + bi

Abb. 36. Vergleich der genauen und der 
Näherungswerte für die Auflagerkräfte 

rechteckiger Platten.

und den zur «-Achse parallel lie
genden Randträgern die Belastung 

p b a4 
h Pu ; : ' /

zugewiesen werden. Von der Platten
belastung Q = ±pab
entfallen somit auf die Rand
träger die Anteile

Ax = 2bax = Q Q 
2 a' + 61 ’

Q
2 ai 6 i •Au = 2aay

Die schweizerischen Vorschriften
liefern hingegen

, _ Q
" “ 2 «2 + ip'

Die Werte Ax, Ay, Ax, Ay für verschiedene Verhältnisse der Seiten
langen sind in der Tafel 8 zusammengestellt und in Abb. 36 aufgetragen. 
Zum Vergleich sind auch die in der genauen Untersuchung ermittelten 
richtigen Größen Ax, Ay mit den zugehörigen, an den Ecken angreifen
den Zugkräften C angeführt.

x) Vgl. Nielsen: Die Berechnung der Bruchspannungen in kreuzarmierten 
Eisenbetonplatten. Bauing. 1921, H. 15.
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Tafel S.
Die Auflauerkräfte gleichmäßig belasteter Platten bei verschiedenen 

Längenverhältnisseil.

b _
a

1 2 3 4 co Faktor Bemerkungen

0,3094 0,4061 : 0.4377 0,4535 0.5 Q Die Näherung«-
1 0,25 0.4706 0,4939 0,4981 0.5 Q werte -U. X bzw.

1 X ! 0,25 0,40 ! 0.45 0.4706 0.5 Q A,. A', sind auf
(X 0.3094 0.1694 ' 0,1145 \ 0,0858 — Q Grund der deut-

i 0,25 0,0294 0,0061 0,0019 — Q sehen bzw. sehwei-
Ix 0,25 0,10 0,05 0,0294 — Q zerisch. Näherungs-
c -0,2375 -0,1512 -0,1044 ; -0,0785 — Q fomieln errechnet.

Während die genaue Berechnung für die Beanspruchung der Platte 
kleinere Werte als die Näherungsverfahren lieferte, sind umgekehrt die 
Randbelastungen bei der strengen Untersuchung nicht unerheblich 
größer als bei der vereinfachten Berechnung. Die Abweichung zwischen 
den Ergebnissen der genauen und der angenäherten Ermittlung der 
Auflagerwiderstände ist um so bedeutender, je weniger sich die Seiten
langen a und b voneinander unterscheiden. Die Plattenwirkung tritt 
nämlich um so stärker in Erscheinung, je mehr sich die Plattengestalt 
dem Quadrat nähert : die Randdrillungsmoinente sind dann um so 
größer und erfordern, um ein Abheben der Platte aus der Randunterlage 
zu verhindern, einen entsprechend kräftigen Widerstand C. Ist die 
Platte aber ziemlich lang gestreckt, so stimmen die genauen und die 
Näherungswerte gut miteinander überein, allerdings nur insofern, als 
die Auflagerwiderstände der kürzeren Spannrichtung in Betracht ge
zogen werden. Für die andere Richtung hingegen liefert die strengere 
Untersuchung merklich größere Werte als die beiden Näherungsverfahren.

Die vorstehenden Gegenüberstellungen zeigen, daß eine richtige 
Erkenntnis der Tragfähigkeit und eine wirtschaftliche Querschnitts
bemessung bei Platten von annähernd gleichen Seitenlängen sich auf 
die genaue Berechnung stützen müssen. Die letztere ist auch bei läng
lichen Platten unentbehrlich, wenn der Spannungszustand in der Nähe 
der kurzen Ränder und die Größe der Auflagerwiderstände an dieser 
Stelle bestimmt werden sollen: für den mittleren Bereich der Platte 
und die langen Ränder erscheinen indessen die Ergebnisse der Nähe
rungsverfahren ausreichend zuverlässig.

4. Neue Formeln für die vereinfachte Berechnung 
frei aufliegender Platten.

Die bisherigen Versuche, eine einfache Formel für die Berechnung 
der Biegungsmomente einer Platte zu entwickeln, gehen meistens von 
der Annahme aus, daß es möglich ist, die Platte durch zwei Scharen
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sieh rechtwinklig kreuzender Balken zu ersetzen und den auf jede Schar 
entfallenden Anteil der Belastung von vornherein zu bestimmen.

Diese Annahme widerspricht jedoch den grundlegenden Gleich
gewichtsgleichungen der Platte und führt zu Ergebnissen, die um so 
weniger als zuverlässig zu betrachten sind, je geringer der Unterschied 
zwischen den Seitenlangen a und b ist und je stärker die eigentliche 
Plattenwirkung in Erscheinung tritt.

Wird nämlich ein der x-Achse parallel laufender Streifen als Balken 
aufgefaßt und ihm die Belastung px zugewiesen, so gilt für die zugehörige 
elastische Linie die bekannte Gleichung

12 _ Px
dx* ” E&1>x ~ m2 — I N ’

Für die Streifen in der ^-Richtung mit der Belastung pv besteht ebenso 
die Beziehung ^4 m2 p,
„ . , . , d u* m? — 1 N ’Es ist also auch 

e*c . + p„)
dx* dy* m2 — 1 N

Die Plattentheorie liefert aber 

। p _ 2 c 
5x* dy* N

Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgt

Hieraus erkennt man, daß sich die Summe der Lastanteile px und pv 
selbst im Grenzfalle m = 00 durchaus nicht mit der tatsächlichen Be
lastung p der Platte deckt.

Die auf der Annahme px + py = p auf gebauten Näherungsberech
nungen können daher weder ein richtiges Bild der Spannungsverteilung 
geben noch die auf die Ränder übertragenen Kräfte mit ausreichender 
Sicherheit bestimmen.

Will man die Formänderung eines Streifens genauer verfolgen, so 
darf man nicht außer acht lassen, daß in den seitlichen Abgrenzungs
ebenen dieses Streifens nicht allein die lotrechten Scherkräfte v, sondern 
auch die von den wagerechten Schubspannungen gebildeten Kräfte
paare txv auftreten. Handelt es sich beispielsweise um einen der x-Achse 
parallel liegenden Streifen von der Breite d y (Abb. 37), so wird er außer 
durch die Belastung p dy einerseits durch die Scherkräfte vv und durch 

die Momente txy, andererseits durch die Kräfte v„ + - dy und die* r) 'n



Die Berechnung rechteckiger Platten mit verschiedenen Längenverhältnissen. $7

Kräftepaare txy + d y beansprucht. Die tatsächliche Belastun; c y
eines Streifens von der Länge d x setzt sich also aus der Kraft

tix dy dx & Vy 
p ~

und dem Kräftepaar -d^i-dydx zusammen. Für die Flächeneinheit

des Streifens ist mithin

cy
Ebenso ergibt sich für den 
in der «/-Richtung

Övx
-^y = P X  , J C'X

und insgesamt
o ÖVZ= %p — H— ’j

pdy

r--------
vv

Streifen -L._.Ä
dy

Abb. 37.

+^jcy dy 
dy

Da auf Grund der Gleichgewichtsgleichung für das Plattenelement 
ö vx c v„

—----- [- = pc x oy
sein muß, so erhält man

+ ^y = P ■

Hieraus erkennt man, daß im Gegensatz zu der Größe (px -f- py) 
die Summe (iz® ^y) mit der jeweiligen Belastung p übereinstimmt. 
Für die Durchbiegung der z- und «/-Streifen kommen jedoch auch die 
ir . , tx y ,Kräftepaare -k; ~ und ~— in Betracht ; ihr Anteil ist wohl in p* und pyi c y c x
nicht aber in und ny inbegriffen. Zwischen px und besteht derselbe 
Unterschied wie zwischen den tatsächlichen Auflagerwiderständen ax 
und den Randscherkräften vx. Die bisherigen Untersuchungen haben 
in der Tat gezeigt, daß sich die Summe 2 (A» + der Auf lager wider
stände ax und ay sich ebensowenig mit der gesamten Plattenbelastung Q 
deckt wie die Summe der wirksamen Lastanteile px + py mit der wirk
lichen Belastung p. Der Unterschied

2(A + Ay)-Q = -±C
wird eben durch diejenigen, an den Ecken angreifenden Einzelkräfte ü 
ausgeglichen, die mit den zusätzlichen, von den Drillungsmomenten 
abhängigen Auflagerwiderständen

ay u a x
im Gleichgewicht stehen.
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'Diese Kräfte C mit den zugehörigen Widerständen vx und vy müssen 
auch bei einer angenäherten Berechnung der Platte als statisch unbe
stimmte Größen aufgefaßt werden, weil die Gleichgewichtsbedingungen 

nicht ausreichen, um auch nur die 
Summe dieser Kräfte festzulegen.

Die Näherungsverfahren schalten
durch die Zerlegung der Platte in 
Balken gerade diejenigen Drillungs
momente aus, welche einen merk
lichen Einfluß auf die Formänderung, 
die Beanspruchung und die Verteilung 
der Randwiderstände ausüben.

Dieser Einfluß ist besonders bei 
Platten, deren Seitenlangen sich wenig 
voneinander unterscheiden, von er
heblicher Bedeutung.

Die Eckkräfte erreichen bei derAbb. 3S.
quadratischen gleichmäßig belasteten 

Platte fast ein Viertel der gesamten Belastung. Um die Größe ihrer 
Wirkung zu erkennen, ist in der Abb. 38 die Verteilung dieser Kräfte 
und der zugehörigen Widerstände v'x und v'v dargestellt. Sie bilden für 
sich eine Gleichgewichtsgruppe und es ist daher

I ^dy = = —C,
+ b

-a

21 ’z + 2 1 ’y + 4 C = 0 .
Der Mittelschnitt EF der Platte wird hierbei durch das Moment

(2C+ + y

beansprucht. Wird für den Schwerpunktsabstand // das Maß y = b 
genommen und a= b gesetzt, so erhält man

Mx = J a C
und als Durchschnittswert der Spannungsmoinente nx längs der Linie
EF = 2«:

Da für die quadratische Platte
C = — 0,2375pa^ 
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ist, so ergibt sich schließlich
sx — — • 0,2375pa? = —0,075pa? .

Der Durchschnittswert der Momente sx unter der Einwirkung der 
Belastung und der gesamten Auflagerkräfte ist hingegen

~ j - 0,1892 p a? = co 0,125 p a? .
Würde man die Gruppe C, V?, V# ausschalten, so würde also das 

mittlere Biegungsmoment den Wert
sx = (0,075 + 0,125) pa? = 0,2 p a2

erreichen und hiermit eine ßOproz. Steigerung erfahren.
Dieser Zahlenvergleieh beweist, daß auch der mittelbare Einfluß 

der Drillungsmomente nicht unterschätzt werden darf und gibt für 
den erheblichen Unterschied, der besonders bei den quadratischen 
Platten zwischen den Ergebnissen der genauen Untersuchung und der 
Näherungsverfahren besteht, eine ausreichende Erklärung.

Um diese Näherungslösungen, die eine wesentliche Vereinfachung 
der Berechnung ermöglichen, verwenden zu können, ist es notwendig, 
sie durch Formeln, in welchen der Einfluß der Drillungsmomente zum 
Ausdruck kommt, zu berichtigen und zu ergänzen. Die im Abschnitt IX 
durchgeführten Untersuchungen von Platten mit gebogenen Rändern 
und spannungsfreien Randflächen liefern die Grundlage, auf welcher 
eine genaue Berechnung der Formänderungen und Beanspruchungen, 
welche durch die Randdrillungsmomente hervorgerufen werden, auf
gebaut sein muß. Die Ergebnisse dieser genauen Berechnung lassen 
sich aber nicht in einer geschlossenen, leicht verwendbaren Formel 
zusammenfassen.

Man gelangt eher zum Ziele, wenn man an Stelle des Näherungs
verfahrens möglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln 
sucht, welche für die verschiedenen Verhältnisse, der Seitenlangen Werte 
liefern, die sich mit den bekannten richtigen Werten ausreichend decken. 
Die Untersuchungen, die ich in dieser Richtung angestellt habe, führen 
zu den folgenden Ergebnissen:

I. Interpolationsformeln für die Auflagerkräfte:
+b

-b

+«
, f , Q 5 ffJ Clydx — >

-a

~Q a
4 ' 46'
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II. luterpolationsformeln für die Biegungsmomente der Mittellinien:
+ j

'-b

1 - 1 , 
4 br

, 1 a3
6 ‘ T 6» '

Q
4

-a

III. Interpolationsformeln für die Spannungsmomente des Platteu
mittelpunktes :

pa2 3 a
S" = 2 'Wb'

Unter a ist hierbei immer die kürzere Seitenlänge zu verstehen.
Die auf Grund dieser Formeln errechneten Größen sind in der Tafel 9 

neben den vorhin für m = V- ermittelten genauen Werten zusammen
gestellt.

Tafel 9.
Zusammenstellung der genauen und angenäherten Werte der Auflagerkräfte 
und Spannungsmomente gleichmäßig belasteter Platten bei verschiedenen 

Längenverhältnissen.

-- ~ 1 
a 1

3 '
4 oo Faktor Bemerkungen

(A, 0,3094 0,4061 0,4377 0,4535 0,5 Q | DieNäherungs-
1-41 0,3125 0,40125 0,4375 0,453125 0,5 Q werte A*, A*, 

G", M*, M*, 
s*, sj sind auf 
Grund d. neuen

JA 
l A

0,3094
0,3125

0,1694
0,15625

0,1145
0,10417

0,0858
0,07813

— Q
Q

1 c -0,2375 -0,1512 -0,1044 -0,0785 — Q/^ Interpoiations- 
formeln 

errechnet.ic* -0,25 -0,125 -0,0833 -0,0625 — Ql^

( A 0,0625 0,15456 0,18746 0,20354 0,25 Qa
Im: 0,0625 0,15625 0,1875 0,203125 0,25 Qa

J A 0,0625 0,01549 0,006507 0,003637 — Qb
1 Ar; 0,0625 0,015625 0,006944 0,003906 — Qb

/ «X 0,14557 0,37522 0,46356 0,49003 0,5 pa2
l S 0,15 0,375 0,42777 0,45 0,5 pa2

J 0,14557 0,07331 0,02486 0,00743 — pa2
1 0,15 0,075 0,05 0,025 — pa?
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Der Vergleich der gegenüberstehenden Reihen zeigt eine recht gute 
Übereinstimmung zwischen den beiden Ergebnissen; sie besteht vor 

allem für diejenigen Längenverhältnisse 1 < < 2 , bei denen die

eigentliche Plattenwirkung am stärksten ausgeprägt ist, und tritt be
sonders bei den größten Auflagerkräften Ax und den größten Spannungs
momenten sx und Jü hervor1). Die neuen Formeln können daher als 
eine weit bessere Grundlage für die vereinfachte Berechnung von Platten 
als die bisherigen Näherungs verfahren betrachtet werden. Ihre Zuver
lässigkeit ist in einer Gesetzmäßigkeit begründet, die aus der genauen 
Untersuchung nicht unmittelbar abgeleitet werden kann und eine ein
gehendere Prüfung verdient.

Die Näherungsformeln zeigen nämlich, daß die von den Rand
drillungsmomenten abhängigen Eckkräfte

_ Q a pa- 
“ 16 b ~ 4

bei gleicher Spannweite a und wachsenden Längen b im wesentlichen 
unverändert bleiben und nur von der kürzeren Länge a abhängig sind. 
Ebenso sind die Momente in der Längsrichtung

J 4 a b- a

und auch die Auflagerkräfte der kurzen Ränder 

wenig veränderlich und eigentlich allein durch die Spannweite a beein
flußt.

Schaltet man die Eckkräfte C und die zugehörigen Widerstände v' 
aus, so bleiben die Randscherkräfte

Vx = Az + C = y-(2 ~ t) = ~pab - '■
4 \ b /

1 V — Ay + G — 4 • y — ,

Für b > 2 a sind die nach der Interpolationsformel errechneten Näherungs
werte My um weniger als 10 v. H. höher als die genauen Werte der größten über
haupt in der Platte verkommenden Momente Mg ■ Die letzteren treten in den 
durch den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden gelegten Querschnitten y — + {b—a} 
auf und unterscheiden sich von den Biegungsmomenten des Mittelschnittes 
y = 0 um höchstens 10 v, H.
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welche mit der Belastung Q = 4 p a b im Gleichgewicht stehen, übrig. 
Ihre Größe deckt sieh unmittelbar mit dem Inhalt der Flächen

in welche die Grundfläche der Platte durch die Mittellinien und durch 
die Winkelhalbierenden der Ecken zerlegt wird (Abb. 39). Um die 

von den Randträgern aufzunehmenden Bela
stungen näherungsweise festzustellen, hat man 
also jeder Kante lediglich denjenigen Abschnitt, 
welcher durch die benachbarten Winkelhalbie
renden begrenzt wird, zuzuweisen. Hiermit ist 
für die Darstellung der Lastverteilung ein be
sonders einfaches und anschauliches Bild ge
wonnen, aus welchem leicht zu erkennen ist, daß 
selbst bei langgestreckten Platten die kurzen 
Ränder immer einen bestimmten Teil der Be
lastung zu tragen haben und daß auch in der 
Längsrichtung die Biegungsmomente, so klein 
wie sie sein mögen, nicht gänzlich verschwinden 
dürfen.
bemerkt, daß die Anwendung der neuen Inter

polationsformeln eine sparsamere Querschnittsbemessung, als es die 
bisherigen Vorschriften zuließen, gestattet. Da die Versuche nach
gewiesen haben, daß für die Bruchsicherheit nicht der Größt-, sondern 
der Durchschnittswert der in einem Bereiche auftretenden Spannungen 
ausschlaggebend ist, so läßt sich zumindest der erforderliche Eisen
bedarf kreuzweise bewehrter Platten mit ausreichender Genauigkeit aus 
den Durchschnittswerten der Biegungsmomente 

ableiten. Die neuen Formeln liefern
Q a( _ 3
8 b \ ' 4
G 
32

a\ ( $ a\
b) “~2V~ 4 6 /

p a?

Man erhält insbesondere
... . , na2fw &: a = 1:1 \.mx = = o,125 pa2 = my,

für b : a = 2:1 : mx = pa? = 0,3125 pa?, my = 0,125 pa? , 
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während beispielsweise nach den deutschen Vorschriften bei dem Längen
verhältnis

b : a — 1 : 1 mit mx = m„ — 0,25 pa2.
b : a= 2 : 1 mit mx — 0,4706 pa2, mv — 0,070 pa2 

gerechnet werden muß.
Die genaue Untersuchung bietet also die Möglichkeit, den Eisen

aufwand um die Hälfte oder wenigstens um ein Drittel zu verringern 
und eine weit wirtschaftlichere Querschnittsbemessung zu erzielen.

§ 10. Der Einfluß der Querschnittsveränderlichkeit.
1. Die Gleichung der elastischen Fläche.

Die bisherigen Untersuchungen sind unter der Voraussetzung durch
geführt worden, daß die Platte eben ist und überall die gleiche Steifig
keit besitzt.

Ist die Plattenhöhe veränderlich oder bei gleichbleibender Platten
stärke die auf die Flächeneinheit des Querschnittes bezogene Be
wehrungsmenge von Stelle zu Stelle verschieden, so muß unter Um
ständen auch der Einfluß der wechselnden Plattensteifigkeit in Betracht 
gezogen werden.

Die einzige Beziehung, in welcher die Wirkung der Plattensteifigkeit 
nicht unmittelbar in Erscheinung tritt, ist die früher abgeleitete Grund
gleichung des Gleichgewichtes für ein Plattenelement:

fVf? i 9 । £V^_____m* O I w -. *, i" V o P 'c x2 a x c y cy
Werden in diese Gleichung für die Spannungsmomente die Werte

Sx — —A ■+------ä-s) >
er m Oy-!

J \c y- m c1 x*?

t
m cxiy

eingesetzt und die Differentiation unter Berücksichtigung der Ver
änderlichkeit von A’ durchgeführt, so erhält man
p = # di ‘W + 2 [ • X F* c + ~ ~ ~ F2d + F* M • F2:

L öx cx cy cy 1
m —l/2csAT b2£ ö2X c2^ c2 N <’S<D

m \dxdy ex Oy bx2 e y2 8y2 cx2/
Beachtet man aber, daß
f®(v po - M1 p : + 214- n: r -d + f*m • f®c

l cx cx Oy cy J
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ist, so kann man die allgemeine Gleichung der elastischen Fläche in
der Form p = P2(V F2 C) + 7?

schreiben. Hierbei ist das Restglied

m - 1 / 2d2A c4C _ S2N 
m \ßxßy dxdy ßx2

ß2ß ß2N 92
ßy2 ßy2 ßx2 (75a)

Man könnte ohne weiteres die partielle Differentialgleichung (75) 
durch partielle Differenzengleichungen vierter Ordnung ersetzen. Die 
Auflösung der letzteren würde aber in den meisten Fällen erhebliche 
Schwierigkeiten bereiten, weil in jeder für einen Knotenpunkt aufzu
schreibenden Gleichung die 13 Ordinaten der zu diesem Punkte ge
hörigen Punktgruppe als Unbekannte erscheinen.

Die Integration der Hauptgleichung (75) wird wesentlich erleichtert, 
wenn die Querschnittsveränderlichkeit einem einfachen Gesetz folgt. 
In den meisten Fällen wird es, um den Einfluß der wechselnden Platten
steifigkeit zu beurteilen, genügen, als Gleichung der Quersch nittsver- 
änderlichkeit den Ansatz

# = A> (1 + a Z + ßy\

zu benützen. Hierbei bedeuten a und ß konstante Beizahlen, Nc ein 
Vergleichsmaß für die Plattensteifigkeit.

Dieser Funktion N entspricht das Restglied R = 0 . Die Gleichung 
der elastischen Fläche lautet daher:

Setzt man wie früher
- N

so ergibt sich wieder:
I 2 M = — p,

N.

Aus den ersten dieser beiden Gleichungen kann man also, ohne Rück
sicht auf die Querschnittsveränderlichkeit, das Moment M mit Hilfe 
des elastischen Gewebes ermitteln. Aus der zweiten lassen sich ebenso 
die Ordinaten 'Q bestimmen. Als Belastung des Gewebes kommen nur

Nan Stelle der Größen M die elastischen Gewichte M • -ß .
N

Ist die Platte als Umdrehungskörper ausgebildet, so wird sich in 
vielen Fällen zur Darstellung der Querschnittsveränderlichkeit der 
Ansatz

N = (7ß) 
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gut verwerten lassen. Unter y ist hierbei eine konstante Beizahl, unter 
c eine beliebige Länge zu verstehen.

Das zugehörige Restglied ist:

m — 1 Ne „
i ’m c-

Die Gleichung der elastischen Fläche nimmt dann die Form

1 = p _ JLZlL 7 p = p / v p £ _
m c2 \m c2

an. Wird nunmehr

P> = -p

gesetzt, so erkennt man wieder, daß die Funktion 3/ ohne Rücksicht auf 
die Querschnittsveränderlichkeit aus den einfachen Gleichgewichts
gleichungen des Gewebes ermittelt werden kann. Um jedoch die Werte C 
zu bestimmen, muß man an Stelle der obigen Differentialgleichung die 
Differenzengleich ung

/ 2 Zk ~ ~ Ci 2 — £p, — m — 1 y W .. \ 
' Xx Xy m c2 N /

(78)

einführen. Sie stellt eine besondere Abart des elastischen Gewebes dar. 
Für erhält man die übersichtliche Beziehung

. 1 Ne\ . .... Mi?St (4 + ——-— - ■ y —J — (4; 4- 4- ;„) = —~ .

Setzt man wie früher 
M w , 
._ iS j S

so ergibt sich schließlich:

(. , m—1 Ä2 N„\ , ws2 Nc
^k (4 4----------- y -yr-1 — (Zi 4- Zz 4- "T ^n) — —ö— ‘ “TT - (X TTi C" 2V / Oc> IV

Die Bestimmung der elastischen Fläche ist also bei den beiden in 
Betracht gezogenen Querschnittsveränderlichkeitsgesetzen auf die 
Lösung zweier einfacher Differenzengleichungen zweiter Ordnung 
zurückgeführt.
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2. Untersuchung einer ringsum frei aufliegenden, 
gleichmäßig belasteten quadratischen Platte mit 

veränderlicher Steifigkeit.
Um die Vorteile der Zerlegung der Hauptdifferentialgleichung 

vierter Ordnung zu beleuchten, wähle ich als Beispiel die ringsum frei 
aufliegende, gleichmäßig belastete quadratische Platte mit der Quer
schnittsveränderlichkeit

3 M 4a2 ) •

Es ist somit ,, _ । „2_ 9 „2
Die Lösung der ersten Differenzengleichung

f7'- M = — p
ist bereits aus der früheren Untersuchung der Platte mit gleichbleibender 
Steifigkeit in § 7, S. 52 bekannt. Für die aus der Abb. 25 ersichtlichen 
Ordnungsziffern sind hierbei die Werte

JA = = 309,5^,

JZ2 = ^2 = 483

M6 = $

M, =

wfi = 936

w7 = 986

272 ’ 
p 22 
272’

^ = ^^3- 573 = ~ 1135, - P
’ 272 ’

JZ, - wa --= 1 199 pT-
272 '

U5 = S1.5 = 777,5^. 

ermittelt worden.
- wl0 1267 p z2 

272

oc

Die zweite Differentialglei 
m — 1 z2 1

m -^1_^l + yi 
4

er wenn

chung

-

lautet

+ zt 4- z

. a
Z - J

in H s«) == ivk -
1

1 _ +
4 a“

xic + yi
4 a2 ~

m — 1 22 1 0,7
. . . , m 2 ~ 32 ek ~ X

gesetzt wird,
Zk U - X) - & + ZL + z,„ + z„) = wk - 1 .

^2
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Die Ausrechnung liefert der Reihe nach

1 : = 0,71875 , =0,03043 ,
2 : e2 = 0,796875 , z2 =0,02745 ,
3 : e3 = 0,84375 , x3 ==0,025 926,
4 : e4 = 0,859375 , = 0,025 455,

für den Punkt • 5 : e5 = 0,875 , x5 =0,025
6 : e6 = 0,921875 , = 0,023 728,
7 : e7 = 0,937 5 , z- = 0,023 333,
8 : eg = 0,968 75 , =0,022 581,
9 : e9 = 0,984375 , z9 = 0,022 22 ,

10 : e10 = 1,0 , x10 = 0,021875,

Für das zweite Gewebe gelten mithin die folgenden Bestimmungs- 
gleichungen

3,969 57 zx — 2z2 = 430,6 P'^ 
272^5, ’

3,97255 «2 ~2i - Zs - Z5 = 606,1 p)^
272 Äj S2 ’

3,97407 Z3 — z2 — Zr — Z6 = 679,1 p
272 ’

3,97455 z4 -2z3- z7 = 699,3 272Ä1(S2 1

3,975 Z5 -2z*- 02 = 888,5 p 2?
272^^ ’

3,97627 Z6 -z3 — Z5 — Z7 -z8 = 1015,3 pÄ1
272 5^,’

3,976 67 z7 -2z6- Z4 — z9 — 1051,7 p A4 
272^^2 ’

3,97742 Zs -2z6 — 2z9 1172,1
p ä4 

272^^’

3,977 78 Zs -z7 — 2z8- z10 1218,0 p z4
272 Sj S2 ’

3,97813 s10 — 4z9 = 1267,0 p^ 
2T2S.S2 ’

Die Auflösung dieser Gleichungsgruppe ergibt folgende Werte:

C, = 3,36757 ^ = 0,013155^, 
c c

C2 = 5,89239 ^ = 0,023017^, 
2 Nc Nc

Marcus, Platten.
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’a = 7,417070^ = 0,028948 ,
3 Nc Jyc

v Ä4 - v a*C4 = 7,91412 ^ = 0,030915^ ,

C- = 10,40140 ~ = 0,040630 ,1 Nc Ne

= 13,14717 V - 0,051356 ,
6 ’ Nc Nc

'n Ä4 V CL^
= 14,06280 = 0,054933 ,xV c ivc

t8 = 16,66904 = 0,065113 ,
A c c

;9 = 17,84805 = 0,069719 ,

Jw = 19,11713 P~ = 0,074676 .

Ein Vergleich mit den auf S. 53 für die Platte mit gleichbleibender 
Steifigkeit N = Nc ermittelten Zahlen zeigt, daß die Platte, deren 
Stärke von dem Plattenmittelpunkt nach den Rändern abnimmt, eine 
größere Durchbiegung als die ebene Platte erfährt. Die Zunahme der 
Senkung infolge der Abschwächung der Steifigkeit beträgt im Mittel
punkt 15, in der Nähe der Ränder 24 v. H.

In der nachstehenden Tafel 10 sind auch für beide Fälle die zur 
Mittellinie und zur Diagonale gehörigen Werte

C2 £ c2£= sv=-N^
ox- c y2

zusammengestellt.
Der Vergleich läßt erkennen, daß, obwohl die ebene Platte und die 

Platte mit veränderlicher Steifigkeit das gleiche Biegungsmaß M bei 
der gleichen Belastung aufweisen, die Spannungsmomente sx und sy 
in beiden Fällen merklich verschieden sind. Entsprechend der Quer
schnittsverminderung tritt bei der Platte mit abnehmender Steifigkeit 
die größere Krümmung auf. Der Unterschied zwischen den zugehörigen 
Momenten ist verhältnismäßig gering im Mittelpunkt der Platte, weil 
an dieser Stelle die beiden Platten die gleiche Steifigkeit besitzen. 
In der Nähe der Ränder ist die Abweichung, entsprechend der größeren 
Quer Schnitts Verschiedenheit, erheblicher.

Die vorstehende Untersuchung zeigt, daß im Gegensatz zum ein
fachen Stabe nicht allein die Formänderungen, sondern auch die Span
nungsmomente, Scherkräfte und Auflagerwiderstände der Platte selbst 
bei statisch bestimmten Lagerungsarten von der Querschnittsveränder- 
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lichkeit beeinflußt werden. Um die Anstrengung der Platte beurteilen 
zu können, wird man daher auf die genauere Berechnung unter Berück
sichtigung der wechselnden Plattensteifigkeit nicht verzichten dürfen.

Tafel 10.
Vergleich der Spannungsmomente frei aufliegender, gleichmäßig belasteter 
quadratischer Platten bei gleichbleibender und bei veränderlicher Steifigkeit.

2 
a

V 
b

Platte mit gleich
bleibender Steifigkeit

Platte mit veränder
licher Steifigkeit Faktor

3. 0

C
o,

 09,
 

«s
 H 0,08098

0,057 09
0,09483
0,05339

pa2 
pa2

0 4 0,12219
0,10435

0,13848
0,10731

pa2 
pa2

X 0 4

4
0,14053
0,13501

0,15481
0,14509

pa2 
pa2

0 0 4 = 4 0,145 54 0,15862 pa*
J. 1 4 0,13046 0,14184 pa*

4 "4 4 = 4 0,089 34 0,09642 pa2

4 4 = 4 0,035 55 0,03787 pa2

§11 . Der Einfluß einer ungleichen Bewehrung der Platte in 
verschiedenen Schnittrichtungen.

Die im § 1 entwickelten Grundgleichungen der Plattentheorie sind 
nur für homogene und isotrope Baustoffe streng gültig. Sie setzen gleiche 
Steifigkeit der Platte in allen Schnittrichtungen voraus.

Diese Bedingungen sind bei kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten 
nur teilweise erfüllt. Sieht man selbst von der Tatsache ab, daß der 
Beton dem Hookeschen Gesetz nicht folgt, so besteht eine wesentliche 
Abweichung in den Voraussetzungen der Plattentheorie darin, daß die 
als Merkmal der Isotropie erforderliche Unveränderlichkeit der Elasti
zitätseigenschaften nur in beschränktem Maße oder überhaupt nicht 
vorhanden ist.

Da die Beanspruchung der Platte nicht an allen Stellen gleich und 
da beim Beton die Größe der Elastizitätsziffern von der Art und Höhe 
der Spannungen abhängig ist, so wird E von Punkt zu Punkt veränder
lich sein. Wenn außerdem die Bewehrung in der re-Richtung nicht die 
gleiche Stärke wie diejenige in der y-Richtung besitzt, so werden die 
E-Z-Querschnitte ein anderes Trägheitsmoment und eine andere 
Steifigkeit als die X-Z- Querschnitte auf weisen. Der Unterschied zwischen 

7* 
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den beiden Richtungen tritt bei länglichen Platten und bei solchen mit 
verschiedenen Auflagerbedingungen besonders hervor. Da die Möglich
keit besteht, daß in solchen Pallen das für Platten mit gleicher Steifig
keit ermittelte Formänderungsbild nicht mehr zutrifft, so ist es not
wendig, den Einfluß der Anisotropie und der wechselnden Steifigkeit 
näher zu untersuchen.

1. Die Elastizitätsgleichungen der ungleichmäßig 
bewehrten Platte.

Faßt man zunächst das Verhalten der Platten vor der Rißbildung 
ins Auge, so wird man erkennen, daß selbst bei erheblichen Unter
schieden zwischen den Querschnittsstärken fex und fey der Eisenein
lagen in der x- und y-Richtung die zugehörigen Trägheitsmomente 
Jx und Jy verhältnismäßig wenig voneinander abweichen.

Bezeichnet man mit
Et die Elastizitätsziffer des Betons,
Ee die Elastizitätsziffer des Eisens,
ex den Abstand der Nullinie vom oberen Plattenrande in den 

F-Z-Ebenen,
ax den Abstand der Eiseneinlage vom unteren Rande in den 

F-Z-Ebenen,
ey und ay die entsprechenden Maße für die A-Z-Ebenen 

und schreibt man zur Abkürzung

Eb :
so gelten bekanntlich, solange die Zugspannungen auch vom Beton 
aufgenommen werden können, die Gleichungen

h2 h2
2 4“ 22 fex f gy (7t <Xy)

’ h + nfex ’ h + nfey
JX= H4 + (Ä — ej3] + nfex(h — ax — ej2 ,

i [4 + (Ä — e^)3] + nfgylh — ay — .
Hierbei sind die Bewehrungsmengen ft auf die Längeneinheit der 
Querschnittsbreite bezogen.

Diese Formeln liefern beispielsweise für die in Abb. 40 dargestellte 
Platte, welche in der x-Richtung mit 6 Rundeisen von 10 mm Durch
messer und in der y-Richtung mit 5 Rundeisen von 6 mm Durchmesser 
auf 100 cm Querschnittsbreite bewehrt ist und die Abmessungen

ä = 12 cm, h — ax = 10,5 cm , 7t — av = 9,5 cm , 
_ 6,28 cm2 _ 1,41 cm2

hx ~ 100 cm5 tev ~ W crn
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besitzt, unter Zugrundelegung der Verhältniszahl n = 10 die Werte: 
ex = 6,23 cm, Jx = 156 cm3,
ey — 6,04 cm , Jy = 146 cm3.

Obwohl fey nur von jex beträgt, stehen die beiden Nullinien kaum 
um 0,2 cm oder h auseinander: die beiden Trägheitsmomente Jx und Jy 
sind fast gleich und lassen den beträchtlichen Bewehrungsunterschied 
überhaupt nicht erkennen. Wenn also in dem Spannungsbereich vor 
der Rißbildung die Elastizitätsziffer Eb wenig veränderlich ist, kann 
trotz der verschiedenen Bewehrung die Platte als gleichmäßig steif 
erachtet werden.

Vor dem Bruche ist diese Gleichmäßigkeit nicht mehr vorhanden. Sind 
die Risse so weit fortgeschritten, daß Zugspannungen vom Beton nicht 
aufgenommen werden können, so kommen für die F-Z-Ebenen die Maße

Jx jex (h ax y ß^ (Ä ux ßx), 
und für die ^-Z-Ebenen ebenso

71 fgy(h üy ßy) (h Ct y ßy)
in Frage.

Für das vorige Beispiel erhält man mit n = 15 die Größen 
ßx = 3,6 cm , ey = 1,8 cm ,
Jx = 60,2 cm3, Jy = 14,5 cm3.
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Die Trägheitsmomente verhalten sich nunmehr wie die zugehörigen 
Bewehrungsmengexi. Die Unterschiede zwischen den entsprechenden 
Steifigkeiten sind allerdings geringer, weil dem größeren Trägheits
moment Jx die stärkeren Beanspruchungen und die niedrigeren Elasti
zitätsziffern Eb und umgekehrt dem kleinen Trägheitsmoment Jy die 
geringeren Beanspruchungen und die höheren Elastizitätsziffern zu- 
geordnet sind.

Der Einfluß der verschiedenen Elastizitätsziffern kommt in den 
Ausdrücken für die Steifigkeit der Y-Z- und A-Z-Ebenen

EbxJx ~ Ee jex (h dx -y ex) (Ä - cix &x) , 
Eby Jy ~ Eefey(h dy 3- Cy) (71 dy Sy)

nur mittelbar und insoweit zum Ausdruck, als die Größen ex und ey 
von n abhängig sind. Da die letzteren innerhalb der Grenzen n = 10

Abb. 41.

und n = 15 nur mäßige Veränderungen auf weisen, so ist für das Steifig
keitsverhältnis das Bewehrungsverhältnis in erster Linie maßgebend. 
Um die äußerste Einwirkung der Anisotropie zu bestimmen, ist es daher 
statthaft, ohne Rücksicht auf die Veränderlichkeit von E, lediglich den 
Bewehrungsunterschied in Betracht zu ziehen.

Bezeichnet man nach Abb. 41 mit zx und zy den Abstand einer 
Querschnittsfaser von der zugehörigen Nullinie in den Y-Z- und X-Z- 
Querschnittsebenen, so läßt sich die Spannungsverteilung nach der 
Rißbildung unter den für Eisenbeton üblichen Voraussetzungen hin
reichend genau durch die Gleichungen

$x SyG* %X ~y~ > Gy --  %y
X J y

darstellen. Die entsprechenden Dehnungen sind *):
1

x E
1 '

Gx Gy. 7Tb ”,
Es wird hierbei angenommen, daß die Zahl m in dem durch ox und a, 

gekennzeichneten Spannungsbereich als unveränderlich angesehen werden darf. 
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Legt man die X- F-Grundebene im Abstand e0 vom oberen, eu vom 
unteren Rande, so ist offenbar

oder wenn

gesetzt wird:

2 4“ (^O £x) ,

&O == dx >

^y ^4“ Go ^y. 

ey ~ dy

Es ist also %x = z + Zy = Z +dy .

1
S*~ E

1
Sy~E

dx 1 dy \

, Jx m Jy /
Sy dy 1 Sx dx \
. Jy m Jx )

(a)

Abb. 42.

Diese Gleichungen zeigen, daß für z = 0 weder ex noch ey verschwindet 
und daß der geometrische Ort der Punkte, in welchen sx oder = 0 
ist, nicht mit der Ebene z = 0 zusammenfällt ; dieser Ort wird vielmehr, 
da sx und sy in jedem Punkt einen verschiedenen Wert annehmen, auf 
einer gekrümmten Fläche zu suchen sein.
Die Drehung der Querschnittsebene erfolgt 
also nicht um eine in der Ebene z = 0 be
findliche Achse.

In Abb. 42 ist die Bewegung eines zur 
x-Achse senkrecht stehenden Querschnittes 
OPQR dargestellt. Der Anfangspunkt 0 
dieses Querschnittes ist in die Lage O± 
gelangt, der Querschnitt hat sich jedoch 
nicht um die Achse sondern um eine 
andere Achse R± gedreht. Der Punkt 0
Verschiebung P P1 = erfahren. Die entsprechende Verrückung der 
im Abstande z von 0 liegenden Querschnittsfaser Q ist

$ = p^ = pp; - p^ = - p^.
Nun ist ____ __

P^ = ^iQi sincpx = z sinc^ .

et

hierbei die wagerechte

Da <px ein sehr kleiner Winkel ist, so kann auch

sin^ = tang^ = c x
geschrieben werden. Es ist mithin

f = ^ - 2 . (b)
cx

Für die zur «/-Achse senkrecht stehenden Querschnitte ergibt sich auf 
Grund ähnlicher Überlegungen
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Aus den Gleichungen
s^ S2'Q 1 1'(sxJx
cx

= 
Sx

— 2^ = du? > 1\JX
Sy = £2^ S2 1 I f Sydy

== c?/ z ~ 5 = er Ell\ Jy

m Jy ) \JX 
1 . z / sy

m Jx / \Jy

£ —H
m Jy)} ’

-
m Jx)}’

folgen jetzt die Beziehungen:

Em2 _ = N (X^L. £3
Sx ~ m2 — 1 »tz* m Sy2) m Qyj

Em2 _ m = v M M
m2 — 1 v\dy2 mäx1) V\Qy m Qx'

= £ Ml _ m* " +1
ßx E\JX mJy) m2 — 1 Qx m Qy

6)]o _ 1 /sydy __ _____________ 2 (du — dx}
Sy E \ Jy mJx) m2 —11 Qy m ox
Für die Schubspannungen rxy gilt die Formel

(<1)

Txv \cy ox)
'££ , >]o\

I Icy cx)
oy,

Ey Sx
S2t

Sx Sy Sx Sy(^4~

Beobachtet man, daß im Hinblick auf die Gleichgewichtsbedingungen
z= +c,< 
[ 1XydZ = 0 

z - - eo

und außerdem, weil die Nullinien der X-Z- und F-Z-Ebenen zugleich 
Schwerlinien sind1),

z»=Ä-ex zu=h-eu
I zx dz — j Zydz — 0
Zx= ~ Cx Zy = ~ &y

sein muß, so erhält man

Srj + Sx ^ + dv> QxSy ’

T) Hierbei ist angenommen, daß die senkrecht zum Querschnitt stehende 
Bewehrung gegen die Abscherung und auch gegen die Drillung einen gleich
artigen Widerstand wie gegen die Drehung um eine Biegungsachse leistet. Diese 
Voraussetzung ist durch die Wirkung der Bewehrung bei der Aufnahme von 
Hauptbiegungsspannungen, die nicht parallel den Eisenstäben gerichtet sind, 
gerechtfertigt.
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daher auch:

cx cy
Das zugehörige Drillungsmoment ist

z=

txy — I Zxyzdz = -G-

z= -e0

z= +eu

-—V- / z(zx + Z„) dz cxcy / J

= -G- dx dy |

zx=h-ex Zy~h-e9

Z% (zx dj d zx Zy (Zy dy) dZy

2x= — ex Zy — —2y

Da
Ä - «x A - ev
l Zx d zx = Jx } l Zy d.Zy = Jy .

- ex -ea

so ergibt sich also
tzv = ~G(JX + Jy)-A- = +

g y dxdy 2(»i+l) y cxcy

= _
m 2 Sxdy

Führt man diesen Wert und die nach den Formeln (d) errechneten 
Größen sx und sy in die allgemeine Gleichgewichtsgleichung

£^ + 2-^- + ^ = -«
cx^ cxcy cy~

ein, so erhält man schließlich

dx1 * y Sx^Sy2 y d^ E m2 (80)

Diese Differentialgleichung, welche auf anderem Wege von Herrn 
Professor Huber abgeleitet worden ist1), läßt sich auch, wenn man 
als Vergleichsmaß das Trägheitsmoment Jc benutzt und mit

Nc = EJC- m2
m2 — 1

die zugehörige Plattensteifigkeit bezeichnet, auf die Form

x) Die Arbeit von Herrn Professor Huber über „die Grundlagen einer ratio
nellen Berechnung der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten“ ist 1914 im 
Heft 30 der Z. öst. Ing.-V. veröffentlicht worden.

bringen.
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Wählt man für die Momentenfünktion den Ausdruck

(81)

so gewinnt man die ursprüngliche Grundgleichung

Pl = -p 
wieder.

Hieraus erkennt man, daß die Beziehungen zwischen M und p durch 
die Verschiedenheit der Bewehrungsmengen nicht beeinflußt werden. 
Die Werte M können also auch aus den Ordinaten des w- Gewebes 
unmittelbar abgeleitet w’erden.

Um die Verschiebungen C zu ermitteln, braucht man nur an Stelle 
des ursprünglichen Gewebes ein Gewebe mit der Maschenweite 

zu verwenden. Man kann sich leicht überzeugen, daß die Bestimmungs
gleichung des letzteren

4Jzx A2zw M w
W + &)s “ ~

mit der obigen Differentialgleichung der Funktion M übereinstimmt, 
sobald 

gesetzt wird. Hiermit ist auch bei Platten mit verschiedenen Bewehrungs
mengen die vollständige Darstellung der Spannungen und Formände
rungen auf die Untersuchung elastischer Gewebe zurückgeführt.

2. Untersuchung einer frei aufliegenden 
Platte mit dem Längenverhältnis a :b =1:2 und

dem Steifigkeitsverhältnis Jx: Jy = 4: 1 .

Ich wähle als Beispiel eine ringsum freiaufliegende, gleichmäßig be
lastete Platte mit dem Längenverhältnis a : b = 1 : 2, dem Steifigkeits
verhältnis Jx : Jy = 4 : 1. Um zunächst die Größen M zu bestimmen, 
verwende ich ein Gewebe mit der Maschenweite

; _  ; _ 2__  a _  t-y — — 2 — ■
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Die zugehörigen Ordinaten, deren 
nommen werden können, sind:

Sx wx = 0,1900 pa-,
w2 = 0,2569 pa-,

Sx w3 — 0,28909 pa2,

P ' 4 z2 Ä2 ’
oder in anderer Dorrn:

4 z2 wk
10 zk — 4(z; + zi} — (zm + z„) = —ö— 

«2
a2

= ’

Für die aus Abb. 43 ersichtlichen Ordnungsziffern ergibt sich der Reihe 
nach: ® a410z1-4z2-z3 =0,1900

— Szj + lOzg— z4 =0,2569 ,

— zx + 10 z3 — 4 zx — zs = 0,28909 .
o1o2
-n

—z2 — Ss3+,10z4 — z6 =0,37961——,
2 

- z3+10z5-4z6-z7 = 0,32773^

—z4 — 8 zs + 10 z6 — Zg = 0,43338 —— , 
öj o2

— 2 z5 + 10 z7 — 4 z8 = 0,33847 -- -- ,

-2z6+ 10zg —8z7 =0,48424^.

=0,37961 pa2,

Ordnungsziffern aus Abb. 43 ent

w5 = 0,327 73 pa2 ,
SjU't =0,43338 pa2,
Sj w7 = 0,33847 pa2, 

w8 = 0,48424 pa2.
Nimmt man als Vergleichsmaß Jc — Jx, so erhält man für das

zweite stellvertretende Gewebe die Maschenweiten

Die kennzeichnende Differenzengleichung lautet 
mithin:

Zj —2 zt + zt zm — 2 zfc + z„ wk
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Die Auflösung dieser Gleichungen liefert:

21= 0,069 772 z,= 0,130 936 ,

= 04)96972 , zF — 0,183121 ,

z3 = 0,110835-^-, z,= 0,138316 Ä-,
^2

^ = 0,154638^, zs = 0,195697 f—.

Die Senkung des Plattenmittelpunktes ist

C8 = 0,195697^ m2 — 1 0,195697 pa4
m2E Jx

Bei einer isotropen Platte mit Jx = Jy ist hingegen
m2 — 1 
m2 E

0,1654 pa^

Diese Gegenüberstellung zeigt, daß die beträchtliche Schwächung 
der Steifigkeit in der y-Richtung eine allerdings nicht erhebliche Ver
größerung der Durchbiegung zur Folge hat.

Beachtenswert ist insbesondere der Vergleich der Biegungsbean
spruchungen. Dio Größtwerte der reduzierenden Spannungsmomente 
sind für die anisotrope Platte:

sx = 0,45905 pa2- im Punkte x = 0, y = 0,
Sy = 0,03930 pa2 im Punkte x = 0 , y = + -J b ,

für die isotrope Platte:
sx — 0,37522 pa2 im Punkte x = 0, y = 0,
Sy = 0,09005 pa2 im Punkte x = 0 , y = + ^b .

Infolge der ungleichmäßigen Steifigkeit wird also der Beanspruchung 
der Streifen mit der stärkeren Bewehrung gesteigert und diejenige der 
Streifen mit der schwächeren Bewehrung merklich vermindert.

Da jedoch die in der kürzesten Spannrichtung auftretenden Biegungs
momente nur um etwa 22% gewachsen sind und da das ungünstige 
Verhältnis der Trägheitsmomente nur für diejenigen Stellen gilt, in 
denen die Rißbildung in beiden Richtungen weit fortgeschritten ist, 
während außerhalb dieses Bereiches die Verschiedenheit der Bewehrungs- 
mengen das Steifigkeitsverhältnis kaum beeinflußt, wird es für die 
Beurteilung der Anstrengung der Platte nur in seltenen Fällen notwendig 
sein, die Einwirkung des Bewehrungsunterschiedes genauer zu ver
folgen.
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§ 12. Der Einfluß einer ungleichmäßigen Erwärmung.
Eine Platte, deren Ränder in jeder Richtung frei beweglich sind, 

wird unter dem Einfluß einer ungleichmäßigen Erwärmung ihrer Ab
grenzungsflächen das Bestreben haben, sich 
zu wölben und von ihrer Unterlage abzu
heben. Wird diese Hebung gehindert und 
die Platte gezwungen, auf der Randunter
lage zu verbleiben, so könnten unter Um—I-------- !-------- w-/—>

1 Iständen beträchtliche Spannungen in der ! j jy
Platte entstehen. Während bei einem frei I i j____ /
auf liegenden Stabe Wärmeänderungen die
Beanspruchung nicht beeinflussen und daher Abb. 44.
bei der Querschnittsbemessung außer acht
gelassen werden dürfen, muß hingegen bei Platten die Wirkung einer 
ungleichmäßigen Erwärmung sorgfältig untersucht werden.

t0 die Wärme am oberen Rande der Platte, 
tu die Wärme am unteren Rande der Platte, 

At = t0 — tu der Wärmeunterschied, 
e die Wärmedehnungsziffer,

so wird sich, wenn der Rand keinen Widerstand leistet, ein Platten
streifen von der Länge d a; in der x-z-Ebene am oberen Rande um e t0 d x, 
am unteren Rande um etudx verlängern (Abb. 44).

Die ursprünglich zur r-Achse senkrecht stehende Querschnittsebene 
dreht sich dann um den Winkel

^X “ (^0 ” S At .

Die Mittelfläche der Platte erfährt hierbei Verschiebungen und es 

besteht zwischen der Krümmung — der elastischen Fläche und dem 
Winkel ms die Beziehung

1 _ a>x _ sAt
qx dx d x2 h

Ebenso erhält man für die ursprünglich zur y-Achse senkrecht 
stehenden Querschnitte

J___________ _ sAt
Qy~ dy ~ oy2 ~ h '

Die Gestalt der elastischen Fläche in diesem Zustande ist durch 
den Ansatz Af

[(a2 " X2) + (&2 ~2/2)1 (82) 
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beschrieben: das Vorzeichen von Zo ist negativ, weil sich die Platte, 
wenn At positiv ist, nach oben wölbt.

Man erkennt, daß die Plattenränder nicht geradlinig bleiben, sondern 
sich nach einer Parabel krümmen.

Soll diese Krümmung gehindert werden, so müssen längs der Ränder 
Kräfte oder Kräftepaare angebracht werden, die eine entgegengesetzte 
Formänderung herbeiführen. Bezeichnet man mit die durch diese 
Randkräfte hervorgerufenen Verschiebungen, so müssen offenbar die 
letzteren, da sonst auf der Plattenoberfläche selbst keine Kräfte p an
greifen, die homogene Differentialgleichung F4 = 0 befriedigen.

Die endgültige Gestalt der elastischen Fläche ist durch die Gleichung 

bestimmt. C — Co + C
Für die Ränder x = + a. gelten die Bedingungen

: = o
4 = -2V +2

.da;2 m dy2,

für die Ränder y = +b ebenso:

C = 0

sv----- Itt ---------- TV / = 0 ■ 
xdy2 m dx2 /

Da die erste dieser Bedingungen die weiteren Forderungen

= 0 für y — + b

u ±0 1 d2? _ d2^
1 dy2 dy2

d2? d^
0 X2 +

dx2 dx2

= 0 für x = +a

in sich schließt, so folgt aus

dy2 Sy2
für x = +a:

\da;2 m dy2/ \dx2 m dy2
also

= 1 = 1
dx2 m dy2 m h ’

\dx2
d2C' d2^
^dx2 dy2, = N- m — 1 eAt 

m h
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Für die Ränder y = + b ergibt sich ebenso
_ 1 c2^ 1 eAt

dy2 m d x2 m h ’

M' = —N = —N — N ■ .\Sy2 öx2/ \dy2 dx2) m h

Für M' gilt andererseits die Differentialgleichung
pur = o.

Sie kann, da überall am Rande M' den gleichen Wert aufweist, keine 
andere Lösung haben als

— 1 eAtM — N-----------— . m h

Die Verschiebungen müssen daher die Gleichung

p2 r=- 1 w
W m h befriedigen.

Beachtet man noch die Beziehung

Pt^-2^,
so ergibt sich schließlich

P^-P^+P^-^^^. (84)
m fi

Hieraus folgt der Satz:
Die elastische Fläche einer ungleichmäßig erwärmten, 

frei aufliegenden Platte hat die gleiche Gestalt wie eine 
mit den elastischen Gewichten

m-[-l s At ,m + l s(tu — t0)
Pt =------------------r “ "I—— —m h m h

belastete Haut.
Die Verschiebungen C stimmen also auch mit den w-Ordinaten 

eines mit pt belasteten Gewebes überein.
Handelt es sich beispielsweise um eine quadratische Platte, so liefern 

die auf S. 52 errechneten M-Werte für den Plattenmittelpunkt
m 4- 1 £ At ^M10 = 0,29113 pt a2 = - 0,29113 —-- ------ r—.

Die für die Beurteilung der Anstrengung der Platte maßgebenden 
Momente der reduzierten Spannungen

m2 — 1 c2 £ m2 — 1 /c2C c24'0\
srx--JN- m2 dx2 - A S;r2 j
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lassen sich mit Hilfe der Formel
wi2 —l/d2£ eJA Eh2 l&t rzUl

S'* = ~N Ä~J~ \7x^~ h /
bestimmen.

Da für den Plattenmittelpunkt
d2 £ d2 £ 1 . m + 1 e zl t -----  —— —_— = — y & r =-----------------
da;2 Sy2 2 m 2h

ist. so erhält man ,QYl —
(srx)x=y=0 = e E h2 J t.

Diesem Werte entspricht die größte reduzierte Spannung
6 sr E m — 1 .— —- sAt.4 m

Für eine Betonplatte mit
E = 170000 kg/cm2,
£ — s'uoW 

m = 4,
würde demnach bei A t = 20° eine Beanspruchung

„ , oTX — + kg/cm2in Betracht kommen.
Am Rande x = + a ist hingegen

m2 — 1 d2 £'
m2 dy2^ry — -A '

W2_ 1 ^£ Eh2
= -A • -.....„ - - — + - o « A t,m- Oy2 12

&Sry 

k2<^ry —
E

= + e Ai -= + 20 kg/cm2 .

Diese Zahlen beweisen, daß die durch eine ungleichmäßige Erwär
mung hervorgerufenen zusätzlichen Spannungen im Plattenmittelpunkt 
nicht übermäßig, in der Randmitte aber durchaus erheblich sind.

, SM' oM'
Es entstehen indessen, da durchweg —= 0 ist, über- ox Sy

haupt keine Scherkräfte. Für die Belastung der Unterlage kommen 
daher nur die Randdrillungsmomente

, w — 1 d2 t = — N------------- x y— m cxcy
oder die zugehörigen zusätzlichen Auflagerkräfte

in Betracht.

m — 1 d3 £'
m Sx dy2 ’

m — 1 d3
m dy Sx2
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Um die Größe dieser Auflagerwiderstände bestimmen zu können, 
müssen erst die Ordinaten C sowohl der Randlinie a, b, c, d wie auch 
der benachbarten, inneren und äußeren Gewebezeilen 1, 2, 3, 4 und 
x, ß, y, 5 (Abb. 45) ermittelt werden.

Für die Zeile 1, 2, 3, 4 sind die Werte
_  vft _1 p 1 f

A = M, = 0,07112 pta2 — - 0,07112 ——------— a2,
m n

___  im -I - 1 F /tf
■Q = M,= 0,11098 pta2 = — 0,11098 ——------— a2,2 , mb.

■q, = M, = 0,13166 pta2 = -0,13166 -"üL- az
3 3 1 ' mit

— m 4- 1 e At
£ = M ~ 0,13810 pta2 = —0.13810 ——----- r— a24 ' m n 

unmittelbar aus den auf S. 51—52 errechneten w;-Ordinaten der gleich
mäßig belasteten Platte zu entnehmen.

Da
F At

r - c - c0 = c + t(«2 - + (*2 - y^

ist, so ergibt sich, wenn m = 4 gewählt wird,

für x = + — a, 4

y — 4-^- b : C = 0,455 03 £ ,
4 n

y = +\b- = 0,52292 ,
9 — 4 3 h

■ ■ „ _ . „, „ e Ata2y = ± 0 : C4 = 0,54615 —,

Für die Randlinie a, b, c, d liefert die Formel

eAt
= = -y}

der Reihe nach 
eA t .

Ca — 0,21875 —— a- ,

eAt
= 0,375 -p- a2 ,

t.A t 
l'. = 0,46875 —— h

- 0,5 "p a2

Marcus, Platten. 8
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Andererseits folgt aus der Gleichung

dZ_C'____Ci 4~ U— 2 A: _ 1_ = 1
d x2 xj m cy- m h

die Beziehung
« = 2 & - ci + — = 2& - + °’015625 ^r- ■

m h h
Die Ordinaten der äußeren Zeile &, ß, y, ö sind also:

& = (2.0,21875 — 0,3486 + 0,015625) = +0,104525 — a2 ,
h h

n = + a2 (2 • 0,375 - 0,45503 + 0,015625) = +0,315595 + a2 ,
Ä h

C' = + a2 (2 • 0,46875 - 0,52292 + 0,015625) = +0,430205 + a2 , 
' h n

e A f A t
ft = ß2 (2.0,5 — 0,54615 + 0,015 625) = +0,469475 «2 .

h h
Für die Ecke E ist n

Qe = Ce = 0 •
Dementsprechend ergibt sich für den benachbarten Punkt F:

p ' 1 t p A f
Cf = 2Ce - C'a + 0,015625 a2 = -0,203125 —— a* . h h

dC d CAus den beiden Bedingungen •=— = —= 0 folgt weiterhin, daß c x ay
die Platte in der Ecke als fest eingeklemmt zu betrachten ist. Diese 
Überlegung liefert für den nächstliegenden Punkt G die Beziehung 

und da + > Cg-^-^og,
£^1 -> i , nrßor £/it 2= —2 —- -a^ 1 — (— = +0,5625 — a?2 h L \ 4 / J h

ist, so findet man .F A tC'G = - 0,6514 + a2 .

Hiermit ist die Formänderung der Platte im Randbereich völlig 
beschrieben.

Mit Hilfe der Formel 

— E m 1 (C'p + Cß — (Co + C'r) 
m 4 k.

(Cp + +) (Co + Cr) 1
15 [ J

erhält man nunmehr für die Randdrillungsmomente die Werte
4 = —0,1365 EsAth2 , t^ = —0,0289 EsAth2,
=-0,0844 EeAfh? , ^ = +0,0 EeAth^.
= —0,04036 EeAth2 .
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Werden die zugehörigen zusätzlichen Auflagerkräfte auf Grund der 
Gleichung

m-i e
VX — . V — X—a ~ *' ■ -------------- —------- ZT ------------ ----------------------m cxc y2 m 2 z3

32 Eh3= 15 • ~r ~
ermittelt, so liefert die Rechnung

h2für den Punkt E: vx=a, = — 0.3547 eEdt — , 
a 
h2a: —0,166 74 eEdt—,
a 
h2

b: -0,10223 eEJi— ,a
h2c: — 0,07607 eEdt—,a
b2d: — 0,06852 eEdt — .a

Die durch die ungleichmäßige Erwärmung erzeugten Auflagerkräfte 
sind, wie man sieht, abwärts gerichtet. In den Ecken selbst greifen die 
Einzelkräfte C — —2 + = + 0,273 2?«J£Ä2 an. Sie erzeugen Druck oder 
Zug, je nachdem die obere oder die untere Abgrenzungsfläche der Platte 
stärker erwärmt wird, und wachsen mit der zweiten Potenz der Platten
stärke. Um einen Anhalt über die Größe dieser Kräfte zu gewinnen, 
sei wie vorhin E = 170000 kg/cm2,

6 ~ sW uTTv > 
J i = 20°, 
m — 4

und h = 10 cm angenommen. Es ist dann
C = 0,273 • 20 • 102 = 1092 kg .

Die Eckkräfte sind also selbst bei sehr schwachen Platten nicht 
unb et rächtlich.

Es sei noch hervorgehoben, daß die durch die Drillungsmomente 
erzeugten Schubspannungen ebenso beachtet werden müssen.

Für die Ecke ergibt sich insbesondere

Tmax = + WT ~ J” 0,819 Eg dt , min ft/“
für das vorliegende Zahlenbeispiel somit:

Tmax = +32,76 kg/cm2. min
Diese erheblichen Schubbeanspruchungen verschwinden, wenn die 

Platte am Rande nicht frei aufliegt, sondern fest eingeklemmt ist.
8*
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Um die durch die ungleichmäßige Erwärmung erzeugten Verschie
bungen s A t io=-~[(a2-x2) + (b2-y2)]

überhaupt rückgängig zu machen, müssen dann nämlich längs der 
Ränder x = + a Kräftepaare

, / 1 ß2^0 e d t ÄT w + I
Sx 1 \m ßy2 da:2/ Ä m 

und ebenso längs der Ränder y = + b die Momente
, = v M d2Co . ^Co\ = eAt m + 1

Sy 1 \m ßx2 ßy2) h m 

angebracht werden. Sie rufen in allen Punkten der Platte die gleichen 
reduzierten Spannungsmomente

m2 — 1 d2 Co m2 - I d2 C« eEAt h2
Srx Sry m2 ßx2 m2 ßy2 12 

und die gleichen reduzierten Spannungen

hervor.

, ßsTI 1 _ , 
°«d = ± = +-^eEAt

Mit den vorigen Zahlenwerten für r, E, At ergibt sich beispielsweise 
= ± 20 kg/cm2.

Der Vergleich mit den früheren Ergebnissen zeigt, daß durch die 
Einklemmung wohl im Plattenmittelpunkt größere, längs der Ränder 
jedoch die gleichen Spannungen wie durch die freiere Auflagerung bei 
einer ungleichmäßigen Erwärmung erzeugt werden: die Beanspruchung 
ist aber, weil die Schubspannungen fortfallen, im ersten Falle günstiger.

Es sei schließlich bemerkt, daß für die Anstrengung der Platte nicht 
die Plattenstärke, sondern lediglich der Wärmeunterschied und die 
Elastizität des Baustoffes maßgebend sind.

IV. Die ringsum frei auf liegende kreisförmige 
Platte.

§ 13. Die Randbedingungen bei beliebiger Lastanordnung.
Die freie Auflagerung der kreisförmigen Platte ist durch die Forde

rung, daß längs des Randes die Bedingungen
C = 0 , (a)

„PC , 1 /I ßß 1 32C\] nSr------W -f------I----- x---- 1----r- -x—r) =0 (b)
Lor2 m \ r ßr r2 ßcp2)\

erfüllt werden, gekennzeichnet.
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Da die erste Gleichung die weitere Forderung
c2: 
c q? = 0

in sich schließt, so lautet die zweite Bedingung auch

A (1 -Aj = o
m \ r er ! (e)

oder, wenn im Einklang mit Abb. 46 die Differentialquotienten durch 
endliche Differenzen ersetzt werden:

Zj — 2zt + Z; 1 1 (Zj — Zl) = 
(J r)2 m r0 2 J r

Hierbei ist unter r„ der Halbmesser des Auflagerringes zu verstehen.
Beachtet man, daß für den Randpunkt k 

ergibt sich
zj = 0 sein muß, so

Abb. 46.

, 1 dr

somit

-*--- w
r0

Auf Grund dieser Formel läßt 
sich jedem Punkt l des elastischen 
Gewebes unmittelbar neben dem 
Rande ein Punkt i außerhalb des 
Randes zuordnen und hiermit 
die Randgestalt des Radialge
webes bestimmen.

Aus der Bedingungsgleichung (c) folgt noch
16; c2^

— = —m — .r dr ar
Für den Rand des w-Gewebes gilt aber die Gleichung:

wt = Mk = \cr2 r dr r2 dep2

»iWi = -" T? 4-----\cr2 r er
r-2 ’r c
er2

Da im allgemeinen die Bedingung (c) nur dann erfüllt sein kann, 

wenn v von Null verschieden ist, so erkennt man, daß, während beim 
er2

z-Gewebe überall am Rande z* = 0 sein muß, die Randwerte wk beim
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w-Gewebe durchaus nicht verschwinden. Sie sind vielmehr, da die 
Gleichgewichtsgleichungen des w-Gewebes zur Ermittlung dieser Rand
werte nicht ausreichen, als statisch unbestimmte Größen zu 
betrachten.

Setzt man zunächst für alle Randpunkte wk= 0, so lassen sich die 
Ordinaten w0 der übrigen inneren Knotenpunkte als Funktion der 
Lasten P ohne weiteres errechnen. Ebenso sind die zu diesen Werten w0 
zugehörigen Verschiebungen za des zweiten Gewebes leicht zu ermitteln.

Denkt man sich nunmehr die Lasten P fort und Kräfte sowie Kräfte
paare in den Punkten 1, 2, 3, 4 . . . der Randfläche angebracht, so 
können aus den dieser Kraftgruppe entsprechenden Randwerten w1; w2, 
w3, w4 . . . mit Hilfe der Gewebegleichungen die Ordinaten w' der übrigen 
inneren Knotenpunkte abgeleitet werden. Es ist dann weiterhin mög
lich, die den Größen w' zugeordneten Ordinaten z' des zweiten Ge
webes als Funktionen von w1,wz,wz,wi... darzustellen.

Die tatsächliche Gestalt der elastischen Fläche ist durch die Gleichung 
z === z0 -f" z

festgelegt. Für die dem Randknotenpunkte k in radialer Richtung am 
nächsten liegenden Punkte i und Z des Gewebes der Abb. 46 gilt ins
besondere : z. = z'. ,

Zi = zoi + 2z •
Da nach Gleichung (d) 1 Ar 

sein soll, so ergibt sich auch
1 1 i 1 Jr\

^i + zol------S'i + zi--------------------------21W/|0|- (85)
■+i- \ 1+, -

2 m r0 \ 2 m r0 /
Die rechte Seite dieser Gleichung enthält nur- Funktionen von w1; w2, 
w3, wt. . . Stellt man für die Randpunkte 1, 2, 3, 4 ... n Gleichungen 
dieser Art auf, so gewinnt man die zur Errechnung der n statisch un
bestimmten Größen wlt w3, w3, wi . . . erforderlichen Elastizitätsbedin
gungen.

§ 14. Die Randbedingungen bei achsensymmetrischer 
Lastverteilung.

Die Lösung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn die Belastung 
symmetrisch zur Drehachse der Platte verteilt ist. In diesem Falle 
kommt nämlich für jeden Randpunkt das gleiche Biegungsmaß = c 
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in Betracht, und diesem Wert entspricht als Lösung der homogenen 
Differentialgleichung dzw> । ,

~ = 0 ar- r dr
für alle Innenpunkte ebenfalls die Größe 

w = wk = c . 
Die weitere Differentialgleichung

1 dz\ M S1u/ SyC
N \dr- r dr) N T V 

liefert dann , c , Z = (r; _ r-),

Das zugehörige Randangriffsmoment ist

r , I 1 S ?\ m — 1 c __ _]---------- -—I = n «iTT ■ \ c r ~ m r c r ) m 2
Für den statisch bestimmten Fall mit den Randwerten wok = zok = 0 

lassen sich mit Hilfe der Grundgleichungen (48) und (49) die Grund
werte Co aus den Lasten P und ebenso die zugehörigen Randmomente

, 1 1 dCo\
S°r \dr2 m r dr )r=ro

als Funktion der Belastung leicht ermitteln. Da im endgültigen Zustand
SOf + s) = 0

sein muß, so erhält man schließlich

m~lcS -J^4 
2 m 1 \dr2

1 1 d^0) 
m r dr /

oder 2 m , 1 1 d^\---------I---------  —j-   — — I 
m—1 \dr2 m r dr!r^u (86)

mit Hilfe dieser Formel können die Randwerte c unmittelbar bestimmt 
werden.

§ 15. Die allgemeine Darstellung der Spannungen und 
Formänderungen bei achsensymmetrischer Belastung.
Für die Darstellung der C0-Fläche eignet sich ein neues Verfahren, 

welches außerordentlich rasch zum Ziele führt und daher eine eingehen
dere Betrachtung verdient.
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Ich knüpfe an die Grundgleichungen
tPM 1 dM 1 d / dM-------- 1-----------=-------- l r------
dr2 r dr r dr \ dr ,

Vr
dM 
dr

an, aus welchen ich die weitere Gleichung

ableite.

d2M 
dr2

Denkt man sich aus der Platte ein Kernstück mit dem Halbmesser r 
herausgeschnitten, so muß seine Belastung

Pr = I p2 tc r dr 
o

mit der längs der Randfläche verteilten lotrechten Scherkraft 
Tr = + 2 n r vr

im Gleichgewicht stehen. Es ist also
P + Tr = 0 , 

oder T
2nrvr — —Ipr dr, 

0
r 

1 1 /■ ,— =------  / pr dr ,r r2 J0 
mithin ,

d2M _ ( 1
dr2 ~ r2

Setzt man r

P ~ Prdr = P'
0 

so erhält man die neue Beziehung 
d2M 
dr2 ~ P ’

(88)

(89)

Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung einer mit den Kräften p' 
belasteten Seillinie. Die Momentenfläche der Platte deckt 
sich also vollkommen mit der Momentenfläche eines ein
fachen Balkens, der an Stelle der wirklichen Belastung p 
die zugehörige Belastung p' aufzunehmen hat, und da 
die Größen p' sich entweder rechnerisch oder zeichnerisch ohne 
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weiteres ermitteln lassen, so ist hiermit die Berechnung des Biegungs
maßes Jf der Platte auf die Berechnung der Momente des einfachen 
Balkens zurückgeführt.

Ebenso läßt sich die Grundgleichung
££ 1 ____ J£
dr* + r dr “ M

in Einklang mit der Beziehung

auf die Form

bringen. Hierbei ist

(90)

(91)

Es ist zugleich erwiesen, daß die Erzeugende der elastischen 
Fläche der Platte durch die Momentenlinie eines mit den 
elastischen Gewichten n' belasteten einfachen Balkens 
abgebildet werden kann. Durch diese Erkenntnis, welche die sinn
gemäße Erweiterung des bekannten Mohrschen Lehrsatzes einschließt, 
wird die Darstellung der Spannungen und Formänderungen der kreis
förmigen Platte außerordentlich erleichtert.

1. Die gleichmäßig belastete kreisförmige Platte mit 
frei aufliegenden oder fest eingeklemmten Rändern.

Um die Anwendung des neuen Satzes zu zeigen, wähle ich als erstes 
Beispiel eine .mit p gleichmäßig belastete Platte.

Die Formel (88) liefert in diesem Falle

, Pi, PP = P~--2!rdr--2- 
0

Die Differentialgleichung für JI lautet demnach
d^M p
dr* ~ 2 ’

Ihre Lösung ist 2
M = C, - :4

unter ist eine vorerst noch unbestimmte konstante Größe zu ver
stehen.
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Für das zugehörige elastische Gewicht ergibt sich nunmehr

Führt man diesen Wert in die Gleichung der elastischen Linie

d^____,L
dr2 4 N

ein, so findet man durch Integration
1 2

16 W r

C2 ist hierbei die zweite Integrationskonstante. Da längs des Auflager
ringes mit dem Halbmesser r = r0, C = 0 sein muß, so erhält man 
zunächst

C, - - 4OX-^
< 416

mithin:

Soll der Rand frei von radialen Biegungsspannungen sein, so muß für

— w 4- — A = C1 ™ _ p * + 1 = 0
Sr \dr2 m r dr) 2 m 16 r° m 

werden. Hieraus folgt:
r 3 m + 1

8 m+1 ‘
Die Gleichung der elastischen Fläche lautet schließlich:

p 13 m + 1
642V . m + 1 2 r„ (r* — r2) — fä — r^ (92)

Die zugehörigen Spannungsmomente sind:
'd2£ 1 1 d 3m + 1 p
<dr2 m r dr) m 16
11 dt 1 d2C\ 3 m 4- 1 p /
----  ----- -4- -..— -------- 1 —SS ------------------ —--- I
{r dr m dr2) m 16 \ 0

3 + m 3\
3m + IW

(93)

Ist die Platte an den Rändern nicht frei beweglich aufgelagert, 
sondern fest eingeklemmt, so lauten die Randbedingungen:

; = 5- = 0 für r = r„. dr
Da d^ = 1 r 

dr 16 IV (pr2 - 8CJ
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ist, so muß PK 
8

gewählt werden. Es ist dann 
> P , 2 ,,,

st = ^ r2) + ™ - 3r2) ]

2. Die ringförmige Platte.
Ich wähle als drittes Beispiel eine ringförmige Platte, die lediglich 

in dem Bereiche ABC DE belastet ist, über dem Auflagerring um das 
Maß e = AG hinausragt und in der Mitte eine kreisförmige Aussparung 
mit dem Halbmesser EF = K aufweist (Abb. 47). Die Belastungs
fläche ist durch den Linienzug A b c d e begrenzt.

Die zugehörigen Ordinaten sind
für den Punkt A: p = 0 ,

B; p — 18,8 pc,
C: p = 26,0 pc ,
D: p = 29,2 pc,
E: p = 30,0 pc .

Unter pc ist hierbei ein als Vergleichmaß dienender Belastungswert zu 
verstehen.

Ich teile die Belastungsfläche in 4 Abschnitte von der gleichen

(94)

Man erkennt also, daß mit Hilfe der neuen Differentialgleichungen 
(89) und (90) ganz einfache und kurze rechnerische Entwicklungen ge
nügen, um Aufgaben zu lösen, deren Behandlung nach den bisher 
üblichen Verfahren eine ziemlich umständliche Arbeit erfordern würde.

Die Vorteile der vorhin gezeigten Umwandlung der Hauptgleichungen 
treten besonders hervor, wenn infolge Unstetigkeiten der Belastung 
für verschiedene Bereiche der elastischen Fläche verschiedene Lösungen 
gefunden und miteinander in Einklang gebracht werden müssen oder 
wenn die Gestalt der Belastungsfläche eine unmittelbare Integration 
der Differentialgleichungen nicht gestattet.

Es ist dann nämlich möglich, mit Hilfe von Seillinien den Verlauf 
der Af- und ^-Linien auf zeichnerischem Wege sehr rasch zu bestimmen.

Breite und zeichne mit Hilfe des Kräfteplanes I die Seillinie

A± b± Ci dx Cj /]: die zugehörige Polweite sei Hv
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Verlängert man die Tangenten an die Seillinie bis zum Schnitt mit 
der Drehachse der Platte, so stellen bekanntlich die hierdurch be

stimmten Strecken a2, f1b2, c2, d2 das jeweilige statische Moment 
der Belastungsfläche in bezug auf die Drehachse dar. Es ist also

r=r.
’ /i a2 = [prdr,

r^Tc 
r=n

Hi fib2=jprdr, 
r=rc
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r=rc 
fic2 = 1 prdr, 

r = fe
r-rd

Hi K^^ fprdr. 
r = rc

Da aber für die Scherkräfte vr die Gleichung
t-r r=r

1 l . i r T vr “ prdr = — prdrr 1 r
r~Te r = re

gilt, so folgt auch der Reihe nach:

7—= — /1 «2 >

vb = —f1bz, 
rb

7—

•c

vd = — Ld, . 
rd

Wird H1 = 52 = r0
gewählt und ra = 52 = f r0, 

rb = 42 = A r0 , 
rc = 3 2 = f r0, 
rd = 22 = -=-r0. 
re = 12 = ^r„

gesetzt, so erhält man die einfache Beziehung

va = ^/1 a2 >

~ T /1 ^2 > 

vc = §/lc2 > 

Vd = 4/1^2-

Greift man aus der Zeichnung die im Kräftemaßstab abzulesenden
Strecken /1a2 = 47,8 pcl, 

b2 = 38,87 pc l,

jx d2 = 8,94 pc 2,
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so liefern die vorstehenden Formeln
va = 47,8 pc 2,
vb = 48,6 pc l, 
vc = 38,1 pc l, 
vd = 22,3 pc l ■

Am Rande e der Aussparung ist selbstverständlich die Scherkraft 
vr = 0, während der Auflagerwiderstand ara = Va sein muß; jenseits 
des Auflagerringes ist schließlich v, = 0 . Hiermit sind die Abgrenzung 
a,. ^3> cs> ^s> ea und die Gestalt der Scherkraftfläche bestimmt.

Bemerkenswert ist hierbei, daß die Scherspannungen vT kurz vor 
dem Auflager und nicht am Auflager selbst ihren Größtwert erreichen; 
diese Eigentümlichkeit ist darauf zurückzuführen, daß im vorliegenden 
Falle die gesamte Scherkraft Tr des zylindrischen Schnittes in der Nähe 
des Randes langsamer als der Umfang 2 n r h der zugehörigen Schnitt
fläche wächst.

Setzt man 7
_ Prdr = -pc

o 
und dementsprechend r

, 1 /’ , P = 2-----prdr = p + pv,
0

so ist leicht zu erkennen, daß die Belastung p' des stellvertretenden 
Balkens aus den abwärts gerichteten Kräften p und den aufwärts ge
richteten Kräften p„ besteht. Die letzteren lassen sich ohne weiteres 
aus den Scherkräften vr auf Grund der Formel

1 
pv = --vr

ableiten. Die Ausrechnung liefert

für den Punkt A : pv = — — a2 = — 9,56 pe ,
0

n / 5 \2 /. b«B- Pc = - T G-2 = -12,15Pc, \±/ r0

O-. P.----12.TO».\ o / r 0
— / 5 \2 /, d«̂  = -11,17^,

E: pv = 0.
Durch diese Werte ist die Abgrenzung der Entlastungsfläche 
«4, bi,ci,di, e4 festgelegt.
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Die Ordinaten der Belastungslinie des stellvertretenden Balkens 
lassen sieh nunmehr mit Hilfe der Formel

P = p -r 
bestimmen. Man erhält die Größen

p — — 9,56 pc für den Punkt A ,
p — 18,8 — 12,15 = + 6,65 pc für den Punkt B.
p' = 26,0 — 12,70 = 4-13.30 pc für den Punkt C,
p' = 29,2 — 11,17 = 4-18,03 pc für den Punkt D,
p' = 4-30,0 pc für den Punkt E .

Die wirksame Behauptung p’ des Balkens ist also, wie man sieht, 
merklich geringer als die tatsächliche Belastung p der Platte.

Ich trage jetzt den Kräfteplan II für die Belastung pc auf, zeichne 
mit der gleichen Pol weite und von derselben Grundlinie A1E1 aus 
die zweite Seillinie Au b^. c*, d-, /, und erhalte hierdurch die aus 
den beiden Seillinien umränderte M0-Fläche. Sie hat die Ordinaten

Mo = =0 im Punkt A,
M„ — H^b. — 5 a- 9,64 pe 2 = 48,20 pc z2 im Punkt B, 
31 o = H1 cjc5 =52-18,31 pc 2 = 91,55 pc a- im Punkt C,
3IO = Ht djd5 = 52- 24,35 pc 2 = 121,75 pc z2 im Punkt D ,
Mo = eTfij = 52- 26,58 pe A = 132,9 pc A- im Punkt E,
31 o = f1 = 52- 26,58 pe A — 132,9 pc 22 im Punkt F .

Durch diese Werte ist noch nicht die endgültige Gestalt der JI-Fläche 
bestimmt; um sie festzulegen, müssen noch, wie später gezeigt wird, 
entsprechend den jeweiligen Randbedingungen, geeignete Lösungen der 
homogenen Differentialgleichung

M J ^ = 0 
d r~ r d r

den Größen 3IO hinzugefügt werden.
Ich betrachte nunmehr die Mo-Fläche, die in der Abb. 47a von 

neuem dargestellt ist, als Belastungsfläehe, zeichne den zugehörigen 
Kräfteplan III mit der Polweite = 5 2 sowie die entsprechende 
Seillinie Ag, 56, cs, de, e6, /6 und bestimme mit Hilfe der jeweiligen 
Tangenten die Strecken

/6 ß7 = 5 22 35,19 pc 2 ,
/8 ö, = 5 z2 30,87 pc 2, 
/6 c7 —5 z2 21,07 pc 2, 
/g d7 = 5 z210,37 pc 2, 
/6e7 = 5 22 2,58 pc A .
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Sie stellen den jeweiligen Wert des Integrals

dar und da

N^- = 
dr

r

j Mordr

0

ist, so liefern sie der Reihe nach die Werte



Die allgemeine Darstellung der Spannungen und Formänderungen. 129

2/ __
A' ~~ —----- - /6«7 = —pc Z • 35.19 ■ 5 Z2 für den Punkt A ,dr

££ ___
=----- - i6 b7 = —pc z • 38.59 • 5 Z2 für den Punkt B,

rb
HiT—=------ c? = ■ 35,11 • 5 z- für den Punkt C ,

e
H __

=----- - j6d7 = — pc z • 25,92 • 5 z2 für den Punkt D, 
ra 

__
=----- ~f&e7 = -pcl- 13,29 • 5Z2 für den Punkt E .

re

Aus Gründen der Symmetrie ist für den Plattenmittelpunkt
^ = 0. 
ar

Trägt man die Werte AT auf, so wird durch den zugehörigen Linien

zug as, bs, c8, d&, e8, /8 eine Fläche, welche als Neigungsfläche der 
Platte gekennzeichnet werden möge, begrenzt.

Die Abbildung zeigt wieder die Eigentümlichkeit, daß die elastische 
Linie nicht unmittelbar über dem Auflagerring, sondern kurz vorher 
die größte Neigung aufweist. Diese Erscheinung ist darauf zurück
zuführen, daß die wirksame Belastung p' der Platte in der Nähe des 
Auflagers negativ ist und daß somit der eigentliche Auf lager wider st and 
bereits kurz vor dem Auflagerring in Wirksamkeit tritt.

Setzt man i rw= ^rdr, 
r2J A

so besteht zwischen den elastischen Gewichten rt' des stellvertretenden 

Balkens, den Belastungen n = und die Beziehung

Hierbei ist

Die Größen der aufwärtsgerichteten Kräfte ist also
1 5 z2

für den Punkt A: nr = — _ . • • • 35,19 5 2* — — 7,04 pc^-, O ZA A
B: 7tc = — A— • 38,59 pc 5 z3 = — 9,65 pc -A,

4 Z A A

C-. nr = - • 35,11 pc5^ = -11,7 pe
»3 ZA

Marcus, Platten. 9
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1 . 5 z2für den Punkt D: Q • 25.92 pc 5 z3 = —12,96 pc ,

1 o / $
E: = - Ty • 13,29 pc 5 Z3 = -13,29 pc — .

Für den Mittelpunkt der Platte selbst gilt, wovon sich der Leser 
durch einfache Überlegungen überzeugen kann, der Grenzwert

o
Da vorhin für diesen Punkt

Mo = 26,58 pc 5
ermittelt worden ist, so wird

= - V 26,58 pc 5 22 = -13,29 pc 5 22.
Die ^-Fläche ist in N-facher Vergrößerung in der Abb. 47 a dar- 

gestellt und vom Linienzug a9, ö9, c9, d9, e9, <79 umrändert .
Die Krümmung der elastischen Linie ist nunmehr durch die Formel

— N - = Nn' = N(n + ^„)
dr-

bestimmt. Die Rechnung liefert
d2 cfür den Punkt A : — N =dr^ - 7,04^ 5 Z2,

B: = ( 9,64— 9,65) 5 Ä2 = ~ 0,01 pc 5 z2,
0: = (18,31 - 11,7 )pc5Ä2 = + 6,61pe522,
D: = (24,35 - 12,96) 5 z2 = + 11,39^5z2,
E: = (26,58 - 13,29) pe 5 Z2 = +13,29 pe 5 Z2,
F: = (26,58 - 13,29) pc 5 z2 = +13,29 pc 5 F-.

Der negative Wert der Krümmung in der Nähe des Auflagerringes 
zeigt wieder, daß der Auflagerwiderstand im Verein mit den negativen 
Kräften p' eine ähnliche Wirkung wie eine teilweise Einspannung ausübt.

Werden jetzt für die Kräfte nv der Kräfteplan IV und die Seil
linie A2 ö10, c10, d10, e10, /10 gezeichnet, so stellen die von den beiden 
Seillinien umränderten Strecken die Ordinaten der elastischen Linie
dar. Die aus der Zeichnung abzulesenden Werte sind:

für den Punkt A
B
C
D
E
F

— ^6 ^10

= c6 c10

= H2 dgd10

= ^/«Ao

0
= 7,38 pe(5 22)2 
= 14,75^(5 22)2 
= 20,85^(5 22)2 
= 24,77^(5 22)2 
= 26,10^(5 z2)2



Die allgemeine Darstellung der Spannungen und Formänderungen. 131

Um ein vollständiges Bild der Formänderung der Platte zu gewinnen, 
muß noch der Abschnitt jenseits des Auflagerringes untersucht werden.

Für dieses Bereich, welches keine Belastung aufzunehmen hat, 
gelten zunächst die Gleichungen

Es ist mithin auch

vor = 0, 
Mor = o .

dr2 r dr

Eine geeignete Lösung dieser Differentialgleichung ist durch den Ansatz

2 = C„ logn —

gegeben. Zur Ermittlung der Integrationskonstante C„ steht die Be
dingung zur Verfügung, daß die Neigung der elastischen Linie

d   Co 
dr r

an der Stelle r = r„ mit dem vorhin für den Punkt A des belasteten 
Bereiches errechneten Wert

= -35,19K.^

übereinstimmen soll. Es ergibt sich daher 

und da r„ — 5 z ist:
C0 = -35,19-^-(5A2)2,

1 = ^ = -35,19 .
r dr r- A \ r 1

d2^ = _ 1_ d^0 = , 3„ ig pc /5z2\2
dr2 r dr 1 ’ N \ r /

Für die Randfläche G mit dem Halbmesser

Ty = 6
erhält man insbesondere

1 = —35J9 A (2-2? = —4,89 • 5 z2,
r dr dr A \o / A

= <7alogn. = -35,19 • pt • 0,18232 = -6,41 (5 z2)2 .
9*
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Hiermit ist die Gestalt der elastischen Fläche am Rande vollständig 
beschrieben. Der Spannungszustand am Rande ist durch die Werte

vor = 0,
/ d2 Co 1 1
\ dr2 m r dr /

l'Y)   I—----i . 4,89 pe (5 z2),
m

1 1 = 4- m~ 1
r dr m dr2 / m

4,89 pc (5 22)

bestimmt.
Da der Rand frei von Biegungsspannungen sein soll, so erkennt man, 

daß die Ordinaten Co des Grundfalles die Randbedingungen nicht er
füllen. Um die letztere zu befriedigen, müssen noch Kräfte oder Kräfte
paare längs des Randes angebracht werden, welche zusätzliche Bie
gungen M' und Verschiebungen C' hervorrufen und Spannungsmomente 4 
erzeugen, die den Momenten sor gleich, aber entgegengerichtet sind. 
Für diese zusätzlichen Formänderungen gilt die homogene Gleichung

d2 M' 1 dM' _ / d 1 / cPC' I d? \ _
dr2 rdr \ dr2 r dr)\ dr2 r dr /

Denkt man sich zunächst an Stelle der ringförmigen eine vollwandige 
Platte ohne Aussparung, so stellen die Ansätze

M' = C^pe^}2),

= TN

die geeigneten Lösungen der Differentialgleichung und somit die ge
suchten zusätzlichen Momente und Verschiebungen dar.

Von den drei Bedingungen

t = Co + C'
dM0 , dM'

Vr ~ 7 -- --------1dr dr

sr = sor + s'r 
sind die beiden ersten von vornhi

= 0 für r = r„,

= 0 für r — rq ,

= 0 für r = ru
rein erfüllt. Die dritte liefert

^C7 | 1 1
dr2 m r dr )

C, «222 Pc = —s,
m + 1

m
o __ 1

= 4----------- 4,89 m 5 A2 .
m

Hieraus folgt für die Integrationskonstante C± der Wert

c, _ 1
1 m + 1 • 9,78 .
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Die zusätzlichen Biegungsmomente sind mithin:

/ d2 " 1 1 d? \ m + 1 C1
\ dr2 ‘ m r dr ' m 2

»t — 1=------- — 4,89 pc 5 fr-,m
/1 1 d2*\ m + 1 Cj _
\r dr m dr2 ) m 2

in — 1
in

4,89 pe 5 z2

Nimmt man m = oo an, 
zustand die Werte

sr = 4=,8Q pc5 i2 - N ,dr2

sz = 4,89pc5z2-V- r dr

= 4,89 pc 5 Z2 — W nr .

Führt man die vorhin ermit- 
d2£

telten Größen N —rrr und ne in dr2
Rechnung, so ergibt sich der
Reihe nach

so erhält man für den endgültigen Spannungs-

Abb. 48. Die Spannungsverteilung in der 
kreisförmigen Platte ohne Aussparung. — 
Der gestrichelte Linienzug gilt für die Platte, 
deren Randfläche mit dem Auflagerring zu- 

sanimenfällt.

für den Punkt G:
A:
B:
C:
D:
E:
F:

sr = 0,
Sr = — 2,15 pc ÖZ2, 
sr = + 4,88 pc 5 z2, 
«r = +11,50 ÖZ2 . 
s, = +16,28 pc 5 z2, 
Sr = +18,18 pc 5 z2 . 
s, = +18,18 Pc 5 z2,

Sf == + 9,18 pc o z2, 
st = +11,93 pc 5 z2, 
S; = +14,54 pc 5 z2 , 
st = +16,59 pc 5 z2 , 
st = + 17.85 pc 5 z2 , 

= +18,18 pc5 z2 , 
st = +18,18 pc 5 z2 .

Der Verlauf der Spannungsmomente ist in der Abb. 48 dargestellt. 
Man erkennt, daß im allgemeinen und insbesondere in der Nähe des 
Auflagerringes die tangentialen Biegungsmomente größer als die radialen 
und daher für die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind.

Die Werte, welche die Biegungsmomente erreichen, wenn r9 = r0 
ist, d. h. wenn die Randfläche mit dem Auflagerring zusammenfällt, 
sind durch den gestrichelten Linienzug angedeutet. Man sieht, daß bei 
Platten, die nur wenig über dem Auflagerring herausragen, die tangen
tialen Biegungsmomente in der Nähe des Randes sehr erheblich sind, 
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während sie im Mittelpunkt der Platte durch die Lage der Randlinie in 
Bezug auf den Auflagerring nicht wesentlich beeinflußt werden.

Um jetzt noch die Wirkung der inneren kreisförmigen Aussparung 
zu untersuchen, wähle ich als Lösung der homogenen Differential
gleichung den Ansatz

^Pc

Das zugehörige Biegungsmoment ist: 

die Scherkraft:
M' = ClPc 5 P,

Die Bedingungen, welchen die elastische Linie genügen muß, sind

f 4- — 0 für
vr — v0, + v'r — 0 für
Vr = Vor 4~ v'r = 0 für
8r — Sur 4- = 0 für
Sr = Sor s'r — 0 für

r = rv, 
r = rf/ , 
r = re, 
r = r,,, 
r = re.

Die drei ersten Bedingungen sind, wie man sich leicht überzeugen kann, 
von vornherein erfüllt.

Die beiden letzteren liefern

für r — ry: s'r d2<? 1 1 d^\ _ _ /C1 m 4-1 m — 1 1

I C‘ + ( - ‘•89 • i C> + C‘ (A)‘ " - n,29 • 

Hieraus folgt
1 U

"2 Cj = 4-5,41 , ~ = —18,69 .

. dr2 m r dr / ° \ 2 m 2 m ry

w ___ 1
- =---------4,89 pc 5 & ,

m

für r = re: Sr d2? 1 1 d^\ _ r .g /Cjm+ 1 ,
.dr2 m r dr ) ° $\2 m

m — 1 1 \ 
m r~e)

= -sor = ~Pe 5 Z2 (13,29 + ~ 13,29^

Nimmt man wieder m = co an, so lauten die Bestimmungsgleichungen 
für die Integrationskonstanten Cj und C2:
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Die endgültigen Spannungsmomente sind also:
/ /2\ J2?

s, = pc 5 z2 5,41 - 18,69 -L - A’ —, 
\ r2 / dr2

st - pc5z2 [5,41 + 18,69 - .V ■ * .
K r2 / 2 d r

Die Durchführung der Rechnung ergibt:
sr — 0,0 ,
s, = — 2,38 pc 5 Z2 , 
s, = + 4,23 pc 5 z2 , 
sr — 4* 9,95 pc 5 Z2 , 
sr = +12,13 pc5/2, 
s, = + 0,0 pc5z2,

st = 10,82 pc5z2 
st = 13,25 Pc 5 z2 
st = 16,23 pe5/.2 
st = 19.18 pc 5 z2 
st = 23,04 pc 5 z2 
St = 37,40 pc 5 z2

für den Punkt G: 
+ : 
B: 
C: 
D: 
E:

Der Spannungsverlauf ist 
durch die Abb. 49 veranschau
licht. Sie zeigt das rasche An
wachsen der tangentialen und 
den plötzlichen Abfall der radi
alen Biegungsmomente am 
Rande der inneren Aussparung. 
Der Vergleich mit der vollwan
digen Platte läßt außerdem er
kennen, daß durch die Aus
sparung die radialen Biegungs
momente in einer kurzen 
Entfernung des inneren Randes 

Abb. 49. Die Spannungsverteilung in der 
kreisförmigen Platte mit Aussparung.

verhältnismäßig wenig beeinflußt werden, während die erhebliche Ver
mehrung der tangentialen Biegungsmomente am Lochrand eine merk
liche Herabminderung der Tragfähigkeit der Platte zur Folge haben muß.

V. Die ringsum frei aufliegende rechteckige 
Platte.

§16. Untersuchung der gleichseitigen, gleichmäßig belasteten 
dreieckigen Platte.

Die dreieckigen Platten lassen sich am einfachsten mit Hilfe hexa
gonaler Gewebe behandeln.

Die Beziehungen zwischen den Randbedingungen der Platte und 
der Randgestalt dieser Gewebeart sind bereits im Abschnitt II, § 6, 3 
untersucht worden. Als Anwendungsbeispiel will ich die Berechnung 
der gleichseitigen, gleichmäßig belasteten dreieckigen Platte zeigen.
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Ich spanne über die Platte ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen 
(Abb. 50) und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte im Ein
klang mit den dreifachen Symmetriebedingungen.

Entsprechend der Differenzengleichung (54) gelten die folgenden 
Gleichgewichtsbedingungen:

2 
o S1

2
— V (^i 

o

pzl2
4- + W3 + ~ "TT" >

, , , > pJ?+ »3 + w4 + w5) = — ,
4^3 — t (W2 

o

Die zugehörigen Mo menten werte sind:
3^ = S1w1 = pc2 — 0,03515 p c2 , 
3/2 = $1 w2 = ih-, pc? — 0,05859 p c2 , 

w3 = p c2 = 0,07031 p c2,
37 4 — S1 = //j p c2 — 0,09375 p c2 , 
3/5 = 8^ = pc2 = 0,10547 p c2.

Für die Ermittlung der elastischen Fläche stehen nunmehr die Glei
chungen 9

4S1 —

2
4 z2 — (z, + z2

9 p^
16 ’
15 pX4
16 ^ ^2 ’
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4z3 — + 33 + 24 + II 1^'

II

18
16

yz4

j(2sä + 2z3 + 2z5)
z2

= »4^- =
24
16 1 2

4z5- ¥’2 z* + 2s4 + 2^) z2 27
"16 8^

zur Verfügung. Sie werden durch die Größen
_ 63 pW

% “ 128 ’

135 pW
4 128

_ 180
Z3 ~ 128 ’

252 p Z4
128 £^8/
297 p z4

Z'° “ 128

befriedigt. Die entsprechenden Ordinaten der elastischen Fläche sind:

= 8^ J -

jy

*4 “ 8^2 =
252 pW „ ____ pWV-

Cä=^2~ =. ag Ul _ 0.00903^. 
128 W N

Für die größte Durchbiegung im Schwerpunkte der Platte ergibt
sich durch Interpolation der Wert:

160Cs + 120 sr - 32
243

pW0,00951 -

oder, wenn man die Höhe des Dreieckes 
2a = 2 c cos30°, 
a2 = f c2
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in Rechnung führt:

w
Bei einer quadratischen Platte ist 

fm = 0,0649^.

Die größte Durchbiegung der dreieckigen Platten ist also viermal 
kleiner als diejenige der quadratischen Platte gleicher Spannweite. 

Die Schichtlinien für die Momente M und die Verschiebungen £ 
sind in Abb. 51 und 52 dargestellt.

Zur Bestimmung der Randscherkräfte dient die Formel (72):

Sie liefert für die Randknotenpunkte a, b, c, d (Abb. 53), wenn man
C CI’

= 2„ = 2^ = 2 = — — — sec (30°), 4t

einsetzt, der Reihe nach 
26',^, na—-------- + -V = 0,21875 pa ,

CI o

vu{ü) = . ....1 (w2 + w’i) + = 0,375 pa ,CI o

2Ä , pa
=----- (w3 + w2) 4- — = 0,46875 pa ,CI o

2Ä, , pa Ä „
V «W = n • 2 w3 + — = 0,5 pa. u- o

Die Randdrillungsmomente werden nach der Formel (73)

- - ro (VP) •««m• -»-v \ Ä /
errechnet. Man erhält

7 jS S 7für den Punkt a: ta = - -1-^ z1 sec (30°) = — -^p^ .sec(30°).
■Iv Z 10 12ö

7 jS jS 7 72b: tb = — (Zi _ Zi} sec(30“) = - — p22 sec(30°),
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A

Abb. 51. Schichtlinien der JZ-Fläche einer ringsum frei aufliegenden 
gleichmäßig belasteten dreieckigen Platte.

A

Abb. 52. Schichtlinien der elastischen Fläche einer ringsum frei aufliegenden 
gleichmäßig belasteten dreieckigen Platte.
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7 Q q 1 45
für den Punkt c: Zc = — (Zs - zä) sec (30°) = — —pz2 sec(30’), 

Für die Ecke A selbst ist, wie bereits früher nachgewiesen, tA = 0.

Abb. 53. Auflagerkräfte einer ringsum frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten 
dreieckigen Platte.

Die Kurve der Randdrillungsmomente im Bereiche Abed läßt sich 
nunmehr durch den Ansatz

t PÄ-5) (34-f) +3fe(34-^)(22«-^)]

darstellen. Die Bedeutung der Randabszissen f ist hierbei ohne weiteres 
aus der Abb. 53 erkenntlich. Die an Stelle der Randdrillungsmomente 
wirkenden lotrechten zusätzlichen Auflagerkräfte sind durch die Glei
chung

S^' '
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bestimmt. Die Anwendung dieser Formel liefert

für den Punkt A mit f = 44:v'= = —0 175 na64 ' 2 '
... , llta — 18td+ 9La mit ? = 3a„: v = = -0.0875 pa .64

, -x > a- , 2ta + 3th — 0t.b mit f = 2zM:n' = =+0,021875 im,
0/.„ 1 ’

.. «. . , -- in H- 6 th --tv' = ».------£ = 4-0.071093 »n,64
, ., . n , 2t„— 9^4-18^.c?nntt=0 :v'= ‘----- '=+0,0875 pa .v Zw

Abb. 54. Spannuugsbild einer ringsum frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten 
dreieckigen Platte.

Die Endwerte der Auflagerwiderstände sind also:
au=vu+v’u— —0,175 pa für den Punkt A.

= (0,21875—0,0875)2ia =+0,13125 pa für den Punkt a, 
= (0,375+0,021875) pa = +0,396875 pa für den Punkt b, 
— (0,46875 + 0,071093) pa =+0,539843^« für den Punkt c , 
= (0,5+0,0875) pa =+0,5875 pa für den Punkt d.
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Die Verteilung der Auflagerkräfte ist in Abb. 53 veranschaulicht. 
Man erkennt, daß im Gegensatz zur rechteckigen Platte weder Drillungs
momente noch Einzelkräfte in den Eckpunkten auftreten, während die 
abwärts gerichteten Auflagerwiderstände auf einer schmalen Rand
strecke in der Nähe der Eckpunkte vereinigt sind.

In der Abb. 54 sind noch die auf Grund der Formel für m = 
errechneten Hauptspannungsmomente längs einer Winkelhalbierenden 
eingetragen. Wie bei der rechteckigen Platte treten in der Nähe der 
Ecke negative Biegungsmomente auf.

VI. Die allgemeinen Grundlagen für 
die Untersuchung statisch unbestimmter Platten.

In den bisherigen Untersuchungen von Platten mit ebenen Rand
flächen sind nur diejenigen Belastungs- und Lagerungsarten in Be
tracht gezogen worden, bei denen die Randwerte für das Biegungsmaß 
M und die elastische Verschiebung ’Q von vornherein gegeben und die 
Merkmale der statischen Bestimmtheit insofern vorhanden sind, 
als die zur Errechnung der w-Ordinaten des Gewebes dienenden Gleich
gewichtsbedingungen völlig ausreichen, um sowohl die Werte M 
für jeden Punkt der Platte wie auch die Randscherkräfte v zu ermitteln.

Wenn sich die Rand-werte 21 nicht unmittelbar aus den Randbe
dingungen ableiten lassen oder wenn die reinen Gleichgewichtsbedin
gungen nicht genügen, um alle Werte M zu berechnen, so sind die Rand
scherkräfte oder die eigentlichen Auflagerwiderstände als statisch un
bestimmte Größen zu betrachten, weil sie nicht aus den Gleichge
wichtsgleichungen, sondern erst aus den in den Elastizitäts
gleich u nge n ausgedrückten Rand- oder sonstigen Auflagerbedingungen 
ermittelt werden können.

Die Behandlung dieser statisch unbestimmten Fälle ist verschieden, 
je nachdem die Platte nur an den Rändern oder auch innerhalb der 
letzteren auf einzelnen Stützpunkten gelagert ist. In den nachfolgenden 
Untersuchungen werde ich zunächst die allgemeinen Grundlagen für 
die Behandlung dieser beiden Lagerungsarten entwickeln und sodann 
ihre Anwendung in einer Reihe von Beispielen erläutern.

§ 17. Die Untersuchung von Platten, die nur an 
den Rändern gestützt sind.

Ich betrachte eine Platte, die im Randbereich a,b,c,d . . . nicht 
frei auf liegt, sondern beliebig gestützt sein möge.

Sieht man von den besonderen Bedingungen, die für diesen Bereich 
gelten, vorläufig ab und wird die tatsächliche Stützungsart vorerst 
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durch eine freie Auflagerung ersetzt, so können für diesen gedachten 
Zustand die von der Belastung hervorgerufenen Verschiebungen Z» wie 
bei jedem statisch bestimmten Fall ohne weiteres ermittelt werden. 
Um den wirklichen Zustand wieder herzustellen, müssen Kräfte oder 
Kräftepaare an der Randstrecke a, b, c, d... hinzugefügt werden, welche 
zusätzliche Verschiebungen C' erzeugen, die im Verein mit den ursprüng
lichen Verbiegungen Co die tatsächlichen Randbedingungen erfüllen.

Da in dem zweiten Belastungszustand keine Kräfte p an der oberen 
oder unteren Abgrenzungsebene der Platte angreifen, so gilt offenbar für 
diese zusätzlichen Verschiebungen die homogene Differentialgleichung: q er o

c’4 /4 f 4
n y = JLk. + 2 -L.a_ + ( - = o

Die eigentliche Aufgabe der Untersuchung ist es also, diejenigen 
Lösungen dieser Differentialgleichung zu finden, durch welche die Grund
lösung Co ergänzt werden muß, um den vorgeschriebenen Randbedin
gungen vollauf zu genügen.

1. Die analytische Ermittlung der Zusatzlösungen.
Eine geschlossene Formel für die Zusatzwerte C' ist zunächst durch 

den einfachen Ansatz
C' = a„ + x 4- br y + «2 a-2 + + «3 + b3 y3 4- Cj r y — c„ x- y

+ c3xy2 + — y*) 4" d2G4 — Qx-y3 -ry^
gegeben; unter a,b,c,d sind hierbei konstante Größen zu verstehen.

Dieser Ansatz reicht aber nur in den wenigsten Fällen aus. Für die 
meisten Untersuchungen kommen in erster Linie Zusatzlösungen in 
der Form x-r x V

ü = a* cos k - &>1k 7 ’

C/r = B^.sinZ: ^inZ" '—,
c c

Cm = cosk^y k ’

Civ = Dk sink — y y,
C- <95)

Cj- = Ek cos k Sin k --,

CW ^^^sin^l W'7- 

Cvn — cos^ —- y Sofi — ,

Cvm = Hksink ~y (Sin& ß
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(mit den durch Vertauschen von x mit y entstehenden Variationen) 
in Betracht. In diesen Reihen stellen A,B,C,D,E,F,G,H die un
veränderlichen Beizahlen, k die Ordnungsziffern 1, 2, 3, 4, 5 . . ., c eine 
als Vergleichsmaß dienende beliebige Länge, sin und cos die trigono
metrischen, Sin und dof die hyperbolischen Funktionen dar.

Um auch für die in Polarkoordinaten ausgedrückte homogene 
Differentialgleichung

c2 , 1 d ,1 , 1 c-r 1
X i T-------- ------ 1---- ä ~—ö" I I ~r ......  r ~v x |er r or r2 c cp- / \ cr2 r er r“ o y2 /

Lösungen in möglichst einfacher Gestalt und klarer Gesetzmäßigkeit 
zu erhalten, führe ich die Funktionen

rk + dof(r,£),

--- ----= @in(r, k)

ein, die im Hinblick auf ihre Verwandtschaft mit den gewöhnlichen 
hyperbolischen Funktionen als radiohyperbolische Funktionen /cter 
Ordnung bezeichnet werden mögen.

Wenn man an Stelle der üblichen Hifferentialquotienten die Diffe
rentialausdrücke

bildet, so erhält man der Reihe nach

und ebenso

F, dof(r, k) = k ®in(r, k), 
1 r dof (r, k) = k2 dof (r, k) . 
FJ dof (r, k) = k3 ©in (r, k).
F* dof (r, k) = k* dof (r, k)

F, ©n(r, k) = k dof (r, k), 
P; ®in(r, k) = k2 @in(r, k) . 
FJ ®in(r, k) = k3 dof(r, k) , 
F? @in(r, k) = & Sin(r, k).

Die radiohyperbolischen Funktionen besitzen also hinsichtlich der 
Differentialoperationen Vr, FJ, FJ . . . die gleiche Periodizität wie die
erste, zweite, dritte . . . Abgeleitete der gewöhnlichen hyperbolischen
Funktionen. Die beiden Arten hyperbolischer Funktionen haben über
haupt dieselben Eigenschaften. Überträgt man beispielsweise die
Formeln dof2 (9?) — @in2(9>) = 1,

Sin 2 7 - = 2 gin cp dof 7’
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auf die radiohyperbolischen Funktionen, so findet man die gleichen 
Beziehungen „ „

&o]2(r,ty — -m2(r. k) = 1,
wieder. 2k) " 2

Ich schreibe nunmehr die Hauptdifferentialgleichung in der Form

Es ist leicht zu erkennen, daß die Reihen
C/ = «4 cos (k cp) Gof (r, k), j
Z'n = ^ötsinfFy) gin(r, k), I
Cin = .2 c* cos (* (r > *) > I
Ci f = y dk sin (k tp) Gof (r, k) J 

diesen Gleichungen genügen. Hierbei stellen ak, bt, Ck, dk die unver
änderlichen Beizahlen dar. Die Ordnungsgrößen k müssen, damit Z' 
eine periodische Funktion von <p sein soll, ein ganzes Vielfaches von 
2 Ti sein.

Durch die Verwendung der radiohyperbolischen Funktionen ist die 
Darstellung der elastischen Flächen mit polaren Koordinaten auf die 
gleiche Form wie bei der Benutzung eines rechtwinkligen Achsen
kreuzes zurückgeführt.

Die Auswahl des geeigneten Ansatzes und die Anzahl der aus jeder 
Reihe in Berechnung zu stellenden Glieder hängen einerseits von den 
Symmetriebedingungen in bezug auf Gestalt und Belastung der Platte, 
andererseits von den jeweiligen statischen oder geometrischen Rand
bedingungen ab.

Lassen sich die letzteren für irgendein Bereich durch eine oder 
mehrere Differentialgleichungen in der Form

y, Z, £ Z, c2C . . .) = 0
dar st eilen, so können zunächst für die Grundwerte Zo die Größen

y, Co, £C0, ^to, ^'Co ■ ■ ■) = Zo
und ebenso für die Zusatzwerte Z' die Größen

<p(x, y, Z', £<, ^Z'- - •) = Z’
errechnet werden.

Da im endgültigen Zustand 
> ■- I"T S 

sein muß, so liefert die Bedingung
b = Z, 4- Z' = 0

die zur Ermittlung der statisch unbestimmten Größen A, B, C, D. .. 
erforderlichen Bedingungsgleichungen: die Anzahl der Randpunkte, für 

Marcus, Platten. 10 
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welche diese Gleichungen aufzustellen sind, muß hierbei selbstverständ
lich dieselbe sein wie die Anzahl der Werte A, B, C, D . . welche 
ermittelt werden sollen.

Man kann aber auch b als eine Fehlergröße betrachten und ver
langen, daß längs des fraglichen Randes von der Länge l das eigentliche 
Fehlermaß i z

F dl = [(Zo + Z'^ dl
0 0

ein Minimum wird. Man erhält dann die Randbedingungen: 
i

c 7'
(Zo 4- Z') -dl = o, dAt

0

~ =2l(Z0 + Z')87 dl^Q} 
dBi I c Bk

ö

o

o

l

Diese Gleichungen eignen sich besonders zur Ermittlung der Größen 
Ak, Bk, Ck, Dk . . ., weil sie die Konvergenz der Reihen leicht erkennen 
lassen. Die Umwandlung der Randdifferentialgleichungen mit Hilfe 
der Variationsrechnung gestattet überhaupt, wie die Anwendungsbei
spiele zeigen werden, eine wesentlich einfachere und raschere Lösung 
der Aufgabe zu erzielen.

2. Die Ermittlung der Zusatzlösungen mit Hilfe 
der Gewebe.

Die homogene Differentialgleichung
p r = p p r = ()

zerfällt, wenn
— Ar(-f- - „ ) = Af 

\ er Oy* )
gesetzt wird, in die Differentialgleichungen

PAf' = 0,
P^ M'

N ‘
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Ich kann an Stelle der ersteren die Differenzengleichung

----~------ f------ = 0
^X

verwenden: hierbei ist wie früher
3D = w'.

Die Größen w' sind die Ordinaten eines unbelasteten Gewebes und 
lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes, sobald 
die Ordinaten wa, we, Wd ■ ■ ■ der Randknotenpunkte a, b, c, d. . . 
bekannt oder vorerst als gegebene Größen betrachtet werden, ohne 
weiteres errechnen.

Ebenso kann die zweite Differentialgleichung durch die Gewebe
gleichung w,

£ +' Ä ’
wobei z

ist, ersetzt werden. Sind za, zb, ze, zd . . . die Randordinaten des zweiten 
Gewebes, so lassen sich aus den Gleichgewichtsgleichungen des letzteren 
die Ordinaten z' aller übrigen Punkte des Gewebes als Funktionen der 
elastischen Gewichte w' und der Randwerte za, zb, ze, zd . . . darstellen. 
Es ist also allgemein

Wb, wr, wd . . — rt(z„, zh, z,., zd . .

st = so + & = so + !<k(wa, wh, we, Wj . . .) + vk{za, zb, zc, zd . . ■) ■
Um die Gestalt und den Spannungszustand des Randes zu be

stimmen, müssen von vornherein für jeden Randpunkt r zwei Bedin
gungen in der Form

j^,j3= 0,1
J (9S)

vorgeschrieben sein.
Stellt man diese Gleichungen für jeden Randpunkt a, b, c, d... 

der Reihe nach auf, so gewinnt man für die statisch unbestimmten 
Größen wa, wb, wc, wd ..za, zb, ~c, zd .. . ein doppeltes Gleichungs
system, aus denen sich diese Größen als Funktionen der Grundwerte s'o 
errechnen lassen.

Die Lösung der Aufgabe wird in den meisten Fällen dadurch wesent
lich erleichtert, daß die durch die Gleichungen (98) ausgedrückten Be
ziehungen einfach genug sind, um eine unmittelbare Umwandlung von 
zu, zb, ze, zd ... in wa, wb, we, ... zu ermöglichen: es bleibt dann
nur ein einziges Gleichungssystem zwischen den Größen wa, wb, wc, 
wd . . . übrig, dessen Auflösung keine Schwierigkeiten bereitet.

10*
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Es sei schließlich bemerkt, daß man die endgültigen Werte C auch 
ohne die Zerlegung in Grund- und Zusatzwerte unmittelbar aus der

Differenzengleichung vierter Ordnung
■ „ ^Ck)xy . (^Cx)y , P

TT + 2 “IST + “V " + »
errechnen kann. Es müssen dann die Ordi
naten C nicht allein für die Randpunkte a, b, 
c, d ■ . sondern außerdem, je nach der 
Ordnung der für den Rand gültigen Differenzen
gleichungen, für die außerhalb des Randes in 
der ersten oder in der zweiten Zeile liegenden 
Punkte

®1> )'1> 41 • • • > a2J ßz> /2> ^2 • ■ •

(Abb. 55) bestimmt werden.
Durch die große Anzahl der Unbekannten, die überhaupt in dem 

gesamten Gleichungssystem und auch in jeder einzelnen Gleichung vor
kommen, wird die Auflösung erschwert und die Genauigkeit der Ergeb
nisse wesentlich beeinträchtigt. Die Anwendung der allgemeinen Diffe
renzengleichung ist daher nur bei den einfachsten Randbedingungen 
zu empfehlen.

§ 18. Die Untersuchung von Platten, die auch innerhalb der 
Ränder auf einzelnen Stützpunkten aufgelagert sind.

Die Untersuchung von Platten, die an den Rändern frei aufliegen 
oder eingeklemmt sind und außerdem auf einzelnen Stützpunkten 
a, b, c, d . . . (Abb. 56) aufruhen, läßt sich in ähnlicher Weise wie die 
Untersuchung statisch unbestimmter ebener Tragwerke durchführen.

Abb. 56.

Denkt man sich zunächst die Auflager
widerstände Xa, Xi,, Xc, X,i . . . beseitigt, so 
bleibt die Platte nur an den Rändern gestützt, 
und es lassen sich die von der Plattenbela
stung erzeugten Verschiebungen G ohne 
weiteres errechnen. Die Punkte a, b, c, d 
erfahren hierbei die Verrückungen

Coa s Cob , Coe y Cod •• •
Wird die Platte jetzt ausschließlich mit Xa = — 1 belastet, so ver

schiebt sich der Punkt k der Mittelfläche um Cka- Ebenso entstehen 
unter dem alleinigen Einfluß der Kräfte Xb = — 1, Xe = — 1, 
Xd — — 1 . . ■ die Senkungen

Cm,,
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Die gesamte Verschiebung des Punktes Z; im Endzustände ist also
41 = ^ok Xa ^ak Xb — X,/ ~l)t . . . (99)

Für die Punkte a, b, c, d . .. gilt insbesondere:
Sa = <oa Xa ^aa Xb Xa Xe ^ea — X,/ ~,/a ....
Cb ~ Xb Xa Xb — Xe <,eb — Xd ....
se 4oc Xa ^ac Xb Xc sec Xd Xie • • • ,
srf = Sa<? Xat,ad Xb^bj — XcCcd — X,/^ ....

Aus dieser Gleichungsgruppe können die statisch unbestimmten 
Größen Xa, Xb, Xe, Xd ..., wenn die Verschiebungen Cb, Ce, Cd ■ ■ ■ 
von vornherein bekannt sind, ermittelt werden. Ist

X — 41 — 4e — — 0,
so nehmen die Elastizitätsbedingungen die einfache Form: 

Xa Xa U Xb Xa T Ac ^ca -p -p . . . — Xa 5
Xa Xb + Xb Xb + Xc Cc„ -p Xi Xb + • ■ ■ — Xb ,
Xa Xc 4“ Xb Xc ~F" Xc Xc d“ Xd ^de -p . . . = ̂ oc ,
Xa Cad + Xb xd. + Ac Xd -p Xd Cid + • • • = Xd s

(100)

Sind die Größen X gefunden, so kann man die endgültigen Ordi
naten C der elastischen Fläche bestimmen und die zugehörigen Span
nungsmomente errechnen.

Die Lösung der Aufgabe wird wesentlich vereinfacht, wenn bei der 
Auswahl der statisch unbestimmten Größen und ihrer Gruppierung die 
Symmetriebedingungen ausgenutzt werden. Bei rechteckigen Platten 
wird man insbesondere, wenn die auf S. 49 für die Zerlegung der Be
lastung in vier Gruppen aufgestellten Symmetriegesetze auch auf die 
Verteilung der statisch unbestimmten Größen angewandt werden, er
reichen können, daß die Elastizitätsgleichungen in vier Gruppen zer
fallen, welche nur ein Viertel der Unbekannten enthalten.

Man kann im übrigen auch zur Errechnung der statisch unbestimmten 
Größen die Bedingung heranziehen, daß die innere Formänderungs
arbeit Ai ein Minimum werden soll. Wird als Maß für diese Arbeit 
der Wert
* - ä s Wk+<•'* - M *

= mV / (~2 ~
m — 1 2 A JJ

zugrunde gelegt, so folgt aus

^’-'Tx'J dx dy = 0.
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Diese Formel, welche die Grundlage der meisten Näherungsrech
nungen bildet, leistet gute Dienste, wenn es möglich ist, sowohl die von 
der Plattenbelastung erzeugten Spannungsmomente Mo> SOX, SOy, t0Xy 
wie auch die der alleinigen Wirkung von X«, Xb . . . entsprechenden 
Momente Ma, 3U . . . ^bx • • ■ ^by • - • iaxyi tbxy • • • durch leicht 
integrierbare Funktionen von x und y auszudrücken.

Man gewinnt eine besonders einfache Näherungsformel, wenn man 
in der Gleichung für die innere Formänderungsarbeit das Glied

welches bei ringsum 
haupt verschwindet,

fffe^ — t^^dxdy ,

frei aufliegenden Platten in vielen Fällen über- 
ganz vernachlässigt. Die Elastizitätsgleichungen

dxa u ’

cX

liefern dann, wenn
M = Mo~ MaX„ - MbXh-MCXC. . . (101)

gesetzt wird:

Xu^Mldxdy + Xb ffMu Mbdxdy + Xc\\MaMcdxdy + . ..
= HM„Madxdy ,

Xa ff MÄ Ma dx dy + Xh ff Ml dx dy + ff Mb Mt dxdy+ ...
^UM0M„dxdy ,

X„^McMadxdy + XbÜMbMcdxdy + Xe ffM; dx dy + . ..
= \\M0Mcdxdy .

Diese Elastizitätsgleichungen stimmen vollkommen mit denjenigen 
der vollwandigen, ebenen Träger überein. Sie bieten für die zahlen
mäßige Durchrechnung den Vorteil, daß ihre Beizahlen nur von dem 
Biegungsmaß M abhängig sind und daher lediglich die Ermittlung 
der w-Ordinaten, nicht aber die Bestimmung der z-Fläche voraus
setzen.

Es sei schließlich bemerkt, daß die zur Errechnung der Beizahlen 
erforderlichen Integrationen durch eine mechanische Quadratur ersetzt 
werden können: die Ableitung der fraglichen Umwandlungsformeln ist 
durchaus einfach und kann daher außer Betracht bleiben.
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VII. Die ringsum eingeklemmte Platte.
Die Platten, welche in diesem Abschnitte behandelt werden sollen, 

sind am Rande derart befestigt, daß die Mittelfläche weder eine Ver
schiebung noch eine Drehung erfahren kann.

Diese feste Einspannung ist durch die Randbedingung

i ■ k . ; = = ogekennzeichnet. tu
Im Abschnitt IV, § 15 ist bereits gezeigt worden, wie die Einspan

nungsmomente gewählt werden müss 
bei der kreisförmigen Platte mit 
achsensymmetrischer Belastung er
füllt werden sollen.

Handelt es sich um rechteckige 
Platten, so gilt für die 
x = +a die Gleichung: 

und für die Ränder y = +b:

Sind 'Qi und Qi die Ordinaten zm 
im Abstande kx links und rechts v

, wenn diese Randbedingungen

Randpunkt k liegenden Punkte i und l der elastischen Fläche, so lassen 
sich die Randbedingungen auch durch die Gleichungen

ausdrücken. Es ist also für x = -j-a
Qi ~~ Ql 

und ebenso für die Ränder y = ±b

§ 19. Die gleichmäßig belastete quadratische Platte.
Für die in der Abb. 57 dargestellte quadratische Platte, die von 

einem Gewebe mit der Maschenweite kx = kv = k = — überspannt ist, 

lassen sich demnach zur Bestimmung der Randgestalt des z-Gewebes 
die folgenden Beziehungen von vornherein angeben:

Za = o , Zb — 0, zc = Q, zd—Q, 
j = * ^7 ^3 s == ^4 •
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Führt man diese Werte in die allgemeine Differenzengleichung (35)

20zj — 8(Si+Z;4-2wl + z„) + 2(z0 4- zp + zs+zr) + (zs-h^t-k^u~kzv)
24p

ein, so erhält man unter Beachtung der Symmetriebedingungen das 
Gleichungssystem:

+ 22z1-lQz,+ 2z3 + 2z- "o
_ pz4

— 8z1+23z2— 8z3+ 1z4— 8zs+ 3z6 = 1 p;‘4

+ Izj— 8z24-22z3— 8z4 + 2z5— 8z6+ 2z,4- 1z8 = 1

+ 2z2— 16z3+21z4 + 4ze— 8z, + 1z -1 S^t

+ 2z4—16z2+ 4z3 +20zs —16z8+ 2z,+ 2z8 -1
’sa

+ 3z2— 8z3+ 2z4 — 8z6 + 23z6— 8z7 — 8zg +

+ 4z3— 8z4 + 2z6 —16z64-20z,+ 4zb- S3.+

+ äaj + 2z5—16z64- 4z- + 16”+

+ iz4 + 6z8— 8z, —16z8+25z9— 8z10 = l--^—, 
^1 ^2

+ 4z,+ 8zs —32zg+20z10 = l--^^-.
Seine Auflösung liefert:

*i = 0,4210074 , z6 = 3,30408 ,

z2 = 0,97826

z3 = 1,37609

z^ = 1,51577

zs *= 2,31889

pz4

pz4

pz4

«TV

z, = 3,65550 ’
"1 «2

z8 = 4,74106^, 
°1 «2

z9 = 5,25742^-, 
Aj£ Ajg

210 = 5,83435^ , 
AD । AD»

Die Durchbiegung des Plattenmittelpunktes ist

fio —
8,8.
NZ1°

= 0,0228^. 
N
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Bei einer ringsum frei aufliegenden Platte ist hingegen

:1O-0,0649^.

Durch die feste Einspannung wird also die größte Durchbiegung 
der Platte auf ein Drittel der Durchbiegung der frei aufliegenden Platte 
herabgemindert, während beim beiderseits eingespannten und beim frei 
aufliegenden Stab die größten Durchbiegungen sich wie 1 : 5 verhalten.

Abb. 58. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichmäßig belasteten 
quadratischen Platte.

Die Grenzwerte der Spannungsmomente

cx2’ ,J 1 8 y2’ xy X 8xcy

für die wichtigsten Netzpunkte sind in der Tafel 11, welche auch die 
Randwerte g jp

8y cy
enthält, zusammengestellt. Der Spannungsverlauf längs der Mittel-, 
Diagonal- und Randlinien ist durch die Abb. 58 veranschaulicht.
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Tafel 11.
Die Spannung-smomente und Scherkräfte der ringsum eingeklemmten, 

gleichmäßig belasteten quadratischen Platte.

X
a

y 
b ,s s, - Sx + tj,, Faktor

±1 0 -0,18947 0 — — pa2
i 3 0 -0,03900 + 0,01746 — —- — pa2

□2 i 0 +0,03361 +0,04393 — — — pa2
0 + 0,06406 +0,06455 — — — pa2

±0 0 + 0,07212 +0,07212 — — pa2

1 + 0,057 54 +0,05754 +0,01316 +0,04438 +0,07070 pa2
4 + ; + 0,02222 +0,02222 +0,03765 -0,01543 +0,05987 pa2

_  3 1 3 -0,00852 -0,00852 +0,03623 -0,04475 +0,02771 pa2

Äj- ' Vy
i i

-1 0 ) —0,18947 pa2 i +0,86658 pa 0 pa
-1 + i! -0,17201 pa2 +0,80415 pa + 0,13442 pa
-1 + j j -0,12228 pa2 +0,60423 pa 4-0,23877 pa
- 1 + 5 II -0,05263 pa2 +0,23332 pa + 0,24452 pa
- 1 + 1 0,0 pa2 -0,14803 pa +0,14803 pa

Im Plattenmittelpunkt tritt das größte positive Biegungsmoment
sx — Sy = 0,072116 pa?,

in der Randmitte das größte negative Moment

auf. sa = —0,18947 pa2

Es besteht somit zwischen diesen beiden Werten fast dasselbe Ver
hältnis -wie beim eingespannten Träger.

Bei der frei aufliegenden Platte ist das größte Moment
~ sg = 0,14554pa?.

Durch die Einklemmung wird, wie man sieht, das größte positive 
Moment nur auf die Hälfte desjenigen der frei aufliegenden Platte (und 
nicht auf ein Drittel wie beim eingespannten Stabe) verkleinert: das 
negative Moment ist aber um ein Drittel größer, während es beim 
eingespannten Träger um ein Drittel geringer ist.

Diese erheblichen Abweichungen zwischen Platte und Träger so
wohl hinsichtlich des Durchbiegungs- wie auch des Spannungsverhält
nisses sind besonders beachtenswert, weil die von den deutschen Vor
schriften für die Berechnung kreuzweise bewehrter Platten empfohlenen 
Näherungsverfahren sich auf die Zerlegung der Belastung in zwei Rich
tungen beschränken, im übrigen jeden Streifen als Balken behandeln 
und daher nur ein verzerrtes Bild des Spannungsverlaufes geben können.
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Bemerkenswert ist noch, daß bei der eingespannten Platte überall 
c 2 f

am Rande = 0 ist. Es treten also weder Randdrillungsmomente c x c y
noch Eckkräfte auf, und die Auflagerwiderstände stimmen mit den 
lotrechten Randscherkräften völlig überein. Die Ecken selbst, in denen 
sonst bei freier Auflagerung die größten Drillungsmomente und nega
tiven Biegungsmomente entstehen, werden nur durch Scherspannungen 
beansprucht.

§ 20. Die mit einer Einzellast in der Mitte belastete 
quadratische Platte.

Die Anwendung der vorhin benutzten allgemeinen Differenzen
gleichung der elastischen Fläche führt, wenn in einem größeren Bereiche 
die Platte nur mit Einzelkräften belastet wird, insofern nicht zum Ziele, 
als die Grundgleichung 

wie im Abschnitt III, § 8 bereits erörtert, für p = oo nicht streng 
gültig ist.

Wird die Last auf einer Druckfläche von der Länge 2 ez und der 
Breite 2 ey verteilt und zunächst freie Auflagerung vorausgesetzt, so 
können die Grundwerte Mo und mit Hilfe der Gewebe nach dem Vor
gänge des Beispieles in § 8 ermittelt werden.

Durch die Einspannung werden in den Randpunkten a, b, c, d 
Momente Ma, Mb, Me, Ma und in den übrigen Innenpunkten der Platte 
Momente M' hervorgerufen. Die zugehörige Momentenfläche läßt sich 
durch ein Gewebe mit den Randordinaten wa, Wb, wc und darstellen. 
Da dieses Gewebe im übrigen unbelastet ist, so müssen die Ordinaten w' 
der inneren Knotenpunkte und die Randordinaten wo, we, uq der 
homogenen Differenzengleichung

(-l2^ , (-j2 0

genügen.
Für die quadratische Platte der Abb. 57 mit der Maschenweite

= 4 = z gilt demnach das folgende Gleichungssystem:

— 2 w2 — 2 wa = 0
— wi + 4 w-2 — w3 — io^ — wb — 0
— w'2 + 4 w3 — m-4 — — wc = 0
— 2 Wg -p 4 — w’- — wd = 0
—2 w'2 + 4wi — 2 w'6 = 0
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— W3 — w< + 4 Wß — 2^7 ~ Ws = 0 ,
— wi — 2Wß + 4w7 — W9 = 0,

— 2 w'6 + 4 wj — 2 W9 = 0,
— W7 — 2 Ws + 4 Wy — = 0,
— 4Wy + 4Wj(l = 0.

Hieraus erhält man:
272 w[ ~ 167 wa 4- 62 31 wc 12 wd,
272 w2 = 62 wa 4- 124 wb 4- 62 wc 4- 24 wd,
272 w'3 = 31 wa 4- 62 —}~ 133 wc ^wd,
272 W4 = 24 wa 4- 48 —p Ö2 wc -p 108 W(i,
272 W5 = 50 wa 4- 100 wj 4- 84 wc 4~ 38 ,
272 Wß = 38 wa 4" 76 wb 4- 106 wc 4- 52 wd,
272 wz7 = 34 wa 4- 68 wb 4~ 102 wc 4~ QSwd,
272 w's = 37 wa 4- 74 wb 4- 105 wc 4~ 56 wd,
272 wl; = 36 wa 4- 72 wb 4- 104 wc 4- 60 wd,
272 wju — 36 wa 4- 72 wb 4- 104 wc 4- 60 wd.

Wird nunmehr das Gewebe mit den elastischen Gewichten ■ = Z?, 
N 'N

belastet, so wird seine Gestalt durch die Gleichungsgruppe

4zj — 2^ w, 2*
1 X

— zi + 4 Za — zj — Z5

— + 4 z^ — z\ — z'^

— 2zJ + 4z^ — z,

— 2 Zj + 4zl, — 2Zß

— Z3 — Zj 4- 4 zj — z'7 —

— Z4 — 2 zz6 + 4 z; — 4

— 2 Ze + 4 Zs - 2 z«

^7 2 «S ”1" 4 Zy --- Zj Q

-4z^ + 4 z;,)

°2
, 22

= W„- ’

~ Wa s; ’

ü Ä
, 22= w'

, z2 
= ws

, *2 
= wv --

«2
, z2 

~ wio \,
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bestimmt. Ihre Auflösung liefert:

jf4624^ = 1487,75 wa + 1556 wb — 1487,75 icr ~f" 730 ,

-J-4624z^ = 1556 Wa 4- 2585 wb + 2712 wc 1358 W(j,

^-4624^ = 1487,75 wa + 2712 wb + 3655,25 wc 4" 1886 Wfi,

f-4624^ = 1460 Wa 4- 2716 wb 4- 3772 wc 4- 2269 wd,

4624zi Z“ = 2194,50 Wa 4- 3964 wb 4- 4651 wc 4” 2408 wd,

— 46244 = 2408 wa 4- 4493 wb 4- 5876 w( 4~ 3135 icd,

^46244- 
z2 = 2456,5 wa 4- 4624 wb 4- 6213,5 4” 3468 wd,

^4624 zf = 2847,25 wa 4~ 5380 wb 4* 7182,25 we 4- 3894 wd,

4624 z' = 2972 wa 4- 5638 wb 4- 7596 we 4- 4177 wd,

^-4624z'lu = 3125 wa 4- 5944 wb 4- 8038 we 4- 4432 wd.

Für die Randpunkte a, b, c, d ist

C = C» = o, 
also auch

z'a = z'b = z'c = z'd = 0 .

Die Ordinaten z'a, z'ß, z.., z's der um Z vom Rande entfernten Punkte 
«, ß, y, <5 müssen schließlich die Bedingungsgleichungen

Z2
— Z« + 4za — Zb — Z^U'a-— ,

, z2
— z'ß + 4zj — Za — Zc — Z2 = Wb ,

—Z., + 4zc — zb — Zd — z3 = we ,

—za + 4z'd — 2z'„ — A = wt~^-
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befriedigen. Es ist mithin:

4624 z« = —6111,75 w„ — 1556 wh — 1487,75 wc — 730 wd, 

^4624zy,' = —1556 wa — 7209 w* — 2712 wc ■— 1358 wd, 

s.P 4624 zl = —1487,75 wa — 2712 wh — 8279,25 wc — 1886 wd , 
z2

4624 zÄ =-1460 wa - 2716 w6 — 3772 we - 6893 wd . 
Z^

(A2)

Hiermit ist die durch die Randmomente wa, wb, wc, hervor
gerufene Formänderung in allen Punkten beschrieben.

Die endgültige Gestalt der elastischen Fläche ist durch die Glei
chungen

Ck == ^ok "h ^k s %k ^ok ”F %k 
festgelegt.

Für die mit einer Einzellast in der Mitte belastete, ringsum frei 
auf liegende Platte sind die Grundwerte Cot> ~ok auf S.69 im Abschnitt III, 
§ 8 zusammengestellt. Der Randfläche entsprechen hierbei die Werte

~^ox = 0,08323
Pz2 pp

— N -385 4624 .V
Pz2 PPz __~top = 0,15813 "a “ 731^o2 4624 AT

So3 — = 0,21379 = 989
PP

N 4624 AT
P/? PP- - — = 0,23525 ----- = 1088So 4 4624 WA

Da am Rande
Cz,

"4“ ==:: Qol + M

sein soll, so gilt auch die Bedingung

Ci Ci — C<>t 3
oder, weil

±0 l — Coi 
ist:
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Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach:

g ^a) $24>1 — *01 « >

9 ' zfi) ~ ~ ^iZn-2 — —C»» »

~ 4) = — S2zo3 = —so8y ,

1 y
~ ^2(^4 ^*0 — ^2 2o4 = so i *

Werden hierin die vorhin ermittelten Werte z' und *0 eingesetzt, 
so entsteht das Gleichungssystem:

7399,5

1556

wa + 1556 wb + 1487,75 we + 730^ = —

9794
2 2712 we + 1358 w,i = —

1487,75 w„ + 2712 wb + 11934
2 we 4- 1886 wd = —

385 s, ■
731 {■

1460 w0 + 2716wj +
9162 P3772 wc 4- - -Wi = — 1088— •2 Aj

Diesen Bestimmungsgleichungen genügen die Werte
Ma = = -0,01689 P,
Mb = = -0,056739 P,
Mc = Sj wc = -0,098615 P,
Md = = -0,117208 P.

Aus der Gleichungsgruppe (A) erhält man nunmehr

(B)

2't = -0,074783—--,

Pz2 z'3 = -0,129708-j—r, 
£^£>2
Pz2 2' = -0,164532-—r,

Pz2 z' = —0,176680 , ,

Pz2 ai = —0,216961 7—-,

Pz2 
Sfi = —0,268805 . -r-, 

01^2
P^ z'. = -0,286234- ,

■^1 ^2

Pz2 = -0,328411--—- 
451^2
Pz2 4 =-0,348036-—7-,

Fz2 
2in = —0,368249 o , 

1 2

Pz2 
z'r! = +0,186447 ——,

Pz2 
z., =+0,263223-^,

Pz2 z,; = +0,293888-7—-. 1?! Go
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Im Verein mit den Grundwerten z0 der frei aufliegenden Platte 
ergibt sich schließlich

Pz2 p;a
z = 21 = (0,08223 - 0,074783) = 0,00845 —— ,

Pz2 PP
» _ (0,15813 - 0,129708)^ - 0,02842^ ,

Pz2 PP
z, = z, = (0,21379 - 0,164532) —- = 0,04926 —-,

Pz2 Pz2
(0,23525 - 0,176680) = 0,05857 ,

Pz2 Pz2
Z. = (0,30239 - 0,216961) = 0,08543 --5-,

$ Xj j 2 ^1^2

Py2 p ^2

zR = (0,41231 - 0,268805) = 0,14351 ——-,
^2 ^2

Pz2 PP
z. = (0,45768 - 0,286234) —— = 0,17145 —-,

* ^1^2 12

P22 P z2
Z8 = (0,57145 - 0,328411) = 0,24304 — - ,

& 1 ^2 ^2

P}2 P Z2
z9 = (0,64441 - 0,348036) = 0,29637 ,

PP PP
z.. = (0,73585 — 0,368249) — = 0,36760 o .
1 Xü^O.^ Ö^xS^

Die größte Durchbiegung
PI2 Pa2

= 0,36760 = 0,02297

tritt am Lastort, im Plattenmittelpunkt, auf und beträgt genau die 
Hälfte der für die frei aufliegende Platte errechneten Senkung

Pa2
Co in» = 0,04593 .

Bei einem in der Mitte durch eine Einzelkraft belasteten Träger ist 
hingegen das Verhältnis der größten Durchbiegungen, je nachdem der 
Stab an den Enden eingeklemmt ist oder frei auf liegt, bekanntlich 1:4: 
der Einfluß der Einspannung auf die Formänderung ist also bei der 
Platte weit geringer als beim Träger.

Um die Beanspruchung der Platte im Bereiche des Lastortes zu be
stimmen, müssen den Spannungsmomenten der frei aufliegenden Platte

o2C, s0X = -N-^ Soii = -nZ^c ißc z2
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die durch die Einspannung hervorgerufenen zusätzlichen Momente

cy2

hinzugefügt werden. Für den Plattenmittelpunkt ergibt sich insbe
sondere, wenn man die auf S. 70 errechneten Ordinaten des engmaschigen
Gewebes benutzt: A« = soi/ = +0,20352 P,

= —0,040426 P,
sx =sy = +0,163094 P.

Abb. 59. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, durch eine Einzelkraft 
in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

In der Randmitte entsteht das größte negative Moment.

2A< -0,1172P.

Die Werte sx, sy, ixy für die übrigen Punkte der Mittel-, Diagonal- 
und Randlinien wie auch die Randwerte der Scherkräfte vy sind 
in der Tafel 12 angegeben. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen 
ist in Abb. 59 dargestellt.

Marcus. Platten. 11



162 Die ringsum eingeklemmte Platte.

Tafel 12.
Die Spannungsm omente and Scherkräfte der ringsum eingeklemmten, durch 

eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

a
y

Sx % txy = Sx _ 8* Ä Sx + ixy Faktor

± 1 0 -0,11721 0 — — — p
4- 3 0 -0,05431 +0,01862 — ■ ~ — p
± J 0 -0,01204 +0,05588 — — p

0 +0,05369 +0,10666 — —- — p
±0 0 +0,16309 +0,16309 — — — p
— +i + 0,04620 +0,04620 +0,02753 +0,01867 +0,07373 p

4 + 1 -0,00107 -0,00107 +0,03824 -0,03931 +0,027 17 p
— 4 “r 4 -0,01151 -0,01152 +0,02136 -0,03288 + 0,00984 p

Vx

-1 0 -0,11721 P
p 

+0,40044 — a ©
 

i a
: ’n

-1 +T -0,09862 P +0,30719 — a +0,12094 — a

-1 +
• ie|

 n —0,05674 P p 
+0,10506 — a +0,16345 — a

-1 4 -0,01689 P —0,07052 — a
+0,11348 P 

a
-1 + 1 0,0 -0,06756 P 

a +0,06756 ~ a

Der Vergleich mit den zugehörigen Werten der frei aufliegenden 
Platte zeigt, daß durch die Einklemmung die größten positiven Momente 
nur um etwa 20 v. H. verringert werden, während sie beim eingespannten 
Stabe um 50 v. H. kleiner sind als beim frei aufliegenden Träger. Die 
Einspannungsmomente der Platte betragen auch nur zwei Drittel der 
größten positiven Momente: beim Balken sind hingegen positive und 
negative Momente untereinander gleich. Man erkennt aus dieser Gegen
überstellung wieder, daß die Einklemmung der Ränder bei Platten 
durchaus nicht im gleichen Maße wie bei Trägern wirksam ist und daß 
daher die Näherungswerte, welche durch Zerlegung der Platte in Balken 
gewonnen werden, als eine zuverlässige Grundlage für die Querschnitts
bemessung nicht angesehen werden können.

§ 21. Die rechteckigen Platten mit achsensymmetrischer 
Belastung.

1. Die Entwicklung der Randgleichungen.
Die Ermittlung der Einspannungsmomente mit Hilfe des Gewebes 

erfordert bei länglichen Platten eine beträchtliche Rechenarbeit, wenn 
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für jeden der zahlreichen Randpunkte a, b, c, d. . . m, n die Elasti
zitätsbedingungen erfüllt und der jeweilige Wert wa, wb, we, wd . . . 
wm, wn bestimmt werden sollen. Es ist zwar möglich, den Verlauf 
der Randmomente so genau abzuschätzen, daß für jeden Rand als 
Unbekannte nur eine einzige Parametergröße übrigbleibt, aus welcher 
jeder einzelne Wert w abgeleitet werden kann. Man gelangt jedoch 
rascher zum Ziele, wenn man für die Lösung C' der homogenen Diffe
rentialgleichung die auf S. 143 angegebenen Reihen benutzt.

Die Wahl der geeigneten Reihen hängt von den jeweiligen Symme
triebedingungen ab. Da sich jede Belastung durch vier Gruppen voll
oder halbsymmetrisch verteilter Kräfte ersetzen läßt, so sind für jeden 
Teilzustand infolge der Symmetrie zur Darstellung des Spannungsver
laufes an den Rändern nur zwei Reihen erforderlich.

Ich greife als Beispiel den vollsymmetrischen Belastungszustand 
und wähle für C den Ansatz

C — Co + C' = Co

Ak und Ck stellen hierbei Festwerte, k eine der ungeraden Zahlen dar.
Man kann sich leicht überzeugen, daß dieser Ansatz zunächst der 

Randbedingung
£ = 0 für x = 4-a und für y — +&

genügt.
Die Neigung der elastischen Fläche in den zur X-Achse senkrecht 

stehenden Querschnitten wird durch den Winkel

dx Sx
, y cos k - v 2 b

11*
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bestimmt. Infolge der festen Einklemmung muß am Rande x — -]-a

sein. Ebenso gilt für den Rand y = +6 die Bedingung

Ein genaues Verfahren, um aus diesen Gleichungen die einzelnen 
Festwerte der Reihen abzuleiten, wird im Abschnitt X bei der Behand
lung der durchlaufenden Platten gezeigt werden. Ich greife aus den 
späteren Untersuchungen das Ergebnis voraus, daß in den meisten 
Fällen die Reihen so rasch konvergieren, daß bereits durch die beiden 
ersten Glieder Aj und die Randbedingungen mit einer praktisch 
völlig ausreichenden Genauigkeit befriedigt werden. Beschränkt man 
sich auf diese beiden Glieder, so lassen sich die vorstehenden Gleichungen, 
indem sie auf beiden Seiten innerhalb der Grenzen y = J^-b bzw. .r = -f-a 
integriert werden, in die einfachen Beziehungen

umwandeln. Hieraus erhält man
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(^+^)- 1 ,+(Tx- T,) '1 
b bn

ein n - a
4 b a

an , bn
_ b ' a
enm ent-T;a b

(105)

_. « a n

^1
4 a b

bn ( an
_ a _ b 

b__ a
Hat man und errechnet, so lassen sich mit Hilfe der Formeln

die endgültigen Ordinaten der elastischen Fläche und die Krümmung 
der letzteren bestimmen.
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2. Untersuchung einer gleichmäßig belasteten 
Platte mit dem Längenverhältnis 6:a = 2:l.

Ich wähle als Beispiel die Platte mit dem Längenverhältnis b : a 
= 2:1 (Abb. 60).

Die Ordinaten der stellvertretenden, ringsum frei aufliegenden und
gleichmäßig belasteten Platte sind

y = 0 = ^ = 0,165398^,

b ‘D
y = + ■ Ca — Coe = 0,156 235 —,

y = ±2-:CO = ^ = 0,127176?-, 
7fr XV

y = +3 — : s» = Co* = 0,074 845 ,

7> CL^y = 0 :C0 = Cü7 = 0,118496^,

5 i) a*
y = + t : Co = Co. = 0,112010 ,

7t IV

b wy = +2-: Co- Co3 = 0,091362?-, 
•± IV
b 7) ClP

y = ± 3 - : Co — Col- 0,053 989 L— .

Um die Neigung der £>Linien mit ausreichender Schärfe messen zu 
können, verwende ich als Gleichung der Linie, welche die Punkte 

&, /? und / eines Querschnittes (Abb. 60a) ver
bindet, die Interpolationsforniei

2 a

vt
Abb. 60 a.

1
Co. + Cß sec — cos — — > 4/ 2 a

Co —

man kann 
Ansatz die 
c«

1 L. . „ -v xn — Qsec — cos 3 , — :2 \ 4/ 2 a
sich leicht überzeugen, daß dieser 
vorgeschriebenen Bedingungen
für

Co-Cß
■r _ Co _  q
<0 dx2 “°

für

für

erfüllt. Er liefert:

2a

x = +0, 

।

Ca-Z Cß sec , 4 /
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mithin für den Querschnitt

= 0

y = +

y — +

y = ±

= -0,26666^,

= -0,25223^, 
A

= -0,20614^, 
N

= -0,12230^
N

und mit Hilfe der Simpsonschen Regel:
&

Tt =
l 4

— 11 (4 • 0,122 30+2 • 0,20614 + 4 ■ 0,252 23 + 0,266 66) ^ = - 0,362 84 .

Als Gleichung der Kurve, welche die Punkte <x, ß, / 
eines Längsschnittes (Abb. 60b) verbindet, benutze 
ich ebenso den Ansatz

welcher die Bedingungen

Co — C* für y = 2 2 = ,

Co = Crt für y=32=^,

Co = = 0 für y = 4 2 = bCy- 
befriedigt und finde

/ £’ ^<A _  Ca b £ß   £a 8 £ß
\dy)y=+b 62 3a

i

Abb. 60 b.
Entsprechend dieser Gleichung ist 

für den Längsschnitt x = 0 - -0,15719^', 
\9y/.= +1 jy

X — 0,11352 pa3 
~N

und im ganzen

Ty= j dx = - | . a- (4 • 0,11352 + 0,15719)
J J \()yJv=^ 3 2 N

0 = -0,10188^.
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Mit den Zahlengrößen

- = 2, A — 0,15915, — = 0,63662,
a 0 71 (ITT

(gilt Ttk- = 2,3013 , einn — = 267,7448 
b a

erhält man nunmehr auf Grund der Formeln (105):
= -0,151217^, C\ — - 0,125114 .

Die Gleichungen (106) liefern weiterhin
' . n x do . -4 af = ^ + r=C0-0,151217^

gin ; -- 4 a
cos

- 0,125114^

dop-

, Cojjt

Sin-
y Sm Tr / 
b

©in Tt
cos

a

y 
b

9 b

a
Die Richtigkeit der Lösung läßt sich mit Hilfe der Randwerte

0,151217 ~ 4
1 —--- --^ang-j + l

Saug 4 )
cos

+ 0,125114 ~
^Tt

y 
b

TT, X
COS “2 a

/Qo^~
4- 0,151217 jl -----4 1 _ Ji

nachprüfen. Für den Rand x = + a ergibt sich beispielsweise an der 
Stelle
y = 0 :(—} =0,271387^ gegen =-0,26666^,

N ö& \dx'x=+ll N’
y = + 4 : ßL) =0,255793^ gegen A“) = -0,25223 ^,

— 4 N Sö \cxJ^+l, N
y=+2^:(A-j =0,202675^ gegen (A) =~0,20614^,

— 4 \cx)xs+„ N ö & Xdx}^,, ’ N
y = + 3|:(^) =0,120883^ gegen =-0,12230^.

— 4 \dxlx^u 2V \ö.r/J.= +„ N
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Da sich, die gegenüberstehenden Größen höchstens um 2 v. H. unter
scheiden und die Fehler längs des Randes völlig ausgleichen, so darf die 
Genauigkeit, mit welcher die Randbedingungen erfüllt sind, als durch
aus befriedigend erachtet werden.

Abb. 61. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichmäßig belasteten 
rechteckigen Platte.

Mit Hilfe der Formeln (106) habe ich für die Rand- und Mittellinien 
die Werte C, sx und sy errechnet und die zugehörigen Linien in Abb. 61 
auf getragen.

Der Einfluß der Einklemmung tritt bei den länglichen Platten 
stärker als bei den quadratischen in Erscheinung: der Vergleich zwischen 
der eingespannten und der frei aufliegenden Platte liefert beispielsweise 
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für die Momente bzw. sv im Mittelpunkt das Verhältnis 1 : 2,58 bzw. 
1 : 5,86. Die Entlastung in der Längsrichtung ist um so wirksamer, je 
weiter die Querschnitte von den kürzeren Rändern entfernt sind. Im 
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit der Längsachse erreichen die 
Momente ihren Größtwert, der fast um zwei Drittel kleiner als der
jenige der frei aufliegenden Platte ist. Beachtenswert erscheint auch die 
Tatsache, daß in dem von den beiden benachbarten Winkelhalbierenden 
und einem kurzen Rande eingeschlossenen Gebiet die Beanspruchungen 
in der Längsrichtung fast die gleichen wie bei der quadratischen Platte 
sind. Das Einspannungsmoment in der Mitte des kurzen Randes

= —0,19726 pa2 unterscheidet sich beispielsweise von dem ent
sprechenden Wert Sy = —0,18947 pa2 der quadratischen Platte nur 
um 4%.

Diese verhältnismäßig hohe Beanspruchung der Platte in der Längs
richtung in der Nähe des kurzen Randes ist bei den bisher üblichen 
Näherungsformeln völlig unbeachtet geblieben. In den deutschen amt
lichen Bestimmungen wird beispielsweise ein Einspannungsmoment 

, . _ ö2
P^ ai + bi

für die Querschnittsbemessung vorgeschrieben, also für b = 2 a:
Sy = —i^tPa2 ~ — 0,07843 p a2,

während die genaue Berechnung
= -0,19726paa

liefert. Das nach den gleichen Vorschriften ermittelte größte positive 
Moment t2 a4 .

(^=0 = P y 0,03922 pa-

übertrifft hingegen den richtigen Wert
nm 10 v. EL. (^y)max 0,036 66 ptt“

Diese beträchtlichen Abweichungen und die ebenso bei der Unter
suchung der durchlaufenden Platten festgestellten Unstimmigkeiten1) 
beweisen, wie wenig die bisherigen Näherungsformeln zuverlässig sind 
und wie notwendig es ist, auf die Ergebnisse der genauen Untersuchung 
zurückzugreifen, um eine einwandfreie Grundlage für die Querschnitts
bemessung zu finden.

3. Neue Formeln für die vereinfachte Berechnung 
der eingeklemmten Platten.

In gleicher Weise wie für die ringsum aufliegenden gleichmäßig be
lasteten Platten habe ich auch für die eingeklemmten versucht, die für

*) Vgl. § 30 und 31. 
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die Längenverhältnisse 1:1, 2:1 und oc : 1 errechneten genauen 
Werte durch möglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln zu- 
sammenzufassen.

Für die Wahl der Plattenstärke sind die in der längeren Mittel
linie (z = 0) auftretenden, größten positiven Biegungsmomente maß
gebend. Um ihren Durchschnittswert- mx in der Nähe des Platten
mittelpunktes zu bestimmen, benutze ich die Gleichung

pa2 62
6 a2 + b2 (a)

Diese Formel liefert beispielsweise

b:a = 1:1 wiz — 0,08333pa2,
für ■ b:a = 2:1 mx = 0,13333pa2,

,b:a = oo : 1 mx = 0,16667pa2.

In der genauen Untersuchung ist hingegen als Höchstwert

(b :a = 1:1
für b:a~ 2:1 

b : a — oc : 1

»X.DB = 0,07212 pa2, 
= 0,14557pa2 , 
= 0,166 67 pa2

ermittelt worden. Die Näherungswerte stimmen also mit den Ergeb
nissen der genauen Berechnung recht gut überein.

Die Biegungsmomente sy erreichen im Schnittpunkt der Winkel
halbierenden, in den Querschnitten y = + (ö — a) ihren positiven 
Höchstwert. Der Durchschnittswert my in der Umgebung der Stelle 
x = 0 läßt sich mit Hilfe der Näherungsformel

pa- a- 
mn = -g- (b)

bestimmen. Auf Grund dieser Gleichung erhält man

b:a — 1:1 
für ■ b : a = 2:1

b : a = oc: 1

mv = 0,083 333 pa2 
my = 0,03333 pa2
my — 0,0 pa2

gegen
= 0,07212pa2 

s^max = 0,036 66 pa2 '
= 0,0 pa2

aus der genauen Berechnung.

Die richtigen und die angenäherten Weite weichen wieder, wie man 
sieht, nur sehr wenig voneinander ab.

Der Durchschnittswert der Einspannungsmomente in dem Bereich
der Mitte der langen 
Interpolationsformel

Ränder (x = +a) kann mit Hilfe der einfachen

b2
a2 + 3b' (e)mx = —p«2
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ermittelt werden; zur Bestimmung der Einspannungsmomente der 
kurzen Ränder (y = ~b) reicht schließlich die Formel

mu
aus.

p a2 2 b
4 er + 2 b (d)

Die nach den Gleichungen (c) und (d) errechneten Näherungswerte 
unterscheiden sich von den Größtwerten, welche die genaue Unter
suchung für die jeweilige Randmitte liefert, um höchstens + 20 v. H. 
Da jedoch für die Anstrengung der Platte nicht die Größtwerte selbst, 
sondern die Durchschnittswerte in dem Bereich der gefährdeten Stelle 
ausschlaggebend sind und da sich die letzteren mit den Näherungs
werten mz und my sehr gut decken, so können die Interpolationsformeln 
für die Querschnittsbemessung ohne Bedenken benutzt werden.

VIII. Die Platten mit spannungsfreien 
Handflächen.

Im Gegensatz zu den Platten mit frei aufliegenden oder fest ein
geklemmten Rändern sind die Platten, an deren Ränder keine Auflager- 
widerstände angreifen, in ihrer Formänderung keiner Zwängung unter
worfen.

Die Spannungsmomente 

wie auch die aus den Scherkräften v und den Drillungsmomenten t 
zusammengesetzten Mittelkräfte 

müssen an den Rändern verschwinden, und die Randflächen bleiben 
daher völlig spannungsfrei.

Bei rechteckigen Platten lauten demnach die Randbedingungen

für x = ,

für y — + b .
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Denkt man sich zunächst die Platte ringsum frei aufliegend, so 
lassen sich die elastischen Verschiebungen Co und die zugehörigen Auf
lagerwiderstände leicht errechnen. Für die Ränder x = +« ergeben 
sich hierbei die Werte

Co C L, 0 

c x3 ö y2

Um die tatsächlichen Randbedingungen zu erfüllen, müssen an den
Randflächen Kräfte 

angebracht werden. Sie erzeugen Verschiebungen C', welche einerseits 
die homogene Differentialgleichung

p p « = 0 ,
andererseits an den Rändern .r = die Bedingungen

«oz + «’z
(c)

und an den Rändern y = +6 ebenso die Bedingungen

^oy ^y

H-------—~ = 0 .c y3 m c r-
SM0 dto / S3^ 2 m — 1 csC' \----- 1--- ------- i ------------- . —--- I = (J
c y cx \ c y3 m c y c x3 / 

befriedigen müssen.
Ich werde in den nachstehenden Untersuchungen zeigen, wie die 

geeigneten Lösungen C' ermittelt werden können.

§ 22. Die nur an den Eckpunkten aufruhende, gleichmäßig 
belastete quadratische Platte.

Als erstes Beispiel sei eine quadratische Platte gewählt, die nur an 
den vier Eckpunkten aufruht und gleichmäßig belastet ist. Die 
Grundwerte Co, , f» für diesen Belastungsfall sind im Abschnitt III, § 7
errechnet.

Um zunächst die Werte
M' = 8^' =

zu bestimmen, benutze ich wie bei der ringsum eingespannten Platte 
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ein Gewebe mit der Maschenweite z^ — 2y — z — — und den Randordi- 

naten wa, wb, wc, wd und ermittle aus der Differenzengleichung
(d2 w)x (d2 w'}y _

£ 4
für die Ordinaten der inneren Knotenpunkte der Abb. 62 die Werte1):

272 w\

272 w's
Al 4
272 wb

= 167 wa 4* 62 wb 4- 31 wc 4- 12 wd, •
= 62 wa 4- 124 wb 4- 62 wc + 24 wd,

31 wa 4- 62 w/j 4- 133 wc 4” 46 wd,
= 24wo4- 48w(,+ 92wc 4" 10Sw,/,

50 wa 4~ 100 wb + 84 we +
272 w'6 = 38 wo 4-
272 wi = 34 wa 4-
272 wi = 37 wa 4-
272 wi — 36 wa 4-

76 wb + 106 wc 4-
68 wb 4- 102 wc 4“
74 wb 4- 105 we 4-
72 wb 4- 104 wc 4-
72 wb 4- 104 wc 4-

38 wd,
52 wd,
68 wa,
56 wd,
60 wd, 
60 wd.

(At)

Die Ecke A hat aus leicht zu erken
nenden Gründen die Ordinate

w\ — 0 .
Die Ordinaten w«, w'Y, wb 

der um 2 vom Rande entfernten 
Punkte a, ß, y, ö müssen den Glei-
chungen
—w‘x 4- 4w„ —

4- ^wb — 
— w',. 4- 4we — 
— wi 4- 4 wd —

Wx — wj = 0 
w„ — wc — wi = 0 
Wb — wd — w'3 = 0 
wc — wi = 0

genügen. Es ist mithin
272w^= 921 w„ — 334wft — 31 we — 12w,;, ■
272 w^ = — 334 wa 4- 964 wb — 334 wc — 24w,;,
272 = - 31 wa — 334 wh 4- 955 wc — 318 wd,
272 w'& = — 24 wa — 48 wb — 636 wc 4- 980 wd. .

(A2)

Mit Hilfe der Werte w' können jetzt, entsprechend der Differenzen
gleichung M' = S1W' = = 

die Werte z' ermittelt werden. Die Bestimmungsgleichungen lauten:

’) Vgl. Abschnitt VII, § 20, S. 156.



Die nur an den Eckpunkten aufruhende Platte. 175

21

-2z; + 4z/1 -2zf, , 7?
= wi V-’

— z» + 4 zi — zj — 4 — 25 = w2 ,

— Zc + 4 z^ — £ — z; —
73 2

— z^ + 4 Zj — 2 Z3 — 2;
, /?

s?

— 2 z; + 4zj — 2zJ

— Z3 — z^ + 4 z',- — 2; — Zs = wj , 
ö2

— Z4 — 2 z^ + 4 z’- — 2'9
, f?

~w'~s2’

— 2 Zs + 42« — 2 z;
7.2

= W" ^2 ’

— 24 — 2 z; + 4 z; — zJo
, Z2

= >

~ 4 z; + 4 zj0
, ■<2

=
Z2

(B)

— z« + 4 z^ — z^ —

— z^ + 4zj — zn —

- 4 + 4 zj - Zj —

— zj + 4 z^ — 2 z^

2c ~ & = Wb ~ 
^2

2d — 23 = -$*
ö2

, *2
— 2; = Wd —

Oo

Die Bedingungsgleichung c) fordert andererseits für die 
x — +a 1

(J2Z%=--(J2Z%
und da ;2

+ M22')„ = — w' —

Ränder

sein muß, so gilt auch die Randbedingung
22

-(^z)^ = w — ■
m

m — 1
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Für die Randpunkte a, b, c, d ergibt sich demnach:
m

2 4 — Zb =--------r---- TT wa ,m — 1
m z2 

m z2
-2^ + 2^ =

Hieraus erhält man für m — h-:

272 z„ = 388 w„ + 388 wb + 388 wc 4-194 wtl,

—— 272 zb — 388 wu 4- /76 wb 4- 7/6 wc 4" 388 wd,z2

272 ze = 388 w„ + 776 wb 4-1164 wc 4- 582 wd,

~ 272 zd = 388 w„ 4- 776 w* 4~ 1164 wc 4- 776 wd.
Z“

Führt man diese Werte in die Gleichungsgruppe B ein, so liefert 
die Auflösung: 

A 
z-, 

4 

2;

Z» 

210 

Z« 

Z* 

2c 

sJ? 

2« 

z'r> 
z\.

r Zb

2722 = 129454,5w„4~ 171172»* 4- 186816,5wf4- 95488wrf,

= 130525 w„ 4- 228376 wb 4- 263745 wr 4- 136576w(/, 
= 129488,5w„ 4- 242436»,,4- 326832,5wc4- 17334Swrf, 
= 129000 w„4-245216w64-339632 wc4-196936wd, 
= 140757 io„ 4- 255096»* 4~ 313365 wc 4- 165404tt>( 
= 144189 wa 4- 268216»,, 4- 351561 wc 4- 189064»,,’ 
= 144959 wa 4- 271864»* 4- 363171 wc 4- 200600»,,,
= 151215,5»,, 4- 282796»,, 4- 374013,5m>c 4- 202760»,,,
= 153210 «„4-287312»,,4-382186 wc 4-208840»,,, 
= 155658 »„4-292208«*4-389258 wc4-212920»,,, 
= 105536 »„4-105536»*4-105536 wc+ 52768»,,, 
= 105536 »„4-211072»*4-211072 we 4-105536»,,, 
= 105536 »„4-211072»*4-316608 w„4- 158304»,,, 
= 105536 »„4-211072»* 4-316608 wc4-211072»,,,
= 113169,5»,,4- 39900»*4- 24255,5wc4- 10048«,,, 
= 80547 »„4-225320»* 4-158399 wc+ 74496»,,, 
= 81583,5w„ 4-179708»,, 4-337905,5 4- 143260»,,, 
= 82072 »„4-176928»* 4-293584 »„4-256760»,,.
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Für die beiden dem Eckpunkte A benachbarten Punkte E ergibt 
c 2 f c2 f

sich schließlich, da in der Ecke ——- = -z—r = 0 sein muß.ex2 dy2

^e = —Ea — —105536 1 wa + wb + wc + — wd j2
Ä2-2722 ’

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man, sobald die Größen wa, wb, 
wc, wa bekannt sind, alle Ordinaten der z'-Fläche errechnen.

Zur Bestimmung der vier Randwerte steht die zweite Bedingungs-
jleichung

3 JE £t0 SM’ St'
—-------- 1 z------ ---- z (y cx cy

zur Verfügung.
Aus der Untersuchung der frei aufliegenden Platte in § 7 sind die 

Werte

a0I = = 0,50903pa = 553,8 für den Punkt a,ox dy 272

= 0,70871 pa = 771,1 44 für den Punkt 5, 
272

(Dl)
= 0,80736pa — 878,4™^ für den Punkt c,

= 0,83781 pa = 911 44 für den Punkt d, 
r 272

bereits bekannt.
Die Formel 3Jf (uy —

= —- = o, —— —
ox 2 z

liefert weiterhin mit den in der Gleichungsgruppe (A) enthaltenen 
Werten für den Punkt

a:-p—= —- — * . (—377 + 198wj + 31wc + 12w^),CX Z Z Z / Z Z

ö: — .—— = . ( + 198w0 — 420 + 198 + 24wJ,

c; JL(+ 3iWfl + 198w6-411wc+182wf,),
z z z / z z

d: 24w“+ 48^ + 364Wc-436?^).

Es ist ferner

St' m — \ cs^ —
--- —  2V •------------- Z——Z  =  £>1 Ö2 •------------------------ --------75---------oy m oy-dx m

Marcus, Platten. 12
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Unter Zugrundelegung der 
der Reihe nach

Werte z' der Gleichungen (C) erhält man

Cf 19
22848«ff + 8432 wb + 4352wc + 1632wd) ^4 , 

" 2722

— (d2 = ( 2107 wn + 43144 wb + 13811 wc +
Ä 72 4316 Wi) g- , 
Z l z

— (zl2^)y=(— 548 wa + 11280wb + 50348wc +

— (d2 z'^ = (— 977 w„ + 5560 wb + 25539wc + 47176 ,
Z i z

— (d24)y=( 251328wh- 39984wÄ — 4352wc —
iQ z2 1632W")^2 ’

z / z

(- 33659w>ff + 231032ws- 45 363 wc —
19

4316w„.)~42 , 
z / z

— (d2 z'Y}y — (+ 548 w„ — 42832 wb 4- 223 828 wc — 44736wrf)—2— ,

-(d2^)v=(+ 977 wa- 5560 wb — 88643wc + 227000wrf)^ ,

= ( — 114240wo+24208^ + 4352wc + 1632«,,) — —^c y 1 kJ —< i s z

4(+ dy 
dt'c
Sy 
^=(_ 
Sy

7 $
17883wa - 93944W;, + 29587wc + 4316wd) — • —,

548w„ + 27056wft — 86740u>c + 28960wrf) ,
(D3)

7 S
977 wa — 5560wb + 57091«v — 89912wd) — • -1U Z l Z“ K

Faßt man die zugehörigen Werte der Gleichungsgruppen (D) zu
sammen, so gewinnt man im Einklang mit der Randbedingung (c) die 
folgenden Bestimmungsgleichungen

671,4 wa- 260,4 wb— 42,2 we- 16,2 wd = 553,8 ,

®Z2
— 244,1 wa + 662,1 wb - 274,3 wc - 35,1 wd = 771,1 ~~ ,

— 29,6 w„ — 267,7 wb + 634,6 wc - 256,6 wd = 878,4 ,

'29 Z2
- 21,5 wa- 33,7 - 511,1 wc + 667,7 wri = 911 .

"i
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Sie werden durch die Größen

w„ = 3,607186, wc = 6,735213 ,

Z2 D
wb = 5,651538 ——— , wd = 6,921340 ~z~

«i «i
befriedigt.

Führt man diese Werte in die Gleichungsgruppe (C) ein, so erhält man

= 0,17704^, z;; = 0,30160^,

z; = 0,23670 , /7 =0,31118^4,

z' _ q 27658 z' — 0 3^0$84*3 U..W4VÜO ,
^2

/ — o 29048 zf 0 32714
04 £>2

Z5 = 0,27481 , zl0 = 0,33307-^- ,
8^2'

z'a = 0,10840-—- , 4=0,04576^-,
8^2

= 0,19671 , z'f) = 0,16613 ,
S1S2' r 8^2

z'c = 0,25352-^ , = 0,24166-^- ,
Sj S2 8^82

2^ = 0,27280-^-, z. = 0,26665^- , 
Oi ^2

Im Verein mit den auf S. 53 errechneten Grundwerten ergibt sich 
schließlich:

= (0,010603 + 0,17704) = 0,187 643 ,

C2 = (0,018984 + 0,23670) — = 0,255684^ ,

C3 = (0,024244 + 0,27658) = 0,300824 ,
Jy jy

= (0,026029 + 0,29048) = 0,316509 ,

C5 = (0,034151 + 0,27481) = 0,308961 ,

12*
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= (0,043736 + 0,30160) = 0,345 336^ ,

jD €1^
c, = (0,046997 + 0,31118) = 0,358177 ,

Cg = (0,056108 4- 0,32028)^ = 0,376388-^- ,

= (0,060327 + 0,32714)^- = 0,387 467-“- ,

=.- (0,064876 + 0,33307) = 0,397 946 ,

fa = 0,10840^ ; = (0,04576 - 0,010603) = 0,035 157 ,

h = 0,19671 = (0,16613 - 0,018984) = 0,147 146 ,

zc = 0,25352 ; Cx = (0,24166 - 0,024244) = 0,217 416 ,

U = 0,27280 = (0,26665 - 0,026029) = 0,240 621 .

Die Gestalt der elastischen Fläche ist durch Schichtlinien in der 
Abb. 63 veranschaulicht. Die größte Durchbiegung

U = CW = 0,397946^

tritt im Plattenmittelpunkt auf. Sie übertrifft um ein Vielfaches die 
größte Durchbiegung 4

cow = 0,064876

der frei aufliegenden Platte. Die erhebliche Steigerung ist leicht erklär
lich, wenn man bedenkt, daß bei einer Platte, welche nur auf den vier 
Eckpunkten aufruht, die Randstreifen die Aufgabe der Randträger 
übernehmen: die Durchbiegung, die sie selbst infolge ihrer verhältnis
mäßig nur sehr geringen Steifigkeit in der Randmitte erfahren, ist, 

pa4wie man aus dem Wert Q = 0,27280 —— erkennen kann, durchaus

beträchtlich und hat eine um so größere Senkung des Plattenmittel- 
punktes zur Folge.

Dieser erheblichen Formänderung entsprechen auch bedeutende 
Spannungsmomente. In Tafel 13 sind die Werte der Biegungs- und 
Drillungsmomente für die Mittel-, Diagonal- und Randlinien einge
tragen. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen ist in Abb. 63
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dargestellt, 
moment

Der Mittelpunkt der Platte wird durch das Biegungs- 
sx = Sy = 0,43605 pa2 ,

die Mitte der Ränder durch das Moment
sx(bzw.sy) = 0,56172 pa2

beansprucht. Der durchschnittliche Wert des Momentes sy für die 
Mittellinie x = 0 ist Sj, = 0,5pa2.

Abb. 63. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, gleichmäßig 
belasteten quadratischen Platte.

Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen läßt sich andererseits das 
gesamte Biegungsmoment +a

My — Sy dx
-a

der Mittelebene y = 0 unmittelbar bestimmen. Eine einfache Rech
nung liefert My = pa3 

und daher als Durchschnittswert für die Länge 2a:
My 1 ,
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Diese Übereinstimmung mit dem Ergebnis der genauen Untersuchung 
bestätigt die Richtigkeit unserer Berechnung.

Tafel 13.
Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden, 

gleichmäßig- belasteten quadratischen Platte.

y _ 
b + 1 + 4 + * 0 Faktor

= + 1

■

S,J 
8z
S„ Ill

i -0,09582
+0,32160

+0,29285

-0,15064 
+0,50386_
+ 0,45866

-0,17926 
+ 0,60047

+ 0,54669

—0,1844S 
+0,61706

+ 0,56172

pa2 
pa1 
pa2 
pa“

X
a = 0

■ S£ 
8^ 
s£ 
8*

+0.61706
-0,18448 
+ 0,56172

+0,50184 
+0,03263 
+ 0,51163 
+ 0,18318

+ 0,410 89 +0,354 39 
+0,198791+0,30083 
+ 0,470 53 1+0,444 64 
+0,32206 +0,40715

+ 0,33542 
+0,33542 
+0,43605 
+ 0,43605

pa1 
pa? 
pa2 
pa?

X
a 4 '

‘ 8 = Sy

«1
&

H
M

 

_________

1 
1 

1 
1 

1

1 
1 
1 
1

+0,41348
-0,02648 
+ 0,43996 
+ 0,38700

—

pa? 
pa2 
pa2 
pa2

a

CT

1 il

8
i

Illi Ill
i + 0,35123 

-0,10530 
+0,45653 
+0,24593

Illi
Illi

pa2 
pa? 
pa2 
pa2

X
a 4

8 = Ä 
W 

'M 
O
l 

I 
CQ 

-va 
03 

Cq

+0,23283
-0,23648 
+0,46931 
-0,00365 — —

— pa2 
pa? 
pa2 
pa?

Da bei einer ringsum frei aufliegenden Platte der Durchschnittswert
für die gleiche Mittelebene . 0,1892 pa2 = ^0,126 pa2

Abb. 63 a.

ist, so erkennt man, daß der Fortfall der un
mittelbaren und stetigen Randunterstützung 
eine fast vierfache Steigerung der Biegungs
beanspruchung zur Folge hat. Die Platten
streifen in der Nähe des Randes haben hierbei 
größere Spannungsmomente als in der Platten
mitte aufzunehmen.

Das gesamte Biegungsmoment Mu, welches von einem Querschnitt 
senkrecht zu den Diagonalachsen und im Abstand u von der Ecke A 
(Abb. 63a) aufgenommen werden muß, läßt sich unmittelbar, da die 
Auflagerkraft C = p a2 bekannt ist, aus der Gleichgewichtsbedingung 

u
3Mu = C u — p u2 • = pah u2\

a2/
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bestimmen. Entsprechend der Querschnittsbreite B — 2u ist der
Durchschnittswert der Spannungsmomente

Mu pa* f 1 u2'

Aus dieser Formel erkennt man, daß seinen Größtwert

(^w)max —

an der Stelle u = 0, also unmittelbar an den Plattenecken, und seinen 
Kleinstwert 2

(’Wu)mln —

an der Stelle u2 = 2 a2 im Mittelpunkt der Platte erreicht. Die in der 
Mitte des Diagonalschnittes wirkenden Spannungsmomente Sj sind 
größer als mu, sie nehmen aber wie die letzteren gleichmäßig vom Mittel
punkt nach den Ecken der Platte zu.

Da längs der Diagonalen sx = sy ist, so gelten für die Hauptspan
nungsmomente die Formeln

S1 ~ sx ^xy 5 s2 ~ “F txy •

In den Ecken ist sx = 0, mithin ss = —«j = txy. Andererseits ent
spricht der Auflagerkraft p _ s _

v pu ^^xy
ein Drillungsmoment q 2

/------------------------ ------ * w .
''xy o 9 '

mithin sind die Hauptspannungsmomente an den Ecken

Diese Werte stimmen mit dem aus den Gleichgewichtsbedingungen 
unmittelbar abgeleiteten Randwert genau überein.

In der Wirklichkeit ist die Beanspruchung der Platte an dieser Stelle 
geringer, weil der Auflagerdruck nicht in dem Eckpunkt konzentriert, 
sondern auf einer, wenn auch noch so kleinen Grundfläche mehr oder 
weniger gleichmäßig verteilt ist. Der tatsächliche Verlauf der Diagonal
spannungen im Bereich der Plattenecke ist in Abb. 63 durch eine ge
strichelte Linie angedeutet.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der ringsum aufliegenden 
und der nur an den Ecken aufruhenden Platte liegt auch darin, daß 
bei der ersten die Ecken gewissermaßen eingeklemmt und die Momente 
daher negativ sind, während sie bei der zweiten gerade in den Ecken 
ihren größten positiven Wert erreichen; umgekehrt ist s3 bei der ersten 
positiv, bei der zweiten negativ.
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Es sei schließlich bemerkt, daß die Momente der reduzierten Span
nungen im Gegensatz zu den Momenten der tatsächlichen Normal
spannungen längs der Ränder nicht verschwinden. An den Rändern 
x — beispielsweise aus

Sx \dx2 m dy2/
m2 — 1 d2£ _ S2^ m2 — 1

5(rcd,z * m2 Sx2 dy2 m2 '
Für die Randmitte ergibt sich insbesondere:

= —0,1369 pa2.
Die Verbiegung der Streifen senkrecht zum Rande vollzieht sich 

also im gleichen Sinne, als ob sie in den Randstreifen eingespannt wären. 
Diese Art der Formänderung wie auch die beträchtliche Höhe der frag
lichen reduzierten Spannungen müssen bei der Querschnittsbemessung 
der Ränder genau beachtet werden.

§ 23. Die auf den Eckpunkten aufruhende und durch eine 
Einzelkraft in der Mitte belastete quadratische Platte.
Die Untersuchung einer in der Mitte durch eine Einzelkraft be

lasteten Platte kann unmittelbar an die Berechnung der gleichmäßig 
belasteten angeschlossen werden.

Bezeichnet man wieder mit Co die elastischen Verschiebungen der 
frei aufliegenden Platte, so bestehen zwischen den Randwerten wa, wi>, 
wc, wa, den zusätzlichen Verschiebungen f' und Auflagerkräften

, dM' dt' , SM' dt' 
öx dy oy ax

die durch die Gleichungsgruppen (C), (D2) und (D3) im § 22 ausgedrückten 
Beziehungen.

Die im § 8 durchgeführte Berechnung hat andererseits für die 
ursprünglichen Auflagerwiderstände die Werte1)

q Vgl. 8. 73.

p P
aox — = 6,128

a für den Punkt a , 272 z

a0X^^^^Y — = 12,751 
a

p
den Punkt b ,

aox = 0,28884 — = 19,641 
a

P
--t ■ für den Punkt c ,Zt Z

aox = 0,343136 — = 23,333 
a

geliefert.

P
——y für den Punkt d Z l Z k
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Stellt man wie vorhin die Bedingung 

4" — 0 
auf, so erhält man für die unbekannten Randwerte wa, wb, wc, Wd die 
Bestimmungsgleichungen:

671,4 wa - 260,4 wb - 42,2 wc — 16,2 wd = + 6,128 P ,

P
— 244,1 wa + 662,1 wb — 274,3 wc — 35,1 wd = +12,751 — ,

— 29,6 wa — 267,7 wb + 634,6 wc - 256,6 wd= +19,641

— 21,5 iva — 33,7 wb — 511,1 wc + 667,7 wa = +23,333

Hieraus folgt:

wa = 0,0641 , wc = 0,1413 “ ,

wb = 0,1095 ~ , wd = 0,1513 — .

Die Gleichungsgruppe (C) liefert nunmehr
Pa2 z' = 0,057349 —, Pa2 

z0 = 0,098749 —- , 
&X zd2

Pa2 
^ = 0,077132 ^-,

Pa2 
= 0,101988 ,

Pa2 
= 0,090611 ,

Pa2 zi = 0,104909 ,

Pa2 = 0,095381 —— , 
öx ö2

zi = 0,107187 ,

Pa2
25 = 0,089766 w-TT ’ 

&X ^2
Pa2 

= 0,109138 ,

= 0,034819 , zi = 0,013999 ,

Pa2 
zi = 0,063924 g-g- ,

Pa2 
z^ = 0,053634 -g-g- , 

Ä^x ^2
Pa2 

zc = 0,083266 —g- ,
Pa2 

z'y 0,079 687 g-g- , 
£>2

Pa2 
z, = 0,090011 — ,

Pa2 
z6 = 0,088673 g-g- . Öl Ög
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Fügt man die auf S. 69 errechneten Grundwerte Co hinzu, so gewinnt 
man für die Ordinaten der endgültigen elastischen Fläche die Werte

Pa2 „ „ Pa2
4 = (0,005202 + 0,057349) — = 0,062591 — 

.N

Cs
Pa? 

= (0,009883 + 0,077132) — =
Pa2 

0,087015 — 
N

C3
Pa2 

= (0,013362 + 0,090611)-^- =
Pa2 0,103973 — N

c, Pa? 
= (0,014703 + 0,095381) — =

Pa2 
0,110084 — N

Cg
Pa2 

= (0,018899 + 0,089766) — =
Pa2 0,108665 —

c« = (0,025769 4- 0,098749) = Pa2 
0,124518 — N

C»
Pa? = (0,028605 + 0,101988) — =

Pa2 
0,130593 — N

C8
Pa2 = (0,035715 + 0,104909) — =

Pa2 
0,1406244- 

N

Cs = (0,040276 + 0,107187) P~ = P rp 
0,147463 N

Cto
Pa2 

— 045 QQ1 -4-0 1 001_____ __0,155129^- 
N

— (v-udD x —j— ±o o j —

Pa? Pa2 Pa2
£a = 0,034819 — , f« = (0,013999-0,005202)44=0,00879744, A 'N N

p ar Pa2 Pa2'Qb = 0,063924 — , 4 = (0,053634 - 0,009883) ^ = 0,04375144, 
A 'N N

Pa? Pa? Pa2Qe = 0,083266 — , Qr = (0,079687 - 0,013362) — = 0,066325^-,

Qd =0,090011^, 4 = (0,088673-0,014703) ^ = 0,073970^. 
N NN

Die Gestalt dieser Fläche ist in der Abb. 64 durch Schichtlinien 
dargestellt.

Verglichen mit der größten Durchbiegung der frei aufliegenden 
Pa?

Platte Qo = 0,04599 -^r- ist die Senkung des Plattenmittelpunktes
Pa2

Clo = 0,155129 —

sehr beträchtlich: da die Randmitte jedoch selbst eine Senkung
Pa2Qa = 0,090011 —
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erfährt, so ist die relative Verschiebung des Mittelpunktes

fio — id = 0,065118 -y 
nicht übermäßig.

Die starke Durchbiegung ist auf den Umstand zurückzuführen, daß 
Platten, die nur auf den Eckpunkten aufruhen und deren Ränder weder 
durch Normalspannungen noch durch Drillungsmomente beansprucht

Abb. 64. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, durch eine 
Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

werden, eine sehr geringe Steifigkeit besitzen und daß eigentlich nur 
die Diagonalstreifen für die Übertragung der Einzelkraft in Betracht 
kommen. Es ist hierbei allerdings vorausgesetzt, daß auch die Auf- 
lagerwiderstände nur als Einzelkräfte unmittelbar an den Ecken an
greifen: wird durch eine breitere Auflagerung eine Verteilung der Auf
lagerkräfte längs eines größeren Bereiches der Randflächen bewirkt, 
so wird, wie die Untersuchungen der trägerlosen Decken später zeigen 
werden, die Steifigkeit der Platte erheblich vermehrt und die Durch
biegung entsprechend auch wesentlich vermindert.

Die durch den Fortfall der unmittelbaren und stetigen Randunter
stützung bewirkte außerordentliche Steigerung der elastischen Ver
schiebungen hat durchaus nicht die gleiche Erhöhung der Spannungs
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momente zur Folge. Die Betrachtung des Spannungsverlaufes in Abb. 64 
und die nähere Prüfung der in Tafel 14 für die Mittel-, Diagonal- und 
Randlinien angegebenen Werte zeigen, daß im Vergleich zur frei auf
liegenden Platte die Steigerung der Biegungsbeanspruchungen unter 
der Einwirkung einer Einzelkraft wesentlich geringer als bei der gleich
mäßigen Belastung ist.

Das größte Biegungsmoment unmittelbar am Lastorte ist

5^ = ^= 0,344 61P.

An der gleichen Stelle tritt bei der ringsum aufliegenden Platte das
Moment s = s = 0,263451 P Ji & J
auf. Der Zuwachs beträgt mithin nur 36 v. H.: bei gleichmäßiger Be
lastung wird hingegen, wie vorhin nachgewiesen, eine Steigerung um 
130 v. H. erreicht.

Der verschiedene Einfluß der Belastungsart zeigt sich auch darin, 
daß die größten Biegungsmomente von der Randmitte nach dein Mittel
punkt zu und nicht umgekehrt wachsen1). In beidenFällen unterscheiden 
sich jedoch der größte und der kleinste Wert der Spannungsmomente 
einer Mittelebene verhältnismäßig wenig von demjenigen Durchschnitts
wert der Biegungsmomente, welcher unmittelbar aus den Gleichgewichts
bedingungen für die volle Querschnittsbreite abgeleitet werden kann. 
Diese Gleichmäßigkeit der Spannungsverteilung verleiht den Platten, 
selbst unter der Einwirkung von Einzelkräften, eine größere Wider
standsfähigkeit, welche besonders bei den trägerlosen Decken, die an 
sich nur eine geringe Steifigkeit besitzen, deutlich zu erkennen ist.

1) Der Durchschnittswert mu der Spannungsinomente in den Querschnitten 
senkrecht zu den Diagonalachsen ist überhaupt für die ganze Platte konstant. 
Aus der Gleichgewichtsgleichung

Mu = Cu = 4^
4t

ergibt sich im Einklang mit Abb. 63 a

Es sei schließlich bemerkt, daß Platten, die nur an den Ecken auf
ruhen, in der Nähe der Auflagerpunkte erhebliche Randdrillungsmomente 
aufnehmen müssen und daher nicht allein durch lotrechte, sondern auch 
durch wagerechte Schubspannungen in hohem Maße beansprucht wer
den. Um eine ausreichende Sicherheit bei sparsamer Querschnitts
bemessung zu erzielen, empfiehlt es sich, die Auflagerfläche möglichst 
zu vergrößern: hiermit wird zugleich eine merkliche Verminderung der 
Biegungsspannungen sowohl an den Rändern wie auch in der Platten
mitte erreicht.

= Mu _ Mu P 
B 2« — 8 '
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Tafel 14.
Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden, durch 

eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte.

s.

y _
& +1

3
+ 4 *4 1

‘ 4 0 Faktor

©
 |« 11 — +0,08326 + 0,14226 +0,18352 + 0,19653 P

± - 0 P* +0,19653 +0,19346 +0,21187 +0,26782 +0,34461 P
a 1 8a — + 0,05170 +0,11654 + 0,22891 +0,34461 P

' »z = 8, — — +0,19275 — P
x i b. — — — +0,0073 — P
a 4 «i — — — + 0,18545 — P

^2 — — — +0,20005 — P
»z = 8S — — +0,12058 — — P

x 2 t,„ — — -0,01336 — — i P
a 4 — + 0,13394 — —- P

— + 0,10722 — —— P
p 
p 
p 
p

s,

8,

+ 0,06797 
-0,05371 
+0,12168 
+0,01426

£ = _ A
a 4

§ 24. Die nur auf zwei gegenüberliegenden Rändern 
aufruhende Platte.

1. Die Randbedingungen und die Darstellung der 
R a nd s p a n n u ng e n.

Die in § 22 und § 23 durchgeführten Untersuchungen haben gezeigt, 
daß Platten, die nur auf den vier Eckpunkten aufruhen, in allen Quer-
schnittsebenen parallel zu den Randflächen eine 
ziemlich gleichmäßige Verteilung der Biegungs
spannungen aufweisen, üm festzustellen, in
wieweit diese Gleichmäßigkeit bestehen bleibt, 
wenn nur zwei Ränder spannungsfrei sind, möge 
jetzt auch die Platte, welche nur auf zwei gegen
überliegenden Kanten aufruht, behandelt werden.

Die Randbedingungen einer solchen Platte 

ß

«r

lauten in Übereinstimmung 
freien Ränder x = +a:

mit Abb. 65 für die

8
02? 1

~vt + TT d x3 m
= 0 ,

oy
SM , öt (o3ß 2m —1

CLX — —Z----------- K  — I ro "T dx cy \ m 

ß

-

L_

Abb. 65.

ß
a

tx 
ß
7

iS-) - o; 
dy1 cx /
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für die gestützten Ränder y = 0 und y = 2d:

1 2 £12 *cx CX2 cy-
Führt man wieder als Grundwerte die Verschiebungen Co der ringsum 
frei aufliegenden Platte ein und setzt man wie vorhin

C = Co + ^ >
so müssen die Zusatzwerte £' einerseits die homogene Differential
gleichung D PC = Q ,

Anschließend an §17, 1 wähle ich für C'die Untersuchungen in
den Ansatz: . ..

= 2 Sm r 2 T/B k 2 d + Bk 2 "d So’ k 2 b) 
k=l, 2,3, 4...

i K Z 1 X t 71 X , n .r\l+ J - - + D„ - y Sm k - -J ].
(107)

Man kann sich leicht überzeugen, daß diese Lösung der Differential
gleichung zunächst die Randbedingungen (c) von vornherein erfüllt.

Damit aber auch die Bedingungen (a) befriedigt werden, müssen 
zwischen An und Bt, Gn und Du die folgenden Beziehungen bestehen:

m
m — 1

Ak = —Bk (-j- 
k

na 1
2 d _ , n a ~~ ^k Bk

Gn^-Dk
2 m
km — 1

n a , n a \ „„ v Sang k -- — l = — rt Dk .
2d ö 2 b

Der Ansatz für C' kann also auch in der Form

=2 K* 2 b) (.2 TSü1 k 2 T - 2 b)

/n x . n x , n x\]+ Bk ( j y Sm k - - - yk So] k - -)] 

geschrieben werden.

(108)
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Es ist nunmehr ' c3 2 m — 1 c 3 4"
da?

tn—1 / 7i) 
^N~hr\2b/

. 1 71 Vsm\k~-
\ 2 0,

m dy^Sx)
nhx , n x .. 7t x ( 1 m+1

k m— 1

’k
71 x ~ , n x — n x(2 6 1 m 4- 1

1 k m — 1 /.

Für x — +a ergibt sich insbesondere:
2 m — 1 c3 )

a* = -

— 1 ( 7t= _y-------- — 
m \21

. I 7t y sm (k — —
\ 2 b,

m £ y2 £ x
Ina

/ 26

2 b
rv r 7

3m4~l 1   n a -----—------ -  gxn k — — m — 1 k------- 2 b

Führt man zur Abkürzung die Bezeichnungen
\4

-------------------= A.

emZ:— —

------- - -------= 4, 
rf^ — _ 7t CI (109)

ein, so lassen

3 -r
I k^B^k-

\3 7t n.

sich die Randbedingungen (b) für die Kante x = + a
durch die Gleichung

(^öJ: + ~ + ^)]sin * J f “ 0 ’

3

^mk^

3 m + 1 1 ®
w — 1 2 ö

m — 1
N---------m

m \ 2 b /

N 3^ + 1
m

N-------m

für die Kante x = —a durch die Gleichung

+ [(4 + 4) + ißt — 4)] sin k ~ — 0

ausdrücken.
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Gelingt es auch, den Verlauf der Auflagerwiderstände aox längs der 
Kanten x = +a durch die Fourier sehen Reihen

(^ox)x= +« = — + (4 + 4)] s*n 5

-a = [(/i + ek) + (yi — 4)1 sini— -

darzustellen, so gehen die Randbedingungen in die einfachen Bezie
hungen

(Ä + 4) ~ (^k ~ ^k) = “6'1 + 7k) + (ßk — £'k) 1
(ßk + ft) + (^k ~ ^k) = —(7k + y'k) ~ (ßk~ 4)

über. Hieraus folgt:
ßk + ß'k = — (7k + ßk) ,

^k — ^'k = —<ßk — 4) ■
Diese Gleichungen werden durch die Werte

yk + y'k

a
] 3^+1

_ , 71 a m — 1

(HO)

— 1 / 7t \3,.,l 2 b 3wi + l
N------- ,. 'k3------------ — “ im \2b) \ ~ , n a m — 1

befriedigt.

1 «
i ®mt 2

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich alle Beizahlen der Glieder der 
für £' gewählten Reihe leicht errechnen und die zusätzlichen Formände
rungen und Spannungen rasch bestimmen.

Ist die Belastung symmetrisch in bezug auf beide Mittellinien ver
teilt, so fallen die mit An und B* vervielfachten ungeraden Funktionen 
fort. Verlegt man sodann das Achsenkreuz nach dem Plattenmittel
punkt, so gewinnt man für £' den Ansatz:
w \i, ,1 . [ ?r z,_ 7t x , TT x 1 , n v

T 2 nä ^ 2 <u»

Hierbei kommen für k nur- die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 . . . in 
Betracht.

In den meisten Fällen konvergiert diese Reihe so rasch, daß die 
zwei ersten Glieder vollkommen genügen, um die Gestalt der C'-Fläche 
zu bestimmen.
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Bezeichnet man nunmehr mit qx, q^, q.,, qs die jeweilige Größe der 
Auf lager kraft a0T längs der Kanten x = -}-a, und zwar an den Stellen

y = £ £ = 1 L = L £
b 4 b 4 b 4 ' b ’

setzt man ferner
i ~ r .tu jT w t v

{aox)^ ±a = X ( —1) 2 cos& = crcos « v — ca cos 3 - r—— 2 6 2 6 2 b
, ~ y „ x y+ c5 cos 5 — — c- cos 7 — £,2 b 2 b

so werden die Bedingungen
... y 3«or = q« für — = —

b 4
, v 2

= qr> für t = v ’ b 4

r- y ia0, = q- für —6 4’

aox = qs für -- — 0 0

erfüllt, wenn die Beizahlen c den Gleichungen

1 .n
^=-2^ Sm 8 +

1 . 2n
~2q^~V

,1 .3^+ 2^^ — + 1 qn .
2 2 Sm

4tz
T" ’

1 . 3?r ,
= 2 ?«sm— +

1 . 5 Tt ,
c5 = 2 sm 's" +

1 .
2^sinT

1 . IOtz

, 1 .
+

, 1 . 15.^
+ 2^-sm~8-

+
+

1 qt .
2 2

1 qs .
2 2 Sm

12.-7
8 ’

20 a 
g ,

(112)

1 .77t,
«7 = 2^ sin V +

1 . 14ti2^sm-g- , 1 . 21.t+ 2q-.-^ 8 + 1 qs .- sm2 8
2877

8

genügen. Hat man mit Hilfe dieser Bor mein die Größen c errechnet, 
so erhält man schließlich für die Beizahlen Dk die einfache Bestimmungs
gleichung :

Dk -- -------------------------------------------------------------------------- - . (113)(' n a \
2 b 3m + 1 1 ti a \

-TV?-

Marcus, Platten. 13
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2. Die Berechnung der gleichmäßig belasteten 
Platte.

Als Beispiel sei eine Platte mit dein Längenverhältnis a: b = 1 : 2 
gewählt. Ich setze voraus, daß sie auf den Rändern y = + b aufruht 
und mit p gleichmäßig belastet ist.

Für die ringsum aufliegende Platte mit dem gleichen Seitenverhältnis 
sind im Abschnitt III, § 9 die Ordinaten der -Fläche bereits errechnet 
und die Werte der zugehörigen Auflagerwiderstände in Tafel 4 ange
geben. Für die Randpunkte der Abb. 65 sind hierbei die Werte

= (Vr = (0,6480 + 0,09304) pa = 0,74104pa,
q[. = 4- ± v, = (0,8282 + 0,093 66) pa -= 0,921 86 pa ,
q.. = (rz + v'x),^ ± p, = (0,9055 + 0,07931) pa = 0,98481 pa .

-l = (0,9269 -|- 0,07265) pa = 0,99955 pa
ermittelt worden.

Führt man diese Größen in die vorhin abgeleiteten Formeln (112), 
so liefern sie für die Beizahlen c* der Fourierschen Reihe die Werte

Cj = l,17254pa , 
c3 = 0,22991 pa ,

c5 = 0,077 83 pa , 
c7 = 0,02086pa .

Die Gleichung der Auflagerkräfte der Ränder x = +a lautet also:

1,17254 cos / n v\— 0,22991 cosl3-

+ 0,077 83 cos
/ 71 v

0,020 86 cos 7— -p \ 2 b,
10

Auf Grund der Formel (113) erhält man weiterhin für m = —- und
_ 1. 3

T “ 2 :
cx b3 = —0,987216-^, 

N

= —0,003112-“4.

Da die Reihe recht gut konvergiert, genügt es für die weiteren Unter
suchungen, nur die beiden ersten Glieder zu berücksichtigen.
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Es ist nunmehr

2 10 , sr 1 ~ ,t
’’i " T ' ~ + 2 J ~°n9 T = 3,372203 ,

2 10 7t 1 7t
''s = y + y ‘ 2” xang 3 — = 1,723 793 ,

; - C. + “ - rt! Ivuif j)

-I f) [|• %Sin(sf |) - 1)1 ■

Mit Hilfe dieser Formel sind für die Rand- und Mittellinien die Werte
ü* £ 
cx2 errechnet und in der Tafel 15 zusammengestellt worden.

Sie enthält auch die Ordinaten der elastischen Linie und die Biegungs
momente eines gleichmäßig belasteten, einfachen Balkens von der Spann
weite l = 2 b: seine Formänderung und seine Beanspruchung stimmen 
mit derjenigen der Platte im Grenzfalle m = oo völlig überein.

Aus den Rechnungsergebnissen ist zu erkennen, daß sich die freien 
Ränder stärker als die gleichgerichtete Mittellinie durchbiegen und auch 
größere Biegungsspannungen auf weisen: die Unterschiede sind jedoch 
so geringfügig, daß die Verteilung der Beanspruchungen längs der zur 
Spannrichtung senkrecht stehenden Querschnitte als nahezu gleich
mäßig bezeichnet werden darf. Diese Feststellung ist aus dem Grunde 
besonders wichtig, weil die Breite (2 a) der Platte im Vergleich zu ihrer
Länge (2 b) durchaus beträchtlich ist.

Da die Ränder die größeren Durchbiegungen erfahren, so erscheint 
die Platte in der Querrichtung nach oben gewölbt: daher sind die Mo
mente der reduzierten Spannungen

^redz A
-1

m2 d x2

negativ und am Rande verhältnismäßig bedeutend. 
Hingegen sind die wirklichen Spannungsmomente

n(S~ + ~ S)
\ ax2 m cy2 /

selbst im Mittelpunkt der Platte, wo sie ihren Größtwert en-eichen, 
13* 
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geringfügig und. verschwinden am freien Rande gänzlich. Beachtenswert 
ist vor allem, daß sich die Biegungsmomente

s, = -N —J \cy
1 ü2;
m dx2

überhaupt kaum von denjenigen des einfachen Balkens unterscheiden.

Tafel 15.
Die Durchbiegungen und die Spannungsmomente einer gleichmäßig be
lasteten. auf zwei gegenüberliegenden Rändern frei aufruhenden Platte mit 

dem Längenverhältnis L = 2 5 = 4 a.

1/ _
II 3 o 1 0 Faktor

b 4 4 4
X

m
a z

0,00533 0,00974 0,01260 0,01363 pL* 
N

10 0 -0,01061 -0,01983 -0,02570 -0,02763 pL2
3 0,05646 0,09789 0,13107 0,13294 pL-

sx i 0,00633 0,00954 0,01115 0,01169 pL2
0,05328 0,09194 0,11513 0,12278 pL2

0,00564 0,01036 0,01346 0,01453 plfi 
$

10 i Sx 1 -0,01805 -0,03172 -0,039 29 -0,04157 pL2
3 S„ 1 +0,06018 0,10572 +0,13098 +0,13857 pL2

s' —. — — — ——i 0,05476 0,09621 0,11919 0,12610 pL2

oo
/ 0 s 0,00506 0,00928 0,01205 0,01302 pL4 

ir
11 + | 0,05469 0,09375 0,11719 0,125 pL2

Ein Vergleich zwischen den beiden Zahlenreihen für m = und 
m — <x> zeigt, daß die Durchbiegungen und die wirklichen Spannungen 
von der Größe der Poissonschen Querdehnungsziffer nicht merklich 
beeinflußt werden, während die reduzierten Spannungen, je kleiner m 
gewählt wird, um so rascher zunehmen.

Es sei schließlich bemerkt, daß infolge der stärkeren Durchbiegung 
der freien Ränder die gestützten Ränder nicht das Bestreben haben, 
sich von der Unterlage abzuheben, sondern eher die letztere einzudrücken. 
Die an den Ecken auftretenden Einzelkräfte 

= 0,642248 pa2 = 0,08028 Q
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sind daher aufwärts gerichtet, also positiv. Hieraus folgt, daß die längs 
der gestützten Ränder verteilten Auflagerwiderstände

+«

2 A„ = 2 /a,, dx = Q- 4C = 0,67888 Q 
-a

kleiner als die Plattenbelastung Q sind. Die Kräfte C erscheinen ziem
lich beträchtlich, sie nehmen jedoch mit wachsendem m ab: sie ver
schwinden im Grenzfalle m — oo, und es treten dann wie beim einfachen 
Balken nm' gleichmäßig verteilte Auflagerkräfte längs der gestützten 
Ränder auf.

IX. Die Platten mit nachgiebiger Randstützung. 
§ 25. Der Einfluß einer Durchbiegung der Randunterlagen 

bei ringsum frei aufliegenden Platten.
Während die Auflagerkräfte und die Spannungen eines einfachen, 

frei aufliegenden Balkens bei einer Senkung der Stützpunkte im all
gemeinen unverändert bleiben, werden hingegen die äußeren und 
inneren Widerstände einer ringsum aufruhenden Platte, wie bei jedem 
statisch unbestimmten Tragwerke, durch eine Nachgiebigkeit der Rand
unterlage, überhaupt durch jede Veränderung der Auflagerbedingungen 
merklich beeinflußt.

Um einen Anhalt über die Größe dieses Einflusses zu gewinnen, 
nehme ich als Beispiel die quadratische, gleichmäßig belastete Platte 
und bezeichne wie früher mit die Durchbiegung der ringsum frei 
aufliegenden Platte mit starrer Randunterlage, mit C die durch eine 
Senkung der Stützpunkte hervorgerufene zusätzliche Verschiebung, 
mit C = so + die endgültigen Ordinaten der elastischen Fläche. 
Ich wähle für den einfachen Ansatz

2 a

n x n y „ ,:
COS — — + @0]

2 a 2 a ‘- —cos2 a
v -v x— cos — —a 2 a.

(a)

2 a ' 2 a
7t

2

A und B stellen hierbei konstante Größen dar. Man kann sich leicht 
überzeugen, daß dieser Ansatz der Grundgleichung F4= 0 genügt.

Für die Ränder x — +« ist

= U 2 + f)008 7 ■ { ’ 

und ebenso für y = = ia:

±« = (A 2- + B j Sm -) cos - • -.
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Diese Gleichungen besagen, daß die ursprünglich geraden Ränder 
sich infolge der Nachgiebigkeit der Stützung nach einer Cosinuslinie 
krümmen.

Soll beispielsweise die Randmitte die Senkung

rn = 1 = 
lxxu 1000 500y-v

erfahren, so muß
N M ~ + B Sin | (b)

genommen werden.
Aus der Gleichung (a) erhält man andererseits

und insbesondere für die Ränder x — -\-a bzw. y = 4- b = a:

\ca:2 m Cy-)x=±a 
f 7t\2[m—1 . -t , _ rc----- N’( —1------- + R(2(Jo)
\2a/ L m 2 \ 1 2

m— 1 n_ 7t ----- -rglTl-m 2 2.
7t

COSj y 
a

/ cP l' 
\oy2 m C'Xt/y^±a

= - N (~V [A So) ~ + B (2 Sof + m—1 ■ ~ Sin cos - - \2a/ L m '2 \ '2m 2 2/ 2 a

Da die Platte nicht eingeklemmt ist, so müssen die zum Rande 
senkrecht gerichteten Biegungsspannungen verschwinden. Es ist daher

m — 1 „ n ( . 7t m — 1 n___^■^_eo^ + jß(2e°1v +=0- z/v \ Ith /

Jl n
a 2^2 +2 

IOOO' ' ^71

Für den Grenzfall m = oo liefern die Bedingungen (b) und (c) die 
Größen

a 1
1000 ’ L. r 7t ’Sof ~



Der Einfluß einer Durchbiegung der Randunterlagen. 199

aus der Gleichung (a) folgt nunmehr 
(z = y = 0):

für den Plattenmittelpunkt.

a
500

- Sang a
1000

= ^ = -2N Eh3 a
6 a2 1000 cc, .

6 s. 
=

f ti\2 E h 1
1000 a .. . 7t

Eh 0,983 35, 1000 a

8
1

und für die Mitte eines Randes (y = 0, x = — a}:

; 1000 ’
\ 2 / .-rV Eh3 a

¥/ 6a2 1000 ’
6s,, (7t\2 Eh Eh .

---- — I _ VAnn— = IZIAA- ‘ 2,46 I 4 . n2 \2/ 1000 a 1000 a

Bei einem Längenverhältnis erhält man beispielsweise für

eine Betonplatte unter Zugrundelegung der Ziffer E = 210 000 kg/qcm

in der Plattenmitte: n —

in der Randmitte: o =

210000
15 •100Ö
210000

15 -1000

•0,983 35 = 13,77 kg/qcm.

• 2,467 4 = 34,54 kg/qcm .

Diese zusätzlichen Beanspruchungen sind im Vergleich mit den 
für die normale Belastung zulässigen Spannungen nicht unerheblich. 
Ihre Bedeutung für die Tragfähigkeit der Platte darf um so weniger 
unterschätzt werden, als eine Senkung der Randmitte um tÄo der 
Randlänge bei Platten, welche auf biegsamen Randträgern aufruhen, 
durchaus nicht außergewöhnlich ist.

Die Drillungsmomente werden hingegen durch die Krümmung der 
Ränder verkleinert. Es ist nämlich

dx Sy
2

2

+ B

, /_. 7t x . n y , 
A Sm — — ■ sin —------F «tn’ " a 2 a

3T y

".... V.. sin
2 a ‘

. 7t y\ . 7t x
• Eoi — - sin —1 2 a) 2 a

n x 
2 ~a

X . 7t X1 . 71 y — Eoi — • sin - — a 2 a) 2 a
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In der Ecke x = — a, y = +a tritt das zusätzliche Moment

■' m Czcy

= — k- 2------- A 3 + ß O + 7 ©° W \2al m L 2 \ 2 2 2.

auf. Für m = oc ergibt sich insbesondere

Elfi a 1,67528 
\2/ 6 a2 1000 „ .

©0) y

Dieser Wert ist größer als derjenige des zusätzlichen Biegungs- 
momentes in der Plattenmitte und nicht wesentlich geringer als der

ursprüngliche Grundwert t0 = — N > wenigstens solange p die

Grenzen der Gebrauchsbelastung nicht merklich überschreitet.
Das gesamte Drillungsmoment t = ta + t' wird um so kleiner, je 

stärker sich die Ränder durchbiegen. Diejenige Senkung der Randmitte, 
bei welcher die Drillungsmomente überhaupt verschwinden, läßt sich 
im übrigen leicht bestimmen. Die Gleichung der elastischen Fläche 
lautet in diesem Falle, wenn wiederum m = oo genommen wird:

Die zugehörigen Spannungsmomente und Auflagerkräfte sind:

= 0,
, . / \ Pu^)y=±« 2 ’

Diese Formeln liefern
für den Plattenmittelpunkt:

5 pa4
24 = 0,20833 pa4

~N ’

sx = = 0,25 pa2,
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für die Mitte der Ränder x =

= 1^ = 040417^
' 48 zV N

»x = 0,

s„ = -— = 0,2» pa*.J 4

Diesen Werten stehen bei der frei aufliegenden Platte mit starren Auf
lagern die Größen 4

fm== 0,064 876^,

sx = sy = 0,445 57 p a- 

gegenüber. Infolge der Nachgiebigkeit der Stützung ist also die Durch
biegung des Plattenmittelpunktes bis auf das Dreifache vergrößert, 
während die Biegungsspannungen nur um 70 v. H. gewachsen sind.

Beachtenswert ist auch die Tatsache, daß, obgleich die Senkung Cm 
des Mittelpunktes doppelt so stark als die Senkung Cr der Randmitte 
ist, die Momente sy an beiden Stellen die gleichen sind. Die beträcht
liche Widerstandsfähigkeit, -welche bei den bisherigen Plattenversuchen 
trotz der Nachgiebigkeit der Stützung und trotz der fehlenden Ver
ankerung der Ecken in Erscheinung getreten ist, ist auf diese günstige 
Einwirkung der gleichmäßigen Spannungsverteilung zurückzuführen.

X. Die Berechnung durchlaufender Platten.
Die Platten, welche im vorliegenden 

sollen, sind an den Rändern 
dem zwischen den Rändern 
durch einen Rost von Längs
und Querträgern unterstützt 
(Abb. 66).

Unter Trägern möge hier
bei jegliche bauliche Ausbildung 
einer stetigen Unterstützung der 
Platten verstanden werden. In 
diesem Sinne kommen bei Decken, 
welche einen oder mehrere 
Räume Überspannen, ebenso 
Wände als Balken, die selbst 
Betracht.

Abschnitt behandelt werden 
j-ingsum aufgelagert und außer-
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Ich setze voraus, daß die Träger in gleichen Abständen 2 a und 2 b 
angeordnet sind und daß sie eine ausreichende Steifigkeit besitzen, um 
als unverschieblich angesehen werden zu dürfen. Die Decke hingegen 
soll auf dem Rost freibeweglich aufruhen.

Sind m Längs- und n Querträger vorhanden, so besteht die Platte 
aus (m +1) (n + 1) gleichartigen Feldern. Wenn diese Felder durch 
keine Fugen voneinander getrennt sind, so wird jede Belastung eines 
Feldes eine Beanspruchung aller übrigen zur Folge haben und umge
kehrt auch die Formänderung des belasteten Feldes durch den Wider
stand der unbelasteten beeinflußt werden.

Die Untersuchung des statischen und elastischen Zusammenhanges 
der Felder ist die Aufgabe der nachstehenden Entwicklungen.

§ 26. Die Stetigkeitsbedingungen.
Um die Randbedingungen jedes Plattenabschnittes festzulegen, seien 

zuerst zwei benachbarte Felder I und II mit der Umrandung ab cd 
und eafg in Betracht ge
zogen (Abb. 67).

Da die Träger unverschieb
lich sein sollen, so muß zu
nächst für alle Randpunkte r 
sein. fr = 0 (a)

Bezeichnet man mit w, 
und <üy die Neigung der elasti
schen Fläche in der x, z- und 
in der y, z-Ebene, so erfordert 
die Stetigkeit der Formände
rung längs des gemeinsamen 
Randes aa , welcher senkrecht 
zur rz-Achse steht, daß 

m*/ = rozjz 
sein soll. Diese zweite Bedin
gung kann auch in der Form

Cb 1
Abb. 67. \^xjx=+a 1

geschrieben werden.
Ebenso gilt für den gemeinsamen Rand dd der in der y-Richtung 

benachbarten Felder I und V die Beziehung:

(b2)
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Die Stetigkeit des Spannungszustandes verlangt andererseits, daß 
unmittelbar links und rechts des Randes aa die gleichen normalen 
Biegungsmomente s* im Felde I wie im Felde II vorhanden sind. Hier-
aus folgt: \ ... .

+ L _
m Cy*Jx=+a

Da von vornherein / =» > \

(^11 + t j
\c.r- m

= 0

ist, so lautet die dritte Randbedingung

= (c )
\ /.r -« 1

Für den gemeinsamen Rand dd der Felder I und F ergibt sich sinn-
gemäß:

1° {i\ _
ycy2!u=+b (W) • (Ca)

Es ist leicht zu erkennen, daß, wenn die Bedingung (cx) erfüllt wird, 
die tangentialen Biegungsmomente Sg links und rechts des Randes aa 
in beiden Feldern I und II übereinstimmen müssen. Ebenso schließt 
die Bedingung (bj die Beziehung 

C'V \^x/lc=+a cy\dx>
(dr)

und somit auch die Gleichheit der Randdrillungsmomente an der 
Kante aa in den benachbarten Feldern I und II ein. Hingegen müssen 
die Scherkräfte vx links und rechts von «a verschieden sein, weil durch 
die unmittelbar über dem Träger aa auftretenden Auflagerwiderstände ca 
eine Unstetigkeit in der Verteilung der Scherkräfte hervorgerufen wird. 
Z-wischen diesen Widerständen und den Randscherkräften besteht näm
lich die durch das Gleichgewicht in der z-Richtung vorgeschriebene 
Bedingung: Ca „

Für die Stetigkeit der Formänderungen und Spannungen kommen 
also nur die durch die Gleichungen (a), (b) und (c) ausgesprochenen 
Randbedingungen in Betracht.

Denkt man sich nunmehr die Decke durch Fugen längs der Träger 
in einzelne, voneinander völlig unabhängige, ringsum frei aufliegende 
Platten zerlegt, so lassen sich die elastischen Verschiebungen Co jedes 
einzelnen Feldes mit Hilfe der bisherigen Verfahren ermitteln. Die 
Grundwerte Co genügen von vornherein den Gleichungen (a) und (c), 
sie erfüllen jedoch nicht die Bedingung (b). Es müssen daher längs der 
Ränder jedes Feldes Kräfte und Kräftepaare angebracht werden, welche 
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zusätzliche Formänderungen £' hervorrufen, die einerseits die homogene 
Differentialgleichung F2 F2 ;' = 0 befriedigen und andererseits derart 
bestimmt sind, daß die endgültigen Verschiebungen

S = io + i'

alle drei Randbedingungen (a), (b) und (c) erfüllen.
Für die Zusatzwerte gelten mithin am Rande ää die folgenden

Die Ermittlung einer Lösung C', welche diesen Bedingungen genügt,
ist das nächste Ziel unserer Aufgabe.

§27. Die Gleichungen zwischen den Randmonienten.
Ich wähle zuerst für die Felder I und II den Ansatz:

/r a\

(114)

Der positive Richtungssinn der Ordinaten x1, yt und x2, y2 ist hierbei 
aus Abb. 67 ersichtlich.

Nimmt man für & der Reihe nach eine der ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4 . . ., 
so genügt der vorstehende Ansatz, wie man leicht erkennen kann, 
sowohl der Bedingung (a() wie auch der Bedingung (ci).

Es ist nämlich im Felde I

und ebenso im Felde II

’i'n = 0

für = 0 , 
— 0 ,

^i = 26, 
~ 2a

für = 0, 
x2 = 0,

Vi=2b, 
x2 = 2a.
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Die zugehörigen Biegungsmomente

verschwinden im Felde I (für x = x^) längs der drei Randlinien x1 = 0, 
Ui = 0, yx = 2 b und ebenso im Felde II (für ® = x2) längs der Kanten 
«2 = 0, y1 = 0, y± = 2 b, während am gemeinsamen Rande a ä mit

= x2 = 2 a in beiden Feldern die gleichen Stützenmomente

vorhanden sind.
Durch die Reihe (114) mit den Beizahlen A* ist also eine Randbe

lastung der Felder I und II derart bestimmt, daß Randbiegungsmomente 
St und sy überhaupt nur am gemeinsamen Rande auf treten und in 
beiden benachbarten Feldern unmittelbar links uud rechts dieses Randes 
den gleichen Wert aufweisen.

Um in ähnlicher Weise die Wirkung der übrigen Stützenmomente, 
welche an den Kanten bb, cc, dd entstehen, zu berücksichtigen, füge 
ich für die Felder I und III den Ansatz
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■ (114c)

Die Formänderung des Feldes I unter dem Einfluß aller Rand-

(U7)
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beschrieben. Hierbei ist:

fl — 2
«l 
b ’ f, - 2 b
yi>h = Y a '/2 = ~2 a

Dieser Ansatz genügt von vornherein den Bedingungen (aj und (c') 
für die vier Kanten aa, bb, cc und dd. Es muß jetzt nur noch unter
sucht werden, wie die Beizahlen Ak, Bk, Gk und Dk zu wählen sind, 
damit auch die Stetigkeitsbedingung (bj befriedigt wird.

Zur Abkürzung führe ich die Bezeichnungen

ein und ersetzte die Bedingung (b^) durch die Gleichungen

+ 4 = + Ai =
Tj — T = COyy • Oh )

Für das Feld I liefert der Ansatz
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Bk

\ a ^b^,

I b 1

1 b 1 .1

b '
----- I 

a

~ , a^angfc.-r
7 f Sin&z;!
k

a

k \ ^vakn-\ a

b_
a

a

b

. , a a k Ji „ a,mk^-~ ™i.7T ,b b •

Sangen: —\b

(119)

r a 
&0]k>]2 \1

r- - t

a /
Geht man zum Felde II über, so müssen den Kanten ee, aa, ff, gg



Die Entwicklung der Elastizitätsgleiehungen. 209
Führt man diese Werte in die Bedingungsgleichung (b") ein. so 

erhält man die Beziehung:

■>
"zz - "z

- (Bk +

1 , a b 1
- - ----- ^QnqI:.Vv------ T— ~ , a ' b a k^rSanqin-b

1 b 1
, a a k: SmÄ n —b

1

601 k n - b

a z/j EüfÄz/x+ - (Ctcoskn —Ft) a , b gutfen — a

+ (A COS & jz — öj.)
a

~b
V2

r. b&0\k TT — 
a

b
a

b (Soi k n — i 
a /

In dieser Gleichung tritt, wie bei der Dreimomentengleichung 
des durchlaufenden Stabes, die Verknüpfung zwischen den sieben 
Randmomenten A, B, G, D, E, F, G der sieben Kanten zweier1 
benachbarter Felder einer durchgehenden Platte deutlich in Er
scheinung.

Stellt man diese Gleichung m (n + 1) für die m Längsträger und 
n (m 4- 1) für die n Querträger noch auf, so gewinnt man die zur Er
rechnung der 2 m n + m + n Randmomente erforderlichen Bestim
mungsgleichungen .

§ 28. Die Entwicklung der Elastizitätsgleichungen.
1. Die durchlaufende Platte mit einer einzigen 

Felderreihe.
Die durch die Gleichung (122) ausgedrückte Stetigkeitsbedingung 

muß längs des gemeinsamen Randes für jeden Wert von d. h. in 
jedem Punkte erfüllt sein.

Will man diese Bedingung für r Punkte der gleichen Kante be
friedigen, so erhält man eine Gruppe von r Gleichungen, in welchen 
nur die gleichen Unbekannten Ak, Bk , 0%, Dk , Ek, Fk, Gk, und zwar 
in solcher Verbindung vorkommen, daß es von vornherein möglich ist, 
wenigstens einen Teil dieser Größen, welche mit dem gleichen Zeiger k 
behaftet sind, abzusondern.

Die Auflösung der Elastizitätsgleichungen gelingt am raschesten, 
wenn nur eine einzige Reihe von Feldern vorhanden ist. Es müssen

M a r c u s, Platten. U
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dann, wie die Abb. 68 zeigt, da die äußeren Ränder frei von Biegungs
spannungen sein sollen, die Randmomente Ck, Dk, Fk und Gk ver
schwinden.

Abb. 68.

2

----
1

1 t

Die Stetigkeitsbedingung lautet dementsprechend:

— — cOjj) — sin (k~ <2 Akuk + (Bk + Ek) rj • (123)
\ 2 b /

Hierbei ist 1 b— — k ^.angkii
a 1 ''
b __ , a^.anak^r ,b )

k v _---------------
^xnk^-, b

Wird nunmehr die linke Seite
Reihe

(124)

dieser Gleichung in die Fouriersche

1 b 1
7t & . tt

2
entwickelt, so erhält man für die Kante aa die Gleichungsgruppe: 

2b2 A1 (Bj + E^ = — >7t

2 A,M2 + v2(B2 4- EJ = — y2,

~ . 2b2 Aa/i2 -f- ys (Bs + Es) = ,

In jeder Gleichung kommen also, wie bei der Dreimomentengleichung 
des durchlaufenden Stabes, nur drei Randmomente mit demselben 
Zeiger k vor. Schreibt man in ähnlicher Weise die Elastizitätsbedin
gungen für die nächsten Kanten auf, so lassen sich alle zum selben 
Zeiger k gehörigen Gleichungen in einer von allen übrigen Unbekannten 
mit verschiedenem Zeiger unabhängigen Gruppe zusammenfassen. 
Hiermit wird die Berechnung der durchlaufenden Platte auf die gleiche 
Grundlage wie die Untersuchung des durchgehenden Balkens zurück
geführt.
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2. Die durchlaufende Platte mit mehreren 
Felderreihen.

Ein ähnliches Verfahren gestattet auch bei mehrreihigen Platten, 
die Elastizitätsgleichungen in übersichtlicher Form zu entwickeln.

Um die Erläuterungen zu kürzen, will ich mich auf die Behandlung 
von Platten mit quadratischer Felderteilung beschränken. Der Weg, 
welcher in den nachstehenden Untersuchungen eingeschlagen wird, führt 
aber auch bei rechteckigen Feldern zum Ziele.

b
Beachtet man, daß für = 1a

, a 1xanakn-------------------
0 , aSftng k n -

sich kaum von Null unterscheidet, so kann man der Stetigkeitsbedingung 
den einfacheren Ausdruck

+ (Ft — Ck cos kn)

+ {Gk — Dtcos k n) (

kn
'gini

kn (Soi kn (126)

geben. 
Da y^a-y. 2/2 = a + V

ßofi?!

ist, so erhält man auch, wenn
7t V

2 a 
gesetzt und die Umwandlung 

Sitti»?!

1
2®ofi?r

,_ ,, n i^o\kr]
(gitl k n ; 
2»; gini»;

’2i
n Soffen 
'A-(Sopi~ t 2

gini»;2
2 /
52 Sof k
71 &o\kn

gtni
®of k r] 

®0|i^

1
26ofi7r

2»; @ini»; ^inky

gttti "

(Sofi»; 
Sofi^

” gmk

+ ^k^ V

sin kr^ — sin k ~ cos k y — cos k sin k t]

14*
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vorgenommen wird, die weitere Beziehung:

, a . r i . 2 — (a/j -

sink-- coski] — cosk s

F -COSÄ.-7 (C.+DM

1 'T
— coskn^^—DM

1
SofWI 

j^Xi\ki] 2 t] <ginA i]
\6o)A-2 " Qmkn

/ 2/; ßöf k i] ’

■(127)

Ich schreibe zur Abkürzung

71 1 O A 1— cosAh 2Ak -2 L len

1
k n 6of k 371,

gin2^
2(£o]A3r [ — c os A rr (67+ Dk) ]

®of ki] 2i]^m.ki]
37 = <W>

sm k@in kn kn&tfkn/ J (128)

-C0SÄ:ir
/SirtA»; 2?;If ,n 
\äuiA9 (SofA-J

= #«(>?)>

1 1

~(^ — M^) = 0,/y) + 0„(1?) .
Es ist leicht zu erkennen, daß die Reihe ig (//) nur die geraden und die 
Reihe (;/) nur die ungeraden Funktionen von i; umfaßt.

Multipliziert man der Reihe nach die beiden Seiten der Haupt- 
gleichung (127) zunächst mit einer geraden Funktion <pg (//) und sodann 
mit einer ungeraden Funktion <pa (?;), integriert man ferner von 

37 37
]) = —bis »? = + — und beachtet man, daß

f 'M di] = / 0u(i/) <pg(i]) di] = 0 
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sein muß, so zerfällt die Stetigkeitsgleichung in die beiden Bedingungen

a t i~2 - / ("z - ®zz) Tu G?) dq = 2 $g (q) {q) dq ,
Ö

(129)

2 — — (ü1^ tpl( (q) dq = 2 / (q) <pu(q) dq .

0

Ich wähle jetzt

<PSW) = cos??;, 

und nehme hierbei der Reihe nach

TuW = «nr?;

Da

q = 1, 3, 
r = 2, 4,

5, 7 . .
6, 8 . .

J cos (q q) cos (kq) dq =0
0 

wird, wenn k verschieden von q ist und da ebenso

i sin (r q) sin (kq) dq

für alle geraden Zahlen k, die von r verschieden sind, verschwindet, 
so liefern die Gleichungen

/ ^(q) cos(qq)dq 
0

s-i 
(-1)^

1 1 1
qn ' VSin?^ qn^ß\qn

cos3 (7 q) d q

-cosM^-+A)]ÜÜO] /c vr
/©0] k q 21/ (Bin k q'' cos (qq)dq,

(Sinr-
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0

i 1
(Sin r it

1
(-1)2 ——) (H, + #,)| /sin2(r;;)c(;; 

r.TlS.£>]r;rr/ /

^kl
[(Ft—G^-eosknißt—D^}2 Go) k n

2»; &y\k)]'
• 7 A" C* 7

sin (r^dy.

Es ist nun

^cos3^/;) dq =

0

4 ’

0

f (Jof kt] 2 >]

' &nkr]

SinZ:^
2/;

gin&j?
&nk~

^o\kq

7
cos (qy) d)] = (— 1)

sin^ri^dt] = (— 1)

Hiermit ergibt sich: ±

/ cos(q>]) d >]
o

«z2 rr r i "(-1) » q-^^A,-^ + i i
iSing1^ qn SofgTr.

2kq
(k2-\-q2)2 :r n

-^&mk-

2 kr ginZ: —

zf' f» 7

-0^^^anQk:rrUFk+G^ - coskjr^Ct+D^,
■ (130)

= (-m
1

sin(rv)d/;

1 1
Xlr -f- I , --- 7=-- p----- I (Z>r -j- J^ r)4 L rn VStnrrr r7T®ofrjT/ J

^»2

— coskn(Ck- A-)] ■
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Wird jetzt wieder die Größe in die Fouriersche Reihe

®z — °4z = ^(~1)^ Wteoskq + ^( —l)i+1 q>ksiak>] (131) 
fc = 1, 3,5, 7... k=2, 4,6.8.. •

entwickelt, so erhalt man auf Grund ähnlicher Betrachtungen wie 
vorhin:

/ ("z - «zz) cos(qq) dq = (-1/ 2 Vq,

” mn) sin = (-1) 2+1 4 .
4

Führt man die Werte der Gleichungen (130) und (132) in die Glei
chungsgruppe (129) ein und setzt man Sangen- = 1, so gewinnt man 
schließlich als zusammenfassenden Ausdruck der Stetigkeitsbedingungen 
das Gleichungssystem:

112 A 1

k"
7i \Siltgn q 7i^,o\ q7i/ q

w, [(Gz- + Fk) - cosi.-r (Dk + Ct)],

11 1
(133)

r 2 ■^r ~ ”> I ?—■ • rc * )rn \1ginr7r
k2
X 2\ä “ COS^ (Dk — G*)l ■

Die Reihen konvergieren in den meisten Fällen so rasch, daß die 
vier Glieder mit q = 1, r = 2, g = 3, r — 4= für die Erfüllung der Rand
bedingungen völlig ausreichen. Es brauchen daher für jede Kante nur 
die vier Gleichungen:

l2+ (i4iy[(ö1 + yi) + + C1)]

i 1 r

+ «Hm + ^3) + (A + Gs)] 
(o ~r i j

(4- -j- 1“)-
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y »T - (?)‘ [ä * Ä + (eih - wJ+
12+ 7r4^2^-J1) + (P1'Cj)] 

(1- I )

+ öK^«ö4-^^

(4 -j- - J

T“? = (2) + (®6üä ~ ä^öfss) + Ä’\

12+ „A^gi + fJ + W^U“ -f- ö-J-

U + 3“J

+ /mV+ F^ + + ^3
(3“ + öa)

+ /DXW «ö4 + - (A + CJ],
(* -f- 0“)

71 Wa tn^ L . 1 , / 1 1 \ /r* . n x¥a 4 = (2) I2Ai+ (@¥i¥ “ 4¥®öf4^/{Bl + ^4).
12

+ (P+^[(öi-^) + (^-c^

+ ^+48)8^“^+ (2>3“ ^3

42
+ ~ “ (D' ~ C^ ’

(4 +

(134)

auf gestellt zu werden.
Infolge der raschen Konvergenz können die mit dem Zeiger k> q 

oder k> r behafteten Glieder neben den Gliedern mit dem Zeiger 

k^q oder kr vernachlässigt werden, weil die Koeffizienten---- - -----
*2 8 (k^+q^

oder ,7,-3—, mit denen sie multipliziert werden sollen, mit wachsendem (K -f-T f
q oder r merklich abnehmen und der Beitrag dieser Glieder zur rechten 
Seite der Elastizitätsgleichungen meistens völlig belanglos ist. Der Auf
bau der Stetigkeitsbedingungen zeigt dann die folgende Abstufung:
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.7 v’i / * V L 4 i , / i i \ ' ।2 ® 1 = U [2^ n (-Bx + *ü)]
l2+ (p p^2Köi + -Bi) + (A + ^i)l >

7 /.7\2L .1/1 1 \ 12 2 \2/ 24*2ä + (®E^
l3

+ (p + .y^i “ -Bi) + ~ <\)J

+ (22 + 22)2^2 - A) - (A - Q] ,

.7 W, / 7r\2 [ 1 / 1 1 \¥ a t ~ W M3 3 7 ” 3^®^)(Ss+
12

+ + F^ +U t o ;

+ tött^g - F^ ~ + c2)]p -f- 3-)^
32

+ ^+^2)2 [<Ö3 + -B3) + + C3)] ,

y a T = Gr) I2 4~ + (gHiy ~ +

l2+ (pqrpjä £^1 - FJ + ~

+ »ä-Lv - ^2) - (A - c-ä)] 
(- + 4)

02
+ mT~pp[<ö3- F^) + (-»3- ^3)] 

(ö- -f- 4 ;
42

+ (F+l^ - F^ ~ ■

Die Auflösung der Gleichungen wird wesentlich erleichtert, wenn 
die Belastung entsprechend der in Abschnitt III, S. 49, entwickelten 
vierfachen Synnnetriebedingungen in vier Gruppen verteilt wird. Es 
bleiben dann für jede Gruppe meistens nur so viel einzelne Elastizitäts
gleichungen übrig, als Träger vorhanden sind.

Die nachstehenden Beispiele werden zeigen, daß trotz der Mannig
faltigkeit der Randbedingungen die Ermittlung der Stützenmomente 
als eine verhältnismäßig einfache Aufgabe betrachtet werden kann.
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§ 29. Die Berechnung einer Platte mit drei quadratischen 
Feldern.

Die in Abb. 69 dargestellte Platte besteht aus drei in einer Reihe 
liegenden quadratischen Feldern. Der Spannungszustand soll zunächst

unter der Voraussetzung, daß alle Felder belastet sind, und dann unter 
der Annahme, daß nur einzelne Felder eine Belastung erhalten, unter
sucht werden.

1. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder.

Die in § 28 entwickelte Grundgleichung (123) nimmt, da die Felder 
quadratisch sind, wenn

~ , 1 — -s;----- -— = o 
%aw£kn

gesetzt wird, die einfache Form

2 — (mj — (olu)

li/i i \ i ‘
= I SmA------7 ftW J f ^k — ~l kn \&mkn k7t\&o\kn! ') 2 a
an.

Infolge der Symmetrie in bezug auf die x-Achse fallen zunächst die 
Glieder mit den geraden Zeigern k = 2, 4, 6, 8 . . . fort. Die Symmetrie 
in bezug auf die y-Achse des Mittelfeldes fordert andererseits, daß die 
Stützenmomente A und B der Kanten aa und ee untereinander 
gleich sind, während die Momente B und H für die biegungsfreien 
Außenränder bb und hh verschwinden müssen.

Die Grundgleichung lautet daher
2a _ . 2a L'1 ( n u\— a>n) = — y (— 1) a ^cos [k — ~) 

V 2 a>

= ykAl.[^+ ,l_________\(~\} ->'^kn y
l\kn^ kn^knP L) '2 a
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Sie zerfällt in die Gleichungen:

4, 1 +
1 7t 1 = a wt,ZI 3 2 \ Sin -t SofiT /

4.r 1 1 )
=^3 2 \ein3rr Ciof 3.t/

4 1 +
1 ' 5-t: 1 \

] = «Vb.?15 2 \@in 5 n 6of 5 7t)

Um hieraus die Größen A errechnen' zu können, müssen zuvor die 
Werte y ermittelt werden. Die Berechnung der ringsum frei aufliegen
den, gleichmäßig belasteten quadratischen Platte liefert hierzu, wenn 
die Belastung der Flächeneinheit mit g bezeichnet wird, die folgenden 
Beziehungen:

= + 0,108114für .r = 4 « , y = 0 ,

= +0,100755^—- für x = 4® , y = ~r> — 4
qa3 . 2a= 4 0,079 014 4— für x = 4 a , y = — , XV

_  qa3 3«= 4 0,044259 für x = ±a, y = —,

= 40,0 für x = + a, y=a.

Mit Hilfe des in § 24, S. 193 entwickelten Interpolationsverfahrens 
erhält man für die Neigung der Co-Fläche längs der Ränder x = +« 
die Gleichung:

0,109976 cos - 0,002075 cos (3

4-0,000259cos (5 4 —) 4 0,000045 cos (7 ) .

Man kann sich leicht überzeugen, daß die diesem Ansatz entsprechenden 
Werte für die Stellen

a 2a 3a
y = 0, y = —, y = , y = ±, y — «

mit den vorstehend angegebenen Werten übereinstimmen.
Da

= [ox
= -mu
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ist, so erhält man auch

COy tOyy
ga3 
N

0,219952 cos
/ n y— 0,00415 cos 3 — — 1 'f

+ 0,000 518 cos

Es ist also:
w. = - 0,219952^,

ga3W, = -0,00415 ,/3 ft

w = - 0,000518^ , 
' 0 y

„ ga3w- = 4" 0.00009 '----- .r7 N
Aus den Gleichungen (137) folgt ferner:

A, = — 0,2012886 ,1 N

A3 = -0,0041472 ,

As = -0,000518^ .
5 N

Da die Reihe, wie man sieht, sehr rasch konvergiert, so kann man sich 
bei der weiteren Berechnung auf das erste Glied At beschränken.

Die Gleichung der £ '-Fläche lautet nunmehr

n y A /Sin^ gofM , „ /Sinf2 HM
2 a[ 71 gof;*/ + w gof«/

Für das Außenfeld I ist Bx = 0, daher:

N 2 a \ (Sin 7i Tr gof
Für das Mittelfeld mit = Bt ist hingegen:

0,2012886^ cos
N 2 a L Qm 7t Trßofjr

Fügt man diesen Werten C' die in § 7 errechneten Größen Co hinzu, 
so erhält man beispielsweise für die endgültigen Verschiebungen C der 
Mittellinie {y = 0) die folgenden Werte:
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Außenfeld I.

Punkt y = 0, x = — 4 a : Qz = 0,021331 — , 
4 y
2 (7 (T^

x =---- -a: Q! = 0,037 607 -— ,
4 A

x = - a : Cz = 0,046 282 9~,

x = 0 :& = 0,046551?—,
N

x = 4—— a : Qi = 0,038 886 ? ,
4 AT

x = + ~a : Cz = 0,025196?^, 
4 A

x = + ^-a : Qt = 0,009607~ , 
4 A

. Q al
x = a : Qi = + 0,0 .

Mittelfeld II. 
Q 1

Punkt y = 0, x = + — a : Qu = 4-0,004910?^- ,

x = + 4a:Qu= 0,015806?^, 
— 4 “ at

x = 4- -^-a : Qu = 0,024840 ?^ -,

x^= 0:Qu= 0,028226?^.

Um die Hauptspannungsmomente längs der Mittellinie (y = 0) zu 
bestimmen, müssen jetzt die Zusatzmomente 

S'v^-N^ cy-

auf Grund der Gleichungen (117) ermittelt werden. Die zugehörigen 
Werte für die wichtigsten Punkte im Mittelfeld und in den Außenfeldern 
sind in nachstehender Tafel 16, welche auch die Größe der endgültigen 
Momente -q

ö2C
sy = —N = S„y 4- Sy

angibt, zusammengestellt.
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Abb. 70. Spannungsmomentc der Mittellinie einer durchlaufenden, gleichmäßig 
belasteten Platte mit drei quadratischen Foldern.
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Tafel 16.
Die Hauptspannungsmomente längs der Mittellinie einer gleichmäßig 

belasteten, durchlaufenden Platte rnit drei quadratischen Feldern.
—----------------------------.----------------------------———

Äo X X Sx ** Faktor
-

_  3 . 0,08098 + 0,00058 +0,08156 0,05709 -0,01159 +0,04550 ga-
— 0,12219 -0,00052 + 0,12167 0,10435 -0,02317 + 0,08118 ga-

4 0,14053 — 0,00544 +0,13509 0,13501 -0,03466 + 0,10035 ga-
4- <) 0,14557 -0,01756 + 0,12801 0,14557 -0,04521 +0,10036 ga-

22 + 4 0,14053 -0,04234 + 0,09819 0,13501 -0,05291 +0,08210 ga-
<4 + 5 0,12219 -0,08881 +0,03338' 0,10435 -0,05379 +0,05056 ga-

0,08098 -0,17171 -0,09073 0,05709 -0,04052 +0,01657 ga-
+ 1 — -0,31500 -0,31500 ’ — — — b ga-------—--- ------------- --------------—
±4 0,08098 -0,17064 -0,08966 ; 0,05709 -0,05211 +0,00498 ga?£
± j 1 0,12219 -0,08933 +0,03286! 0,10435 -0,07696 +0,02739

+0,04745 ?
ga-

±1 0,14053 -0,04778 +0,09275 0,13501 -0,08756 ga2
±o : 0.14557 -0,03511 +0,11046 0.14557 -0,09043 + 0,05514 ga-

Der Spannungsverlauf selbst ist in Abb. 70 dargestellt. Er zeigt 
eine ähnliche Verteilung der positiven und negativen Biegungsmomente 
wie beim durchgehenden Balken mit drei gleichen Feldern.

Vergleicht man die entsprechenden Größen sox und sx, sOy und sy 
miteinander, so erkennt man, daß durch die Kontinuität die Biegungs
beanspruchungen in der y- Richtung in erheblich stärkerem Maße als 
in der a;-Richtung herabgemindert werden. Durch die Stützenmomente 
wird die Steifigkeit der Decke in der x-Richtung wesentlich erhöht: 
die Platte übernimmt daher in dieser Richtung einen weit größeren 
Anteil als in der anderen. Da die Wirkung der Kontinuität in den Mittel
feldern, die an zw'ei Seiten durch Stützenmomente in Anspruch ge
nommen werden, größer ist als in den Außenfeldern, deren Stützen
momente nur an einem einzigen Rande auftreten, so ist auch der Span
nungsunterschied Sj. — sv in den Außenfeldern geringer als im Mittelfeld.

Es ist besonders beachtenswert, daß die für die Anstrengung der 
Platte maßgebenden Grenzwerte

(szJrwx = 0,135 ga? im Außenfeld,
= 0,1105 ga? im Mittelfeld,

(sz)min = —0,315 ga1 über dem Träger
sich zueinander wie 1 : 0,82 : 3 verhalten, während beim dreifeldrigen, 
gleichmäßig belasteten, durchgehenden Balken die Grenzwerte der 
Biegungsmomente = 008 gp

Milan — 0,025 g ,
=—0,10 gl- 

dem Verhältnis 1 : 0,3125 : 1,25 entsprechen.
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Die Abweichung ist bei den Stützenmonienten am größten, weil die 
Platte in unmittelbarer Nähe des Randes in dei Randrichtung keine 
Krümmung erfährt: die Biegung senkrecht zum Rande ist hingegen sehr 
beträchtlich und kommt in dem hohen Wert von zum Ausdruck.

c’2 f
Die Tatsache, daß in der Trägerrichtung = 0 ist> bedeutet jedoch 

nicht, daß an dieser Stelle die wirklichen Spannungsmomente

Sy — — l d------ /" \oy2 m w!

verschwinden. Nimmt man beispielsweise m = an, so wird für y — 0:

sy = —0,0945 ga?.

Die Biegungsbeanspruchungen sind also auch in der Randlichtung nicht 
unerheblich und dürfen daher bei der Querschnittsbemessung von 
Eisenbetonplatten nicht außer acht gelassen werden.

2. Der Einfluß einer wechselweisen Belastung 

einzelner Felder.

Um den Einfluß einer ein
seitigen Belastung der Platte 
festzustellen, mögen jetzt zwei 
Laststellungen untersucht 
werden.

Fall A: Die Außenfelder sind 
gleichmäßig belastet, 
das Mittelfeld unbe
lastet ;

Fall B: Die Außenfelder sind 
unbelastet, das Mittel
feld gleichmäßig be
lastet.

Man kann im Sinne der 
schematischen Darstellung in 
Abb. 71 die gleiche Lastver
teilung erzielen, wenn man 
zunächst
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(Belastungsstufe /) alle Felder gleichmäßig mit ~ und sodann 
entweder

(Belastungsstufe II) die Außenfelder mit + das Mittelfeld mit 

— ~, oder

(Belastungsstufe III) die Außenfelder mit — das Mittelfeld mit 
p

+ — belastet.

Die Formänderungen und Spannungen für die Stufe I sind, sobald 
p

g mit vertauscht wird, durch die Ergebnisse der vorhin durchgeführten 

Berechnungen bereits bestimmt. Bei den Stufen II und III gelten für 
jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen wie für eine 

p
ringsum aufliegende, mit + — gleichmäßig belastete quadratische Platte:

man braucht also nur auf die in § 7 ermittelten Werte der Verschie- 
Pbungen und Spannungen zurückzugreifen und p durch + — zu ersetzen,

um die entsprechenden Werte für- die Stufe II oder III zu erhalten.
Hierdurch ergibt sich beispielsweise für den Mittelpunkt des Außen

feldes I
bei der Stufe I:

f = 0,046551^"-, äz =+0,128012 ^a2, s„ =+0,100 353^ a2, 
2 jV 2 2

bei der Stufe II:

■-=+0,064876 = +0,145568 ~a2, sy = +0,145568^a2,

bei der Stufe III:
V a* _; =-0,064876 A
2 A'

-0,145568 |a2, s„ - -0,1455681a1,

bei der Laststellung A:

£ = +0,055713 P^, = +0,13679 pa*, äv =+0,12296 pa2,

bei der Laststellung B:

C = —0,009162 P-, s, = —0,008778 pa*, sv = —0,022608 pa2,
N '

Marcus, Platten. 15
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für den Mittelpunkt des Innenfeldes II:
bei der Stufe I:

„ n a4 f = +0,028226^
na2= +0,110457 ,

bei der Stufe II:
£=-0,064876^^, ^ = -0,145568^,

bei der Stufe III: 
'n al 

+0,064 8761 — , sx = +0,145 568“-,

bei der Laststellung A :

f = —0,018 325^-, sx = —0,017 555 p a2, 

bei der Laststellung B:

C=+0,046551^-, ^ = +0,128012pa2.

sy = +0,055138^, 

no a2= -0,145568^—,
J 2

sy = +0,145568^,
J 2

sy = -0,045 215 pa2,

sy = + 0,100 353 pa2.

In ähnlicher Weise sind für die übrigen Punkte der Mittellinie die 
Werte lx, Sy errechnet und in Abb. 70a und 70b eingetragen worden.

Da bei einseitiger Laststellung die Stützenmomente nur halb so 
groß sind als bei gleichzeitiger Belastung aller Beider, so ist der Steifig
keitsunterschied zwischen Längs- und Querrichtung und dementspre
chend auch der Spannungsunterschied sx — sv geringer.

Die Grenzwerte der Biegungsmomente sind bei der ungünstigsten 
Laststellung überhaupt nicht wesentlich geringer als bei der ringsum 
frei aufliegenden Platte: die Kontinuität hat also für die Spannungs 
Verminderung bei einreihigen Platten durchaus nicht die gleiche Be
deutung wie beim durchlaufenden Balken.

Diese Feststellung ist für die Beurteilung der Näherungsverfahren 
für- die Berechnung durchgehender Platten von erheblicher Bedeutung. 
Folgt man den deutschen Vorschriften, so müßte man bei quadratischen 

p 
Feldern den beiden Spannrichtungen die gleiche Belastung pa = p,, = 
zu weisen.

Die Querstreifen würden dann, unabhängig von der Art der Last
verteilung in den einzelnen Feldern, als frei aufliegende Balken das 

Z2 pa2
Moment /.ty — -7- = 0,25pa2 aufzunehmen haben. Die Längs-

O 4:
streifen hingegen müßten als durchgehende Balken berechnet werden. 
Sie würden, je nachdem die Laststellung A oder B in Betracht gezogen 
wird, im Außenfelde durch die Momente
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= 0,1 ^~ = 0,2 pa2,

(/'Jmln = —0,02^- = —0,04 ptl2,

im Innenfeld durch, die Momente
79 Z^

(^miu = —0,05 — = —0,10_pa2,

W»» = +0,075 = +0,15pa2

beansprucht werden.
Um die Abweichungen von der genauen Berechnung zu beleuchten, 

sind in den Abb. 70a und 70b die Näherungswerte ,ux, neben den 
richtigen Werten sx, sv auf getragen.

Man sieht zunächst, daß ein wesentlicher Fehler der Näherungs
berechnung darin liegt, daß sie im Gegensatz zur genauen Untersuchung 
für die in der Wirklichkeit geringer beanspruchten Querstreifen größere 
Spannungswerte als für die Längsstreifen liefert.

Die genauen Werte sind ferner, soweit die positiven und vor allem 
die negativen Feldmomente in Betracht kommen, durchweg und nicht 
unerheblich kleiner als die angenäherten. Im Falle einer gleichzeitigen 
Belastung aller Felder bleiben hingegen die näherungsweise ermittelten 
Stützenmomente hinter den richtigen Werten sx = —0,315 ga- merk
lich zurück.

Der Vergleich bestätigt wieder, daß das Näherungsverfahren 
nur in sehr beschränktem Maße als zuverlässig angesehen werden 
kann und daß seine Ergebnisse einer wesentlichen Berichtigung 
durch die genaue Untersuchung bedürfen, wenn die Querschnitts
berechnung eine sichere und wirtschaftliche Ausnützung der Festig
keit des Baustoffes ermöglichen soll.

§ 30. Die Berechnung einer Platte mit neun quadratischen 
Feldern.

Die in Abb. 72 dargestellte Platte besteht aus vier Eckfeldern I, 
vier Randfeldern II und einem Mittelfeld III. Ist die Belastung 
symmetrisch sowohl in bezug auf die Hauptmittellinie wie auch in bezug 
auf die Hauptdiagonalen verteilt, so lassen sich hinsichtlich der Art der 
Formänderungen und Spannungen die zwölf Kanten in zwei Gruppen, 
die mit (r) und (s) bezeichnet werden mögen, ordnen. In die Gleichungen 
der zugehörigen C'-Flächen sind an Stelle von An, Bk, Ck . . . die Bei
zahlen Rk, sinngemäß zu setzen.

15*
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In den Stetigkeitsbedingungen des gemeinsamen lotrechten Randes 
der Felder Ia und IIa treten die Größen
Ak — Rk, Bk = 0, Ck = Rk, Dt = 0s Ek = Rk, Fk = Sk, Gk = 0 
auf. Für die Elastizitätsgleichungen des gemeinsamen lotrechten Randes 
der Felder IB und IIP kommen hingegen die Glieder

Führt man die Abkürzungen
&

(F + ’ (F + .
I__________ 1_

Sinkn kn ©ofkn ?k
ein, so erhält man auf Grund der Formeln (134) die folgenden Glei
chungsgruppen

a) für die Kante I—II:
n /tiA2 1
- a V1 = 2 ^ - + A l'i | + ^, r (B, + RJ + r2, x (6’2 - K2)

n y, /n \s r i
2^2 \2*/ l 2tt ^2Za fi,2 (^i + — ra2 (Si — R.,)

3,2 (^3 + Ä3) - S4,2 (^4 - ,

n w3
2 3 2Ä3 —3 3zr: + B3y3 + r1>3 («j + RJ + ^2) 3 (Ä2 - R2) 

+ e3, 3 (^a + R3) + f4,3 (Bi — Rt),
~a^- 
2 4 2 ^4 + Rt>’4 — 4- Rk) — f2i/1(S2 — R2)

f3,4 (^3 + Ä3) — f4>4 (£, — RA ;
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b) für die Kante I—III:

7t 1WaVi |2Äi- + Ä1vI + 2 £la + 2 «2>1 (Ä2 - Ä2)

+ 2 s3il (S3 + R3)+2 - RJ ,
7t Wo / 7t V2 r _ 1= (w) [2s*+ 8272j ’

7t Wo I 7t \S r____ 1 1¥ “ 3 = W r 5s 3¥ + 83 Z3J + * G,3 ($i + ^) + 2 e2,3 (S3 - RJ

+ -2e3,3(S3 + R3) + 2fi,3{8i-Ri),

1. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder.

Bei gleichmäßiger Belastung aller Felder kommen die gleichen

Werte | wie bei der Untersuchung der dreifeldrigen Platte in \dx)x=±a 0 ö
§ 29, 1 in Betracht. Es ist also:

Vh = -0,219952
^2 = 0 > ,
y3 = -0,00415 C

Vt = 0 ■

Die Glieder y mit geradem Zeiger fallen hierbei fort, weil bei der- 
ringsum frei aufliegenden Platte die C0-Fläche in bezug auf die x-Achse 
symmetrisch ist.

Die vorhin aufgestellten Stetigkeitsbedingungen lauten nunmehr
a) für die Kante Ia —IIa:

- 0,3455 = 1,716702 R, + 0,25 (5, + RJ | + 0,16 (S. - R.) + 0,09 (5, + RJ + 0,055363( S, - R«),

0 = 0,703147 R» - 0,04 (5, + R,) - 0,0625 (5. 772> | ~ 0,053254 (5, + R»> - 0.04 (S«-R,),
- 0,002173 = 0,523955 R, + 0,01 (5, + RJ + 0,023669 (S. - R.) + 0,027778 (S3 + Ra) | + 0.0256 (S, - R.),

0 = 0,392715 R, - 0,00346(5, + Ä,) - 0,01 (S. - R7) -0,0144 (S, + R3) - 0,015625(5, - Rt);

b) für die Kante II» -III«:
- 0,3455 = 1,716702 5, + 0,5 (5, + R,)

0 = 0,793147 S„

+ 0,32 (5, - R») + 0,18 (5» + R») + 0,110726 (5. - R^,

-0,002173^ = 0,5239555» + 0,02(5, +R,) + 0,047338(5» - R,) + 0,055556(5» + R») +0,0512 (5, - R,) 

0 = 0,392715 5«.
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Hieraus erkennt man zunächst, daß die Glieder S2 und ver
schwunden, ein Ergebnis, das leicht zu erklären ist, wenn man bedenkt, 
daß in der ^-Gleichung des Mittelfeldes die Beizahlen S2 un(f 84 nur 
die ungeraden Funktionen von >} umfassen und, da die letzteren infolge 
der Symmetrie der elastischen Fläche in bezug auf die x-Achse im Mittel
felde ausscheiden müssen, so fallen die Beizahlen S2, St wie die Größen 
y2, fort.

Werden in den vorstehenden Gleichungen die Glieder rechts von der 
treppenförmigen Abgrenzungslinie vorerst gestrichen, so erhält man 
nach einer einfachen Umrechnung die folgende Gleichungsgruppe:

1,716702 R, 4- 0,25 (R1 + SJ = - 0,3455 ~ ,

1,716702 + 0,5 (Äj + SJ = -0,3455 ,

0,793147 R2 - 0,0625 (- R2) = + 0,04 (Rt + SJ ,

0,523955 R3 + 0,027778 (Rs + 8^ = -0,002173^ - 0,01 + SJ

— 0,023669 ( — R2),

0,523955 N3 + 0,055556 (Ä3 + S3) = -0,002173 - 0,02 (ÄL + 8t)

- 0,047338 (- R2),

0,392715 Rt - 0,015625 (- RJ = +0,00346(7?! + 8J + 0,01 (- R2) 
+ 0,0144 (7?3 + S3).

Hieraus ergibt sich der Reihe nach:

R = -0,161412
N R3 = +0,00034528

^=-0,119454 83 = +0,004837862
N

R2 = -0,0131299^ , 
N

Rt = -0,001875545^
N

Benutzt man diese ersten Näherungswerte, um die Größe der rechts 
von der Abgrenzungslinie vernachlässigten Glieder der Hauptgleichungen 
(a) und (b) zu bestimmen, so erhält man die Fehlergrößen

G
+ 0,002671 -- für die 1. Gleichung der Gruppe a,

— 0,000351024-—- für die 2. Gleichung der Gruppe a,
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+ 0,000048014--— für die 3. Gleichung der Gruppe a,

_  ga^
+ 0,0 für die 4. Gleichung der Gruppe a,

Ci CL^

+ 0,005342 —T für die 1. Gleichung der Gruppe b,

+ 0,000096028+^ für die 3. Gleichung der Gruppe b.

Sie sind im Vergleich zu den Werten der linken Seiten der fraglichen 
Gleichungen äußerst geringfügig, und man kann daher mit Recht an
nehmen, daß die Näherungswerte sich kaum von der genauen Lösung 
der Gleichungen (a) und (b) unterscheiden dürften.

Werden die rechten Seiten dieser Gleichungen um die soeben er
mittelten Fehlergrößen berichtigt, so entsteht die neue Gleichungsgruppe:

1,716702 + 0,25 (Rx + Sx) =

1,716702 S, + 0,50 (Rx + Sx) =

0,793147 R2 - 0,0625 (- Ä2)

0,523955 R3 + 0,027778 (Rs + S3) =

0,523 955 Ä3 + 0,055556 (R3 + S3) =

0,392715 Ä4-0,015625 (-ÄJ =

Die zugehörigen Lösungen sind 

qa*
R, = -0,1615459 +—, 1 N

qalR = +0,000319013+-, 
N

qa4-0,01283726 -V, 
2 N

Ri = -0,001906789 ,

-(0,3455 + 0,002671) ,

-(0,3455 + 0,005342) ,

■ -(0,000351024)-^

+ 0,04 (^ + 5,),
aci^

-(0,002173 + 0,000048014)

- 0,01 (Rx+-0,023 669 (- R.), 
qa^ — (0,002173 + 0,000096028)

- 0,02 (Rx +SX)-0,047 338 (- RJ, 

+0,00346 (Rx + SJ + 0,01 (- R,) 
+ 0,0144 (ä3 + <93).

& = -0,12183371 N

S3 = +0,004785328 ,

s2 = 0,0,

S4 = 0,0.
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Durch diese Werte werden aber auch die ungekürzten Hauptglei
chungen (a) und (b) mit der größten Genauigkeit befriedigt. Da 
die Abweichung gegenüber den ersten Näherungswerten, mit Aus
nahme der an sich sehr kleinen Größe ü3, durchschnittlich nur 
1—2% beträgt, so erkennt man, daß die abgestuften Näherungs
gleichungen völlig ausreichen, um die gesuchten Beizahlen E und S 
zu bestimmen.

Die Reihen konvergieren im übrigen so gut, daß für die Darstellung 
der f'-Fläche nur die drei Größen Rj, und berücksichtigt zu wer
den brauchen.

Die wirkliche Gestalt der elastischen Fläche wird nunmehr durch 
die folgenden Gleichungen dargestellt:

a) beim Eckfeld la:

3t (£of kTt)

4- sin _ ‘h1 öl 11 Az Sl l ~ I

b) beim Randfeld Ila:

LtginÄa 3t ®o[äjz/

< h . 6 /©in >h ©o) z/A
xginÄTt Ji (jofAst/i 1 WginÄ ä

J- (138)

c) beim Mittelfeld Illb :

— ^oin + #! jsin?/! 'Sin 
.ginTt

?! Sof M /gin?., _ ?2 Sof
7t ßo[ n I ' \ gin 7t 7t ®of n I

+ sin^ 'gin >]1 
k gin 7t

'gii«;2 
.gin 7t

% >h
7t (SofTt/7t (Sofjl,

Schreibt man zur Abkürzung

(gin&Tt 7t (SofÄTt “ i(^)5

SinÄTt 7t (Sof^Tt fk^h) >

Sin k ?3  f2 _
Sink7t n ^o\kn ~

gitt^>/3 j/2 <Sojky2 ,
gin^Tt ~

(139)
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so lassen sich die vorstehenden Formeln durch die einfacheren Aus
drücke

Czz — Coli ~t~ sin i ^iIFtdsi) + sin sj ^(t/j),
4-1,2

(140)

^in — Qoiu + <S1{sin»;1[J'j + F^J] + sinf1[F1(>j1) -r F1(rl2)']} ■ 

ersetzen.
Setzt man weiterhin

gofi-t kn £o\kn)

F'l^ Fki'l) — k

©in k $ I 
(Sof kn .1

'&.nk>] 
©in k n

>] (Sof k;/ 2 ©in k >/
n Sof k n k n Sof k n '

kn
©in k )A 
Sofi n)

so lauten die Gleichungen der Grenzwerte der Biegungsmomente für 
das Eckfeld la:

sx = -N- ~ = So, + RtUc9 sini F^)ox“ \^a/
— sink>]1F'k^1)'],

% -= s«y + N2 sin*>h F
— sin 4 Fi'Uh)],

für das Randfeld Ila:

'~Sx =-N^ = srnk.^F'^ + F'^)]

— Sx sin(^) F^^},

5, = -= -Sov + A {^R^Smkth[FdSi) +Fk^ J cyz \ZaJ
— sin(^) F'^i]^} ,

(141)



234: Die Berechnung durchlaufender Platten.

für das Mittelfeld. 111b:

[ 5, — r = {Sin ,h [F? (^) + K (?4)]
* c z2 \ 2a /

— sin^ (’/g)]} ’

= _ N In V Äi{sinfi[Fr(,h) + F'^^ 
g gl j

— sin [Ft (^) + Ft (£2)]}.

Abb. 73. Spannungsbild einer gleichmäßig belasteten durchlaufenden Platte 
mit neun quadratischen Feldern.

Mit Hilfe dieser Formeln sind für die wichtigsten Schnittebenen 
sowohl die Ordinaten C der elastischen Linien wie auch die zugehörigen 

72 72^ 4 G l, Krümmungen ermittelt worden. Die Rechnungsergebnisse

sind in den Tafeln 17 und 18, welche außerdem die häufig zu gebrauchen
den Größen , F'^^) enthalten, zusammengestellt und durch die 
Abb. 73 veranschaulicht.
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Tafel 17.
Zahlenwerte für die Untersuchung durchlaufender Platten.

<Stng _ g gofg 
Sinir .t ©op-r *
Sin 2 g _ _g goj2 g
Sin2.t So[2.-r

IQ ^irr 1 
’

f 2 @in 2 s 1F"(t) = 2B K(g)-----— *

-T ©in £ Sofi’ F, (4) ri' (4)

0 0,0 1,0 0,0 0,0
.1. 0,4038467 1,0784673 0,023339 +0,001160

0,8686717 1,3246087 0,046651 —0,001055
a. 8 1,4701621 1,7780260 0,069782 -0,010958
4s 2,3012997 2,5091792 0,091038 -0,035348
X 3,491910 3,6322769 0,106523 -0,085250
♦; 5,2279727 5,3227547 0,108306 -0,178810
.7. 7,7806645 7,8446631 0,081583 -0,345724
V 11,548744 11,591957 0,0 — 0,634247

JA Sin 2 J Sof 24 Fs(4) F? (4)

0 0,0 1,0 0,0 0,0
t 1 0,8686717 1,3246087 0,002626 0,006372
J 2,3012997 2,5091792 0,006251 0,014060

5,2279727 5,3227547 0,012071 0,023424
4 11,548744 11,591957 0,021486 0,031024

25,367155 25,386903 0,035483 0,021300
4. 55,654431 55,663425 0,051941 -0,056896

122,0734 122,0775 0,056978 -0,352600
1 267,7442 267,7461 0,0 -1,273324

Die Formänderung und ebenso die Spannungsverteilung zeigen 
einen ähnlichen Verlauf wie bei der Platte mit drei quadratischen 
Feldern. Besonders beachtenswert ist hierbei, daß die Eckfelder 
stärker als die Randfelder und die letzteren stärker als das Mittel
feld beansprucht werden. Diese Abstufung der Spannungen ist leicht 
zu erklären, wenn man bedenkt, daß die Eckfelder nur an zwei, die 
Randfelder an drei und das Mittelfeld an vier Seiten teilweise ein
gespannt sind.

Werden die Spannungsmomente sx der ein- und der dreireihigen 
Platte miteinander verglichen, so erhält man für die äußeren Reihen 
das Verhältnis

0,1007 : 0,135 = 1 : 1,33 bei den Endfeldern, 
0.09 : 0,1105 = 1 : 1,23 beim Mittelfeld,



Tafel 18.
Dio Durchbiegungen und Spannungsmomonte einer durchlaufenden Platte mit neun quadratischen Feldern (Abb. 73—74).

Schnitt Feld X 
a

Gleichmäßige Belastung
Fai

Sx

Wechselweise Belastung
Faktor

Sx
A

s»
Fall B

Sx Sy

:i 0,016433) 0,065 60 
0,093 39

0,04257 0,073 29 0,04893 -0,007 69 - 0,007 26
0,028786 0,07604 0,10779 0,00019 -0,014 40 -0,01416
0,035 269 0,100 71 0,094 35 0,12062 0,114 68 ■0,01091 0.02033

Ta. TO 0,035 462 0,09519 0,09519 0,12038 0,120 38 - 0,02519 -0,02519
+1 0,029 729 0,074 05 0,079 36 0,107 74 0,10719 0,03270 (>,02783

J -7 +j 0,193 77 gal 0,027 98 s n n 2 0,050 97 ■ 2 0,075 08 0,077 66 - 0,04711 -0,02669 n//2
0,007 419 N - 0,068 79 ’ 0 a 0,01902 0 a 0,006 09 0,03806 -0,07988 0,01904

±1 0,0 -0,252 81 — - 0,126 40 — -0,126 40 —
— 3 0,004 835 -0,06684 0,01120 0,07391 -0,02204 + 0,007 07 + 0,03415

TT a — 2I 0,014122 0,03114 0,035 07 - 0,045 52 -0,03464 + 0,07667 + 0,06971
“T 0,021598 0,076 BO 0,05502 - 0,031 82 0,03999 + 0,10872 + 0,095 02
TO 0,024370 0,09002 0,062 37 - 0,027 77 - 0,04160 + 0,117 79 + 0,103 97

— — -0,10388 — — — __
— -0,18885 — — —.
— — -0,24069 — — —

TO — — -0,252 81 — — —
la _ — -0,226 44 — — — —

K—K +f _ — -0.108 08 — — —— —
— — -0,089 618 da1 — — — — >

±1 _ 3 _ __ -0.07296 — _ _  i
Ila ■ — — -0.13482 — — —

— — -0,17615 — —— —
TO — — -0,19006 — — — —

“ T 0,0125391 0,04970 0,04008 -0,01564 -0,008206 0,065 34 0,04889
0,019 963 0,06511 0,072 36 -0,02854 -0,015 992 0,093 65 0,08836

“ T 0,024 260 0,066 33 0,08939 -0,03710 -0.022811 0,103 43 0,112 20
TO 0,024370 0,062 37 0,09002 -0,04160 -0,027 775 0,103 97 0,11779

II b +1 0,020564 0,051 70 0.075 56 -0,044 42 - 0,029 724 0,09612 0,105 28
L—L + r

+r
0,013 555
0,005 223

(ja* 

N
0,02256

-0,04687 gn1 0,05005
0,02039

-0,04982
-0,06392

-0,02715
-0,018349

0,07238
0,01706

0,077 20 
0,03874 pa-

±1 0,0 
0,004757

-0,19066 —- -0,09533 —— -0,09533 —
-0,04355 0,01742 -0,01872 + 0,03720 -0,06220 -0,01984

4 0,012432 0,029 42 0,042 74 + 0,07581 + 0,073 55 -0,04639 -0,03080
T 0,018353 0,06104 0,062 38 1 + 0,10078 + 0,098 69 - 0,039 75 -0,036 32
TO 0,020510 0,069 581 0,06958/ 1 + 0,10757 4 0,10757 -0,03799 -0,03799

236 
D

ie Berechnung durchlaufender Platten.
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für die mittlere Reihe hingegen

0,07 : 0,135 = 1 : 1,93 bei den Endfeldern,
0,0696 : 0,1105 = 1 : 1,6 beim Mittelfeld.

Durch den Zusammenhang mehrerer Feldergruppen werden 
also die Beanspruchungen der äußeren Reihen um etwa 25 und 
diejenigen der mittleren Reihe um durchschnittlich 50% herab
gemindert.

Das gegenseitige Verhältnis der Momente sx und sv hängt in jedem 
Felde einerseits von der Lage dieses Feldes in bezug auf die benach
barten Felder, andererseits von- der jeweiligen Steifigkeit der Platte 
in der x- und in der y-Richtung ab. Betrachtet man beispielsweise das 
Randfeld Ila, so gehört der zur- x- Achse parallel laufende Streifen (y = 0) 
einem Mittelfeld, während der Streifen (x = 0) in Richtung der y-Achse 
als Endfeld zu betrachten ist: infolge der beiderseitigen Einspannung 
besitzt der erste Streifen eine größere Steifigkeit, übernimmt den größeren 
Anteil der Belastung und wird stärker beansprucht. Daher auch sind 
die Momente sx im Mittelpunkt der Platte höher als die Momente 
In dem inneren Feld Illb hingegen sind die Streifen in beiden Richtungen 
als gleich steife Mittelfelder anzusehen, und diese Übereinstimmung wird 
im Plattenmittelpunkt durch die Gleichheit der Momente sx und 
bestätigt.

Diese Feststellungen bilden die Grundlage für die Beurteilung der 
Brauchbarkeit und Zuverlässigkeit der für die Berechnung von durch
laufenden Platten empfohlenen Näherungsverfahren. Die Untersuchung 
der einreihigen, dreifeldrigen Decke in § 29 hat bereits gezeigt, daß ein 
richtiges Bild der Spannungsverteilung nicht gewonnen werden kann, 
wenn die von den Längs- und Querstreifen aufzunehmenden Belastungs
anteile lediglich auf Grund des Verhältnisses von Feldlänge zu Feld
breite, ohne Rücksicht auf den jeweiligen Steifigkeitsunterschied, er
rechnet werden. Die Unzulänglichkeit dieses Näherungsverfahrens tritt 
bei den mehrreihigen Platten infolge der größeren Mannigfaltigkeit der 
Randbedingungen und der Steifigkeitsverhältnisse noch stärker als bei 
den einreihigen Decken in Erscheinung. Um die Fehler dieser Berech
nungsart zu beleuchten, sind die zugehörigen Momentenlinien 
neben den genauen Werten in den Abb. 73 eingetragen. Man 
sieht, daß beispielsweise für den Mittelpunkt des Eckfeldes das 
Näherungsverfahren die Zahlen

= fr = 1'0,075gl2 = 0,0375 gl2

statt der richtigen Größen

sx = 8„ = 0,095191 ga2 = 0,0238 gl2
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liefert, während für den Mittelpunkt des Randfeldes 
der genauen Momente

sx = 0,090022 ga2 = ~0,0225gdä
sy = 0,062366 ga2 = co0,0156?Z2

II a an Stelle

die Näherungswerte

|. 0,025 gl2 = 0,0125 gP 
p.y = I • 0,075 gl2 = 0,0375 gP

in Betracht kommen.
Die Abweichungen sind nicht allein sehr erheblich, sie schwanken 

auch in solchem Maße, daß jede Zuverlässigkeit dem Näherungsver
fahren abgesprochen werden muß. Die Notwendigkeit einer genauen 
Berechnung ist von neuem erwiesen: will man sie entbehren, so wird 
man mit der Streifenzerlegung nur dann eine befriedigende Annäherung 
an die wirkliche Spannungsverteilung erreichen, wenn die Steifigkeits
unterschiede richtig berücksichtigt werden.

2. Der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
einzelner Felder.

Die ungünstigsten Beanspruchungen im Bereiche der jeweiligen 
Feldmitte werden entweder bei ausschließlicher Belastung der Eck
felder und des Mittelfeldes (Fall A) oder bei alleiniger Belastung der 
Randfelder (Fall B) hervorgerufen. Die gleiche Wirkung tritt ein, 

p
wenn zunächst (Stufe 1) alle Felder mit + -^- und sodann (Stufe 2) die 

p _ p
Felder la und Illb mit +w> die Felder Ila mvlllb mit 4--- belastet - 2 9werden (Abb. 74).

Um die elastischen Verschiebungen und Momente der ersten Stufe 
zu ermitteln, braucht man nur in den vorhin für die gleichzeitige Be- 

p
lastung aller Felder errechneten Formeln g mit y zu vertauschen. In 

der zweiten Stufe kommen aus Gründen der Symmetrie und Gegen
symmetrie für jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen 

pwie bei der ringsum frei auf liegenden, mit 4-'? belasteten quadratischen

Platte von der Seitenlange 2 a in Betracht. Die dazugehörigen C- und 
s-Werte können also auf Grund der in § 7 abgeleiteten Formeln, in 

pdenen statt p nunmehr +v einzusetzen ist, errechnet werden.
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Dieses Verfahren liefert beispielsweise für die Mittelpunkte der Felder 
die folgenden Ergebnisse:

Feld Stufe 1 Stufe 2 Fall A Fall B

1 
: j +0,017731 +0,032438 +0,050169 -0,014707

pa4

la ■ i + 0,047595 +0,072785 +0,12038 -0,02519
A 

pa2
Sy I +0,047595 +0,072785 ; +0,12038 -0,02519 pa2

c +0,012185 +0,032438 -0,020253 +0,044623
Ila

& +0,04501 +0,072785 -0,027775 + 0,117795 pa2
+0,031185 +0,072785 : -0,04160 +0,10397 pa-

c +0,012185 +0,032438 -0,020253 +0,044623
pa*

m
~8x +0,031185 +0,072785 -0,04160 +0,10397

■5
pa-

. s« +0,04501 +0,072785 -0,027775 +0,117795 pa?

t +0,010255 +0,032438 +0,042693 -0,022183
pa^

pa-Illi
Sx +0,03479 +0,072785 +0,107575 —0,037995

. Sy +0,03479 +0,072785 +0,107575 -0,037995 pa-

Die für die übrigen Punkte der Feldmittellinien errechneten 
Momentenwerte sind in Abb. 74a und 74b und Tafel 18 ein
getragen.

Ein Vergleich mit den entsprechenden Werten der in § 29, 2 behan
delten einreihigen Platte führt zu ähnlichen Schlußfolgerungen wie im 
Falle der gleichzeitigen Belastung: die mehrreihige Decke zeigt vor 
allem in den Außenfeldern der mittleren Reihe eine merkliche 
Spannungsverminderung, sie ist jedoch bei der schachbrettartigen 
Belastung geringer, als wenn sämtliche Felder zugleich belastet 
werden.

Bemerkenswert ist wiederum, daß sich die Grenzwerte der Biegungs
momente bei den Eckfeldern, welche die größten, und bei den Mittel
feldern, welche die kleinsten Beanspruchungen aufweisen, verhältnis
mäßig wenig voneinander unterscheiden. Da sie ohnehin nur höchstens 
um etwa 35% hinter den größten positiven Spannungsmomenten der 
einzelnen frei auf liegenden Platte Zurückbleiben, so ist es von neuem 
erwiesen, daß die Wirkung der Kontinuität bei durchlaufenden Decken 
geringer ist als bei durchgehenden Balken. Auch aus diesem Grunde 
wird man die Brauchbarkeit der bisher üblichen Näherungsverfahren 
nicht überschätzen dürfen.
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Abb. 74. Spannungsbilder einer durchlaufenden Platte mit neun quadratischen 
Poldern bei wechselnder Belastung.
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XI. Die Berechnung trägerloser Decken.
Unter trägerlosen Decken sind im allgemeinen Platten zu verstehen, 

welche nicht durch Balken unterstützt werden und lediglich auf Pfeilern 
oder Säulen aufruhen.

Das einfachste Gebilde dieser Art ist die rechteckige Platte, welche 
nur in unmittelbarer Nähe der vier Eckpunkte aufgelagert ist: ihre 
Formänderung und ihre Beanspruchung sind in § 22 und § 23 bereits 
untersucht worden.

Für die Überspannung weiter Räume, kommen in erster Linie 
Decken, welche durch mehrere Reihen von Säulen unterstützt sind, in

Abb. 75.

Betracht. Da bei schmalen Auflagerflächen erhebliche Scher- und Bie
gungsbeanspruchungen im Bereiche des Stützpunktes entstehen würden, 
ist es notwendig, die Säulen am Kopfe pilz- oder kelchartig zu er
weitern und biegungsfest an die Platte anzuschließen (Abb. 75); die 
trägerlosen Decken werden daher auch als Pilzdecken bezeichnet.

Diese Decken, in großem Umfange zuerst in Amerika angewandt 
und neuerdings auch in Deutschland ausgeführt, unterscheiden sich 
von den bisher üblichen Eisenbetonbalkendecken im wesentlichen da
durch, daß keine Rippen unter der Platte hervortreten: die glatte 
Untersicht gestattet, eine bessere Licht- und Luftverteilung zu er
zielen, die Ansammlung von Staub zu vermeiden, Leitungen und Trans
missionen in jeder Richtung ohne Störung durchzuführen. Hierzu 
kommt noch, daß die durch keine Unterzüge begrenzte Raumhöhe 
besser ausgenützt, die Stockwerkshöhe daher eingeschränkt und mithin

Marcus, Platten. 1® 
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auch der Umfang der Umfassungswände, besonders bei mehrstöckigen 
Bauten, merklich verkleinert werden kann.

Die Pilzdecken bieten außerdem den Vorteil, daß ihre Einschalung 
infolge der glatten Unterschicht wesentlich einfacher als diejenige der 
Balkendecken ist und daß die Verminderung des Arbeitsaufwandes und 
des Holzverbrauches eine Verringerung der Herstellungskosten gestattet1).

x) Die wichtigsten Einzelheiten über die Berechnung, die bauliche Ausbildung 
und die Herstellung dieser Decken sind vom Verfasser in zwei Vorträgen besprochen 
worden, die im Deutschen Beton-Verein 1919 und 1921 abgehalten worden und 
in den „Mitt. d. Deutsch. Bauztg. (1919, H. 23/24) und in der Zeitschrift „Der Bau
ing.“ (1921 H. 14,) wiedergegeben sind.

2) Die Lösung der Differentialgleichung der trägerlosen Deeken mit Hilfe 
von Reihenentwicklungen ist in neuerer Zeit von Doeinck in seinem „Beitrag zur

Die Berechnung und die bauliche Ausbildung dieser Decken, deren 
technische und wirtschaftliche Vorteile leicht zu erkennen sind, er
fordern aus dem Grunde eine besondere Sorgfalt, weil die äußerste 
Einschränkung der Bauhöhe nur dann mit einer ausreichenden Trag
fähigkeit verträglich ist, wenn sich die Querschnittsbemessung auf eine 
genaue Untersuchung des Spannungsverlaufes stützen kann und eine 
einwandfreie Ausnützung der Festigkeitseigenschaften des Baustoffes 
gewährleistet.

Die Biegungstheorie elastischer Platten ist die wichtigste und zu
verlässigste Grundlage für die Darstellung der Spannungen und Form
änderungen der trägerlosen Decken2). Sie wird in den nachstehenden 
Berechnungen benutzt, um sowohl die Beanspruchung von Platten mit 
wenigen oder zahlreichen Felderreihen als auch den Biegungswiderstand 
der Stützen zu untersuchen und die statische und bauliche Eigenart 
der Pilzdecken in allen Einzelheiten zu beleuchten.

Abb. 76.

§ 31. Die Decke mit neun quadratischen Feldern.
Um den Unterschied zwischen den trägerlosen Decken und den im 

letzten Abschnitt behandelten durchlaufenden Platten festzustellen, 
wähle ich als erstes Beispiel eine quadratische Decke, welche an den 

Rändern ringsum frei aufliegt und von vier in den 
Drittelpunkten angeordneten Stützen getragen wird 
(Abb. 76). Sie besteht aus je drei gleichartigen Längs
und Querreihen, die sich entweder aus 2 Eckfeldern I 
und einem Randfeld II oder aus 2 Randfeldern II 
und einem Mittelfeld III zusammensetzen: insgesamt 
sind neun quadratische Felder mit der gleichen 
Seitenlänge Z vorhanden.

Ich nehme eine stetige Auflagerung der Außenränder aus dem Grunde 
an, weil einerseits die Decken in den meisten Fällen auf den Außen
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wänden aufruhen oder von durchlaufenden Fenster- und Türstürzen 
getragen werden und weil andererseits die Behandlung von Platten, 
deren Ränder ausschließlich und unmittelbar von einzelnen Außen
säulen gestützt werden, auf die einfachere Berechnung der ringsum 
aufliegenden Pilzdecken zurückgeführt werden kann.

1. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder.

Sind alle Felder gleichmäßig mit g belastet, so treten in allen Stutz
punkten die gleichen Auflagerkräfte Z auf.

Denkt man sich diese Widerstände zunächst ausgeschaltet, so wird 
die Platte Verschiebungen erfahren. Läßt man hingegen lediglich 
die Kräfte Z = — 1 angreifen, so werden die Senkungen C' hervor
gerufen.

Die endgültige, wirkliche Gestalt der elastischen Fläche ist durch 
die Verrückungen

: = - zt
bestimmt.

Für die Stützpunkte k gilt insbesondere die Gleichung 
^k — Zok — %Z'k ■

Da diese Punkte unverschieblich sein sollen, so muß Zk = 0 sein.

durchgeführt werden kann,
so erübrigt es sich, den Rechnungsgang zu entwickeln. Ich überlasse 
es dem Leser, die Aufgabe selbständig zu lösen und die in der Tafel 19 
zusammengestellten Ergebnisse nachzuprüfen.

Berechnung der Pilzdecken“ (Bauing. 1920, H. 7/8), von Lewe in seinen Arbeiten 
über „Die Lösung des Pilzdeckenproblems durch Fouriersche Reihen“ (Bauing. 
1920, H. 22; 1922, H. 4, 10, 11), von Nadai in seinem Aufsatz: „Über die.Biegung 
durchlaufender Platten und der rechteckigen Platte mit freien Rändern“ (Z. f. ang. 
Math. u. Meeh. 1922, H. 5) behandelt worden.

16*
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Tafel 19.
Zusammenstellung der Grundwerte für die Untersuchung einer gleichmäßig 

belasteten trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern (Abb. 77).

Punkt | Einfluß der Kräfte Z = -1 Einfluß der gleichmäßigen Belastung 
der ganzen Decke Bemer- 

; kungen] w *»

1 0.032143 0,287334 1,398152 6,393593 4- ®
S'S

2 0,064286 0,558605 2,296306 12,088076 CO K»Ä £
3 0,094643 l 0,795062 1z2 2,891219 g* 16,736842 Ä ü

4 0,117857 0,975306 3,273175 Sr 20,152936 SrS2
5 0,126786 1,082405 3,487679 22,235319 45
6 0,128571 1,117216 3,556 937 22,934385 E «i3 Hl

7 0,130357 1,087742 3,895851 22,9255661 18
9

10

0,196428 
0,25
0,260714

1
X

1,661699
1,905896
2,110307

i;.s 4,995397
5,713801
6,120603 Sr

31,815158
38,366382
42,366255

g^ 
’SrS2

91 w
unj 

=
 »3 = 2

3
co

11 0,260714J 2,175486 6,252 390 43,710003J 0 g M
II

12 0,310714 2,221664 6,480714 44,236444 2 :g
13 0,425 1 2,736274 1Z2 7,466032 gP 53,417379 g^
14 0,405 357 X 3,016732 X^ 8,028541 Sr 59,032717 'SrS, cS 

a
15 0,392857 3,103402 8,211417 60,920 717 co

n g

16
17

0,733928
0,542857

1 3,3758031
3,711583

1? 8,641071
9,316111 gj>

R
64,567972
71,398016

SA

12
Z 

eh
e er

hi 3
0

11co '
18 0,5 °1 3,811798/ 9,536198/ 73,696 030 ite

 
ck

fiä

19 i 0,5321431 1 4,099140/ l^ä 10,058633/ ?z2 78,979244/ g^
£ Ö

0,521430/ S1 4,220624/ 10,301154/ Sx 81,531174 (SrS2

21 i
1 0,521430 4,350987 0 J 0 >> 10,551154 9'2 

Sr 84,168976
G

es
am

t 
tig

un
g

Die Untersuchung des Belastungszustandes Z = — 1 erfordert eine 
nähere Betrachtung. Die zugehörigen Bestimmungsgleichungen für die 
w'- und die 2'-Ordinaten lauten:

4 wi — 2 wi = 0
— w\ + 4wi — wi — wi = 0
— w'l + 4wi — wi — Wj; = 0
— + 4wi — wi, — wG = 0
— w\ + 4 w< — wi — wio = 0
— 2wr^ + 4w^ — w/( = 0
— + 4 wi — 2 wi = 0

+ 4wi — w» - w'12 = 0
W4 — w's + 4 w2 — wi« -- w'13 = 0
w'^ — w'j + 4 w'w — w'rr — wi4 = 0
Wo — 2 w'm + 4wij — wir, = 0 (A)
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— 2 4* 4 »i2
—

2 »']3 = 0
»14 — w(6 — 0»9 — Wjj 4" 4 Wjg

WL0 — »13 4- 4 »U — W15 ~ »17 = 0
w'n — 2 w'^ 4- 4 wj5 — »IS = 0

2 »13 4- 4 w'w — 2»i- ~ +

»n »lo 4* 4 »j7 — »IS »10 0
»15 — 2 Wn 4- 4 w'ls — »2„ = 0

— 2 4- 4 W'pg — 2 »;„ = 0
»is — 2 wj9 4~ 4 Wgo 

— 4 »20 4“ 4 »21
— »2j = 0

= 0

- 4zl — 2zs =»1

— z{ 4" 4 Z-> — — Z7 = W^,
- Z2

- 2s + 4/ä — , , , S,21 - % = »3

— z' 4- 4Zj — II

— Zi 4- 4z$ — u 1 Cr
.

— 2z< 4- 4zJ — Zu = »ü

— 2 z2 4- 4 Z7 — , Ss
2^ =»7-^

— Z3 — Z7 4- 4 Zg — , S2
^9 212 — W’s “TTZ42

— zj — 4 4- 4zg — / , , ^2
Z10 — zi3 — »9

— Zj — z» 4- 4 zm — V , _ Z Ä2
Zjl — Z14 — »10 Ä

— z« — 2 zjo 4* 4 Zh — Z13 — »11 -^2

— 2 Zg 4” 4 Z12 — , s2
2 Z13 — »12 -T^-

, , , S2
— z» - zL’4-4zi3 — Zll - Zjo = »13-^-

(B)
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— 3w — 213 + 4 Sh — Z1J

— sJt — 2zh + 4zJj — z^

, *2 
217 = «’n ?

Zy — z[g + 4Zj7 Z1S Zi9 — »17

— 2z'vi + — 2 z^ ^»16-^-

Z15 — 2 + 4 z(s — Za, , «2 
= »is^r

— 2 Zy + 4zj9 — 2 z^.

z[s — 2 zjs + 4 Zjy — z2i
, «2

= »2ojr

— 4 zit, -j- 4 z2i
, -So 

= »21

Die Auflösung der Gleichungsgruppe (A) liefert die in der Tafel 19
eingetragenen w'-Größen.

fz a.73 b n

Abb. 77 a.

Um den Spannungszustand in der nächsten 
Umgebung des Lastortes genau zu bestimmen, schalte 
ich in dem durch die Knotenpunkte 12, 13, 14, 17, 
19 begrenzten Bereiche ein engmaschigeres Gewebe

mit der Weite z' = — = — ein (Abb. 77a). Die Or- Z o
dinaten der Zwischenpunkte a, 6, c, d seiner Um
randung sind durch die Interpolationsformeln

gegeben.
Seine

w'a ~ TT (6^3 -f- 3wJ2 ~ »'n) — 0,3846 -- , «
1 1

w'b = o (6 »13 + 3 »14 — »'n) = 0,4319 --- ,
o Oj

»c = 4 (6 + 3 »'n — W19) = 0,4927 * ,
o

»d — 4 »'n + 3 w'M — wy = 0,5560 ~ , 
O

innere Gestalt hängt von der Art der Kraftverteilung in der
Nähe des Stützpunktes ab. Da durch die pilzartige Erweiterung des 
Säulenkopfes eine breite Auflagerfläche geschaffen wird, so wird sich 
der Stützenwiderstand auf einem größeren Bereich verteilen. Ent
sprechend den üblichen Ausführungsmaßen kann man annehmen, daß 
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+ 4 m; - 2 wi = + —------ ,' T 16 Sj ’
, , . , , , ,11 we + 4 Wf — Wg — wk = + ,

O ÄDj

, . , , , , ,11W/ + 4 Wg - wh — wc = + — — , J.() XJ j
, , , , , , ,11Wg + 4 wh — Wi — wk = + ,

ö 13,

+ 4 w'i — 2 w'k =

die Seitenlange der Druckfläche sicherlich nicht geringer als die Maschen
weite Z ist. Wird also die von den inneren Knotenpunkten e, f, g, h, i 
des kleinen Gewebes begrenzte Fläche als Druckfläche angesehen und 
eine gleichmäßige Druckverteilung in diesem Bereiche vorausgesetzt, 
so müssen den Knotenpunkten e, g, i: je i*-, f, h: je dem Mittel
punkt k: i des Widerstandes Z = — 1 zugewiesen werden.

Die Bestimmungsgleichungen des engmaschigen Gewebes lauten 
mithin:

— 2 m;

— «1»-

— w'b —

— w'17 —

-2®;

—2w/ — 2 «4 + 4»*

Sie liefern die Ordinaten

w'e — 0,4856 — , 61

w'f = 0,5554 —- , 6i

Wg = 0.5390 ~ , Si
Der Mittelwert der w'-Größen

w'h = 0,6136 ,
6j

w'i = 0,6004 ,6i
w'k = 0,647 J .

im Bereiche e, f, q, h, i ist

, 4w'k + + 1%) + J [(w; + w'i) + 2w'g] 1=---------------- ---------------------------------- --  = 0,60/o^

Um nunmehr die Gestalt der elastischen Fläche darzustellen, wird 
das z'-Gewebe mit den w'-Gewichten belastet. Die zugehörigen Gleich
gewichtsgleichungen sind in der Gruppe B geordnet, ihre Lösungen in 
der Tafel 19 zusammengefaßt.

Will man die Formänderungen in der Umgebung des Stützpunktes 
mit größerer Schärfe bestimmen, so kann -wiederum an die Knoten
punkte 12, 13, 14, 17, 19 das kleine Gewebe mit der engeren Maschen

weite X = -
l
8

angeschlossen werden. Seine Randordinaten sind
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1 ««« ä2
z« = j (6 <3 + 3 zi3 — Zu) = 2,50823 ,

1 z2z)> = 3T (6 Zu + 3 Zu — zy = 2,90577 „ „ ,
8 öl°2
1 ~ „ 42

4 = y (6 4t + 3 Zu — 4,) = 3,40257 ——,

1 „4r — -g (ßzJT + 3 z{9 — Zu) = 3,94377 ,

während die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes
, W , ^2

- 24 +44-24 = —“^4^’

, W2 , 22

22
zg = 3,277825 ——- ■ , 

^2

- 43 - ze + 4 z; — z; — z* = wt ß = Wj 4 & ,

, , , , , , W3 ,— Zb — Z/ + 4:Zg — Zll — Ze== Wg — - = Wg . ,
o2 4

, , . , , , W2 . ^2- Zit- 4+ 4zÄ — Zi — zk = wh s ~=Wh-^ ,

. , , , W2 , ^2
— ■^Zd + 4z; — 2zk = Wi -— = Wi -A y ,«2 4 «2

„ , , , , (z')2 , Ä2
— 2z/ — 2zA + 4za. = Iü’k= wk 4- ,

für die inneren Knotenpunkte die Werte
z2 z' = 2,829029——- ,

z2
4 = 3,089128 -—- ,

4 = 3,579072

z< = 3,798946-7^- ,

4 = 3.3745375
CjL Ab 2

liefern.
Da der Unterschied zwischen dem genauen Wert

;2
4 = ^3745375

und der Ordinate des großen Gewebes
22zi« = 3,375803

AOj £>2

weniger als -.>%0 beträgt, so ist die Zuverlässigkeit der Berechnung 
erwiesen.
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Für den Stützpunkt gelten also die Größen

... S, Sa _ . . '/?:== siß =Ä %k ==: 3,3 / 4:ö3 / O —.

Es ergibt sich mithin:
„ 64,56797 ..
Z = = W33S7<7/? = 1,19588^ ,

c = - zr = ;0 - 19,13387 gi? ? .
Die Ordinaten C der wirklichen elastischen Fläche sind in der Tafel 20, 

welche auch die Grenzwerte der Biegungsmomente und % enthält, 
zusammengestellt.

Tafel 20.
Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer gleichmäßig belasteten 

trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern.
Abb. 78.

Punkt | zr s Faktor Sx Sy Faktor

l
2 12,0881 -10,6883 1,3998 0,68671 0,37956
7 | 22,9256 -20,8127 2,1129 0,70085 0,70085
8 31,8152 -29,6900 2,1252 0,23823 0,99852 gi2
9 38,3664 -36,4672 1,8992 256 V -0,31471 1,24486 16

10 42,3663 -40,3784 1,9879 -0,00788 1,14010
11 43,7100 -41,6257 2,0843 0,19280 1,07021
4 -20,1529 -18,6614 1,4915 1,08382 -0,06593
9 38,3664 -36,4672 1,8992 1,24486 -0,31471

13 53,4174 -52,3554 1,0620 gi1 0,22474 -0,91459 gi-
16 64,5680 -64,5680 0,0 256 xV -1,86927 -1,86927 16
17 71,3980 -71,0169 0,3811 0,00070 -1,09398
18 73,6960 -72,9345 0,7615 0,76084 -0,79251
6 22,9344 -21,3767 1,5577 1,03104 0,06604

11 43,7100 -41,6257 2,0843 1,07021 0.19280
15 60,9207 -59,3801 1,5406 gi1 0,23552 0,45934 gP
18 73,6960 -72,9345 0,7615 256 xV -0,79251 0,76084 16
20 81,5317 -80,7568 0,7749 -0,12937 0,45622
21 84,1690 -83,2513 0,9177 0,28552 0,28552

Um die Verbiegung der Platte besser zu veranschaulichen, sind für 
drei Schnittebenen J —J, K—K, L—L, welche zwecks besserer Unter
scheidung als Rand-, Gurt- und Feldschnitt bezeichnet werden 
mögen, die elastischen Linien und die zugehörigen Momente s in der



250 Die Berechnung trägerloser Decken.

Abb. 78 aufgetragen. Sie zeigen, daß die Platte sich am stärksten im 
Rand-, am wenigsten im Gurtschnitt durchbiegt, während umgekehrt 
die größten Biegungsbeanspruchungen im Gurt-, die kleinsten im Rand-

Abb. 78. Spannungsbilder einer gleichmäßig belasteten trägerlosen Decke mit 
neun quadratischen Feldern.

schnitt entstehen. Dieses Verhältnis ist in dem Steifigkeitsunterschied 
der fraglichen Schnitte begründet: die Streifen, welche die Stützen 
kreuzen und von den letzteren unmittelbar getragen werden, verhalten 
sich nämlich wie durchlaufende Balken mit festen Stützpunkten und 
können nur verhältnismäßig geringe Verschiebungen erfahren; die 
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Streifen hingegen, welche die Säulen nicht berühren und nur an den 
Außenrändern aufliegen, wirken wie durchgehende Träger mit elastisch 
senkbaren Stützpunkten und müssen sich daher stärker durchbiegen. 
Infolge der größeren Steifigkeit haben die Gurtstreifen auch den größeren 
Teil der Belastung aufzunehmen und werden folgerichtig am meisten 
beansprucht. Es entstehen vor allem in der Nähe der Stützpunkte 
beträchtliche negative Biegungsmomente1), welche allerdings in einer 
kurzen Entfernung vom Säulenmittelpunkt rasch abnehmen und daher 
für die Anstrengung der Platte nicht unter allen Umständen als aus
schlaggebend zu betrachten sind. Bei den Rand- und Feldstreifen sind 
die negativen Biegungsmomente kleiner als die positiven und auf einer 
größeren Länge als bei den Gurtstreifen verteilt.

Ein Vergleich mit der in § 30 behandelten, neunfeldrigen durch
laufenden Platte zeigt schließlich, daß die Pilzdecken sowohl in den 
Eck- wie in den Randfeldern wesentlich stärker als die von Zwischen
längs- und Querträgern unterstützte Platte beansprucht wurden. Die 
Ausschaltung des Trägerrostes hat durchschnittlich eine Verdoppelung 
der Spannungen zur Folge.

Betrachtet man hingegen den von den Ebenen J—J und L—L be
grenzten Streifen als einen einzigen Balken von der Breite B — l, so 
erhält man als Mittelwert der größten positiven Biegungsmomente im 
Endfeld:

j (0,70085 + 2 • 1,24486 + 1,07021) = 0,0697 gP ,

im Mittelfeld:
= * (0,19280 + 2 - 0,76084 + 0,28552) = 0,03125 gP.

4: 16
Die entsprechenden Werte für den durchgehenden Träger mit drei 

gleichen Öffnungen sind
= 0,08 gP , = 0,025 gP .

Die verhältnismäßig geringfügigen Abweichungen beweisen, daß sich 
die Pilzdecken hinsichtlich der Größe und der Verteilung der Biegungs
spannungen nicht wesentlich von durchlaufenden Balken, welche auf 
der vollen Querschnittsbreite unmittelbar von Säulen getragen werden, 
unterscheiden. Die Beanspruchungen der Decken und Balken stimmen 
um so besser miteinander überein, je mehr Felder in jeder Längs- und 
Querreihe der Platte vorhanden sind und je weiter der betrachtete 
Deckenstreifen von den gleichlaufenden Deckenrändern liegt.

Die späteren Untersuchungen trägerloser Decken mit unendlich 
vielen Feldern werden zeigen, daß, wenn der Biegungswiderstand der

i) Die in Abb. 78 gezeichneten Momentenlinien sind in der Umgebung des 
Stützpunktes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes ermittelt worden.
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Stützen außer acht gelassen wird, die Pilzdecken im allgemeinen stär
kere Durchbiegungen und größere Beanspruchungen als die stellver
tretenden durchlaufenden Balken auf weisen. Im vorliegenden Palle 
sind die Spannungen bei der Pilzdecke aus dem Grunde geringer, weil 
die von den Ebenen J—J und L—L begrenzten Deckenstreifen ziem
lich nahe am Rande liegen und durch die besonders wirksame Quer
stützung eine merkliche Entlastung erfahren.

Um den Einfluß der ungünstigsten Laststellung zu erkennen, müssen

2. Der Einfluß einer wechsel weis en Belastung 
einzelner Felder.

Fall A (Abb. 79a):

Fall B (Abb. 79b):

Fall C (Abb. 79 c):

Fall D (Abb. 79 d):

die Felder la und IIIb sind belastet, 
die Felder Ila und IIb unbelastet;
die Felder la und IIIb sind unbelastet, 
die Felder Ila und IIb belastet ;
die Felder la und Ila sind belastet, 
die Felder IIb und IIIb unbelastet;
die Felder la und Ila sind unbelastet, 
die Felder Ilb und Illb belastet.

Jede dieser Lastanordnungen läßt sich auf zwei Stufen auf bauen:

Fall A, Belastungsstufe 1: die Felder lau. III b sind mit + _ belastet,

die Felder Ila u. Ilb sind mit + { belastet;

Fall A, Belastungsstufe 2: die Felder la u. Illb sind mit + belastet,

die Felder Hau. Ilb sind mit — belastet;

Fall B, Belastungsstufe 1: die Felder lau. Illb sind mit + belastet,

die Felder Hau. p11b sind mit + ^ belastet 
£
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Fall B, Belastungsstufe 2: die Felder la u. Illb sind mit - ~ belastet,

die Felder Ila u. Ilb sind mit + ^belastet;

Fall C, Belastungsstufe 1: die Felder la u. Ila sind mit + ~ belastet,

die Felder Ilb u. Illb sind mit -f — belastet:

Fall C, Belastungsstufe 2: die Felder la u. Ila sind mit + ^belastet,

die Felder Ilb u. Illb sind mit — ~ belastet:

Fall D, Belastungsstufe 1: die Felder la u. Ila sind mit + belastet,

die Felder Ilb u. Illb sind mit + -y belastet:

Fall D, Belastungsstufe 2: die Felder la u. Ila sind mit — ~ belastet,

die Felder Ilb u. Illb sind mit + ~ belastet.

In der ersten Stufe aller Belastungsfälle sind sämtliche Felder gleich- 

zeitig und gleichmäßig mit — belastet: man braucht also nur in dem 

vorhin behandelten Beispiele g mit ~ zu vertauschen, um die Ver

schiebungen und Spannungen der ersten Stufe zu gewinnen.
In der zweiten Stufe der Fälle A und B stimmen die Randbedingungen 

jedes Feldes aus Gründen der Symmetrie und Gegensymmetrie mit den 
p

Randbedingungen der ringsum freiaufliegenden, mit + — belasteten 

quadratischen Platte von gleicher Seitenlange l völlig überein. Die für 
die letztere im § 7 errechneten Werte können, sobald g (oder p) durch 

'n
+ ~ ersetzt wird, ohne weiteres auf die z-weite Belastungsstufe der Pilz- 

decke übertragen werden.
In den Fällen C und D decken sich ebenso bei der zweiten Stufe die 

Randbedingungen der Umgrenzung a, b, c, d der äußeren Reihen wie 
auch diejenigen der Umgrenzung cd cd der inneren Reihe mit den 

p
Auflagerbedingungen einer ringsum frei aufliegenden, mit + Ty belasteten 

rechteckigen Platte von der Länge L — 3 l und der Breite B = l . Für 
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dieses Seitenverhältnis B : L = 1 : 3 sind die Durchbiegungen und die 
Spannungsmomente in § 9 errechnet und in der Tafel 5 zusammen- 

gestellt worden: es genügt also wiederum g (oder p) mit + zu ver

tauschen, um die zugehörigen Werte für die zweite Belastungsstufe 
zu ermitteln.

Bedenkt man nunmehr, daß die Formänderungen und Beanspru
chungen in der kürzeren Spannrichtung um so beträchtlicher sind, je 
kleiner die Breite B der Platte im Vergleich zur Längei ist, so ist es von 
vornherein einleuchtend, daß die zweite Belastungsstufe in den Fällen 
C und D größere Durchbiegungen und Spannungen als in den Fällen 
A und B hervorbringen muß. Für die Querschnittsbemessung hat daher 
nicht die schachbrettartige, sondern die wechselweise Reihenbelastung 
ausschlaggebende Bedeutung. Benützt man einerseits die in der 
Tafel 20 zusammengefaßten Werte für die gleichmäßig belastete 
neunfeldrige Decke, andererseits die in der Tafel 5 für die frei auf
liegende Platte mit dem Seitenverhältnis 1 : 3 enthaltenen Zahlen, 
so gelangt man für die wichtigsten Punkte der Pilzdecke zu den 
folgenden Ergebnissen:

Schnitt Punkt Stufe 1 Stufe 2 Belastungs
fall C

Belas tungs- 
fall D Faktor

J—J 7
11

sx = J • 0,70085 
= >- • 0,19280

+ 1 • 1,2084 
i ■ 1,2084

+ 0,95462
- 0,50780

- 0,25378
+ 0,70060

K—K 9
18

= ’ • 1,24486 
= i ■ 0,76084

+ ■ • 1,7289
+ ‘ ■ 1,7289

+ 1,48688
- 0,48403

- 0,24202
+ 1,24487 16

L—L 11
21

= } ■ 1,07021 
= j -0,28552

+ • • 1,8543 
+ 1 • 1,8543

+ 1,46226
- 0,78439

- 0,39204
+ 1,06991 1

In derselben Weise sind für die übrigen Zwischenpunkte der drei 
Schnittebenen die Werte der Momente errechnet und in Tafel 21 
mit den zugehörigen C-Werten zusammengestellt worden. Die Gestalt 
der Momentenlinien ist aus der Abb. 80 zu erkennen.

Eine nähere Betrachtung zeigt wieder, daß die Gurtstreifen stärker 
als die Feldstreifen und die letzteren stärker als die Randstreifen be
ansprucht werden: die Spannungsunterschiede sind aber wesentlich 
kleiner als bei der gleichzeitigen Belastung aller Felder. Die positiven 
Momente sind bei den Gurt- und Feldstreifen fast gleich, während die 
negativen Momente eher voneinander abweichen.

Die geringere Beanspruchung der Randstreifen ist leicht zu erklären, 
wenn man bedenkt, daß die zur Randlinie parallel gerichteten Normal
spannungen in der Nähe des Randes rasch abnehmen.
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Wird der von den Ebenen J—J und L—L begrenzte Deckenstreifen 
wie vorhin als einziger Balken von der Breite B = l aufgefaßt, so be

Abb- SO. Spannungsbilder einer trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern 
bei wechselweiser Belastung einzelner Felderreihen (Lastzustände C und D).

trägt der Durchschnittswert der größten positiven Momente im End
feld : „

4- (0,954(52 + 2 • 1,48688 + 1,46226) = 0,08423 pl2 ,
4 16 

im Mittelfeld:
1 vl24 (0,70060 + 2 • 1,24487 + 1,06991) = 0,06656pl2 ,
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während für den durchgehenden Träger mit drei gleichen Öffnungen 
die Zahlen

gelten.
Ml = 0,100 pF , Ä - 0,075 pl?

Tafel 21.
Die Durchbiegungen und Spaiinuugsmomente 

einer trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern bei wechselweiser 
Belastung' einzelner Felderreihen.

Abb. 77 u. 80.

Belastungsfall C Belastungsfall D
Punkt — —

* Sx s Sx

2 1,4684 0,80975 -0,0686 -0,12305
7 2,1271 0,95462 -0,0142 -0,25378
8 1,8311 pP 0,58552 pF 0,2941 p Z4 -0,347 28 pp
9 0,9496 256 A -0,15736 16 0,9496 256 xV -0,157 36 16

10 0,2255 -0,47024 1,7625 0,46256
11 -0,0295 —0,507 80 2,1127 0,700 60

4 3,8319 1,19586 -0,3404 -0,11204
9 2,4680 1,48688 -0,5688 -0,242 02

13 1,6172 pB 0,76632 pF -0,5551 pP -0,54158 pP
16 0,0 256 A’ -0,93464 16 0,0 256 A -0,93464 16
17 -0,8956 -0,65360 1,2767 + 0,65430
18 -1,1377 -0,48403 1,8992 + 1,24487
6 1,9908 1,21392 -0,3832 -0,18288

11 2,6677 1,46226 -0,5834 -0,39204
15 1,9323 pP 0,81616 pp -0,3917 p P -0,58064 pP
18 0,3807 256 A -0,39625 16 0,3807 256 A -0,39625 16
20 -0,7745 -0,76308 1,5495 0,63372
21 — 1,1667 -0,78439 2,0844 1,069 91

Zwischen den entsprechenden Werten ist wieder eine gute Annähe
rung zu verzeichnen.

Es sei schließlich hervorgehoben, daß der Durchschnittswert der 
größten negativen Momente der Platte in der Mitte des Mittelfeldes nur

- ~ (0,50780 + 2 • 0,48403 + 0,78439) = -0,03532 pF

beträgt, während die Momente des durchgehenden Trägers an der 
gleichen Stelle die Größe

= -0,050 pF
erreichen. Diese Abweichung zeigt, daß die negativen Momente nur 
bei den Gurtstreifen und lediglich in der näheren Umgebung der Stütz
punkte verhältnismäßig hoch sind und daher für die Bemessung der 
Eeldquerschnitte im allgemeinen eine untergeordnete Bedeutung haben.
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§ 32.
Die in einer Dichtung unendlich ausgedehnte Decke.

Das Beispiel der neunfeldrigen Decke ist als Grundlage für die Be
urteilung der Eigenschaften der trägerlosen Decken insofern wenig 
geeignet, als infolge der geringen Anzahl der Beider der günstige Einfluß 
der stetigen Stützung der Außenränder auch in den mittleren Felder
reihen merklich in Erscheinung tritt.

In den meisten Fällen werden wenigstens in einer Richtung eine 
größere Anzahl von Feldern in einer Reihe angeordnet (Abb. 81). Die 
Steifigkeit der länglichen
Feldstreifen M—M, A—K 
ist in dieser Richtung um 
so geringer, je mehr die 
aufliegenden RänderN 
voneinander entfernt sind; 
dementsprechend ist auch 
die Beanspruchung der 
Querstreifen P—P, Q—Q Abb. Sl.
um so beträchtlicher.

Die größten Spannungen und Formänderungen werden überhaupt 
in diesen Streifen dann entstehen, wenn die Decke in der Längsrichtung 
unendlich ausgedehnt ist.

Die Behandlung dieses Grenzfalles ist der Gegenstand der nach
folgenden Aufgabe.

Ich betrachte zunächst eine Platte, welche an den Längsrändern 
frei aufliegt und durch zwei Reihen von Innenstützen, die in gleichen
Abständen lx und ly angeordnet 
sind, in drei Gruppen mit je un
endlich vielen Feldern unterteilt ist 
(Abb. 82). Um die Untersuchung 
zu vereinfachen, setze ich voraus, 
daß in allen durch die Mittel - 
ebenen Q— Q begrenzten Quer- 
streifen die gleiche, zur x- und - 
y-Achse symmetrisch verteilte Be
lastung P vorhanden ist: in den 
gemeinsamen Randebenen Q —Q 
zweier Felderreihen A und B treten 

Abb. 82.

daher weder lotrechte Scherkräfte
noch Drillungsmomente auf. Diese Ränder werden nur durch die 
senkrechten Kräftepaare Sj, beansprucht.

Denkt man sich vorerst den Stützenwiderstand Z beseitigt, so ge
nügen die Gleichgewichtsbedingungen, um, ohne Rücksicht auf die

Marcus, Platten.
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inneren Widerstände sx, in gleicher Weise wie bei einem einfachen Balken 
die Größe der gesamten Scherkraft

+ ^Ij-
Fy = f vu dx

-ih
und des gesamten Biegungsmomentes

ä)ly — I dx ,
-il,

welche in jedem Querschnitt eines Querstreifens auftreten, und auch 
die Resultierende

A = / aKdx
Ah

der längs der Randabschnitte Q— Q verteilten Auflagerkräfte zu be
stimmen. Die Gleichgewichtsgleichungen liefern für diese Größen Vv, 
3^ und Ay genau den gleichen Wert wie bei einem Balken mit der 
Breite B = lx . Diese Übereinstimmung ist von der Art der Belastung 
unabhängig: sie ist im gleichen Maße vorhanden, wenn die wirkliche 
Belastung ausgeschaltet wird und nur die Stützenwiderstände Z als 
äußere Kräfte angreifen.

Um die Unterscheidung zu erleichtern, will ich mit und Vo 
diejenigen Biegungsmomente und Scherkräfte, welche lediglich durch 
die Belastung P hervorgerufen werden, und mit SR' und V diejenigen 
Widerstände, welche unter dem ausschließlichen Einfluß der Kräfte 
Z — — 1 entstehen, bezeichnen. Die wirkliche Beanspruchung ist durch 
die Größen

SK = - Z SK' , V = VO-Z V'
bestimmt.

Werden ebenso mit Co, f und £ bzw. mit ö„, ö' und 5 die Durch
biegungen der Platte bzw. des stellvertretenden Balkens bezeichnet, so 
läßt sich die wirkliche Formänderung durch die Gleichungen 

beschreiben.
Es ist von vornherein leicht zu erkennen, daß die Übereinstimmung 

der gesamten Biegungsmomente und Scherkräfte beim Plattenstreifen 
und beim zugehörigen stellvertretenden Balken eine gleiche Überein
stimmung des Mittelwertes der Durchbiegungen der Platte

und der entsprechenden lotrechten Verschiebungen dn und b' des Balkens 
zur Folge haben muß.
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Es muß aber im Auge behalten werden, daß in jedem Querschnitt 
des Querstreifens die einzelnen Beanspruchungen .s„, v,, und Durchbiegun
gen f längs der Querschnittsbreite veränderlich sind und vom Durch- 

jDL Vy s
schnittswert , y , o mehr oder weniger abweichen können. Ein 

merklicher Unterschied ist besonders im Au^t&punkt k der Stütnew- 
widerstände Z zu erwarten, weil bei Einzelkräften in unmittelbarer 
Nähe des Lastortes eine 
erhebliche Steigerung der 
Biegungsmomente ein
tritt.

Da die Stützpunkte 
unverschieblich sein sol
len, so gilt für die Stelle k 
die Bedingung

Ci = Cok — Z & = 0.
Hieraus folgt

Würden Coi und Ck mit 
den zugehörigen Ver
schiebungen <50i und ^'k 
der Querschnitte K—K 

des stellvertretenden Abb. 83.

Balkens genau überein
stimmen, so würde auch der Stützenwiderstand Z bei der Platte ebenso 
groß wie beim entsprechenden durchgehenden Träger sein und im end
gültigen Zustand eine völlige Gleichheit hinsichtlich der Biegungs
momente äRy und Scherkräfte Vy bei der Pilzdecke und beim durch
laufenden Balken bestehen. Da jedoch in den Querschnitten K—K 
längs der Stützenflucht die Durchbiegung der Platte gerade im Punkte k 
ihren Höchstwert erreicht und mithin Ck sicherlich größer als der Durch
schnittswert ö'k , also auch größer als die Verschiebung des stellver
tretenden Balkens ist, so müssen bei der Platte kleinere Stützenwider
stände Z und größere positive Biegungsmomente M, als beim durch
gehenden Träger hervorgerufen werden.

Das Verhältnis zwischen dem Mittel- und dem Höchstwert der 
ui

Tin roh hiegnngen der Platte längs der Stützenflucht ist das Maß für die 
Wirksamkeit der Stützung. Es ist um so günstiger, je weniger sich diese 
beiden Werte voneinander unterscheiden und hängt wesentlich vom 
Stützenabstand l ab- Um die Beziehungen zwischen Platte und- Balken 

17* 
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weiter zu verfolgen, will ich jetzt in zwei Beispielen die Ermittlung der 
Größen und C* zeigen und den Verlauf der Durchbiegung der Decke 
im Bereiche der Stützenflucht näher untersuchen.

1. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit der 
Stützen teilung = 1 : 1.

Für die in Abb. 83 dargestellte dreireihige Platte mit der Stützen
teilung Ix : ly = 1 : 1 wähle ich ein Gewebe mit der Maschenweite 
Äx = — -1 = 4- = w und belaste es in den Punkten k mit den

4 2
Kräften P — 1 .

Ich verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte entsprechend 
den Symmetriebedingungen und schreibe die Gewebegleichungen

4 m/ — 2 w2 — w\ — 0,
—2 (w[ 4- w'g) 4 = 0,

4 »3 — 2 w2 — — 0 ,

“4
Wo — (w
“’S

+ 4 w'4 — 2 — w7 = 0 ,
4 + «’s) + 4 w'^ — w'g = 0 ,

+ 4 w'e — 2 W5 — = 0 ,

“4
— (u

«4

+ 4 w~ — 2 w'g — w'w — 0 ,
4 + “4) + 4 uig — w'tl = 0,

+ 4 w'g — 2w's — w'12 = 0 ,

— w'i + 4 «4 — 2 wh — = —- =Cj
— «’s — (“4 + “4s) + — «4 = 0 ,

(A)

— “4 + 4 w'13 — 2 wh — w'^ — 0,

— “’m + 4«43 — 2 «4 — «4 = 0,
— “4i — (“4s + + 4 wh — iz>j7 = 0,
— “4» +4 w® — 2 — w'a — 0,

—2 «4s + 4 «4g — 2 w'}7
2 w14 (“4g + w^g) -|- 4 wj7

— 2 “’M + 4wj8 — 2wj7

= 0,
= 0,
= 0,
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4 z£ — 2 z£ — A
z- ,

—2 (z{ + «?) + 44 — 4
;.2 ,

4 z( — 2 Z3 — 4 1? ,
= ^3’

— »1 + 4z; -24 -4 z2 , 
=V4’

— Z2 — («4 + ««) + 4z< — 4
Ä2 , 

=V5’

— + 4z( - 24 — A
z2 , 

=V6’

— A + 4/, -24 — 4o
z2 ,

— 25 — (27 + + 4 4 — «'n i? ,

— + 4zJ -24 — ~12 ==8^’
(B)

— z. + 4 «io -2z,u-z(3 = ^-Wi,

— 2^ — (210 4" z(2) + 4 z'i
' 22 / 

2(4 = ^-M<ll,

— «9 + 4^ -2z^i- ^15 ^12 >

— 2» + 4ziS — 2 2^4 —
, _ z2 , 

216 — “hS >

— 211 — (213 + 2(5) + 4 Z14 — ^ = ^14,

— Z'13 + 4zk, -24i -
, Z2 ,

2(s = $-“’15>

—2 zJn + 4z(c — 2z4 = 8^

-2 4, — (z16 + 2is) + 4 2(7
;2 , 

= -F-^17.

—2zJö + 4 z^g — 2zi,
;2 ,
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auf. Ich setze
= Ri 4 d- 2 w2 4 w'7 ,

Wo = Ri -Ri 4 Ut — 2 w{ — 2 w'- ,
W3 = *1 + Ti ~ , 4T1 — — 2 w» + W3 ,
«4 - + T. + U, , 4 4 = 4- 2 w, + wj ,

= R, - T. 4 G4 = 2 w\ — 2 Wß ,
w« = Ri + T. - u, , 4 = Wj — 2 W5 -h w« >
w7 = R7 ~i- Ty + G7 . 4 Ä7 = w'7 + 2 + w'g ,
<4 = R7 -T, 4U7 = 2 w7 — 2 Wg ,
Wf) = Ry + T, - U, , 4 T7 = w< — 2 w^ + w'g ,

Mc> „ , . , , <D>
Rio + ^0 + ^ro. 4 Ä10 = w'w + 2 wn 4- w12,

“’n = Rio -Rio 4 U10 = 2 w'i0 — 2 w'12,
wj2 — Rio 4 ^10 10 ’ 4 T10 = w;, — 2 w\i + w\2,

==: R13 + R13 + ^13 ■ 4 J?13 = w« + 2 wu + wj5,
<1 = R13 - Tio 4 U73 = 2 wj;i — 2 w[-,,
“4 = R13 + R13 ~ ^13 » 4 T13 = w'K — 2 w„ -t «’n,
«4 = Rie 4* T10 + ^16 » 4 J?16 = Wp; + 2 w;7 + wjs,
«4 = Rie -Tu 4U-ie=2w'tli — 2w;s,

= + ^16 ^16 > . 4 = wz1G — wj7 + Wis > .
fasse in den einzelnen Gruppen des Gleichungssystems .4 die Gleichungen 
paarweise zusammen und erhalte durch wiederholte Addition und Sub
traktion die drei folgenden voneinander unabhängigen Gleichungs
systeme :

2Rt - Ri = 0
- Ri + 2ä4 - Ry = 0- X + 2R. — Ri« = 0

■ Ry + 2Ä10 - R13
1

-4^
(EJ

Rio + 2^- Ris = 0
-2ä13 + 2^ = 0

+ 67'j — r. = 0
- Ri + &T4 — Ty = 0
- Ti + 6T7 - T10 = 0
~ Ty + 6T10 ~' T13

1
" 4ä"

(E2)

T10 + 6^3 - Tu = 0
-^T13 + 6^« = 0
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+ 4^ -Ut =0
- + 4 Ut -U7 =0

(-'1 + 4G- ^io = 0

- u. + 4Uin — = —
13 4^

IE»

( 10 + 4^W ~ 16 ~ 1*

2^3 + 4 = 0 .

An Stelle der ursprünglichen partiellen Differenzengleichungen sind 
hiermit totale Differenzengleichungen gewonnen, welche eine ähnliche 
einfache Gliederung wie die bekannten Clapeyronschen Dreimomen
tengleichungen des durchlaufenden Balkens aufweisen. Ihre Auflösung 
liefert:

= 8X w;s = 0,96636 P , MJ8 = wi» = 0,98187 P .

= 0,25^, =0,000217 —, l\ =0,002 59 4-
«1 Oj

P, = 0,50-}, 
tSi

1 1Tt =0.001301 U4 = 0,01036-^
'M

_ 1R7 =0,/o—, 
"1

T7 =0,007589 . U7 = 0,03886}
«i "r

^’io = 1/10 , 7\0 = 0,004423 2 — , Z’lo = 0,14508 
dl Öj

P13 = 1,00 } , 
'M

P13 = 0,007 806 J , U13 = 0,04145
öj dx

ä16 = 1,00 2 , 
51

Tw = 0,002602 , U16 = 0,02073 }

M'x = w'j
Mi = wi
M3 = Sx W-f

= 0,25281 P, Mi =8^ =0,51166 P,
= 0,24978P , Mi = St = 0,49870 P,
= 0,247 63 P, Mi = Sx wi = 0,490 94 P,

M-, = 8^
Mi = 8, wi
Mf, = 8, w<,

= 0,79645 P, M^ = ^»10 = 1,18931 P,
= 0.74241P , Mit = Srw\x = 0,95577 P,
= 0,71873 P , Mi-, = S, wi. = 0,89915 P,

M'x:-, — 8X w'is
Mn = 8X Wy

= 1,049 26 P . Mi,; = d'j w'w = 1,023 33 P .
= 0,99219 P , Mi- = w'17 = 0,997 48 P ,

Aus diesen Zahlenreihen erkennt man, daß nur in der nächsten 
Umgebung des Lastortes ein nennenswerter Unterschied zwischen den 
Momenten M’ eines Längsschnittes besteht, während mit wachsendem 
Abstande vom Lastorte alle Punkte eines Längsschnittes fast die gleiche 
Biegungsmasse M' aufweisen. Obgleich die Platte nur in einzelnen
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Punkten gestützt ist, tritt eine beinahe ebenso gleichmäßige Verteilung 
des Auflagerwiderstandes ein, als ob die Decken längs der Linien 10,

b
11 11

71 d.
m.

'i3~P 71

11, 12 gänzlich aufruhen würden: diese günstige 
Wirkung ist für die Tragfähigkeit der Pilzdecken 
von erheblicher Bedeutung.

Die Spannungsverteilung in der Nähe des 
Stützenkopfes verdient noch eine eingehendere Unter
suchung. Ich schließe an die Knotenpunkte 7, 8, 
11, 13, 14 ein kleinmaschiges Gewebe mit der Weite

Abb. 83 a. - an (Abb. 83a). Wählt man als

Druckfläche ein Quadrat mit der Seitenlänge 2 P — — ,

auf die Knotenpunkte i und m die Lastanteile

so entfallen
P
16 ’

auf Pdie Knotenpunkte r, l und n die Lastanteile —

auf den Mittelpunkt k der Anteil

Die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes lauten nunmehr:

4 Wi — Wi — W’r — w'a — w'b

4 w’m — w'i — w'n — w’d — w'e

4 w'r — 2 w'i — w^ — w-,

16 Sj ’ 
P

“ 16 Äf’ 
P

~ 8Ä! ’

4 w'n — 2 w'm — w'k w\,

kw't — (wi + w'm) — w'k — w'n =

8^ 
p 

’ss?

(F)

8

C n
L

8

4 '

424 — (w'r + Wn) — 2 w'i

Setzt man hierin für , wjx und w'^ die vorhin gefundenen Werte
w'i = 0,79645-^ .

*1
w'lt = 0,95577 — , = 1,04926 -f

und für die übrigen Randknotenpunkte die durch Interpolation er
mittelten Größen

3 w'7 + Wg
=

P 
= 0,78294 — , 

'S

4 = 1,03499 —
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6 Wu + 3 Ws — w',, p---- ----------------- « =0)8712iZ_

6 Wj । — Ws “T~ 3 Wj , P---- JI AZ 11 = o,99610 4-

ein, so erhält man durch Auflösung der Gleichungsgruppe (F) die neuen 
Ordinaten

w< = 0,93325 4, P 
wm = 1,05900 — ,

w; = 0,972535 4 , P 
wn = 1,09861 ,

1,043 80 4, 
»81

= 1,102194
61

und schließlich als Mittelwert des Momentes über dem Stützpunkt im 
Bereiche i, r, l, m, n

4w* + 2wj + w'r + w'n + 1-W{ 4- i-W^ 
y

Die günstige Wirkung der Verbreiterung des Stützenkopfes tritt 
wieder in Erscheinung; unter Berücksichtigung der Druckverteilung 
ist das größte Moment über dem Stützenmittelpunkt

M' = 8^ = 1,10219 P ,

während bei Außerachtlassung der wirklichen Stützfläche das Moment

3ZW = 8^ = 1,18931 P

in Rechnung zu stellen sein würde.
Um nunmehr die Ordinaten C' der elastischen Fläche zu bestimmen, 

bringe ich auf das Gewebe mit der Maschenweite z = 4 die elastischen 

Gewichte w'. Die zugehörigen Gleichgewichtsgleichungen sind in der 
Gruppe (B) vereinigt.

Sie lassen sich genau wie die w'-Gleichungen der Gruppe (A) durch 
drei voneinander unabhängige Gleichungssysteme mit je sechs drei
gliedrigen Gleichungen und je sechs Unbekannten ersetzen und ebenso 
rasch auflösen. Die Durchführung der Rechnung nach dem Vorbilde 
der Gleichungsgruppen (C), (D) und (E) ist verhältnismäßig sehr einfach 
und braucht daher nicht mit allen Einzelheiten erörtert zu wrerden. Sie 
liefert die folgenden Werte:
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Pz-’ PA2 PA2
4 = 3,97113 — , Sa = 3,96820

iS j ^2
= 3,96578-—, Ad j öo

PA2 PA2 , „4 ™ P^= 7.69532-—. O •£ o <»
= 7.68612——, 

iS j Öo
= 7,67908-—, 

O jO 2
PA2 Pz3 PA2

P- = 10,92625 - — . 3^ = 10,90318 ---, 4 = 10,88734——,
8282 
p,?

PjS2
PA2

‘Ma
, , . PA2 ■ (G)

13,40687— .
*o.

= 13,37060—v, ^-13,34521 — ,

PA2 PA2 , , PA2sh - 14.897 39 —- , 3 ]= 14,87139 — -a-, z5 = 14,85312——,
828. PiP2 PXP2
P22 PA2 _ PA2cli; = 15.39065 - , z. = 15,37224 ——, sis = lo,3o815 —— .iw - C* C ’
^1^2 ^P2 82 S2

Man erkennt wiederum, daß alle Punkte eines Längsschnittes fast 
genau die gleichen Durchbiegungen aufweisen und daß sich die Form
änderung der Decke außerordentlich gleichmäßig vollzieht.

Da nur im Bereiche des Lastortes nennenswerte Unterschiede in 
den lotrechten Verschiebungen zu erwarten sind, so möge noch der 
Krümmungsverlauf in der Nähe des Stützpunktes näher untersucht 
werden. Ich schließe zu diesem Zwrecke wie vorhin an die Knoten
punkte 7, 8, 11, 13, 14 des großmaschigen Gewebes ein kleines Gewebe

A CL
mit der Maschenweite A' = — = ■— an (Abb. 83a). Seine Ordinaten 

2 4
müssen den folgenden Bestimmungsgleichungen genügen:

Führt man hierin die bereits ermittelten Größen

43=

4z'm

~ 4 —

— 4 — 4i

— 4„. ~4b = w'i

~A—4C = w'm

(P)2

-S2 

(Z)2 

s2

~ 4
_ 1

— 7

‘ 82 “

'U’m82~

0,93325

1,05900

PA2
4 8 2 82

P22
48^2

4 s' — 2 3; — 3* — 4 = w'r
ßZ 

$2

1
” 7 ‘ " 0,972535 P2?

4PxP2

4~« — 3p; = w;
gy 1

= z ‘ W,‘ +, = 1,09861
PA2 

4^48'2

4 z) — (4 + 44 — 3/; — - 4i — ‘4 ■
ßz 

82
1 1,0438 PA2

4 Pj 8.

4 s* — (4 + 4i) — -24 = w'k
(P)a

82
-1

~ 4 ■ — = 
<5 2

1,10219 PA2^ 
4PjP2

, PA2 Pz2 PP1= 10,92625= 13,370 60 —— > ^= 14,897 39-^-
1S\Ä2 Äj*S2
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und die durch Interpolation gewonnenen Werte

— 3 z? + Zs

4
PP 

= 10,92048 ~----- 
^2

~d — 3 Zjg + z'n Pz2
4 ■ s2

6 Zn + 3 z» — z'u = 12.257 72"b 4
6 su — z^+3 z[4 PP = 12,24182 -4-- 

'S <S24
ein, so ergibt die Auflösung:

z't =12,27110

z'm = 14,26727

■’r = 12,27915

PP

pp

pp

Die vorzügliche Übereinstimmung

zn = 14,27790 ,

PP
zk = 13,40502 —— ,

PPz'i = 13,39374 .
'M ö2

zwischen den beiden Werten

^= 13,40687—-—
“1 'M

UIld PP
4 = 13,40502 s s

ist ein erneuter Beweis für die Genauigkeit und Zuverlässigkeit des 
Rechnungsverfahrens.

Aus der Gleichungsgruppe (G) lassen sich jetzt, indem P = 1 gesetzt 
wird, die Werte a « 

errechnen. Sie sind mit den zugehörigen Momenten der reduzierten 
Biegungsspannungen

Sy = — N’-P^ 
ßy-

in der nachstehenden Tafel 22 zusammengestellt. Um den Vergleich 
zu erleichtern, sind die Durchbiegungen A und die Momente 30t' des 
stellvertretenden einfachen Balkens in der gleichen Tafel aufgenommen.

Der Vergleich der zugehörigen Zahlenreihen zeigt bei den Durch
biegungen ö' und £' Abweichungen von höchstens 0,6%, während sich 

Wt'die Momente s' und — um kaum mehr als 1% voneinander unter

scheiden; beachtenswert ist hierbei, daß die Gurtstreifen 1—4—7—10 
— 13—16 die tieferen Senkungen f' und die kleineren Momente s', die
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Feldstreifen 3—6—9—12 — 15—18 hingegen die geringeren Verschie
bungen und die größeren Momente s' aufweisen.

Das Verhältnis dj, 3,33333 q
& 3,35125

erscheint als Maß der Wirksamkeit der Stützung außerordentlich günstig. 
Da aber bei statisch unbestimmten Tragwerken geringfügige Verände
rungen in der Lage der Stützpunkte einen merklichen Einfluß auf den 
Spannungszustand ausüben können, ist es notwendig, nicht allein die 
Wirkung der Auflagerkräfte Z = —1, sondern auch diejenige der ge
samten wirklichen Belastung in Betracht zu ziehen.

Tafel 22.
Die Durchbiegungen und Hauptspannungsmoinente einer dreireihigen Platte 
mit der Stützenteilung lx : l = 1:1 unter dem Einfluß der Kräfte PI0 = +1. 

Abb. 83.

a) Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung aller Felder.

II
Punkt h 1 4 7 10 IS Iß Faktor

il 0,99278 1,92383 2,73156 3,35125 3,7243 3,84766 11. “2
y ii 0,98952 1,91667 2,71875 3,33333 3,70833 3,83333 / V

0,24695 0,49326 0,75031 1,01193 0,99726 0,98652 1
sw
2 a j 0,25 0,50 0,75 1,0 1,0 1,0 1

Punkt 3 6 9 12 15 18

i' li 0,99145 1,91977 2,72184 3,33630 3,71328 3,83954K 1
0,25248 0,50503 0,75041 0,94995 1,00289 1,01006 1

Werden alle Felder gleichmäßig mit g belastet und die Widerstände Z 
beseitigt, so entstehen in allen Punkten eines Längsschnittes M—M 
(Abb. 81) die gleichen Verschiebungen Co und die gleichen Biegungs
momente soy: jeder Streifen PPQQ verhält sich wie ein einfacher, frei 
aufliegender Balken. Bezeichnet man mit L = 3 l = 6 a die Spann
weite dieses Balkens, so lassen sich seine Durchbiegungen und seine 
Momente sov durch die bekannten Formeln

? _ 24^ + 16-^ = 4--
384 V V 8 V T 3'as + 8i'a‘)

c 4y2\ 9 ,/ 1°,J 8 V L2) 2^ V 9 a2/ 

darstellen.
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Für die Stützenflucht y = + a ist

44 ga1
= 3 ~V~ '

Der Auflagerwiderstand der Pilzdecke hat also die Größe

Z = 
ft 3 3,35125 a- 

= 4,37647ga2.
Bei dem gewöhnlichen durch
laufenden Balken ist hingegen 

z 44 _£aL„ 
4 ' 3 ’ 3,33333 a?

= 4,4ga2.
Diese beiden Werte wei

chen nur um etwa 0,5% von
einander ab.

Die Gleichungen der end
gültigen Verschiebungen £ und 
Momente lauten nunmehr

C = Co — 4,37647 ga2 
= soU — 4,37647 ga?s'v.

Nach diesen Formeln sind 
die Werte C, sy und auch die 
Momente sy der reduzierten 
Biegungsspannungen errechnet 
und neben den zugehörigen 
Größen des stellvertretenden 
durchlaufenden Balkens in 
die Reihe A der Tafel 23 auf
genommen worden. Um die 
Unterschiede zwischen der 
Pilzdecke und dem Balken 
besser zu veranschaulichen, 

3R sind die Momente s„ und -— ■ 2d in Abb. 84 dargestellt.

Abb. 84. Spannungsbilder der Querstreifen 
einer gleichmäßig belasteten trägerlosen Decke 

mit drei Felderreihen.

Der Vergleich läßt wieder die kleinere Durchbiegung und die stärkere 
Beanspruchung der Gurtstreifen erkennen: die Feldstreifen, tvelche im 
Gegensatz zu den Gurtstreifen in den inneren Drittelpunkten nicht 
unmittelbar aufgelagert sind, besitzen infolge ihrer nachgiebigen Stüt
zung eine geringere Steifigkeit und haben daher auch die kleineren
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Tafel 23.
Die Durchbiegungen und Spannungsnionrente einer dreireihigen Platte mit 

der Stützenteilung lx : Z^ =1:1 bei verschiedenen Belastungsfällen.
Abb. 83, 84 u. 87.

Punkt. II
1 1 4 i 10 13 14 Faktor Abb.

Bela- StUDgS* fall
A

$0

2 a

0,07164
0.07356

0,06875

! 0,07928
i 0,08532 

0,075

0,00768
0,02382

0,01875

—0,13680
-0,10717

-0,11

-0,01443
0,00264

-0,00625

0,03355
0,04563

0,025
84

1

B

2«

0,08269
; 0,08368

0,08125

0,10214
0,10516

0,1

0,05071
0.05829

0,05625

-0,06840
-0,05359

-0,05

-0,05409
0,04556

— 0,05

-0,04570;
0,03968

-0,05
■ pti i 85 a

C

»»

12 a

-0,01106
—0,01009

— 0,0125

-0,02286
-0,01984

-0,025

-0,04304
—0,035 46

-0,0375

-0,06840
0,05359

-0,05

0,03966
0,04819

0,04375

0,079 30 
0,085311

0,075
j

85

Punkt 3 6 • 12 15 18 Faktor Abb.

Belastungsfall
A

s,
Jy

0,06910
0,067 51

0,07706
0,07244

0,03312
0,02272

-0,02268
-0,03935

0,00847
-0,00352

0,02913
0,01988

} 84

B 1 
lA

0,08142
0,08063

0,10103
0,09872

0,06342
0,05823

-0,01134
-0,01968

-0,04264
-0,04864

-0,04794
-0,05256

} P#
85 a

0 is" -0,01232
-0,01312

-0,02397
0,02628

-0,03032
-0,03552

-0,01134
-0,01968

0,05111
0,04511

0,07706
0,07244

} p^ 85

Punkt 4 9 10 12 16 18 Faktor Abb.

Belastungsfall
A

Sx 
Sj.

2b

0,00546
-0,00641

-0,08333

0,03715
0,01542

0,04167

-0,13090
-0,09875

-0,08333

0,04377
0,05558

0,04167

-0,02659
-0,04027

-0,08333

0,03680
0,03084

0,041667
■

1

D

2 b

— 0,05944
0,04547

0,08333

— 0,07744
0,08182

0,08333

—
0,07728
0,07337

0,08333
■ P 86u.87

E •
Sx

2 b

—
-0,02229
-0,03005

-0,04167

—__ -0,03367
-0,02624

-0,04167

— — 0,04048
-0,04552

-0,04167
|l

■ PC 8611.87
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Biegungsspannungen. Die Unterschiede zwischen den wirklichen 
Spannungsmomenten s„ der beiden Streifen sind in den Endfeldern 
unerheblich, in den Mittelfeldern beträchtlicher; in den letzteren sind 
die Abweichungen zwischen den Momenten s„ der reduzierten Span
nungen bei den Gurt- und Feldstreifen ganz bedeutend.

Trotz der fast gleichen Widerstände Z bestehen zwischen den Bie
gungsbeanspruchungen der Pilzdecke und des stellvertretenden durch
laufenden Balkens merkliche Unterschiede, welche vor allem in der 
Mitte der Innenfelder besonders in Erscheinung treten; die Durch
schnittswerte. 8^ der Gurt- und Feldstreifen weichen jedoch nicht er
heblich von den Biegungsmomenten des Balkens ab. Da für die An
strengung und die Querschnittsbemessung der Platte diese Durchschnitts
werte und nicht die für die Mittellinien der Streifen gültigen Grenzwerte 
maßgebend sind, so ist hinsichtlich der gesamten Formänderungen und 
Spannungen eine fast vollständige Übereinstimmung zwischen Pilz
decke und durchlaufendem Träger zu erkennen.

b) Der Einfluß einer ungleichmäßigen Belastung.
Die ungünstigsten Beanspruchungen sind in den Querstreifen zu 

erwarten, wenn entweder die mittlere Felderreihe I oder die beiden 
äußeren Reihen II allein belastet werden (Abb. 85 und 85a). Bei gleich

Abb. 85.

Abb. 85 a.
mäßiger Verteilung der Kräfte p läßt sich jeder dieser beiden Belastungs
zustände auf zw'ei Stufen aufbauen. p

Stufe I: Innen- und Außenfelder tragen gleichzeitig die Last + y ;

p . . — pStufe II: die Innenfelder sind mit + y , die Außenfelder mit + y
belastet.
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Um die Verschiebungen C und Momente sy der ersten Stufe zu er
mitteln, braucht man nur in den vorhin errechneten Werten der Gruppe A 

der Tafel 23 g durch — zu ersetzen.7 2
Bei der zweiten Belastungsstufe verhält sich jede Längsreihe wie 

eine unendlich ausgedehnte, an den Außenrändern A—A oder an den
r PInnenrändern K—K frei aufliegende, mit + gleichmäßig belastete 

Platte. Jeder Querstreifen wirkt hierbei wie ein einfacher Balken von 
der Spannweite l — 2a: für die zugehörigen Größen ; und sv gelten 
die bekannten Formeln

2 384 V
, 1 y«4 l

2 ‘24 V ' '
•>4^ , 16^

Der Anfangspunkt der y-Achse ist hierbei in den Mittelpunkt jedes 
Feldes zu verlegen. Die Überlagerung der Durchbiegungen und Span

nungsmomente der beiden Laststufen liefert 
die in den Spalten B und C der Tafel 23 
zusammengestellten Zahlen. Der Vergleich 

2)1 mit den zugehörigen Größen <5 und —- des 
2a 

durchlaufenden Trägers zeigt von neuem 
eine recht gute Übereinstimmung sowohl 
in den Mittel- als in den Endfeldern.

Besonders bemerkenswert ist der ver
schiedene Verlauf der Momentenlinien in 
den Gurt- und Feldstreifen; während bei 
den ersteren die negativen Biegungsmo
mente ihren Größtwert unmittelbar über 
dem Stützenmittelpunkt erreichen, treten 
bei den zweiten die höchsten negativen 
Biegungsmomente außerhalb der Stützen
flucht auf, sie sind aber weit kleiner als bei 
den Gurtstreifen. In dieser Verringerung ist 

wieder der Einfluß der elastischen Nachgiebigkeit der Auflagerung der 
Feldstreifen zu erkennen.

Um nunmehr auch die größten Biegungsmomente in der Längs
richtung zu bestimmen, ist der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
der Querreihen, wie sie in Abb. 86 veranschaulicht ist, in Betracht zu 
ziehen. Dieser Belastungszustand läßt sich auch in zwei Stufen zer
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legen, indem zunächst alle Felder mit — und sodann die Querreihen 

abwechselnd mit + — und mit — — beansprucht werden.

Die Verschiebungen ; und Momente s, der ersten Stufe sind bereits 
bekannt. Bei der zweiten verhält sich jede Querreihe a b c d wie eine 
an den Außenrändern ab, cd und den Innenrändern ac, bd frei auf

liegende, mit A y gleichmäßig belastete Platte von der Länge L — 6b 

= 6 a und der Breite B = 2 a . Für dieses Seitenverhältnis B : L = l : 3

Abb. 87. Spannungsbilder der Längsstreifen einer trägerlosen Decke mit drei 
Felderreihen bei wechselweiser Belastung.

sind die Spannungen und Durchbiegungen im Abschnitt III, § 9 er
rechnet und in Tafel 5 zusammengestellt worden; man braucht nur

A — an Stelle von p zu setzen, um die Werte für die vorliegende Be

lastung zu erhalten. Die Zusammensetzung der Werte der beiden Last
stufen liefert die in der Tafel 23 eingetragenen Zahlen.

Die A Linien der drei Längsschnitte J—J, K—K, L—L sind in 
Abb. 87 dargestellt. Die größten positiven Biegungsmomente treten 
im Gurtstreifen K—K auf; der benachbarte Feldstreifen L—L der 
mittleren Reihe weist fast die gleichen Momente sx auf, während die 
Feldstreifen J —J der äußeren Reihen, durch die angrenzenden Ränder 
ab, cd wesentlich entlastet, erheblich geringere Momente aufzunehmen 
haben. Die Beanspruchungen bleiben aber merklich hinter dem Durch-

Marcus, Platten. 18
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schnittwert = 0.333 pa2 des stellvertretenden durch-2a 12 3
laufenden Balkens zurück. Diese Abweichung ist auf den Umstand 
zurückzuführen, daß die Ausdehnung der Platte in der Querrichtung 
beschränkt, in der Längsrichtung hingegen unbegrenzt ist: die Platte 
ist daher in der Querrichtung steifer als in der Längsrichtung, und dem
gemäß ist auch die Biegungsbeanspruchung in den Längsstreifen be
trächtlich geringer als in den Querstreifen. Bei Decken, deren Umfang 
in beiden Richtungen begrenzt ist, wird also die Spannungsverteilung 
nicht allein durch das Verhältnis der Stützenabstände in jedem Felde, 
sondern auch durch das Verhältnis der Felderanzahl in der Längs- und 
in der Querrichtung beeinflußt.

Die Bedeutung dieses Einflusses wird noch in § 33 und § 34 unter
sucht werden. Vorerst ist es aber notwendig, die Frage zu prüfen, ob 
die Vergrößerung des Säulenabstandes in einer Richtung eine merk
liche Verringerung der Wirksamkeit der Stützung zur Folge haben kann.

2. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit 
der Stützenteilung = 3 :2 .

Ich wähle als zweite Beispiel eine dreireihige Platte mit den Stützen
abständen = 2 a = 6 Ä , ly = 2 b = 4 2 .
Das zugehörige Gewebe ist in Abb. 88 dargestellt. Es sei zunächst nur 
in den Knotenpunkten (13) mit den Kräften Z — —1 belastet. Die

Abb. 88.

Gleichgewichtsgleichungen für diesen Belastungszustand lauten unter
Berücksichtigung der Symmetriebedingungen:
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- w!, + 4 w;. - 2 wj4 — w\- = — = + —

4 wj — 2 w2 — W5 - 0
4 w't — 2 Wg — Ws = 0

— w[ + 4 w2 — w$ — W,; = 0
— w4 4- 4 w2 — IC'» — w7 = 0

— w{ + 4 w-, — ■K - Wr, = 0
■— 4“ 4 w'^ — 2 W; - w{2 = < >

— w2 — w'^ 4- 4 — w7 — wj„ = 0
-  W-. — Wg + 4 W; — w« — w„ = 0

— w3 4- 4 wj — 2 w[„ - WK —
— w8 + 4 w;3 — 2 w^ - W]',; = 0

— w'- — wj 4 4 wj« — wu w-;4 = o
— w'7 — w^, 4- 4 Wn — wjo — W15 = 0

— wjs + 4 Wp-, — 2 w{5 — w'^ — 0
— w'm — w'v, + 4w41 — wj3 — wjs = 0
— w'u — w'v, 4- 4 w\-t — wj4 — wj,, = 0

— + 4 w4T — 2 W;8 — w2i = 0
— w;G 4- 4 Wa, — 2 w$fl — w2i = 0

— w'u — Wh4-4w« — W'u, w>3 — 0
— w'K — w'^ 4- 4 wjfl — wis — = 0

— 2 w^ + 4 w21 — 2 wi. = 0
— 2 w^ 4- 4 w3J — 2 Wj3 = 0

— 2 w'is —’ tt!31 4* 4 w« — W2A = 0
— 2 wj9 — w2l 4- 4 w’s, — w’m = 0

S2 
x2

/?

X2

4z{ ~2z2 -4 — w{

4z! — 2zs - zg = 2^4

A + 4z3 — Zs — Zb = Wo

s4 +4^ — — z- = Wo

18*
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— 4

— 2;

— 2»

. ~ 4i

2n

— 2 218 —

. —24» -

• 21 + 4 2.5 — 2 z[-

— 2^

■ s5 + 4zg ‘ ^7

2S + 4 2^ /

«5 4' 4 Ztt — 2 2n,

2^ + 4z^, — 2 2^,

4 + 44o — 4l

Z$2 + 4zu — 2W

4 + 4 4, — 2 z'rl

zj. + 421G — 2 4

2^. + 4z71 — 21-,

«I« + 445 -— 211

+ 44t — 2 21S

^n> + 44,> — 2 2h,

+ 4zjs ~~ 211,

s2() — 4zt!, — 2(8

2z;? + 4z2i — 2 4

2 2f„( + 44t — 24

321 + 44.» — ^23

41 + 44 — ^22

Zg = w;

— 2,2 = U»s

10 — »ß

— z„ = w;

— 2,3 =

&

^2

8.

^2

S2 
z2

- 2m = »12 y

- zu =

215 — »11

— 4 = wj3 —- = wj. -— 
ö2 ß2

, , >'2— 2a, = w„; —- 
ö2

2is — —
«2

— 2lf) = W,5 “■

— = »17
^2

— z2l = wai —

— = Ww —

Wli> s2

~ 82

^>4 ^-

, H2

~ s‘ 82



Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke.

Ich bilde vier Gruppen von Hilfsgrößen Um, Um, Vm, Vm, 
den folgenden Bestimmungsgleichungen genügen:

welche

\Ui = i (»I T 2w2 + 2 w8 + »D '»( = Ui 4- 2 U{ 4- 2 r, 4- f;
U{ = 1 (»I — w'. — w8 H- Wj) w'. = Ui - U{ + Fi - FJ
Fi = 7 (»I + w'. — wf. — w,) wi = Ui - U’i - F, 4-17
r; = 1 (»I — 2»! 4- 2 w» —- Wj) »4 = Ui + 2 r; - 2 F, - FI

Ur, = i (»a + 2»« + 2w7 +wg) »3 = Ur, 4- 2 17 4- 2 Fa 4- FI
HI = $ (»5 — »s “ »7 +»«) »6 = U-, - 4- F5 - FI
F-, = H»I + »11 — »7 — »S> »7 = U:,- U’;,- Fa + FI
Vf, - i (»I — 2 wf, 4- 2wJ — w^) »8 = U-, 4- 2 17 - 2 Fä - FI

u9 = i M 4- 2 »w 4- 2 w4 4- w(s) »<> = Ui, 4" 2 U'j 4* 2 F., + 17,
u:, = 1 (»9 — »10 — wj) 4- »12) »10 = Uct — U!, 4- Fi - H

K, = + »10 — w71 — w72) »11 = u,, - u:, - K, + 17,
(7 = i M — -»Bl 4- 2 wn — wj2) »12 = u., 4- 2 u:, - 2 F., - T7.

f^3 = k(wi. 4- -»(■1 + 2 »iä 4" »io) »Li uv, + 2 U\, 4- 2 Fu 4- FI,
ü'^ = k (»13 — »14 - »5s + »;«) »14 = Ui?, — U'i, 4- Fw - f;3
Vn = + »14 — »15 — »Ui) »15 = UK~ u^- ns 4- f;;!

. F» = J (»Is — 2^ + 21^- »J«) »10 = Ui, + 2U^- 2f13- f;:!

Ua = k (»u + 2»Is 4- 2 »js, 4- wio) »17 = Ui- 4- 2 % 4- 2fJ7 + f;7
U{-.= -J- (»17 _ »18 - »;<, 4- »y »18 = U17 — U'i- 4- Fu - f;t

' Fu = I (»(7 + »18 — »i9 — WgO »Ul = ^7- 64'7- F17 + F(7
, f;7 = i (»17 — 2^8 + 2w{9 —»y »20 = 17 4- Hn — 2F17-f;7

n21 = I (»21 + 2w4 + 2 w'£} + W24) »21 — ^4-2^4- 2 F2| 4- T In
U^ = £(»21 — »22 — 4 ^24) »22 = tf2l~ ^1 + 121 — f 21
F3I = i (»2t + Ww — ■” wii) »23 = U2i — ^21 I 21 4- T 21

. f21 = £ (»21 — 2 wf» 4 2 W-^ — ^24) »24 = 2 FÄ1 - F^

Ich führe diese Größen in die Gleichungen des elastischen Gewebes 
und erhalte nunmehr:

4- 2 Ux - Ur, = 0
- Ui + 2 U-, -U9 = 0
- u-, + 2 u, - trl3 = o

' - U. + 2 U& -Uri= +

UK + 2 F17 - P21 = 0
. -2 Ur. + 2 U2I - 0

+ 5 U{ - HI =0
- U{ + 5 U[, - U^ = 0
- U'. + 5 U', - U'13 = 0

- U'K + 5 U'}-, — U^ = 0
+ =o
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+ 3 F, - Fä =0 -HF - Ff, = 0
- Fi + 3 F5 - Fs = 0 - f; + 6 Ff, - FS = 0
~ F5 + 3 F« - F1S = 0 - F-, + 6 Ff, - F^ - 0

- V9 + 3 F13 -F =+ 1 — ^9 4" 6 ^13 — F' = ! —1—
b + 6^17 ' 6^

- ^ + 31« - f21 = 0 - f;s + 6f;7 - Ff, = 0
-2 Fn + 3 Fai = 0 -2F;: + 6n, = 0 .

An Stelle der ursprünglichen partiellen Differenzengleichungen sind 
wiederum vier voneinander unabhängige Gruppen totaler Differenzen
gleichungen von einfachster Gesetzmäßigkeit gewonnen worden. Ihre 
Auflösung liefert die Werte:

= 0,166667 -
Ai tu; = Sx w'i = 0,174692

= 0,000317 *
«i 

1
jif, —. w'.. = 0,169828

= 0,166 667 ,
Fj = 0,003623 -d- -MS = = 0,162872

f; = 0,00145 i = Ss w'x = 0,159910

u-, = 0,333333^- M'r, — S1 = 0,359106

W, = 0,001584 —
]

= Sx w'ü = 0,341751
7 = 0,333333,

f5 = 0,010869 — Öj = St w'-, = 0,321747

FS = 0,000867 i = Si w's = 0,313896

U9 = 0,500000 = S'i w't = 0,578239

= 0,007605 -1

]
Af«, = St = 0,516321

= 0,500000,
Fs = 0,028985 — M'u = Sx w{x = 0,468469

FJ = 0,005059 J- -M{3 = St w'i.. = 0,452181
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%
-j— = 0.666667.

u« = 0,666667 = St = 0.921207

= 0,036439 A

'M
ML = Sj w\A = 0,676827

V» = 0,076087 J

'M
= % zz-;- = 0,583629

FJ» = 0,029488
“i

a-;,: = 0,557 883

= 0.666667 ml — «L = 0,752931

% = 0.007921 1
«1 = 0.686151

= 0.032 609 1 m;., = >8, w\., = 0,631341

kk = 0,005204 1
,1/21» — 'M 'm, = 0,612087

U, = 0,666 667
M

M.ji = S, 10^ = 0,718218

= 0,003169 J

'M
ML = St wL = 0,683502

fs1 = 0,021739 ~ 
“i

M^j = Ät 1%; = 0,643494

= 0,001735 *
'M

ML = N] = 0,627792

W-
- - = 0,666667 , 

‘ r

0,666667 .

In der vorstehenden Aufstellung sind auch die Momente ' des
*X 

stellvertretenden Balkens als Durchschnittswerte für jede Zeile angegeben.
Der Vergleich der zur gleichen Zeile gehörigen Zahlen zeigt, daß 

die Momente der Mittellinie 1—5—9—13—17—21 des Gurtstreifens 
größer, die Momente der Mittellinie 4—8—12—16—20—24 des Feld
streifens hingegen kleiner als die Balkenmomente sind: die stärksten 
Abweichungen treten in der unmittelbaren Nähe des Lastortes (Punkt 13) 
auf und nehmen mit wachsender Entfernung von diesem Orte merklich 
ab. Während bei der Platte mit der Stützenteilung lx : Z„ = 1 : 1 die 
Unterschiede kaum mehr als 1% betrugen, schwanken sie bei dem Ver
hältnis 3 : 2 zwischen 4% und 38%; die Gleichmäßigkeit der Spannungs
verteilung ist also nur noch in geringerem Maße vorhanden.

Um die Gestalt der Momentenfläche in der unmittelbaren Umgebung 
des Lastortes zu bestimmen, schließe ich wie vorhin an die Knoten-
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punkte 9, 10, 14, 17, 18 des großen Gewebes ein kleineres Gewebe mit 

der Maschenweite / = y an und verteile den Widerstand Z = — 1 

gleichmäßig auf die Knotenpunkte i, k, l, m, n, r. Die Berechnung 
der Ordinaten dieses zweiten Gewebes liefert für die Momente M' der

einzelnen Knotenpunkte die in Abb. 88a eingetragenen Zahlen. Als 
Durchschnittswert im Bereiche des Stützenkopfes erhält man

w'k = 0,794787 .

Führt man die Größen w' in die rechte Seite der eingangs aufgestellten 
z' - Gleichungen ein und löst man die letzteren in derselben Weise wie die 
w' - Gleichungen auf, so gewinnt man schließlich die Werte

1Ä2
= 2’658471^ 

zf, = 2,651434^- 

4 = 2,639286^ 

1 22 
z\ = 2,633671-— 

&2

1 72
4 = 5,156326-^-

X 2
, 122z« = 5,138150

122
= 5,109168--

4 = 5,096202^5-

= 2,645597 ,
^X ^2

<5< = 5,124527 ,
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4 = 7,331424^ 
öi ^2

4>= 7,29392144 
Oj Ö2 

= 7,24128144 

122 = 7,218906-— 
Öl ö2

^3 = 9,003284 44

4« = 8,948516 44 
$1 ö2

, 1Z2
45= 8,874668-^— 

$1 8%
z'K= 8,844676 44 

Öl ^2

2h = 9,989896 44 
öj ö2

= 9,94535944 
öiö2

^4 ~ 9,880569 --- ■ - Öj Ö9 
lz2 z^,= 9,852576--—

lz2= 10,312652 ——-

1Z24> = 10,276301 —- öi ö2
4; = 10,218333 44- 

Öi Öq
1222^4 = 10,192402 —— Öl Ö9

= 7,270124 44 
ö^i ö.

1 /2 %= 8,915721 ——, 
*si«?

= 10,24905444 •
ÖX öo

Die Gegenüberstellung zeigt, daß die zum gleichen Längsschnitt 
gehörigen Punkte der elastischen Platte die gleichen Durchbiegungen 
wie der stellvertretende Balken erfahren; die Abweichungen zwischen 
den Größen z und <5 betragen durchweg weniger als 1%. Trotz der 
merklichen Unterschiede in der Spannungsverteilung und trotz des 
verhältnismäßig großen Stützenabstandes ist die elastische Fläche
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beinahe ebenso gleichmäßig gewölbt, als ob statt einer Auflagerung in 
einzelnen Punkten eine stetige Stützung längs einer Linie vorhanden wäre.

Die genauere Untersuchung der Durchbiegung in nächster Nähe des 
Last ortes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes liefert für die Ordinaten 
der Knotenpunkte i, k, l, m, n die in Abb. 88b eingetragenen Zahlen. 
Für den Stützenmittelpunkt ergibt sich insbesondere

= 9,001693 .

Das Maß der Wirksamkeit der Stützung

~ = (,99
9.001693

ist wiederum als sehr günstig zu bezeichnen.
Es möge jetzt der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung aller Felder 

untersucht werden.
Schaltet man zunächst die Stützenwiderstände Z aus, so läßt sich die 

Gestalt der elastischen Fläche unmittelbar aus der Gleichung

- _ 27 2 y2 , 1 ?/4\
Sü = 8 ' N U ' ' 3" h2 " 81 ' b*J

bestimmen. Die in der Stützenflucht liegenden Punkte (13) erfahren 
hierbei die Verschiebung

. 44 gb* 704 g/^
= ot = 3 •

Mithin ist
2 " % - 3 “ 2M8917 ’2’ “ «•51729 '

Der Stützendruck des stellvertretenden Balkens mit der Breite lr = 3 b 
ist bekanntlich

z = U = I ö • 6 gb2 = 6,6 gb2.
Die Auflagerwiderstände der Pilzdecke und des durchlaufenden Prägers 
unterscheiden sich also um kaum mehr als 1%.

Um festzustellen, ob die Biegungsbeanspruchungen im gleichen 
Maße übereinstimmen, habe ich für die Mittellinien der Gurt- und 
Feldstreifen die Momente der wirklichen und der reduzierten Normal
spannungen ermittelt und neben den entsprechenden Werten des 
durchgehenden Balkens in der Gruppe A der Tafel 24 zusammengestellt . 
In den Gruppen B und C dieser Tafel sind auch für die wechselweise 
Belastung ganzer Felderreihen die Werte der Momente angegeben.

Die Berechnung ist in derselben Weise wie im letzten Beispiel durch
geführt worden und braucht daher nicht näher erörtert zu werden.
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Tafel 24.

Die Durchbiegungen und Spanuungsniomente einer dreireihigen Platte mit 
der Stützenteilung lr: lv = 3: 2 bei verschiedenen Belastungsfällen.

Abb. 88.

Punkt. ■ 5 9 13 17 21 Faktor Abb.

Bela- Sy ! 0,08195 0,09912 0,02381 0,14986 0.01211 0,07325
fall 
A

&.
Til,

0,07517 0,08136 -0,01285 -0,21272 -0,03143 0,03771
■ —

2ü 0,06875 0,075 0,01875 -0,1 -0.00625 0,025

0,087 85 0,11206 0,05878 -0,07493 -0,04082 -0,087
B »t, 

2«

0,08446 0,10318 0,04045 -0,10636 -0,06259 -0,04364 • p11, 85a
0,08125 0,1 0,05625 -0,05 — 0,05 -0,05

-0,00590 -0,01294 -0,03497 -0,07493 0,052 93 0,09913

C -0,00929 -0,02182 -0,05330 -0,10636 0,03116 0,08136 pli : 85
-0,0125 -0,025 -0,0375 -0,1 0,04375 0,0752 a

Punkt 4 8 12 16 20 34 Faktor Abb.

Bela-stungs- s„ 0,06491 0,07131 0.03408 -0,0067 0,00524 0,01763 } -
A 1 s„ 0,07040 0,08399 0,055 96 0,02261 0,03261 0,04298

B { s‘ 0,07933
0,08207

0,09816
0,10449

0,06’392
0,07485

-0,00335
0,01130

-0,04425
-0,03057

—0,05369
—0,04101

| p^ 85 a

S,, —0,01442 -0,02684 -0,02983 -0,00335 0,04950 0,08131 ] 85C
sa —0,01168 -0,02051 -0,01890 0,01130 0,06318 0,08399

Punkt 5 8 13 16. 21 24 Faktor , Abb.

Bela- Sr 5-0,02632 0.01878 -0,09313 0,04344 -0,05265 0,037 55
fall S, '-0,01311 0,02829 -0,11311 0,04254 -0,04288 0,03991 - rt 1 —
A »Ix -0,1 0,04167 -0,1 0,04167 -0,1 0,04167

l2b
_ 0,0358 — 0,0636 — 0,0657

1

D Sx — 0,0444 — 0,0669 — 0,0671 P^x 86
9-Kx 1 __ 0,0833 — 0,0833 — 0,0833
2 b

! __ -0,0180 i — -0,0201 — -0,0281 1

E «x 1 --- -0,0162 i — -0,0243 — — 0,0272 86
»ix _ -0,0417 _ — 0.0417 -0.0417 II
2 b
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Der Vergleich zwischen Platte und Balken führt zu folgenden Er
gebnissen :

Die Momente sv der wirklichen Biegungsspannungen der Mittel
linien der Gurt- und Feldstreifen unterscheiden sich, wenn man
von • den Beanspruchungen in der Stützenflucht absieht, bei der 
wechselweisen Belastung der Längsreihen verhältnismäßig wenig von
einander; ihr Mittelwert- stimmt auch gut mit dem zugehörigen Wert

~~ des stellvertretenden Balkens überein.

Die reduzierten Spannungsmomente sv der Gurt- und Feldstreifen 
weichen eher voneinander ab, ihr Durchschnittswert deckt sich aber 

auch nahezu mit der Größe , ~ -

Auf die Gurtstreifen entfallen wieder die höchsten positiven und 
negativen Werte 9V und auch die größten negativen Momente sy, wäh
rend die größten positiven von den Feldstreifen aufgenommen werden 
müssen.

Bei voller Belastung aller Felder treten die Unterschiede zwischen 
den reduzierten Spannungsmomenten der beiden Streifen wie auch 
die Abweichungen ihres Durchschnittswertes von dem entsprechenden

AT +Moment -y—
.r

vor allem in den Mittelfeldern stärker in Erscheinung.

Da die fraglichen Werte sy verhältnismäßig gering sind und da ohnehin 
die wechselweise und nicht die ständige Belastung für die Anstrengung 
der Decken maßgebend ist, so haben diese Abweichungen für die Quer- 
schnittsbemessung nur untergeordnete Bedeutung.

Eine Gegenüberstellung der für die Stützenteilung : ly = 3:2 er
rechneten Werte mit den für das Verhältnis 1 : 1 in Tafel 23 angegebenen 
Zahlen läßt den Einfluß des Stützenabstandes insofern erkennen, als 
die Unterschiede zwischen den Beanspruchungen der Gurt- und Feld
streifen mit wachsender Feldbreite zunehmen. Beachtenswert ist ins
besondere, daß bei quadratischer Stützenteilung die höchsten positiven 
und negativen Biegungsmomente in den Gurtstreifen entstehen, wäh
rend bei dem Teilungsverhältnis lx : ly = 3 : 2 die grüßten positiven 
Werte s,, auf die Feld-, die größten negativen Momente auf die Gurt
streifen entfallen.

Um auch die ungünstigste Beanspruchung der Platte in der Längs
richtung zu verfolgen, habe ich schließlich den Einfluß der wechsel
weisen Belastung der Querreihen, wie sie durch Abb. 86 veranschaulicht 
wird, untersucht. Die Zerlegung der Belastung läßt sich in ähnlicher 
Weise wie bei dem vorhin behandelten Beispiel mit der Stützenteilung 
h : lH = 1:1 durchführen; hierbei sind die Ordinaten der elastischen 
Fläche bei der zweiten Belastungsstufe für jede Querreihe die gleichen 
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wie bei der ringsum frei aufliegenden Platte mit dem Längenverhältnis 
B : L = I,, : 3 lv = 1 : 2 und können daher aus der Tafel 4 entnommen 
werden.

Die Ergebnisse der Berechnung sind in den Gruppen D und E der 
Tafel 24 zusammengestellt. Es zeigt sich wieder, daß die Beanspruchung 
der Feldstreifen in den Randfeldern merklich hinter derjenigen der 
Gurt- und der Feldstreifen der Innenfelder zurückbleibt; beachtenswert
ist insbesondere, daß die größten Spannungsmomente sr und sr nicht 

SILunerheblich kleiner als die entsprechenden Werte y- des stellvertreten- 
w

den Balkens sind. Die Verringerung der Biegungsspannungen tritt noch 
mehr als bei der Decke mit der Stützenteilung Zz :/,, = ! : 1 in Er
scheinung, weil durch die Vergrößerung des Säulenabstandes die Steifig
keit der unendlich ausgedehnten Längsstreifen erst recht kleiner ge
worden ist als diejenige der Querstreifen, welche in ihrer Ausdehnung 
begrenzt sind und in kürzeren Entfernungen von Stützen getragen wer
den. Durch den Vergleich der beiden Grenzwerte

sxna = 0,0671 pl^ = 0,15097 pl^ , 
= 0,11206pZ^ = 0,0498 pli

erkennt man, daß, obgleich die Querstreifen verhältnismäßig stärker 
beansprucht werden als die Längsstreifen, die in den letzteren auftreten
den Spannungen für die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind: 
da der Unterschied in der absoluten Größe dieser Grenzwerte nicht un
bedeutend ist, so läßt sich nicht die Festigkeit des Baustoffes in der 
Längs- und in der Querrichtung im gleichen Maße ausnutzen. Um eine 
günstigere Spannungsverteilung zu erzielen, ist es daher notwendig, 
ungleiche Stützenabstände zu vermeiden und wenn irgendwie möglich 
die Deckenfläche in quadratische Felder zu teilen.

§ 33. Die in beiden Richtungen unendlich ausgedehnte Decke.
Die in Abb. 89 im Grundriß dargestellte Platte ist sowohl in der 

Längs- .als auch in der Querrichtung unbegrenzt und besteht aus un
endlich vielen gleichartigen Feldern.

Die Ermittlung der größten Beanspruchungen eines Feldes ist die 
Aufgabe der vorliegenden Untersuchung.

1. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder.

Ich setze zunächst voraus, daß alle Felder die gleiche Belastung 
tragen und daß diese Belastung symmetrisch in bezug auf das x-y-Achsen
kreuz verteilt ist.
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Betrachtet man vier benachbarte Felder I,II, III, IV, so erscheinen
die Randlinien AB, AD der einzelnen Felder als Mittellinien der vier- 
feldrigen Gruppe und stellen ebenso wie die Mittellinien J—L, M—A

sind also zugleich die Randbedingungen des Feldes AB CD.
Es ist leicht einzusehen, daß, wenn sie erfüllt werden, auch die wei-

füx x = -f- a ,

für y — Ab

befriedigt sein müssen. Es treten daher längs der Randlinien weder 
wagerechte noch lotrechte Schubspannungen auf.
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Überträgt man diese Beziehungen auf das stellvertretende Gewebe, 
so erkennt man, daß je zwei zu einer Randlinie A B symmetrisch liegende 
Knotenpunkte die gleichen Werte JI und Ü also auch die gleichen 
Ordinaten w und z aufweisen müssen.

u) Untersuchung eines quadratischen Mittelfeldes.
Ich wähle als Beispiel ein quadratisches Mittelfeld und Überspanne

CIes mit einem Gewebe, dessen Maschenweite z ■= — ist. Die Ordnungs- 
4

Ziffern seiner Knotenpunkte sind in der Abb. 90 im Einklang mit den 
vorstehenden Symmetriehedingungen verteilt.

Ist g die Belastung der Flächeneinheit, so haben die Knotenpunkte 
die Lasten G = g z2 aufzunehmen. An den Stützpunkten 1 treten außer
dem die aufwärts gerichteten Auf lager kräfte

auf. M = — = — 64 g/2
Die Gleichgewichtsgleichungen der Knotenpunkte lauten1):

4

4«'15

— 4 w2

- 4 —

±(G4-.4) = -63^ 
'M

— »i 4- 4«’a — — 2 w6 + 1 ~ 'S

- Wi54-4wu — w12 — 2 w13 4-

— w2 + 4ws — w4 — 2 = + 1w

— w14 4- 4?c12 -2^ =

— w3 4- 4 w4 — — 2 ws = +1 x Cf'S

— w13 4" 4 M’o — — 2 ws = + i
- . (I)

1) Der Aufbau der Gleichungen und die Reihenfolge der Unbekannten lassen 
sofort erkennen, daß die Größen Wj und w^, und w14, u'3 und ic12, w4 und w9, 
w6 und w13, w? und wn immer paarweise auftreten und einander zugeordnet sind; 
führt man die jeweilige Summe oder Differenz dieser Größen als Unbekannte ein, 
so zerfällt das Gleichungssystem I in zwei voneinander unabhängige Gruppen mit 
$1 bzw. 6 Unbekannten. Die Spaltung des ursprünglichen und die Auflösung der 
neuen Gleichungssysteme bieten keine Schwierigkeiten und brauchen daher nicht 
näher erläutert zu werden.
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— 2w4 +4?rs -2w,

-in:, + 4»(i — 2w7

-2wu + 4wis- 2wn

— w3 — w0 + 4 w7 — ws —

—w^ — w13 + 4 wn — Wg —

— Wt — w7 + &ws —w9 —

— iw. + 4 w16 — 2 wn

= + 1

»w = + 1

wu = + 1

Eine eindeutige Lösung dieser Gleichungen ist vorerst insofern nicht 
möglich, als sie auch dann erfüllt bleiben, wenn alle Unbekannten um 
den gleichen Betrag w0 vergrößert oder verkleinert werden.

Man kann also eine Unbekannte willkürlich bestimmen, die Werte 
der übrigen folgen dann zwangläufig aus dem Gleichungssystem. Wird 
beispielsweise wx = X gesetzt, so liefert die Auflösung der Gleichungs
gruppe I der Reihe nach:

wx = X

w2 =X + 22491 9^
Sx 1428

w3 = A + 31 744 <Mä
Sx1428

— Vi Q5 QQQ ^Z2
Sx 1428

Wg - X + 37104 9^
Sx 1428

* - X + 36628

qA-w9 = + 37 611^

^-x + 3«1®^

»n - X + 38003
^92

^ = ^ + 39148-^

w14 = X + 39 579

w15 = X 4- 39936

9^* 
1428
9^ _

Sx 1428
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Jüt das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bedingungen

4zi — 4zä = W1 = X~

4^5 - 4zu = w £ = X ~ 4- 39936 7—^—
15 Ä2 1428^^

— + 4z, - z3 - 2 z6 = w = X 4- 22491 —
' S2 8, 1428^5,

+ 4 zw - zls - 2 zis = X~+- 3.9 579 - ---

(II)

3 4 - 7 “3 s2 'V 1428^

- zM -F 4z12 - z, - 2 z„ = W12 £ X | + 38656
«2 S2 1428*8x02
z2 z2 ol4,3+4z4 2# _8 Wi - X^ + 3O8S3^s^

- z,.,+ 4z„ — z- —2Ze —Wn —X^ 4-37611 -
a Ss S3 1428^*^

_^£_z£+S71Mi_^

_14 + 4z13 _n Mjs- X ^-+36148^^

33 ' 36 +43? “ 3s ~

---

31 + 4*<> z» “ U'^ St “ A K + 36228 14288,8,

Z2 Z2 , <7Z4
-z, +4z10 ^zn - - ^2+3610-U28jV,’

In diesen Gleichungen ist einerseits neben den Ordinaten z auch die 
Größe X unbekannt, andererseits ist für die unverschieblichen Stütz
punkte (1) der Wert z, = 0 von vornherein gegeben. Die fünfzehn 
Gleichungen reichen also gerade aus, um außer den vierzehn übrigen 
z-Werten die Unbekannte X eindeutig zu bestimmen.

Marcus, Platten. 19
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Das Gleichungssystem II wird durch die Größen

gX = -34614,5 _ -L--
142801

(.. _ o 1
A 21 2

g^ = 0 N■»1 — N- (1428)2

—^2, = 24714753 — g^ da^= 0,02367 V- 
N*2 “ N- (1428)2

= 546977121- g^ 005°39*3 — N- (1428)2
= 76371 681 1

A 2
g^ = 0,07315^1 

NN- (1428)2
- = 84268608-1

A ‘ 2
g^ = 0,08071 <

NN- (1428)2

= 39393008-1
A 2

g^ qa*= 0,03773--- N*6 — N- (1428)2

k? =
^~z7 = 62 951281 1 g^ aa^= 0,06029-^—- 

NN- (1428)2
A 5 1= 81448784 — g'^ = 0,07801 < 

xV*8 — N- (1428)2

M =
~ = 88610529-1

A 2
g^_

' AT- (1428)2 = 0,08487 N

~^io = 79200160-1 gz4 = 0,07586 9“4
N^10 — A-(1428)2

93253489| g^ = 0,08932 S'“4
N*11 — N- (1428)2

^Z12 = 98717936-1 g^ qa^
= 0,09455-—S12 — N- (1428)2

^?-z13= 1039695201 gl4 ga4 = 0.09958 <T 
A*13 — N- (1428)2

£u = -^^= 1082117131- g^ = 0.10364
N- (1428)2

"TT -IM<>™
befriedigt.

Mit Hilfe dieser Werte habe ich für die Mittel- und die Randlinien 
des Feldes die Momente der wirklichen und der reduzierten Biegungs
spannungen errechnet und in den Abb. 91 aufgetragen: die zugehörigen 
Zahlen sind in der Tafel 25, A enthalten.
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Die Spannungsverteilung vollzieht sich wieder nach den gleichen 
Gesetzen wie bei der Platte, welche nur in einer Richtung unendlich 
ausgedehnt ist; die Gurtstreifen (1, 2, 3, 4, 5) zeigen die kleineren 
Senkungen £ und die höheren Spannungen, die Feldstreifen (5, 9, 
12, 14, 15) hingegen die größeren Verschiebungen und die geringeren 
Beanspruchungen.

Die Abweichungen zwischen den Mittel- und Randwerten sind inner
halb einer Mittellinie (5, 9, 12, 14, 15) bei den Dehnungen 0V) infolge

Abb. 91. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmäßig 
belasteten trägerlosen Decke mit schmalen Stützköpfen.

der ungleichmäßigen Streitigkeit stärker als bei den wirklichen Span
nungen (sy). In dem Punkt 12, welcher im gleichen Abstand von einer 
Rand- und einer Mittelachse liegt, erreichen die Beanspruchungen des 
Querschnittes (5, 9, 12, 14, 15) ihren Durchschnitttswert

s,j = 0,16748 ga2 = 0,04187 gP , 
Sy = 0,17031 gas = 0,04258 gP .

Bei einem durchlaufenden Balken mit unendlich vielen, gleichmäßig 
belasteten Öffnungen ist das größte Feldmoment bekanntlich

9)1 
l

-9-~ = 0,04167 gP.
24 J

19*
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Tafel 25.
Die Durchbiegungen und Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer 
gleichmäßig belasteten trägerlosen Decke mit unendlich vielen quadratischen 

Feldern.
A. Decke ohne pilzartige Erweiterung des Stützkopfes.

Abb. 91.

B. Decke mit pilzartiger Erweiterung des Stützkopfes.

a
1 3

4 4
1 
4 0 Faktor

s 0,0 0,02367 0,05239 0,07315 0,08071 A
y ST — 0,75749 -0,08073 0,127 33 0,21113 0,24204 ga2
b ' Sy — 0,757 49 -0,44988 -0,25297 -0,15561 -0,13308 ga2

-0,98474 -0,21570 0,05144 0,16445 0,20211 ga-
Sy -0,98474 -0,47410 -0,21477 -0,09227 -0,06047 ga-

ga^
( i 0,OSO 71 0,08487 0,09455 0,10364 0,107 28

>! -0,13308 -0,08836 0,00940 0,087 26 0,11645 ga-
b

A 
= 0 5, 0,24204 0,21950 0,16748 0,13002 0.11645 ga2

«s. -0,06047 -0,02245 0,06065 0,12627 0,15139 ga2
0,20211 0,19400 0,17031 0,15620 0,15139 g«2

Abb. 93.

( i 0,0 0,0 0,017796 0,033527 0,039353 ga* 
N

y t
Sr -0,36192 -0,28474 0,03305 0,15847 0,18644 ga2

= i 
b Sy —0,36192 -0,20473 -0,16984 -0,12561 -0,10224 ga1

-0,47049 -0,34616 -0,01790 0,120 79 0,15577 ga2

sy -0,47049 -0,29015 -0,15992 -0,07807 — 0,04631 ga2

0,039353 0,042548 0,051173 0,059170 0,062369
ga4 

A
y a

Sr -0,10224 -0,08688 0,01004 0,07677 0,10237 ga2
b = °J S„ 0,18644 0,17556 0,13889 0,11233 0,10237 ga2

sr -0,04631 -0,03421 0,05171 0,11047 0,13308 ga2

Sy 0,15577 0,14950 0,14190 0,135 36 0,133 08 ga2

Die Beanspruchungen der Platte und des durchgehenden Trägers 
stimmen also bis auf 2% miteinander überein.

Die Zahlenwerte der Tafel 25, A sind dennoch nicht in allen Fällen 
für die Querschnittsbemessung der Pilzdecke geeignet. Es ist nämlich 
bei der Ermittlung der w-Ordinaten und der zugehörigen Momente M 
stillschweigend vorausgesetzt worden, daß der volle Auflagerwider
stand A — —gl- ausschließlich auf den Stützenmittelpunkt (1) konzen
triert ist und daß die Platte an allen Stellen die gleiche Querschnitts
höhe und das gleiche Trägheitsmoment besitzt.
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Diese Annahme trifft aber nur bei Säulen, deren Seitenlange oder 
Durchmesser sehr klein im Vergleich zur- Feldweite ist und welche am 
Kopfe nicht verstärkt sind, zu: der Auflagerwiderstand wirkt dann 
als Einzellast und erzeugt die hohen Biegungsspannungen, welche in 
Abb. 91 im Bereiche des Stützkopfes deutlich in Erscheinung treten. 
Bei den trägerlosen Decken wird aber die Säule an ihrem oberen Ende 
pilzartig erweitert und die Plattenhöhe vergrößert (Abb. 92): sieht 
man selbst von der Deckenverstärkung ab, so nimmt bei guten Aus
führungen der Umfang des oberen Säulenschaftes in solchem Maße zu, 
daß in der Mittelebene der Platte die Seiten
lange oder der Durchmesser des Stütz
kopfes die Größe

mn = = ck>0.2 — 0,251
erreicht.

Der Auf lagerwiderstand ist also nicht auf 
den Mittelpunkt k vereinigt', sondern auf die 
Grundfläche nm des Stützkopfes verteilt. 
Andererseits wird durch die Erweiterung 
der Säule die Steifigkeit der Decke in diesem 
Bereich so beträchtlich erhöht, daß bei 
gleichmäßiger Belastung aller Felder eine Senkung oder Drehung der 
Platte innerhalb der Grundfläche überhaupt nicht stattfinden kann. Mit 
dieser Starrheit der Grundfläche ist eine Verminderung der freien Spann
weite der Ränder und der Beanspruchung der Gurtstreifen und somit 
eine Erhöhung der Tragfähigkeit der Decke verknüpft.

Um eine richtige Grundlage für die Querschnittsbemessung der 
trägerlosen Decken zu erhalten, muß noch der Einfluß der Erweiterung 
des Säulenkopfes näher untersucht werden.

Die Art der Verteilung des Stützenwiderstandes auf die Grund
fläche ist vorerst unbestimmt: es ist aber aus der Theorie der 
durchlaufenden Balken, welche auf breiten elastischen Lagerflächen 
aufruhen1), bekannt, daß im allgemeinen die stärkeren Pressungen 
nicht im Kerne, sondern am Bande der Lagerfläche entstehen. 
Setzt man bei der Pilzdecke eine gleichmäßige Verteilung des Stützen
widerstandes auf die starre Grundfläche des Säulenkopfes voraus, 
so wird man eher ungünstige Werte für die Beanspruchung der Gurt
streifen erhalten und die Tragfähigkeit der Platte sicherlich nicht 
überschätzen.

x) Der Einfluß einer Flächenlagerung ist in einem Aufsatz des V erfassers 
über die „Statische Untersuchung von einfachen und durchlaufenden Trägern 
mit elastischen Stützflächen“ in der Zeitschrift „Der Eisenbau“, Jg. 1912, 
H. 1 u. 2, behandelt worden.
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Von der Gesamtbelastung eines Feldes übernehmen also die im 
Bereiche der Grundfläche befindlichen Stützpunkte 1, 2, 6 die folgenden 
Anteile:

der Mittelpunkt (1) 
die Randpunkte (2) 
die Eckpunkte (6)

{ -gl2 = -16 g/2, 
A2 = — gl2 = — 8 g/2, 
J6 = —Ä — Igk2.

Die Gleichgewichtsgleichungen des

— w3

^4

«’12

Gewebes lauten nunmehr:

4

4 «hä

— 4 w2

— 4 «’m

^41 + G9

+
^1

- Wj + 4 w2 — «h — 2 «’s = Mä+&) = — 7 g'^-

j 4 «’m — w9 — 2 «’n = + 1 S’^3

— w2 + 4w3 “«h ~ 2 w7 = + 1 g&

- «’m + 4 «ha — «’s — 2 «’n + 1 g^ 
Sr

— W3 + 4w4 — w5 — 2 «’s = + 1 g^2 
Sr

— «’n + 4 «’s -w3 - 2 «’s = + I g& 
Sr

— 2wt + 4w5 — 2w9 + 1 g^ 
Sr

— 2w2 + 4 ws — 2 w7 = (-43 + ^) = — 3 g& 
s.

—-r 4w13 -2wu — + 1 g'2 
Sr

— «’s + 4u>7 — w6 — «ho + 1 g^ 
Sr

- «hs 4 4 «’n “«’s — «’lO + 1 gl* 
Sr

— + 4ws — «’n = + 1 g^ 
Sr

— 2w7 + 4 «ho -2wu + 1
Sr

(HI)
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Ihre Auflösung liefert:
»1 - X

w2 = X + 10710 ~----  
2-1428ÄJ

— X 4- 26896 - -+ “ 2-1428«!

w4

w5

~*+3«™ 2

— X 4-36904 ^Z"
1 ~ 2-1428«!

»« X + 18003 .

w7 x '2,880 FW«;

»8
* + 35853 2.1'^

»9 ^+36533,

V 4- 34782 - ■ -^10 1 - 2-M28«!

»n

»12

»13

»14 - X + 41 718 2 _ 1428

»15 - x । fctö- 2 _ 1428Äi

Ich ersetze jetzt die Gleichung der elastischen Fläche 

durch die Differenzengleiehung
M Srw

% 4 N N ’
welche für die einzelnen Knotenpunkte die folgenden Beziehungen er
gibt:
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(IV)

4Ci ~4C2 =

4 Cis — 4 CM =

15

42432 
^v15

gl1 
2-1428'

- Cl + 4^2 ~ C3 ~ 2 Cs =
Z2
-^1* + 
rv 2

10710
■V2 2 • 1428'

£15 + 4C„ t 12 2 Cjs
z3
■^1* +

41718 g^
2 • 1428'

C2 + 4C3 £4 2 Ci =
26826

2-1428

— C14 + 4 ti« — C# — 2Cu =
39882 

X12
g^

2-1428

- Ca + 4 C< Cs 2 C8 X51x + 34578 
N.

g^ 
2-1428

C12 + 4C» S5 " 2 C8 =
z2

X + 
i\ s

36558 g^ 
2■1428

+ 4C> -2C9 =
36924

2-1428

+ 4£6 SS £s'x+ 18003 
n6 2-1428

-2 Zu + 4fu -^Ch =
^1* + 40851

-^13
g'^

2-1428

Ja Cs + 4 >,7 -c« - C10 ■B
29580 

N,
g^

2-1428

►li C« + 4 Cu -Cs - Cie —
38556 
^1 2-1428'

=1 c» + 4 & —c» — Cu =
35853

Ne
g^

2-1428

-2C, + 4C„ -2Cu CR
34782 

^10
g^

2-1428
Das Trägheitsmoment des Plattenquerschnittes kann an allen Stellen, 

mit Ausnahme der nächsten Nähe des Stützenmittelpunktes, als gleich
bleibend betrachtet werden; für alle Punkte k außer dem Punkt 1 ist 
demgemäß Nt — N . Wenn die Platte hingegen unmittelbar über dem 
Stützkopf als starr angesehen werden darf, so kann A\ = oo gesetzt 
werden. Aus der ersten Gleichung der vorstehenden Gruppe folgt dann 

Ci C2 — 0 >
und da von vornherein = 0 ist, so wird auch £2 = 0 .
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Der Wert

a= 4

erscheint zunächst unbestimmt. Es ist aber möglich, aus den vierzehn 
übrigen Gleichungen der Gruppe IV sowohl die dreizehn Ordinaten 
£r> • • • £15 als anch die Größe X eindeutig zu bestimmen. Durch Auf
lösung dieser Gleichungen erhält man nämlich die Werte

g/.
14282-1428A

4
X = — ——• 520956 63

g'2 = -16538
= 0

£3 0

^3 = q X4 
18580337 2 27 (1428)* = aa4 0,017 796 - —

Ci = q X435003858 2 27 "1W = qa^ 0,033527 AV

Cs —
q x4

41086704 = 0,039353

Ce
(7Z4

6679561 2rV (1428)^ 0,006398 27

£7 =
Q Ä4 24121654----- --------2 27-(1428)3 = 7 a4 0.023104 27

Cs
q 24 

39102175 2 27 (1428)3 = 0,037452 27

Cs 
l

= 444^486 2^.(1428)2 =
<?a4 0,042548

fio =
9 z4 

37117646 2 jv. (14-28)2
qa^ 0,035551 27

£u
o z4 48895962 2^(1428)2 =

ua4 0,046832 i-- N

£12
oz4X97/11 I w 0.051173^-

270^4^7411 2^.(1428)3

£13 =
QÄ4 

58111993 2 27 (1428)3 =
„ „ qa^ 0,055659^ 27

oz4 aa4 0,059170-—- 27£14 617.7080 2Är.(1428)2

£15
oz4 65116972 2/(1428)2 qa^ 0,062369-^-—
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Die hieraus errechneten Spannungsmomente der Mittel- und Randlinien 
sind in Abb. 93 dargestellt. Die zugehörigen Zahlenwerte sind in 
Tafel 25, B aufgenommen.

Ein Vergleich mit den Ergebnissen der ersten Untersuchung zeigt, 
daß unter dem Einfluß der Stützenverbreiterung sowohl die positiven

Abb. 93. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmäßig 
belasteten trägerlosen Decke mit breiten Stützköpfen.

als auch vor allem die negativen Biegungsmomente wesentlich kleiner 
geworden sind; die Einsenkungen der Platte sind auch fast durchweg 
auf die Hälfte des ursprünglichen Maßes zurückgegangen. Als Durch
schnittswert der Spannungsmomente für den Mittelquerschnitt (5, 9, 
12, 14, 15) findet man im Punkte 12 die Größen

sy = 0,13889ga2 = 0,03472 gl2,
Sy = 0,14190ga2 = 0,035475 gl2,
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während im vorigen Beispiel die Momente
Sy = 0,04187 gl2, = 0.04258 gl1

ermittelt worden sind; die durchschnittliche Beanspruchung der Platten 
mit schmalen Stützen ist also um 20% höher als diejenigen der Decken 
mit breiter Grundfläche.

Der günstige Einfluß der pilzartigen Erweiterung des Stützkopfes 
läßt sich im übrigen durch ein einfaches Näherungsverfahren feststellen.

Betrachtet man nämlich einen von zwei benachbarten, par
allelen Mittellinien begrenzten Streifen
(Abb. 94) als einen gewöhnlichen Balken 
von der Breite B = l und berücksichtigt 
man, daß die auf der Grundfläche des 
Stützkopfes aufruhende Belastung un
mittelbar von der Säule aufgenommen 
wird und daher keinen Einfluß auf die 
Durchbiegung des Balkens ausüben kann, 
so ist die tatsächliche Belastung des 
letzteren Qb = g(l2 - .

Unter d0 ist hierbei die Seitenlänge der 
Grundfläche zu verstehen.

Wählt man do = 0,25 Z, so wird
Qb = gP (1,0 - 0,252) = 0,9375 gl2 .

Die lichte Spannweite des stellvertretenden Balkens ist
= l _ d0 = 0,75l,

der Stützenabstand hingegen l .
Die wirksame Biegeweite dürfte

lb = J (Z + ZJ = 0,875l 
sein.

Da der Balken als Mittelfeld eines durchlaufenden Trägers mit un
endlich vielen, gleichmäßig belasteten Öffnungen sich ebenso verhält, 
als ob er an den Enden fest eingespannt wäre, so ist sein größtes posi
tives Biegungsmoment

syQ = = 0,03418 gl3

und mithin sto
— = 0,03418 gl2 .

Z
Die vorhin ermittelten Durchschnittswerte der größten Biegungs

momente der Platte
~y = 0,03472 gl?, s„ = 0,035475 gl3 
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unterscheiden sich von dem entsprechenden Werte des stellvertretenden 
Balkens um höchstens 1,5 bzw. 3,8%. Die Ergebnisse des Näherungs
verfahrens stimmen also mit denjenigen der genauen Untersuchung 
recht gut überein.

Diese Feststellung ist besonders wichtig, weil sie die Grundlage der 
vereinfachten Berechnung der trägerlosen Decken bildet und auch bei 
anderen Verhältnissen der Stützenteilung gestattet, die Behandlung 
der Platte auf diejenige des durchlaufenden Balkens zurückzuführen.

b) Untersuchung eines rechteckigen Mittelfeldes 
mit dem Längenverhältnis lx : ly — 3 : 4 .

Um den Einfluß des Längenverhältnisses des Feldes auf die Span
nungsverteilung zu untersuchen, möge als zweites Beispiel die Platte 

mit der Stützenteilung = 3 : 4 
behandelt werden.

Ich wähle ein Gewebe mit der 
Maschenweite 

Abb. 95.

und gebe den Knotenpunkten ent
sprechend den Symmetriebedingungen 
die aus Abb. 95 ersichtlichen Ordnungs
ziffern.

Bei gleichmäßiger Belastung ent
fällt auf jeden Knotenpunkt die Last 
G = g Z2 . Der Auflagerwiderstand ist

A = = —485TÄ2 .
Ich setze voraus, daß die Stütze, 
schlank ist und daß sich der Stützen

Abb. 95a.

druck auf eine quadratische Grundfläche mit der ver
hältnismäßig kurzen Seitenlänge d0 = 0,125 lv = 2 ver
teilt. Wie man aus Abb. 95 a erkennen kann, liegt je ein 
Viertel 1 a, b, c dieser Grundfläche zwischen den Knoten
punkten 1, 2, 5 und 6; von dem zugehörigen Auf lager-

A
druck — — — 12u23 ist auf Grund des im Abschnitt I, 4

§ 3, A, 4 abgeleiteten, allgemeinen Hebelgesetzes
dem Knotenpunkt 1 der Anteil: —(•})" 12g22 = — g z2,
dem Knotenpunkt 2 der Anteil: —J [ • 12 g z2 = — -J-j! g z2 ,
dem Knotenpunkt 5 der Anteil: — -J- • ■ 12 g Z2 = —- g/-z,
dem Knotenpunkt 6 der Anteil: — (|)2 • 12 g 22 = — * gg 

zuzu weisen.
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Werden die Stützenwiderstände der übrigen Viertel der Grundfläche 
ebenso verteilt, so erhält man insgesamt

für den Knotenpunkt 1: Ar = — 4- V',' gz2 = — 27 gz2,
für den Knotenpunkt 2: +2 = — 2 • f^g22 = — 4,5 gz2,
für den Knotenpunkt 5: As = —2 • -D}gz2 = —4,5gz2,
für den Knotenpunkt 6: +6 = — 1 • Hg^2 = — 0,75 gz2

Berücksichtigt man noch die Belastung G = g z2, so wird die Kräfte
verteilung im Bereiche des Stützkopfes durch die Größen

-27) = -26gz2,
P. = Ps - gz2(l - 4,5) = -3,5 gz2, 

Pe = gz2(l — 0,75) = +0,25 gz2 
festgelegt.

Die Gleichgewichtsbedingungen des Gewebes lauten nunmehr:

4»! — 2 — 2 = -26 gz2
Si

— wl + 4w2 - ws — 2 “’s = -3,5 9^ 
Si

— + 4w3 — w2 — 2 “h = +l gV

— 2 w3 — 2 “’s = +l gz2

— «’l + 4w5 - 2w6 — “’s = -3,5 g^2 
^1

— W2 ” “’s + 4w6 — - “’io = +0,25 gz2

— w3 — w& + 4w7 — w6 — “’n = +1 gz2

— Wi -1 + - 2w: - W12 = +l
Si

2^10 -
g^

— w- + 1+ - “’13 = +1 ’Äi

— ^6 “ “’s + 4 w10 — “’n - = +l gz^ 
Si

— w7 — Wi, + 4 wn — “’io - “’15 = +1 g'^ 
Si

= +l g^
— “’s + 4w12 - 2 “’n - “’io s.
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— ’2wu —

27

~ Z2 

"3

«’io

- wn -

w9 4- 4 w13 -- 2 wu — w17 -+1
W13 4~ 4 W14 “- ^15 — w18 =+1

W16 4- 4wi5 -— u>14 — U’19 = 4-1 9'-
s1

2 w12 + 4 w16 --2^15 — ,rao -+1 ~
,S1

2wM4-4wB -- 2 W1S =+l

= +lwi7 + 4 wis -“ M’w Al

w,0 4- 4 w19 -“ »IS

2 Wj6 + 4 w20 -- 2w19 -+1 %

4Z1 - 2zä — 2z3 ~wl 3- °2
— ZL 4- 4 a2 ~3 — 2^ A2 

~Wi 's.
— zt + 4 z3 — Z, — 2 z, = Wa s.

4^4 _ 2 Zn-* z3 — 9 «- ^8
22
Ä2

— zi + 4 z5 __ 9 ?z6 — ä2= w5 ~
- s5 + 4 z6 — Z1 — S10

X2
= v

~s 4~ 4 z. --- Ze — S11
22
S,

~ s4 +.4z8 _ 9 — ^12
z2 

~ w’s 's.
z5 + 4 z9 _ 9 

- — 213
X2

- zs + 4zl0 2 n — ^14 - ““ A

— 2i2 + 4zn Z10 *— ^15
X2

Wu ß2
- z8 4- 4z12 -2zu — Z16 = W14 's.



Die in beiden Richtungen unendlich ausgedehnte Decke. 303

S9 + 4 z13 - 2 *17 = »13
z2
S2

210 213 + 4zu — *18 »14
z2

2U 216 + 4Z15 — 214 S19 = »15
z2
ä7

— Zj2 + 4zie - 2 *15 ^20 »je
z2
*'.,

- “13 + 4zlf - 2 — »17
z2

-2.^4 - zr + 4s18 — *19 »IS
z2
X

-2215 - “20 + 4z19 — ^18 = »19
z2 
ä;

— 2 z16 + 4 z20 — 2 ^19 = »m
z2 
x

Diese Gleichungssysteme haben denselben Aufbau wie die im Ab
schnitt XI, § 32, 2 für die in einer Richtung unendlich ausgedehnte 
Platte mit der Stützenteilung lx : ly = 3 : 2 entwickelten Gleichungen 
und lassen sich ebenso in je vier Gruppen totaler, dreigliedriger Diffe
renzengleichungen mit je fünf Unbekannten spalten. Ihre Auflösung 
liefert die Werte

31 = 0
^7^

^1Ä2
z- = 3,374843 8,8,

z9 = 8.687383^-
Si 8,

z, = 2,618246 2g = 5,097635 g^ 
^i^

z10= 9.577662^-

z3 = 5,866794
aS 2 aS o

z7 = 7,549655 g'^ 
8,8,

oz4 zu= 11,042350-^—

Zl = 7,160024 g z4 

aS'j Ä,
22 — 8,585681 g^

8,8,
<7Z4 2i2=ll,702697

*1*2

Sn = 12,806569

2, = 14,155159^

ÖZ4^ = 14’565107&

a z4 - = 1^4767^ 

g^ Sis = 14,687078-$-$- 

a z4 z,9 = 15,367906^- 
*1*2

oz4 
z o = 15,695369 ~--w- 

*1*2
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Mit Hilfe dieser Größen habe ich die Momente der wirklichen und 
der reduzierten Normalspannungen für die Mittel- und die Handlinien 
bestimmt; die zugehörigen Zahlenweite sind in der Tafel 26 enthalten.

Tafel 26.
Die Hauptspannungsmornente des Mittelfeldes einer gleichmäßig' belasteten, 

unendlieh ausgedehnten, trägerlosen Decke mit der Stützenteilung 
: ly = 3:4.
Abb. 95.

Punkt 3, %

1 —0,145458 glx -0,201706 gl; -0,105464 gl; -0,130010 gl;
2 -0,017508 gl^ -0,058827 g^ —0,077472 gl; -0,080427 gl;
3 +0,054314 gZ +0,026267 —0,052589 gly -0,043424 gl;
4 +0,071846 gl; +0,048085 gl; —0,044552 gl; -0,032428 gl;

17 -0,020 128 gl; +0,005175 glx +0,047 444 g l; +0,044047 gl}
18 -0,008848 g^ +0,014494 g l; +0,043766 gl; +0,042273 gl;
19 +0,009816 gl; +0,030028 gl; +0,037 898 gl; +0,039555 gl;
20 +0,018192 gl; +0,037031 gl; +0,035320 gl; +0,038391 gl;

1 —0,145458 gl‘ -0,201706 gl; -0,105464 gl; -0,130010 gl;
5 -0,095711 gl; -0,111858 gl; -0,030277 gl; -0,046428 gl;
9 -0,049460 gl; -0,039515 gl; +0,018646 gl; +0,010300 gl;

13 -0,026666 gl; -0,004999 gl; +0,040640 g l„ +0,036141 gl;
17 -0,020128 gl; +0,005175 gl; +0,047444 gl; +0,044047 gl}

4 +0,071846 gl; +0,048085 gl; -0,044552 gl; -0,032428 gl;
8 +0,057557 gl* +0,043462 gl; —0,026427 gl} -0,016715 gl;

12 +0,036686 gl; +0,038808 gl; +0,003978 gl; +0,010169 gl;
16 +0,022775 gC +0,037209 gl; +0,027065 gl; +0,030908 gl;
20 +0,018192 gl; +0,037031 gl; +0,035320 gl; +0,038391 gl;

Die Ergebnisse der Rechnung zeigen, daß die längeren Randlinien 
sich stärker durchbiegen und höher beansprucht werden als die kürzeren. 
Die größeren Spannungsmomente sv und sy sind auf der schmäleren 
Querschnittsbreite lx = 6 2 der Schnittebene y = 0 nahezu gleichmäßig 
verteilt: die Mittel- und Randwerte der kleineren Spannungsmomente 
sx und sx weichen hingegen in der Schnittebene x = 0 merklich von
einander ab. Der Unterschied zwischen den Formänderungen der Gurt- 
und Feldstreifen tritt besonders bei den Momenten sx der längeren 
Querschnittsbreite Zy = 8 2 in Erscheinung.

Als Durchschnittswert der Momente erhält man für die Schnitt- 
ebene x = 0 die Größen:

+ = 0,0403946 gl; , 
für die Sehnittebene y = 0 :

= 0,040994 gVv ,

= 0,040451 glx , 

s„ = 0,041003 gl^ .
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Bringt man die wirksame Belastung eines Feldes

Q -= — <0 = 47 gt?
auf einen beiderseits eingespannten Balken von der Breite B, = Z„ 
bzw. B^ — lx, so entsteht in der Balkenmitte das Biegungsmoment

* - $
bzw.

gl? =
" 24

47 .. .

auf die Längeneinheit der Querschnittsbreite bezogen ist dementspre- 
cl”nd w, 47 .. 47 .

” B, ■

47 Z„ 47
= B = 24 'gA" Z = Ts g Z = 0,0408 f/ ’v ’

Diese Näherungswerte unterscheiden sich um höchstens 1% von den 
für die Platte errechneten genauen Größen. Die vorzügliche Überein
stimmung beweist von neuem, daß sich die Pilzdecke in jeder Richtung 
wie ein einfacher durchgehender Träger verhält. Während bei einer 
ringsum aufliegenden, durchlaufenden Platte die Spannungsverteilung 
wesentlich vom Längenverhältnis der Felder beeinflußt wird und die 
stärkeren Beanspruchungen auf die kürzere Spannweite entfallen, ist 
hingegen bei den Pilzdecken die Größe des gesamten Biegungsmomentes 
31Ü oder 911,, bei gleichen Auflagerungsbedingungen der äußeren Platten
ränder nur von der Spannweite Zz oder Z^ abhängig: lediglich die Ver
teilung von oder SKy auf die Querschnittsbreite oder lx wird von 
der Art der Stützenteilung beeinflußt. Hieraus folgt aber auch, daß die 
gleichmäßige Anstrengung der Platte in beiden Richtungen nur bei dem 
Längen Verhältnis l, : Z„ = 1:1 erzielt werden kann und daß die quadra
tische Stützenteilung vor allen anderen Stützenanordnungen den Vorzug 
verdient.

2. Der Einfluß einer wechsel weisen Belastung 
einzelner Felder.

Die Pilzdecken werden wie die durchgehenden Träger nicht bei der 
gleichzeitigen Belastung der ganzen Deckenfläche, sondern bei der Be
lastung einzelner Felder oder Felderreihen am stärksten beansprucht. 
Um die Art der ungünstigsten Laststellung und ihren Einfluß auf die 
Anstrengung der Platte zu bestimmen, will ich zwei verschiedene Be
lastungsfälle in Betracht ziehen.

Marcus, Hatten. 20
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Fall I: Schachbrettartige Belastung (Abb. 96). Ich bezeichne mit A 
das belastete, mit B das unbelastete Feld und setze voraus, daß alle 
Felder A die gleiche und gleichmäßig verteilte Belastung p tragen.

Der Spannungszustand der Decke bleibt unverändert, wenn man sich 
an Stelle des vorliegenden Belastungsfalles zuerst sowohl die Felder A

p
als auch die Felder B mit + —, sodann aber die 

pFelder A mit + —, die Felder B hingegen mit

— ~ belastet denkt.

Der erste Teilzustand deckt sich, sobald 7 mit 
p
— vertauscht wird, mit dem zuletzt behandelten

Falle der gleichzeitigen und gleichartigen Be
lastung aller Felder und ist daher als erledigt zu betrachten.

Im zweiten Teilzustande stimmen die Belastung und die Rand- 
p

bedingungen jedes Feldes mit derjenigen einer mit + — belasteten und 

ringsum auf den Rändern des Feldes frei auf liegenden Platte überein. 
Die zugehörigen Formänderungen und Beanspruchungen sind im Ab
schnitt III, § 7 und § 9, untersucht worden und können auch als bekannt 
erachtet werden.

Die Zusammenfassung der beiden Teilzustände liefert beispielsweise 
für quadratische Felder die folgenden Ergebnisse:

1. Mitte des Gurtstreifens R—R:

Stelle 
x = 0, 
y =±b

sx 
sx

1.2^.(0,039353 + 0.0) = 0,01968 1 für Feld A
A A|.

| • pa?(0,18644 + 0,0) = 0,08322 pa- 1 wie fur
pa.3(0,15577 + 0,0)= 0,07788 p«2 J Feld 5,

2. Mitte des Feldstreifens SS:

Stelle
x = y = 0 <

im Felde A

■ 1 r®4 na4C = — -^-(0,062369 + 0,06488) = 0,063625 ' 

sx = |pa2(0,10237 + 0,14554) = 0,12396 p«2 
< $x = | pa? (0,13308 + 0,18920) = 0,16114pa2,

Stelle 
x — y — 0 

im Felde B

p = V -^-(0,062369 - 0,06488) = -0,012555^- 

1 ^ = ipa2 (0,102 37 —0,14554) = -0,02158pa2 
1 sx = |pa2(0,13308 - 0,18920) = -0,02806 pa2 .
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Fall II: Wechselweise Belastung ganzer Felderreihen. Die in Abb. 97 
dargestellte Lastanordnung läßt sich wieder in die zwei Teilzustände

— und zerlegen.

Die erste Belastungsstufe ist dieselbe wie im Falle I. In der zweiten 

verhalten sich die Felderreihen A und B wie ein mit + belasteter 

Plattenstreifen, der in einer Richtung unendlich ausgedehnt ist und 
auf den beiden Längsrändern frei aufruht. Dieser Streifen besteht aus 
unendlich vielen, nebeneinanderliegenden einfachen Balken, deren Form
änderung und Beanspruchung den bekannten 
Gesetzen

? , p a4 / _ 6 a;3 ad \
* “7' ,

p a- i ad \
= = 1-----v2 2 \ a-)

folgen.
Die Überlagerung der beiden Teilzustände 

liefert nunmehr Abb. 97.
1. für die Mitte des Gurtstreifens R—R:

Stelle x = 0 
y = ±ö 

im Felde A

Stelle x — 0 
y = ±6 

im Felde B

p - y ™(0,039353 + 0,20833) = 0,12384^- 

px = l pa2(0,18644 + 0,5) = 0,34322 pa3
[ sx — 1 pa3(0,15577 -j- 0,5) = 0,32788 pa2 ,

(0.039353 - 0,20833) = -0,08449-^

। Sj. = l-pa2(0,18644 — 0.5) = —0,15678pa3 
= Fpl2(0,15577 — 0,5) = --0,17211 pa2 ;

2. für die Mitte des Feldstreifens ä—S:

Stelle (C = v -^-(0,062369 + 0,20833) = 0,13535

« = 2/ = 0 I Sj;= (0,10237 + 0,5) = 0,30118 pa3
im Felde A = lpa?(Q,13308 + 0,5) = 0,31654pa3,

Stelle ff = 4 (0,062369 - 0,20833) = -0,07298^-
\ 2 N

x = y = , = ipa2(0,i0237 - 0,5)=-0,19881 pa3
im Felde B = .^^(0,13308 - 0,5) = -0,18346pa3 .

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der beiden Untersuchungen 
zeigt, daß durch die wechselweise Belastung ganzer Felderreihen doppelt 
so hohe Beanspruchungen als bei der schachbrettartigen Belastung 

20* 
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hervorgerufen werden. Für die Querschnittsbeniessung der Platte ist 
daher die im Falle II behandelte Lastanordnung maßgebend.

Beachtenswert ist insbesondere, daß bei dieser ungünstigsten Last
stellung ein beträchtlicher Unterschied zwischen den größten Biegungs
momenten der Gurt- und der Feldstreifen nicht besteht. Diese gleich
mäßige Spannungsverteilung ist im Hinblick auf die Anstrengung der 
Platte als ein wesentlicher Vorteil zu betrachten.

Die in Abb. 97 dargestellte Lastanordnung liefert nur für einen 
Querschnitt längs der Mittellinien die größten positiven oder negativen 
Momente. Die in der Stützenflucht liegenden Randquerschnitte werden 
durch negative Momente am stärksten beansprucht, wenn die beiden 

an der fraglichen Randlinie anschlie
ßenden Felder voll belastet werden 
(Abb. 98); der Einfluß der übrigen, 
weiter abstehenden Felder A ist im 
allgemeinen so geringfügig, daß es zu
lässig ist, die für den Fall einer gleich
zeitigen Belastung aller Felder ermit
telten Werte der negativen Biegungs

momente — indem g durch (g -j- p) ersetzt wird — der Querschnitts
bemessung zugrunde zu legen.

Die größten Beanspruchungen in der Diagonalrichtung müssen auch 
beachtet werden, um so mehr, als es vielfach üblich ist, die Haupt
bewehrung der trägerlosen Decken in der Diagonalrichtung anzuordnen.

In den bisher behandelten Fällen I und II ist die Belastung in bezug 
auf die Mittellinien symmetrisch verteilt und der Mittelpunkt der Platte 
von Drillungsmomenten txy frei. Die Hauptspannungen dieses Punktes 
liegen in den x- und y-Achsen; die in den Diagonalquerschnitten wirken
den Normalspannungen bilden das Kräftepaar

s<i = 1 (sx + .
Bei der schachbrettartigen Belastung ist

sx — sv — sa — +0,16114pa* 
bzw. sx = sy = sd = — 0,02806 pa-.

Bei der wechselweisen Belastung voller Felderreihen ist hingegen in den 
Feldern A:

= 0,31654 , sy = 0,15154 pa1, sd — 0,23404 pa2,
in den Feldern B-.
sx = -0,18346pa?, sy = -0,00846pa*, sri = -0,09596pa9- .

Aus beiden Belastungsarten läßt sich die in Abb. 99 dargestellte

Lastverteilung III ableiten, indem man zunächst die Streifen 1 mit + —,
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sodann die Streifen 2 ebenso mit + — und schließlich die Felder B mit 
p

- — belastet. Im Mittelpunkt des Feldes entstehen der Reihe nach die 
Diagonalmomente

^/d) = + * • 0,23404 pa-, 
SdW ~ + » • 0,23404 pa2. 
Ms) ~ + 2 • 0,02806pa-. z 

Im ganzen ergibt sich
s,z = 4-0,24807 pa2. z

Die größten Diagonalspannungen 
bleiben also in den beiden Bela
stungsfällen II und III merklich 
hinter den Grenzwerten der Span
nungen oz und zurück. Die geringere j 
Beanspruchung in der Diagonalrich
tung ist darauf zurückzuführen, daß 
die Diagonalstreifen sowohl durch die 2 
Stützenreihen I als auch durch die 
Stützenreihen II (Abb. 100) getragen 
werden: ihre Breite ist bei quadra- z 
tischen Feldern l ] 2 , ihre Spannweite 
in der Diagonalachse 1} 2 , an den 
Rändern -W J 2 , im Durchschnitt 
i ] 2 , während die Streifen in der 
x- oder //-Richtung die Breite und die 2 
Spannweite l besitzen. Bei gleich
artiger Belastung und gleichen Auf
lagerbedingungen müssen sich die auf die Einheit der Querschnitts
breite bezogenen Spannungsmomente den Diagonal- und orthogonalen 
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empfiehlt es sieh vielmehr, die Anordnung der Bewehrung dem Verlauf 
der Hauptspannungen anzupassen und die Eisenstäbe parallel den 
Handlinien zu legen.

3. Der Biegungswiderstand der Stützen.

In den bisherigen Untersuchungen ist lediglich der axiale Auf
lagerwiderstand der Säulen und seine Verteilung auf die Grundfläche 
des Stützkopfes in Betracht gezogen worden: es ist hierbei voraus
gesetzt, daß die Säulen sich nicht verbiegen und nur auf zentrischen 
Druck beansprucht werden. Diese Annahme trifft zu, wenn die Decke 
aus gleichartigen Heldern besteht und alle Felder in gleicher Weise be
lastet sind: die Mittelfläche der Platte und die Mittellinie der Säule 
behalten dann in nächster Nähe des Stützpunktes ihre ursprüngliche 
Lage und Gestalt, und die günstige Wirkung der Verbi-eiterung der Säule 
tritt nur in der Verringerung der freien Spannweite der Gurtstreifen 
in Erscheinung.

Sind die Felder ungleich oder wird nur ein Teil der Deckenfläche 
belastet, so neigt sich die Mittelebene der Platte über dem Stützen
mittelpunkt in der X-Z-Ebene um den Winkel

in der F-Z-Ebene um

Infolge der festen Verbindung zwischen Decke und Säulenkopf 
müssen die Anschlußquerschnitte der Stütze an die Platte die gleichen 
Drehungen <ox, wv vollziehen, und es tritt eine Verbiegung der Stützen
achsen ein. Die Säulen leisten je nach ihrer Steifigkeit einen stärkeren 
oder geringeren Biegungswiderstand, der wiederum eine Verminderung 
der Neigung der elastischen Fläche und eine Entlastung der Platte zur 
Folge hat. Die Größe dieses Widerstandes zu ermitteln, seinen Einfluß 
auf die Anstrengung der Stützen und Decken zu bestimmen ist das Ziel 
der vorliegenden Untersuchung.

Ich betrachte wieder eine Decke mit unendlich vielen gleichartigen 
Feldern und will den ungünstigsten Fall der wechsel weisen Last Ver
teilung behandeln. Wie in Abb. 97 dargestellt, soll also zwischen zwei 
belasteten Reihen A jeweils eine Reihe B unbelastet bleiben.

Ich ersetze diese Lastanordnung wie früher durch zwei Belastungs- 

stufen. Bei der ersten sind beide Reihen A und B gleichzeitig mit + — 

belastet und der Biegungswiderstand der Stützen ausgeschaltet.
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In der zweiten Stufe, welche in Abb. 101 veranschaulicht ist, werden 

den Feldern A die Lasten -j- — , den Feldern B die Lasten — zugewiesen. 

Da hierbei jede zur x-Achse parallele Randlinie als Symmetrieachse 
aufgefaßt werden kann, so sind alle Auflagerkräfte der X-Z-Ebene 
parallel gerichtet.

Der Widerstand der über der fraglichen Decke stehenden Stützen 
setzt sich aus dem Horizontalschub X° und dem Kräftepaar K° zu
sammen. Die unteren Stützen übernehmen den Schub X" und das 
Moment Ku. Diese Widerstände sind für alle Stützen gleich und wech
seln an jedem Stützpunkt ihren Wirkungssinn.

Das gesamte von den Stützen auf jeden Eckpunkt eines Feldes über
tragene Moment ist

SR, = K° + Ku + Xacu + X“ cu, (a)
wobei c0 und cM den Abstand der Kräfte X° und Ä“ von der Mittelfläche 
bedeuten.
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Es ist ohne weiteres einleuchtend, daß die beiden dem Stützpunkte 
benachbarten Felderreihen je eine Hafte von aufzunehmen haben. 
Die Felder A und B erhalten überhaupt als Belastung, wie die schema
tische Darstellung in Abb. 101 erkennen läßt, die gleichen, aber ent
gegengerichteten Kräfte und Kräftepaare. Die gemeinsamen Ränder 
sind Achsen der Gegensymmetrie, welche durch die Bedingungen

c - —4 = ^4 = 0 
dx- dy-

gekennzeichnet sind, während für die 
der Vollsymmetrie die Bedingungen

für x = 4a

Ränder y = +6 entsprechend

= 0

gelten. p
Wird zunächst der alleinige Einfluß der Belastung + -— in Betracht 

gezogen, so läßt sich die Gestalt der elastischen Fläche wie bei einem 
einfachen Balken durch den Ansatz

y (A Ga.'2 .A\■ = u. A  5-------- ----0 — 2 242V \ «2 ' cA) (b)

darstellen; das obere Vorzeichen gilt hierbei für die Felder A, das untere 
für die Felder B.

Die Neigung der elastischen Fläche über dem Stützpunkt x — —a, 
y = +b wird durch den Winkel

/dfW pa3
. = W. ) = KW (c)

bestimmt. \ c x . -a da
Durch den Biegungswiderstand der Stützen werden auf einer 

Strecke ex beiderseits des Säulenmittelpunktes lotrechte Druck- und

Felderteilung voraus und verwende

Zugspannungen o- auf die Platte 
übertragen (Abb. 102). Zwischen 
der Mittelkraft 8. dieser Span
nungen, welche auf der Länge 
geradlinig verteilt sein mögen, und 
dem Biegungsmoment 3)2S besteht 
die Gleichwertigkeitsbedingung 

= 2 4 • 2 e,
Q = £

4 G
die Rechnung zu verein
setze ich quadratische

als Abbild der Platte ein Gewebe

oder

Um 
fachen,

mit der Maschenweite 4 — ~ (Abb. 103).4
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Die Art der Verteilung der Kräfte Sl auf die Knotenpunkte des 
Gewebes hängt von den Abmessungen der Grundfläche des Stütz
kopfes ab. Wird für die Seitenlänge d0 dieser Grundfläche, wie es bei 
guten Ausführungen üblich 
ist, das Maß

gewählt, so erhalten die 
vom Stützenmittelpunkt 
um 2 abstehenden Knoten
punkte (1) und (5) insge
samt eine Belastung

Das obere Vorzeichen 
gilt hierbei für die Felder
reihen A, das untere für die 
Felderreihen B.

Da auch Ps auf die 
Breite d0 = 2 2 der Grund
fläche gleichmäßig verteilt

Abb. 103.

ist, so entfallen auf die Knotenpunkte (1) die Anteile

1 “ 2 8 ~ 4 2 ’
auf die Knotenpunkte (5) die Anteile

T 1 u
r 8 2

Beachtet man noch, daß am Rande x = +a entsprechend der Be
dingung

C" ;
“n—V — ~—V = 0 c X“ c y-

auch
M = -N 4- 4^,-1 = 8. w = 0 

\ d x2 c y- /

sein muß, so gewinnt man für die Verschiebungen des Gewebes im Felde A 
unter dem Einfluß der Kräfte Px und P, die folgenden Bestimmungs
gleichungen :

4»! w2 -w- + +^42 

4 w17 — w18 — 2 w12 = 0
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p? _ । SJ-^ 
Sx “ ^Sz

- «'1 + 4 tc2 — u's — 2«'6 =0
- «17 + 4 ujs - *rls 2 «'n = 0

+ 4 «’3 - - 2 ic7 = 0
— «'18 + 4 «'19 «C0 2 w15 = 0

- 2 «3 + 4 «4 — 2 ics = 0
2 w19 + 4 w20 2 «’18 = 0

- «’i + *4 W’ — u'q ■— «'9 — +

— «'17 + 4 w13 - tc14 - w9 -= 0

— - «S + 4 ti'g w7 «'m = 0
U'1S - «'13 + 4 «'n wls «'10 = 0

- »'« + 4 ir- — m-8 — «'n ~
«‘19 - «'n 4 4 w15 W’1S wn = 0

-«4 - 2w7 + 4 ics — u^.. = 0
«20 -2«+ + 4 w16 — tt'12 = 0

— (w5 + «hs) + 4 w9 — = 0
— (w6 + W14) + 4w10 — wlx — w9 = 0
— (w7 + W15) + 4 — w18 — «’m = 0
— (w8 + wio) + 4 w12 — 2 »X1 = 0

Werden die beiden übereinander angeschriebenen Gleichungen der 
Reihe nach addiert und subtrahiert und aus der Summe und Differenz 
der paarweise auftretenden Größen w± und w17, ws und M'lg, w3 und w13.

und , w5 und w13, w6 und v\it w. und w15, ws und wJ6 die Haupt- 
unbekannten gebildet, so läßt sich das ganze Gleichungssystem in drei 
voneinander unabhängige Gruppen mit 8, 4 und 8 Unbekannten spalten. 
Die neuen Gleichungen lassen sich leicht lösen und liefern die Werte

w, = + 0,133707 44 4 2

w=+0,09273 44 54 
STR

»3 =+0,077 743 4-"-
Oj X

_ TO
wt = +0,073883 44 

w9 — + 0,045747
Oj X

^’io — + 0,057 99 X

^11 = +0,061211-^4- 
X

—wK = +0,06185644 
o, z
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w. = +0,096048^ 
^iz

«13 = +0,028952

9)1we - +0,079737 + 4 ÄjZ
SR, = +0.045263 —- 
'M

w?= +0,072179 44+
Ä1Z

2)1, ww = +0,052821 —4-Oj Z
— SR,ws = +0,070024 4 + 

'M
SR, «'i6 = +0.054976^-4->8jZ

w17 = +0,024799 44+ Öj
_ SR*

wis = +0,04129 — O, Z

wxl = +0,049835-^-4-<Sj z
SR,wM = + 0,052405——.- öi Z

Ebenso erhält man ans dem zweiten Gleichungssystem

4 21 — Z2 — 2 zs = «h —

z2
4 z17 — z18 2 z13 = w17 —

— 21 + 4 Z2 — «3 “ 2 Z6 =
Z2

»2 -q-

—■ *17 + 4 318 - 319 — 2 Zu =
z2 

«-is ;sr

— 3a + 4 z3 — z4 — 2 z7 =
z2 

u's

. « [ 1 --- _ r—
*18 * *19 *20 “ *15

z2

-2z, +4z4 -2z8

— 2 z19 + 4 z20 — 2 316 =

— Z! + 4 z5 — z6 zä ~

z2

Wi s 2
z2 

«'20 +’

z2

— 317 + 4 zi3 — Zi4 z9 = W13X
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~ 2-2 — Z- + 4s6 — S7 Z10 = ^6
Z2

21S — Z13 + 4 +4 — Z15 - Z10 = H'u
Z2

“23 - z« + 42, — z8 zn - w7

। 219
- Z14 + * — Z16 zn ~ Wlö

z2

— 2 s7 + 4ss — sl2 = w8
z2

~Z20 - 2 215 + -1Z16 ~ Zlä = M'16
z2 
sZ

— (Z5 + zia) + 4 z9 — z10 = «’9
z2
s?

~ (Z6 + +1) + Z10 ~‘ +1 Z9 = M'10
z2

“(+ + +=) + 4zn — z12 - Z10 - wlt
z2

— («8 + 2lö) + 4z12 — 2 sn — W 12 ^2

für die elastische Fläche die Ordinaten

zx =+0,256828
*1 *2

zz =+0,411080 
5i o2

zs = +0,498213

z, =+0,526741 ^
Oy ^2

_  SW / 
z9 = +0,213904^-

+o = +0,372369

zu =+0,467584^
Oy ^2

+2 = +0,499256
Oj o2

Z. = +0,241263
Oy O$

_  SW / 
z6 = +0,398274

_  SW / 
z, =+0,488644-^

AD y AD o

z, =+0,518327^

_  SW / 
Z13 =+0,196237^-

zu =+0,351 726^-
Oy O2

z15 = +0,448856
Oy Og

__ SW /
216 =+0,481673^-

Oy O2
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z17 = +0,190364
Cl 00

_  91? z
= +0,344182

_  sW }
z19 =+0,441619

+o = +0,474747 ±5

Hieraus gewinnt man für die Spannungsmomente der Mittellinie x — 0 
die folgenden Werte:

Stelle •V

0-0 T 0,033128 2^ 
"1. ± 0,006926 2®, 

7. + 0,0310502 2 ML
7. + 0,0030124

/.

a + 0,032817 2
7. ± 0.005328 7. + 0.0312186 2 ML

7. + 0,0045171 2 ML
7.

a
" 2 + 0,031672 2 ML

7. ± 0.000 7 49 2 'M
7. + 0,031447 3 2 ML

7. + 0,0088526 2 ML
7.

?/=±\ + 0,029683 2^
7. + 0,005328 m 

7. + 0,031281 4 2 ML
7. + 0,0142329 2 31b 

7.

y = ± « T 0,028528 SM
7. + 0,008414 2 ML

7. + 0,0310522 216h 
7. 0,0169724 2®, 

7.

Die außerordentlich geringfügigen Schwankungen der Größen 
und sx. innerhalb der Querschnittsbreite zeigen, daß trotz des vereinzelten 
Angriffes des Kräftepaares die Spannungsverteilung vollkommen 
gleichmäßig ist.

Als Durchschnittswert für die Feldbreite B = 2 a = S A erhält man 
die Größen _ i gu

= -|. ±(0,0312186 + 0,0312814)2±*

+ 0,03125-2 -5
a

Bei dem einfachen Balken von der gleichen Breite, welcher an beiden 
—Enden durch Kräftepaare + beansprucht wird, ist aber der Ein

heitswert des Biegungsmomentes ebenso

+ 2B +4i - + 0-5 a ■

Die vollständige Übereinstimmung der Beanspruchungen bei der 
Pilzdecke und beim stellvertretenden Balken wird hiermit von neuem 
bestätigt.
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Die Formänderungen zeigen auch das gleiche Bild. Die mittlere 
Neigung der Platte im Bereiche der Grundfläche des Stützenkopfes wird 
durch den Winkel

1 Nj / zx + z5 \
2 \ z /

H-0,2490455^

gemessen. Beim einfachen stellvertretenden Balken ist andererseits

co
3P,

N ’4 N
Die beiden Zahlen a>x weichen so wenig voneinander ab, daß sie als 
gleichwertig zu betrachten sind.

Faßt man den Einfluß der Belastung + -- und denjenigen des Bie

gungswiderstandes 3Rä zusammen, so liefern die Formeln (c) und (d) 
für die wirkliche Neigung der elastischen Fläche über dem Stützenkopf 
das Maß 1 f pa3 1 \

T ^7 ’ (e)
Es muß jetzt noch der Einfluß des Kräftepaares 3)ls auf die Be

anspruchung und Formänderung der Säulen untersucht werden.
Ich bezeichne mit

H° die Höhe der oberen Stütze,
J” das Trägheitsmoment ihres Querschnittes in bezug auf die 

+ y- Achse;
und ebenso mit

Hu die Höhe,
J“ das Trägheitsmoment der unteren Stütze.

Es sei weiterhin
SR“ das Moment am Kopfe der unteren, 
SR’ das Moment am Fuße der oberen Säule.

Der Verlauf der Biegungsmomente in den Stützen läßt sich durch
die Gleichungen / 2o\

M° = 3P“ 1 - ~ , 
\ t°r

\ j /
darstellen: die Bedeutung der Ordinaten z°, zu und der Maße f, ju 
ist hierbei aus Abb. 104 ersichtlich. Diesen Momenten entspricht eine 
Drehung der elastischen Linie am Fuße der oberen Säule um den Winkel

ej° 6 r ’ p)
und eine Drehung am Kopfe der unteren Säule um

2R“ H* ( H“
EJU ‘ 6 V ~ 7^

O)u (g)
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Es ist andererseits
SR" + SR" = SR,

und da infolge der starren Verbindung zwischen oberen und unteren 
Säule

co" = co“
sein muß, so ergibt sich

.7"/° (3 /“ — H“) -f- - H0)’
W = ________ _____________________ (h)

* Jufu^f° — H°) + jop&j“ - H“) ‘

In diesen Formeln sind die Größen /" und welche den jeweiligen 
Abstand des Momentennullpunktes und also auch des Wendepunktes 
der elastischen Linie von der 
Mittelebene der Platte festlegen, 
vorerst unbestimmt. Sie hängen 
von der Anzahl und der Höhe 
der Geschosse, von der Steifigkeit 
und Belastungsart der über und 
unter der Platte befindlichen 
Decken ab. Für die Ermittlung 
der Grenzwerte dieser Größen 
kommen, je nachdem die bela
steten Felder in allen Geschossen 
übereinanderliegen oder die Last- 
verteilung von Geschoß zu Ge
schoß wechselt, die beiden fol
genden Fälle hauptsächlich in 
Betracht. Der erste Grenzfall ist 
in Abb. 105, der zweite in 
Abb. 106 dargestellt. Die Mittel
linien der Stützen bilden nach 
der Ausbiegung regelmäßige Wel
lenlinien; im ersten Falle weist 
doppelte, im zweiten eine einfache Welle auf.

Setzt man, um die Untersuchung zu vereinfachen, eine unbegrenzte 
Anzahl von Geschossen, die die gleiche Geschoßhöhe und den gleichen 
Säulenquerschnitt in allen Stockwerken haben, voraus, so zeigen alle 
Geschosse die gleichen Wellen.

Im Falle I (Abb. 105) liegt der Wendepunkt der elastischen Linie 
in halber Stützenhöhe, und es ist
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und entsprechend der Bedingung
jo = jo = Js; H" = H“ = H : W = W? = | Wl,

1f,>" = co" = a>s = — H . (i)

Im Falle II (Abb. 106) entsteht überhaupt kein Horizontalschub: 
die Säule ist frei von Querkräften, und das Biegungsmoment bleibt auf 
der vollen Stützenhöhe unveränderlich. Es ist dann
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/» = /“ = oo
SRO =

0 « 1 Ws „
“ "" -“'~4 (k)

Wird nunmehr die Gleichheit der elastischen Drehung der Decke und 
der Säulen mit Hilfe der Formeln (e), (i) oder (k) ausgedrückt, so erhält 
man für den Grenzfall I die Beziehung

1 % „
N '. 6 4 / 12 EJ, ’

3 -4~ _ 
EJ„

für den Fall II hingegen

1 / pa3 SO 1 Ws 
N \ 6 4 / 4 EJS

3r + ej)

Die Gleichungen (142) und (143) zeigen beide, daß der Widerstand 
der Stützen um so beträchtlicher wird, je kleiner die Geschoßhöhe und 
je steifer die Säule im Vergleich zur Decke ist.

Die Formel (142) liefert den höheren Wert SQs und kommt daher 
in erster Linie für die Querschnittsbemessung der Stütze in Betracht, 
während der aus der Formel (143) zu entnehmende kleinere Wert Slls 
für die Ermittlung der größten positiven Feldmomente der Platte 
benutzt wird.

Das Maß der Wirksamkeit der Stütze wird durch das Steifigkeits- 
Verhältnis ^NH mi h3H

EJ,
bestimmt. Ist der Stützenquerschnitt ein regelmäßiges Achteck, welches 
von einem Kreis mit dem Halbmesser Bs umschrieben wird, so gilt für
das Trägheitsmoment 
die Formel
Setzt man

Js (ohne Rücksicht auf die Eisenbewehrung) 

J, = 0,6381 R', .

m2 100
m2 — 1 91 ’

so wird
Hh3 « =0,143512-— .

Marcus, Platten. 21
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Um das Steifigkeitsverhältnis zahlenmäßig auszu verteil, -wähle ich 
als Beispiel aus einer guten Ausführung die Maße

a
B, = la 
H = ha

und ermittle
// = 0,459 .

Die zugehörigen Werte sind im Falle I

Sft = = 0,5792 pa3 ,
3 4- 0,459 r

im Falle II
SR, = 4 ,.... rtrvr;;.- = 0.4568pa3.

3 1 4- 0,459 ' r

Der erhebliche Unterschied zwischen diesen beiden Werten beweist, 
daß die Anstrengung einer Decke und der zugehörigen Stützen auch 
durch die Belastung der oberen und unteren Geschosse wesentlich 
beeinflußt wird.

In dem vorliegenden Beispiele werden die auf S. 307 ohne Rück
sicht auf den Biegungswiderstand der Säulen errechneten größten 
positiven Momente der belasteten Felder

sx = 0,34322 pa2

1 .sx = —------  — 0,1498 pa2 .4 a

bei der Lastanordnung II um das Maß
1 sr, sT —---- — - = — 0,1142 pa24 a

auf den Wert
sx - 0,22902 pa3

herabgemindert. Ebenso werden die vorhin ermittelten größten nega
tiven Feldmomente der unbelasteten Felder

sx = —0,18346 pa3
bei der gleichen Lastanordnung auf den Wert

sx = -(0,18346 - 0,1142) = —0,06926 pa2

zurückgeführt . Bei der Lastanordnung I genügen die durch den Säulen
widerstand hervorgerufenen Zusatzmomente
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um die ursprünglichen negativen Biegungsmomente auf das gering
fügige Maß

E = -~pa2(0,18346 - 0,1498) = -0,03366pa2 
herabzudrücken.

Die außerordentlich günstige Wirkung des Widerstandes für die 
Platte hat aber auch eine verhältnismäßig hohe Beanspruchung der 
Stützen selbst zur Böige. Die Tragfähigkeit der Pilzdecken hängt wesent
lich von der Ausgestaltung und Querschnittsbemessung der Säulen ab, 
und es ist daher notwendig, auf die Anstrengung der Säulen mindestens 
in gleichem Maße wie auf diejenige der Platte zu achten.

Da es bei schlanken Stützen, vor allem in den oberen Geschossen, 
kaum möglich ist, ohne eine Querschnittsverbreiterung das Moment SU0 
am Säulenfuß aufzunehmen, so wird man häufig gezwungen sein, die 
obere Säule an die untere Platte gelenkartig anzuschließen. In diesem 
Falle wird

^ = 0, = =
3

Die Bedingung wu = w, liefert dann

3 + TF

Für das Steifigkeitsverhältnis u = 0,459 erhält man beispielsweise
Fs = Fu = 0,414 pa2,

während im Belastungsfall I der Höchstwert

3)? = 43J?S = 0,2896 pa2 
war.

Durch die Anordnung von Fußgelenken werden also die Biegungs
momente der Stützen in der unteren Hälfte vermindert, in der oberen 
wesentlich vergrößert; bei schlanken Säulen wird man daher auf eine 
starke Erweiterung des Stützenkopfes nicht verzichten dürfen.

§ 34. Die Näherungsmethoden zur Berechnung der 
trägerlosen Decken.

Um die Untersuchung der trägerlosen Decken zum Abschluß zu 
bringen, ist es noch notwendig zu zeigen, wie die bei der Berechnung 
von Platten mit unendlich vielen Feldern bisher erzielten Ergebnisse 
benutzt werden können, um auch bei Decken mit beschränkter Felder
anzahl auf möglichst einfachem WTege die Durchschnitts- und Grenzwerte 
der Biegungsbeanspruchungen zu ermitteln.

21*
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Ich wähle als Beispiel eine Decke mit sieben Feldern in der Längs
und fünf Feldern in der Querrichtung (Abb. 107) und bezeichne mit 
^z, ^xn, ^xin den Gesamtwert der Spannungsmomente sx für die 
volle Feldbreite der Längsreihen I, II und III. Setzt man zunächst 
gleichmäßige Belastung der ganzen Deckenfläche voraus, so ist aus den

früheren Untersuchungen 
bekannt, daß

sein muß.
Würde die Decke in der 

Querrichtung bei sonst 
gleichartiger Stützenteilung 
unendlich ausgedehnt sein, 
so würde in allen Längs
reihen das gleiche Moment 

entstehen. Wir wissen, 
daß

ist; da sich jedoch der ideelle Grenzwert %Jcx und der tatsächliche Höchst
wert nur unwesentlich voneinander unterscheiden, so darf in erster 
Annäherung ^z = W* gesetzt werden.

Dieser Grenzwert ist aber, wie vorhin nachgewiesen, nichts anderes 
als das Biegungsmoment eines stellvertretenden Balkens, dessen Quer
schnittsbreite der Feldbreite ly gleich ist. Die statische Eigenart dieses 
Balkens ist besonders dadurch gekennzeichnet, daß er biegungsfest 
sowohl mit den ober- als auch mit den unterhalb der Decke befindlichen 
Stützen verbunden ist und daß seine tatsächliche Belastung und seine 
freie Spannweite durch die Ausladung des Säulenkopfes vermindert 
sind. Die Berechnung dieses mehrstöckigen Rahmengebildes ist der 
Gegenstand der nachfolgenden Untersuchungen.

1. Die Grundgleichungen des stellvertretenden 
Rahmens.

Ich gebe den in einer Flucht liegenden Stützen die Ordnungsziffern 
0, 1, 2, 3 . .. m ... » — 1, % und bezeichne mit

den (in der z-Richtung) gemessenen Abstand der Stützen
mittelpunkte im z»ten Felde,

gm die Belastung der Flächeneinheit der Decke im Felde.
Es bedeute wieder

d„ die Seitenlänge der Grundfläche des Säulenkopfes (Abb. 108 
und 109).
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Auf die Durchbiegung der Platte hat allein die außerhalb dieser 
Grundfläche aufruhende Belastung

Qm ^o) (145)
Einfluß; um sie von der gesamten Auflast des Feldes besser zu unter
scheiden, möge sie als wirksame Belastung bezeichnet werden.

Neben dem eigentlichen Stützenabstand lm kommt für die Pilzdecke 
die freie Spannweite lm, nämlich diejenige Feldlänge, innerhalb 
welcher eine Verbiegung der Platte eintreten kann, in Betracht. Nimmt 
man an, daß die eigentlichen Stützpunkte k mit dem jeweiligen Schwer-

Abb. 109.
punkt des halben Stützenkopfes zusammenfallen, so erhält man bei
spielsweise bei einer quadratischen Grundfläche für die freie Länge im 
Einklang mit Abb. 109 das Maß

----5" ~ (1 7) = ' (1^6) 
J X -J /

Auf dieser Strecke möge die wirksame Belastung gleichmäßig ver
teilt werden. Die spezifische Belastung qm des stellvertretenden Rahmens 
ist demgemäß , 7 ,

_  Qm   9 m {In b» d0) _ gm ly | 1   Up 
ImVm Wm '

(147)
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Beim Anschluß des Balkens an die Säulen treten als innere Wider
stände am rechten Ende des mten Feldes das Stützmoment X'm und die 
lotrechte Scherkraft U'm, am linken das Stützmoment und die 
Scherkraft auf; der Balken wird außerdem durch die wagerechte 
Axialkraft Dm beansprucht.

Zwischen den Größen Xm, V'm, D'm-i und Qm bestehen die
Gleichgewichtsbedingungen

Tytr 1 <1 i Am X m ~ i _ 1 t
U m - 1 = ~V Vm d T~ > u M ~ “ Vrn J •

— hn — hn
Die Biegungsmomente des Balkens folgen innerhalb der Grenzen 

x = +Xl’m der Gleichung
% = - ^] + ^-(Aä-i + X,) + ^-(X'm-X'^. (148)

In diesem Bereich ist die Steifigkeit des Balkens
Ern- & , XT7

mt-l 12^
Außerhalb dieses Gebietes kann der Balken, da er völlig von den Stützen 
gefaßt ist und sich nicht verbiegen kann, als starr angesehen werden.

Beachtet man noch, daß die Stützenmittelpunkte keine lotrechte 
Verschiebung erfahren, so erhält man für die Neigung der elastischen 
Linie am linken Ende den Wert

und am rechten ebenso
+ Dm

Zm / Nl, k 2 + ) Nlv lqm 24 ( 'K m)

+ ~ [Am (3 + ym) + A»t_t(3 — V'm)]} •

Der Verlauf der Biegungsmomente längs der mten Stütze und ihre 
Formänderungen lassen sich in ähnlicher Weise darstellen.

Werden wie im letzten Abschnitt mit Wc" und die Biegungs
momente der Säule unmittelbar ober- und unterhalb der Balkenachse 
bezeichnet und für die Momentenlinien die Ansätze

Mw = Wil (150)
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benutzt, so wird wieder durch die Winkel

§EJn
3-4-) (151)

die Neigung der elastischen Linie ober- und unterhalb des mten Knoten
punktes festgelegt1) (Abb. 110).

1) Diese Formeln sind unter der Voraussetzung abgeleitet, daß die Knoten
punkte in wagerechter Richtung unverrückbar sind; eine Annahme, welche für 
die hier in Betracht kommenden symmetrischen Tragwerke mit symmetrischer 
Belastung genau zutrifft und auch in den meisten übrigen Fällen als zulässig an
gesehen werden darf.

Die vier Kräftepaare X'm, N" , 
3)^, welche an diesem Kno
tenpunkte angreifen, müssen der 
Gleichgewichtsbedingung 
(Z;n-Z") + (^+3J?“)=0 (152) 
genügen.

Zwischen den Winkeln <o'm, 
a>'m, besteht andererseits
infolge der starren Verbindung 
zwischen Balken und Säule die 
Beziehung

Z - 51 ™ — • J
Hieraus folgt im Einklang mit 

den Gleichungen (149) und (151): Abb. 110.

m-1 — Nl,
' V'm

[C0m-l(3 + V'm) + ww(3 — y»m)] — yy (3Zm

X'm f,—-1* [Wm -1(3 — '/’m) + ü>m (3 + Vm)] — yy (3 lm

6EJ°a>m >(154)

W“ 6 EJua>M
7 ßu

Ich führe diese Werte in die Gleichgewichtsgleichung (152) ein und er
halte nunmehr die einfache Beziehung
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A A/CtOm-i ' T ßm “T + l ‘Uw-? 11 
= T? [Qm^m "t" ^o) Qm+iVm+1 ~ V,)] ,

3 Wm 1

Abb. 111.

■ (155)

die

3 + r™ 1 , 3 + v™+i 1 , 6^° t° 1 
l'm + '4+lT H" 3/" —F’

, 6EJ^ fa_______1____
+ ^V Hu'

Sind aus dieser Gleichung
Winkel co ermittelt worden, so lassen 
sich mit Hilfe der Formeln (154) die 
Stützenmomente errechnen, und hier
mit ist die Aufgabe gelöst.

Die Verwertung der Gleichungs- 
gruppe( 155) setzt allerdings die Kenntnis 
der Maße /° und /“ voraus. Diese Größen 
sind im allgemeinen bei jeder Stütze 
und bei jedem Geschoß verschieden und 
hängen nicht allein von den Längen- 
und Steifigkeitsverhältnissen der Balken 
und Säulen, sondern auch von der je
weiligen Belastungsart ab.

Es ist jedoch möglich, für f° und /“ 
Näherungswerte mit einer praktisch 
völlig ausreichenden Genauigkeit von 
vornherein anzugeben. Um die Richt
linien für die Schätzung an einem Bei
spiel zu erläutern, will ich jetzt die für 
ein mehrgeschossiges Gebäude in Frage 
kommenden Faße näher beleuchten.

Fall I. Die oberen Säulen fehlen, 
die unteren sind sehr schlank und mit 
Rücksicht auf ihre geringe Biegungs
festigkeit mit Fußgelenken versehen.

Die oberste Decke I in Abb. 111 
entspricht diesen Bedingungen. Ihr 
Zustand ist durch die Größen

J° = 0, /“-Ä“,
Ä _ 3 + tpm 1 r 3 4-</4+i 1 , 3EJU
Pm s * ir i ~w" “ w r „7 rx.,V’m ‘'m y'm+1 lm+1 Nly Hu

gekennzeichnet.

(156)
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Fall II. Die oberen Säulen sind so schlank, daß ihr Biegungswider
stand außer acht gelassen werden darf, die unteren Säulen sind ein
gespannt.

Dieser Fall kommt für die zweitoberste Decke (II) in Betracht; da 
die unteren Stützen durch mehrere Geschosse geführt und in jedem 
Geschosse verstärkt werden, ist die Annahme einer festen Einspannung 
genügend gerechtfertigt.

Die zugehörigen Steifigkeitszahlen sind

J° = 0,
/“ = 2 j£U ;

ß 3 + V»» 1 . 3 + w+i 1 , 4EJU_
Vm Im Vm+1 lm+1 Nly Hu

Fall III. Die oberen Säulen sind an die obere Decke gelenkartig 
angeschlossen, die unteren in der unteren Decke fest eingeklemmt.

Diese Bedingungen dürfen am ehesten für das Rahmenwerk der 
Decke III zutreffen: die Voraussetzung der gelenkartigen Ausbildung 
der oberen Stützenköpfe ist zwar nicht erfüllt, sie darf aber, da sie eine 
ungünstigere Beanspruchung der mittleren Decke zur Folge hat, wohl 
zugelassen werden.

Den vorstehenden Annahmen entsprechen die Werte

f“ = | H“ , 
, _ 3 + v’i» 1 , 3 + i/’m+i 1 , 3EJ° 4EJU

NlvH° + NlyH“ •
(158)

Fall IV: Die oberen und die unteren Ständer sind am Kopfe bzw. 
am Fuße eingespannt.

Diese Voraussetzungen gelten am besten für die unteren Decken, 
vor allem für die Kellerdecke mit ihren kräftigen Stützen und Funda
menten. Die entsprechenden Maße sind

= ä H“,
. 3+k 1 . 3 + y.Ur 1 , W' 4EJ“ (159)

= V’Ui NlyH“ •

Um die Brauchbarkeit der verschiedenen Voraussetzungen zu prüfen, 
werde ich in dem nachfolgenden Zahlenbeispiel die Größen co für die vier 
vorstehenden Fälle errechnen.
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2. Beispiel. Der siebenf eldrige Rahmen.

Der stellvertretende Rahmen für die Längsreihen der in Abb. 112 
dargestellten Decke besteht aus sieben Feldern mit der gleichen Spann
weite = Z. Es sei: 1=^1

d0 = 0,2 l, 
l' = 0,Ql, 

H° — H* = §1', 
y — 0,9 .

Die Felder 1, 3, 5, 7 mögen mit die Felder1 2, 4, 6 mit g2 belastet sein.

^7
& 

IUU+44 1
3i g. 9z 31 

UUUDI1 1 1 v 11H1 DUUUI

7 z r3 * 5 6

*—i—- ---- 1,---- 4--------1-----».*------ <—i— -l----- » ^—4---- -

Abb. 112.
Es ist also

(1 — 0.22)
& = <?3 = & = <?7 = -----  = 0,872 72 g.1* ,

j u, y

Q> l2 “ °>87272 ~ «i >u,y gr

a) Die Ermittlung der Stützenmomente.
Fall I: Ich wähle als Steifigkeitsverhältnis die Zahl

EJU _ 1
S', - 6“ ’

Die zugehörigen Beizahlen der a>-Werte in den Elastizitätsgleichungen 
sind

2,7037«i = a2 = a3 = a4 = a5 = ae = a7 = —— ,

O a o O o o 1L . l' 1 10,1574ßi — ßa — ßs — ßi — ßs — ßa ~ p-4, /03 7 — j — y .

Für die Außenständer kommen infolge ihrer geringeren Belastung 
andere Querschnittsverhältnisse als für die Innenständer in Betracht. 
Um eine übermäßige Biegungsbeanspruchung zu vermeiden, empfiehlt 
es sich, die Außenstützen als Pendelgelenke auszubilden. Setzt man 
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demgemäß für die Säule (0) und (7) Ju = 0 und im Hinblick auf die 
links bzw. rechts fehlenden Felder Zq = ^8 = ^, so ergibt sich

j a 4,7037

Die Elastizitätsgleichungen lauten nunmehr:

4,7037 <o0 + 2,7037 co, = - - ,
1 12 Ä7,,

Es ist leicht zu erkennen, daß aus Symmetriegründen

2,7037 co0 + 10,1574 co4 + 2,7037 m2 = 12Nly^ 

1211'2,7037 cüj + 10,1574 <wa + 2,7037 CO3 = Nly^

12 U'
2,7037 cos + 10,1574 «3 + 2,7037 w4 =

12 U'2,7037 co3 + 10,1574 <o4 + 2,7037 co5 =

12 IT2,7037 co4 -7- 10,15/4: ÜJ- 4“ 2,7U37 ct>6 = -----

1211'
2,7037 a>5 + 10,1574 coB + 2,7037 co, =

121T2,7037 ms 4* 4,7037 co, = Nl/

COq — ~~ 7 5 Ct)g 5 —— 60^ j ^3 CO

sein muß.
Ist beispielsweise _ , _

vz — T 3i — 3

und schreibt man zur Abkürzung
0,872 72 gZ2 = Q,

so erhält man die folgenden Bestimmungsgleichungen:
Ql'(l + d0)4,7037 co0 + 2,7037 = - 2 ■ ¥ * T. ,

12 Ai ly

Ql' (Z + d0) 
2,7037 coo + 10,1574 »j + 2,7037 co2 = +1 • ,

A ly

Ql'(l + d0) 2,7037 + 10,1574 cos + 2,7037 co3 = -1 • v ,
A ly

, QZ'(Z + cZ0) 
2,7037 co^ + 7,4537 co3 = +1 • ---•
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Ihre Auflösung liefert:

— 0.613033 "VZ 5
• W+k)

<Oj = -4-0,326 /83 —p y /---- ’

a><> = —0,244 / <9 —’ 
12 ln

Für die Stützenmomente ergeben sich entsprechend den Formeln (154) 
die Werte

=- Q(l + d0)
12

Q(l + do)
12

2,120 37

1,875 28
±(XJ + XD = - . 1,99782 ,

xi = - Q(l + do)
12

1,267 84
(Y'-L X"\

X? = - Qdl + do)
12

1,45143

X: =-

X^-

QQ' + d»)
12

Q(l + d0)
12

1,61311

1,554100
1 (X^ + XD = - w + «.

Zum Vergleich will ich auch, für den Grenzfall J“ = 0, d. h. für einen 
auf Pendelstützen freibeweglich gelagerten durchgehenden Balken die 
Stützenmomente bestimmen.

In diesem Fall ist X'm = X^ = Xm .
Die Elastizitätsbedingung co'm = wird im Einklang mit den 

Formeln (d) durch die Beziehung
Xm_i(3 — v»2) + 2XW(3 + y2) + X,n+1(3 — y2) = — I-(Z + do) (Qm + öm+i) 
ausgedrückt.

Für das vorliegende Beispiel mit den Beizahlen
3 — y2 = 2,19 , 3 4- = 3,81

gelten demgemäß die Gleichungen

7,62 Xx +2,19 X2 = -(2 + 1) (l + d0),

2,19 X, + 7,62 X3 + 2,19 X3 = - (1 + 2) £ (l + d0),

2,19 Xt + 7,62 X3 + 2,19 X, = - (2 + 1) (l + d0).
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Hierbei ist aus Symmetriegründen X3 = ^ . 
Diesen Gleichungen genügen die Größen

= - 1,972836 ,

X, = -1,354789 ,

Xs = -1,532 416

Der Unterschied zwischen diesen Werten Xm und den zuletzt er

mittelten Durchschnittswerten 
geringfügig.

ist, wie man sieht, äußerst

Fall II. Es sei wieder

mithin 4EJU 
~ Nly

EJ“ _ 1
Nly “ 6 ’

l' 13----  zz= /f • — ~ • --
H“ 6 2

Die Beizahlen der o>-Werte sind

^[2-4,7037 + 1] = 
V

10,4074

Die Elastizitätsgleichungen lauten also: 

4,7031 a>0 + 2,7037 = — 2------ —------- ,

2,7037 m0 + 10,4074 co1 4- 2,7037 co2 = +1 ,

Ql' (l 4- dn)
2,7037 <o1 + 10,4074 m2 + 2,7037 m3 = -1 0 ,

Ql'(l + dn)
2,7037 + (10,4074 - 2,7037) a>3 = +1 —— .

Sie liefern
w0 = —0,605578

W1 = 4-0,313813

m2 = -0,232534

= 4-0,211418

Q Z' (^ + dp) 
12Nly

QZ (Z 4~ d0)
WNIjT 

Ql'{l 4- d0) 
" nNiy 
Ql' (Z + d0)

^Nlu
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und weiterhin im Einklang mit den Formeln (154):

Zf = -2,16122^—^

Zf' = — 1,84738—^—°-

-1,24531

-1,47784^-^

Zf = -1,63425

1.(Zf + Zf') = -2,0043093+.^ ,

X (Zf, + AZ) = -1,36157 ,

-1- (Zf + Zf') = —1,60572 .

Der Vergleich zwischen diesen Werten und den für den Fall I er
rechneten Stützenmomenten zeigt, daß bei gleichem Steifigkeitsver- 

E Ju
hältnis - .trotz der abweichenden Maße /“ die entsprechenden Größen

und Xm in beiden Beispielen recht gut miteinander übereinstimmen. 
Die Feststellung des genauen Wertes /“ ist also für die Beurteilung der 
Biegungsbeanspruchung des Balkens nicht unbedingt erforderlich.

Das Steifigkeitsverhältnis ist hingegen für die Spannungsverteilung 
eher von Bedeutung.

Fall III. Um die Wirkung der größeren Steifigkeit der Stützen zu 
beleuchten, sei jetzt

EJU _ 1 EJ° _ 1
AU ”2’ AU “ 6

gewählt.
Entsprechend den Annahmen

wird
. 1 9 (3 +V)

. Nl,

fu = | Hu

V , 4ZJB l' ' 
H“ + Nl„ ff“

13,1574 
l'

Im übrigen ist wie vorhin
2,7037

Aus den Elastizitätsgleichungen

4,7037 m0 + 2,7037 = -2 ,

2,7037 m0 + 13,1574 + 2,7037 m2 == +1 ,
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2,7037 + 13,1574 «2 + 2,7037 «3 = -1 ,12 Ly

2,7037 + (13,1574 - 2,7037) co, = +1
, 12 Nl„

erhält man nunmehr
w = —0,551608 

12iVZy ’
«1 = +0,219:920^^^^,

«2 = -0,148757

m3 = +0,134134^4r^- 
12Nly

Die zugehörigen Stützenmomente sind:

XJ =—2,456 94

Xf = _ 1,63224^-+^ 
12

X2 = -1,10511

X» = — 1,66295

Y; = -1 77127^ + 
3 ’ 12

A7 =-1,73173

4- X(') - -2,04459 ,

4- AY') — -1,38403 ,

l,v,, Y„, +■y (A3 + As) — — 1,10150---—— -

Fall IV: Nimmt inan hingegen bei sonst gleichen SteifigkeitsVer
hältnissen
an und demgemäß

i_r (3+v2) 
i' r v’*

2H», 

^EJ° l' 4:EJU l' 1 
'H° + ’NV Hu\

13,4074

so liefern die Elastizitätsgleichungen die Werte

«0 = —0,548311

wt = 4-0,214185

<Oo = —0,143950 ———— - -, 
12WZj,

, n19Q787 Ql'(l + d0) ^ = +0,129787 -^^,
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Xj = -2,47501^^1

Ä7 = -1,61826

Xi = -1,09801

X7 = -1,67381

yz 1 ----o^O Q ~ ^o)X3 = — 1, /78 /2--- —-----

x:; = -1,74043---—-

J (XI 7 X?) = - 2,046 63 —,

1 (X + X?) = -1.38591 ^^1, 

i (X; + X7) = -1,75957 .

Der Vergleich zwischen den Stützenmomenten der beiden Fälle

III und IV bestätigt von neuem, daß die Wahl der Maße d- für

die Beurteilung der Anstrengung des Balkens von untergeordneter 
Bedeutung ist.

Indessen zeigt die Gegenüberstellung der Ergebnisse für die Fälle I, II 
einerseits und die Fälle III, IV andererseits, daß die Verstärkung der 
Steifigkeit der Säulen eine entsprechende Vergrößerung der Stützen
momente zur Folge hat. Während aber das Maß für die Steifigkeit 
der Säulen EJ° Tf° EJU Vfu

+ ~Nly Hu (3^-11“)

in den Fällen II und IV von 1,0 auf 4,0 gestiegen ist, sind beispielsweise 
die größten Stützenmomente X{ nur

von -2,16122 auf -2,47501 Q 

also nur um etwa 15% gewachsen; die verhältnismäßige Erhöhung ist 
bei fast allen anderen Momenten noch kleiner.

Wichtiger sind die Unterschiede zwischen den eigentlichen Säulen
momenten w>m + 311“ = X" - X^.

Es ist nämlich

im FaUe I: X'/ - X{ = +0,24509 ,

im Falle II: X[' - XJ = +0,31384 ,

im Falle III: XI' - X{ = +0,82470 ,

im Falle IV: XJ' - X( = +0,85675 J - .
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Der Biegungswiderstand der Säulen hat also fast im gleichen Maße 
wie ihre Steifigkeit zugenommen.

Aus den vorstehenden Feststellungen wird man schließen dürfen, 
daß, um die Tragfähigkeit des Rahmens sicher zu schätzen, es in erster

Linie notwendig ist, die richtigen Steifig,keitsz&hle.w EJ° 
A ly

, EJU . und rnA ly
Rechnung zu setzen, und daß es im übrigen für die Brauchbarkeit der
Untersuchung völlig unbedenklich ist, bei den schlanken Stützen der 
oberen Decken die Voraussetzungen der Fälle I und II und bei den 
starken Stützen der unteren Decken diejenigen der Fälle III und IV 
gelten zu lassen.

b) Die Verteilung der Momente 31^ in der X—Z-Ebene.
Der Verlauf der Momentenlinie innerhalb des Feldes läßt sich 

auf Grund der Gleichung (c) wie folgt darstellen.
Ich trage in Abb. 113 die Strecken

ÄÄ^X'^, BB. = X'm 

und von der Mitte C der 

öp _  _  Qm
4 4

auf.
Die Geraden DMj und 

DB^ kreuzen in den Punk
ten Er und Fi die im Ab

stande vom jeweiligen 

Säulenmittelpunkt stehen
den Lotrechten EEX und 
FF1 ■ Die Verbindungslinie 
EjFi schneidet die Gerade 
CD im Punkte Kr. Durch 
Halbierung der Strecke 
KrD wird der Punkt A2 
bestimmt. Man kann sich 
leicht überzeugen, daß

Verbindungslinie Aj aus die Strecke

ist und daß daher ein Punkt der gesuchten Kurve sein muß.
Innerhalb der freien Länge l'm — EE ist die Momentenlinie eine 

Parabel: von der letzteren sind die Punkte Et, K2, Fx und die beiden
Marcus, Platten. 22
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Tangenten E7D, FXD bereits ermittelt. Die Kurve Ex, Kz, Fx läßt sich 
also leicht aufzeichnen. Die Strecken KK2, EEX, FFX stellen die end
gültigen Werte der Biegungsmomente in der Mitte des Feldes und an 
den Rändern E, F der eigentlichen Stützfläche dar.

Entsprechend der Formel (148) kann man im übrigen auch die Werte

EEX = (2Rz)z= - Hk = Qm + y) + ^rn(l —y)] ,
o —

FFX = (2Rz)z=+i4 — Qm VT + 7f[Zm(l + y) + -^M-l(l — y)] 
O Xi

unmittelbar errechnen.
Da der Auflagerwiderstand der Säule in der Wirklichkeit nicht in 

dem Mittelpunkt S vereinigt, sondern stetig über die Stützfläche EF 
verteilt ist, so muß auch in diesem 
Bereiche die Momentenlinie stetig 
gekrümmt und nicht durch Geraden 
begrenzt sein. Um die Gestalt dieser 
Kurve zu bestimmen, ersetze ich die 
auf die Hälften FS und SE der Stütz
fläche entfallenden Auflagerwider
stände durch die beiden lotrechten 
Einzelkräfte P{ und Pr (Abb. 114). Ist 

ss' = x'm, ss" = z",
so bilden die drei Geraden F1S/, S"E}, 
LB das zu den Kräften Pt und Pr 
gehörige Seileck und stellen zugleich 
die Tangenten der Kurve

A , welche die drei Berührungspunkte
\-------- i------- / verbindet, dar. Der Verlauf der

1 Abb 114 Momentenlinie ist hiermit hinreichend
festgelegt.

Durch den Schnittpunkt Tx der äußeren Tangenten FjÄ', S"Ex wird 
auch die Lage der Mittelkraft P der lotrechten Auflagerwiderstände 
bestimmt.

Nach diesem Verfahren habe ich für den Fall III die Momenten
linien der linken Hälfte des Rahmens ermittelt und in Abb. 115 auf
getragen.

Da die größten Momente in der Nähe eines Stützpunktes dann ent
stehen, wenn die beiden angrenzenden Felder voll belastet werden, 
habe ich unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich der Steifig
keitsverhältnisse auch den in Abb. 115 rechts dargestellten Belastungsfall
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untersuchtx).

Qi — Q« — Q? — - Q 
Q3 = Qs = Q

Die zugehörigen Stützenmomente sind:

-1,39090 Q(l + d0)
Xj = —2,89903 Q(l -r d„)

12
Q d -r do)2,60069

1,76535 -

-1,07679

12

I i? I

—d
Abb. 115 a.

12
Q(l + d0)

Der Verlauf der Momentenlinie wird in der rechten 
Hälfte der Abb. 115 veranschaulicht. Die Kurve für 
das Bereich des Stützpunktes (1) ist in größerem Maß
stabe in Abb. 115a eingezeichnet. Die letztere zeigt, 
daß die wirklichen Biegungsmomente den Höchstwert 
Xm oder Xm nicht erreichen und daß das größte 
Stützenmoment auch außerhalb des Säulenmittelpunktes 
auf treten kann.

c) Die Verteilung der Momente 31^ in der 
Y—Z-Ebene.

Die Momente 3)^ des stellvertretenden Rahmens 
sind als Grenzwerte zu betrachten, die sich von den 
wirklichen Spannungsmomenten eines Feldes um so 
mehr unterscheiden, je näher sich dieses Feld den zur 
a>Bichtung parallelen Rändern befindet.

Bei den inneren Längsreihen I und 71 der Abb. 107 
ist die Abweichung zwischen den Werten W.xi, HRzzz 
und so geringfügig, daß sie nicht beachtet zu werden 
braucht. Um die Rechnung zu vereinfachen und im 
Hinblick auf die größte Sicherheit empfiehlt es sich

zu setzen. %z -
Die Abnahme der Momente HR2 in den Randfeldern 777 wird mit ausrei

chender Genauigkeit berücksichtigt, wenn Wtrzzz = i SJk genommen -wird.
0 Um das größte Stützenmoment unmittelbar über der Säule (1) zu erhalten, 

müßte auch das Feld VII nur mit Q belastet werden. Da jedoch der Einfluß der 
Belastung dieses Feldes auf die Biegungsmomente des weit entfernten Feldes I 
äußerst geringfügig ist, habe ich, um die Symmetrie der Belastung aufrechtzu
erhalten und die Voraussetzung der wagerechten Unverrückbarkeit der Stütz
punkte streng zu erfüllen, Q, = 2 Q gewählt.
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Die Verteilung der Kräftepaare 3JL innerhalb der Querschnittsbreite 
jedes Feldes wird einerseits durch die Lage des jeweiligen Querschnittes 
und durch das Steif igkeitsverhältnis der Gurt- und Feldstreifen, anderer
seits durch die Art der Belastung beeinflußt.

Die in § 32 und § 33 durchgeführten Untersuchungen haben gezeigt, 
daß ein merklicher Unterschied zwischen den Spannungsmomenten 

im Mittelpunkt und (sz)I=o in der Bandmitte des Feldes nur 
W=0 y=±b

bei gleichmäßiger Belastung der ganzen Deckenfläche besteht, während 
bei der wechselweisen Belastung, welche die ungünstigsten Beanspru
chungen erzeugt, die Momente sx längs der Mittellinie (z = 0) nahezu 
gleichmäßig verteilt sind.

Vergegenwärtigt man sich, daß für die Anstrengung der Platte in 
der Wirklichkeit nicht allein das an einer einzelnen Stelle auftretende 
größte Kräftepaar (s^^, sondern vielmehr der Durchschnittswert der 
Momente sx in dem ganzen angrenzenden Bereich ausschlaggebend ist, 
so wird man erkennen, daß eine genaue Aufteilung der Momente 
kaum erforderlich ist.

Sieht man von einer Belastung der Decke durch Einzelkräfte ab, 
so -wird es in den meisten Fällen für die Zwecke der Querschnittsbemes
sung völlig genügen, = .

y = 0 V=±b

anzunehmen; dieser Ansatz entspricht insofern den tatsächlichen 
Steifigkeitsverhältnissen, als bei guten Ausführungen die Gurtstreifen 
stärker als die Feldstreifen bewehrt sind und infolge ihres größeren 
Trägheitsmomentes auch höhere Biegungsmomente auf nehmen müssen.

Der Verlauf der Spannungsmomente sx zwischen Platten- und 
Randmitte kann im übrigen im Einklang mit Abb. 116 durch die Glei
chung TL/ 1 v\

dargestellt werden. Sie liefert für das Biegungsmoment der Feld- 
streifen (A) den Wert 

b

_ & 
“ 2

und für dasjenige der beiden Gurtstreifen (B)

r To / i \ ^ = 2 = U + U-
f «4 \ V 71/

ö
+ V
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Für die Querschnitte (z = 4») längs einer Stützenflucht kommt 
eine andere Verteilung der Kräftepaare sx in Frage, weil die größten in 
dieser Flucht auf tret enden negativen Biegungsmomente bei gleich
zeitiger Belastung der beiden angrenzenden Felderreihen entstehen 
und hierbei die unmittelbar von den Stützen getragenen Streifen B 
weit höher als die außerhalb der Säulenköpfe gelegenen Streifen A be
ansprucht werden. Man kann auf Grund der Ergebnisse der genauen

Abb. 116. Abb. 117.

Untersuchungen den Spannungsverlauf mit ausreichender Genauigkeit 
durch die in Abb. 117 gezeichnete Kurve

, . 3 y

veranschaulichen. Die zugehörigen Werte der Biegungsmomente sind 
für die Feldstreifen A

<> = A .^ = ^(i-M
/ 2 \ o n!

b
2

und für die beiden Gurtstreifen B (161)

Um schließlich auch die Verteilung für die übrigen Querschnitte 
zwischen den Stellen x = 0 und x — +a festzulegen, kann man aus 
den Formeln (160) und (161) den allgemeinen Ansatz
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4-3RJ1 + — (ß-cos^-l] 
z L o zt \ a / J

<a) = ^3jJl -^(2- COS.V-j 
2 L o .v \ a /

»1® = 
ableiten.

Mit Hilfe dieser Gleichungen habe ich. für das vorliegende Beispiel 
die Gurt- und Feldmomente errechnet und in Abb. 115 durch die ge
strichelten Kurven die Verteilung der Momente Hk® und Sk® darge
stellt. Hiermit sind für die Querschnittsbemessung die erf Order Uchen 
Grundwerte bestimmt.

Nach dem gleichen Verfahren können selbstverständlich auch die 
Momente HR® und 8R® für die Querreihen ermittelt werden.

Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daß die auf die Theorie 
des stellvertretenden Rahmens aufgebaute Näherungsberechnung in 
sehr einfacher und übersichtlicher Weise gestattet, mit einer praktisch 
völlig ausreichenden Genauigkeit das ganze Spannungsbild der träger
losen Decke in allen Einzelheiten zu erfassen und ohne großen Arbeits
aufwand eine sichere Grundlage für die Querschnittsbemessung zu 
schaffen.

3. Die Näherungsformeln für die überschlägige 
Querschnittsbemessung der trägerlosen Decken.

Die Werte der Biegungsmomente des stellvertretenden Rahmens 
lassen sich in zwei wichtigen Grenzfällen sehr leicht bestimmen.

Abb. 118.

Handelt es sich beispielsweise um einen gleichmäßig belasteten 
Rahmen mit unendlich vielen, gleichartigen Feldern (Abb. 118), so 
wird in jedem Knotenpunkt

co' = oY' = 0, V = X" - V
sein. Die Gleichungen (149) liefern für diesen Fall, wenn mit Qg die wirk
same ständige Belastung bezeichnet wird, den Wert:

In der Feldmitte ist dann >
% — j + "2°) + % = 2J •

(163)
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Wenn nun jedes zweite Feld entsprechend der schematischen Dar
stellung in Abb. 118a mit Qp belastet wird, so ist leicht einzusehen, daß 

sein muß. Diesem Zustand entspricht die aus der 
Gleichung (155) abgeleitete Elastizitätsbedingung

za o \ 1 n $
^->111 (ß 2 ä) py Qp NE ’

Hierbei ist 
i r ej° i' fu

1 “ r L Nlv H° 3f° — H°

EJU V fu
+ ~NE ' 3 - Hu

Für
JL^JL i 
H° H“ ~

ergibt sich beispielsweise

1 p d + d0)l' 1
12 NE t , 1' EJ° , l' EJ*

2 H° Nly 2H1‘ Nly

und weiterhin auf Grund der Gleichung (154): 

wobei
l' EJ° l' EJ“

+ Nly + Nly
ri ~ 9 l' EJ° l' EJU

" + 4 H° ^Ty + TH" ’ Nly

(164)

In der Mitte eines belasteten Feldes entsteht das Moment
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Für das unbelastete (m + 1) Feld ist
®»B + 1 — >

y' _ y _  9 st 7 st (l ~r
— ^-m+1------ 4 1V ly-jr = —Qp-----p—

1
9 i' ej° r e j^'
" ' 4H° Nl„ + 4 Hu Nl„

Insgesamt erhält man für die Querschnittsbemessung eines Mittel
feldes die Werte

Auf Grund ähnlicher Überlegungen können auch für die Endfelder 
die Grenzwerte der Biegungsmomente bestimmt werden.

Setzt man wieder voraus, daß die Außenstützen als Pendelsäulen 
ausgebildet sind, so lauten die Elastizitätsgleichungen für den in Abb. 119 
dai-gestellten Zustand + tf )

Ao + ^1 a = ~Qg jQ ’

w0 a + «h A + Ä = 0 ■

Da infolge der gleichzeitigen Belastung aller Felder m2 sehr klein 
im Vergleich zu «0 und sein muß, so kann

«2 = 0
gesetzt werden. Es ergibt sich dann

A
C°°- üß-a* 12 AQ, ’

__ , oc „ (Z 4~ d<>)
W1 “ + ÄoA - 12 Nl« ’

= o,

w ^^ + ^),A77 7 . + (Ao + «) (A - «)

=—Q,J—— r ATZy(w0Ä + Ao^i) Qt) 12 ßoß — <x? 
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oder mit der Abkürzung
(ßo ^(ß — a) _ . 

ßoß-^

= ’’'2- (166)

Die in v2 vorkommenden Beizahlen sind wie früher

rH _ 9 J-JL. Hl ± JL. Hl
P “ y>2 ' 2H° Nlv 2H“ Nlv ’

Man kann sich von der Richtigkeit der Formel (166) leicht über
zeugen, indem man sie beispielsweise auf den gewöhnlichen durchlaufen
den Träger mit freibeweglichen Stützen anwendet. Für

= 0, y = 1, J° = Ju = 0 
erhält man in der Tat

*2 = £ .
7 9

W T = -040714^ l, 
-Lä /

einen Wert, der sich von den genauen Werten
—0,10714Qgl für den vierfeldrigen und

X[ — —0,10527 Qal für den fünffeldrigen
Balken so gut wie nicht unterscheidet.

Um nunmehr auch den Einfluß der ungünstigsten Laststellung zu

Abb. 119 a.

berücksichtigen, verwende ich für die in Abb. 119 a angegebene Last- 
anordnung die Elastizitätsgleichungen

(ü^ßo + «!« = — Qp G + d0) 
12 Nl,

«0« + ^iß + — "^Qp
(l + d0) 
12 Nlv
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Ihre Auflösung liefert

ß + 
ßoß-^

Qp (( + d0)
12 Nlu +aco2-

, = ßo^ Qp (^ + d„) 
1 ßoß-^ 12 W, — <x m, ——~; 

ßoß
Das zugehörige Stützenmoment ist

+ ® m2 • Nly W @ 
ßoß ®2

In diesem Ausdruck kann für m2 der vorhin für das Mittelfeld ab
geleitete Wert 

eingeführt werden.
Es ergibt sich sodann

wobei

3
Ä>+ * 

ßoß - Ä2 (ß - A)
«(^0 — «)] 

ß-2x J

(167)

Hat man errechnet, so kann man aus der Gleichung

die Stelle im Endfeld bestimmen, in welcher das größte positive Bie
gungsmoment entsteht.

Wendet man diese Formel auf den gewöhnlichen durchlaufenden 
Balken mit freibeweglichen Stützen an, so erhält man

XJ = - & Qp l = -0,05357 Qp l,

während die genaue Berechnung für den fünffeldrigen Träger
XJ = - Qrl = — 0,052 63 Qp l 

liefert.
Die Abweichung ist so gering, daß man die für den stellvertretenden 

Rahmen mit unendlich vielen Feldern abgeleiteten Formeln sehr gut 
auch für die Querschnittsbemessung von Trägern mit beschränkter 
Felderanzahl benutzen kann.

Mit Hilfe der Gleichungen (163), (165), (166) und (167) habe ich für 
die meistens in Betracht kommenden Werte

— = 0,2 und ~ = 0,31/ V
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unter Zugrundelegung eines durchschnittlichen Steifigkeitsverhältnisses 
l' EJ° V EJU . n

für Decken mit schlanken und
. L. ^ = 40

V Ho Nly Zf“ Nl,

für Decken mit kräftigen Stützen die größten Biegungsmomente in den 
End- und Mittelfeldern errechnet und ihre Werte in Tafel 27 zusammen
gestellt.

Die Näherungsformeln für die Biegungsmomente der trägerlosen Decken.
Tafel 27.

Auf
lager
breite

Steifig- 
keits- 

verhält- 
nis

Endfeld Mittelfeld

y=0,2 i 
V = 0,9 |

V = 2
f = —0,13155 gl^ly
i max — (0,074 338 g + 0,095 456 p)

f 2Kzmax — (0,036(7 4- 0,0744 
ISOlzmm ~ (0,036(7 - 0,0384

y - 4 j X/= -0,133 542pZ*Zj, 
l Si/M, = (0,073 588s + 0,001201 p)

f Sixmn = (0,036p + 0,068p)4D
l — (0,03b</ — 0,032p)Z^Zy

-” = 0,34 ji
V' = 0,85 f

<7 = 2 f X! = -0,13816 glilu
l S»xmai = (0,070 648» + 0,0ß2574p)2|(y

(Ämax = (0,032 22»»+ 0,071662p) 
taumln = (0,032229» - 0,039 433 p)

T = +
r x;»-0,140isoprjz,
l = (0,069 9073+ 0,088170p)Z;Zs

( SRim« = (0,032 229/7 + 0,065 09 p) ZjZ„ 
IWmln «(0.032229p - 0,03286p) Zpy

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der verschiedenen Unter
suchungen läßt von neuem den vorteilhaften Einfluß einer erheblichen 
Widerstandsfähigkeit der Stützen und einer weiten Ausladung des 
Säulenkopfes erkennen.

Um diese günstige Wirkung durch eine tunlichste Vergrößerung 
der Grundfläche zu erzielen, ist es notwendig, nicht allein den eigent
lichen Stützenschaft zu verbreitern, sondern auch die Decke selbst 
beim Anschluß an die Säule zu verstärken oder eine Grundplatte unter 
der Decke anzuordnen. Die in den amerikanischen Ausführungen 
üblichen Abmessungen der Grundplatte und des Stützkopfes sind 
in Abb. 120 angegeben. Diese Ausgestaltung der Pilzdecke bietet den 
Vorteil der einfachen Einschalung und des geringsten Baustoffbedarfes. 
Sie ist jedoch für die Tragfähigkeit insofern nicht besonders günstig, 
als ein allmählicher Übergang der Spannungen aus der Platte in die 
Säule bei einseitiger Belastung kaum gewährleistet wird und weil die 
Erweiterung der Stützen nicht tief genug unter der Decke beginnt, 
um die erheblichen Biegungsmomente, welche im oberen Drittel der 
Säule entstehen, mit ausreichender Sicherheit aufnehmen zu können.
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Um diesen Nachteil zu vermeiden, empfiehlt es sich, vor allem 
bei schlanken Stützen, den Ansatz für die pilzartige Erweiterung 
tiefer zu legen und die Verbreiterung des Säulenkopfes unmittelbar an 
die Verstärkung der Decke anzuschließen. Die Abb. 120a zeigt ein

Beispiel für diese Anordnung. Die Grundmaße sind aus den Ausfüh
rungen der Huta-Aktiengesellschaft entnommen.

Die starre Grundfläche des Stützenkopfes wird durch diese Decken
verstärkung merklich erweitert, und es ist daher zulässig, ihre Seiten
lange mit dem Maße d0 = 0,3 Jin Rechnung zu stellen. Hierdurch wird 
eine erhebliche Abminderung der wirksamen Belastung und der freien 
Spannweite erzielt. Auch hinsichtlich der Raumwirkung ist diese Lösung 
als besonders günstig zu bezeichnen.

XII. Die mathematischen Aufgaben der 
Gewebetheorie.

Die Gleichgewichtsbedingungen des orthogonalen Gewebes sind durch 
fünfgliedrige lineare Gleichungen ausgedrückt, die sich durch fort
schreitende Elimination der Unbekannten verhältnismäßig rasch lösen 
lassen, wenn der Umfang der Platte beschränkt und die Anzahl der 
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Knotenpunkte nicht allzu groß ist. Die Ausnützung der Symmetrie
bedingungen gestattet dann das Gleichungssystem in Gruppen zu zer
legen. die nur noch ein Viertel der ursprünglichen Anzahl der Unbe
kannten enthalten und sich daher rechnerisch ohne erhebliche Schwierig
keiten bewältigen lassen. Die für die Zerlegung der Belastung, die Ver
teilung der Unbekannten und die Auflösung der Gleichungen in Betracht 
kommenden Gesetzmäßigkeiten sind bereits im Abschnitt III erörtert 
und in allen behandelten Aufgaben ausgenützt worden.

Bei engmaschigen Geweben und bei Platten, die sich über mehrere 
Felder erstrecken, ist die Auflösung der Gleichungen mit Hilfe der bisher 
üblichen Verfahren weniger einfach. Die rechnerische Arbeit nimmt bei 
der großen Anzahl von Knotenpunkten einen derartigen Umfang an, daß 
es außerordentlich schwer und mühsam ist, den Wert der Unbekannten 
mit ausreichender Schärfe zu bestimmen.

Um diese Schwierigkeiten zu überwunden, liegt es nahe, eine allge
meine Lösung zu suchen, in welcher ohne Rücksicht auf die Anzahl der 
Unbekannten der gesetzmäßige, einfache Aufbau der Gewebegleichungen 
in Erscheinung tritt. Eine derartige Lösung würde sich unmittelbar 
aufschreiben lassen, wenn nicht partielle, sondern totale Diffe
renzengleichungen in Frage kommen würden. Es muß daher unter
sucht werden, ob es nicht möglich ist, die Gewebegleichungen in totale 
Differenzengleichungen umzuwandeln.

Bei der Berechnung der trägerlosen Deeken, die in einer Richtung 
unendlich ausgedehnt sind, habe ich bereits gezeigt, wie die ursprüng
lichen partiellen Differenzengleichungen durch mehrere voneinander un
abhängige Gruppen totaler Differenzengleichungen ersetzt werden können.

Die nachfolgenden Betrachtungen werden beweisen, daß diese 
Umwandlung der Differenzengleichungen bei jeder Art von Belastung 
und Auflagerung durchgeführt werden kann und daß sie die Möglich
keit bietet, die Gewebegleichungen rechnerisch wie auch zeichnerisch 
ebenso rasch als genau zu lösen.

§ 35. Die Umwandlung der partiellen Differenzengleichungen.
Ich greife aus dem Gewebe ein Geviert mit (r + 1) lotrechten und

(g + 1) wagerechten Drähten und bezeichne mit (m, n) den Knoten
punkt, in dem sich der wagerechte und der nte lotrechte Draht 
kreuzen (Abb. 121). Die Gleichgewichtsgleiehung dieses Knotenpunktes 
mit der Belastung lautet:

4* 4~ 4“ +

oder, wenn zur Abkürzung 
z2

z2
$ Pm, M

g Pm,n , n
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geschrieben wird:

4wm,n ~ Om.n-l + ^m,„+i] = Xm>n + + Wm + 1!J .

Ich setze voraus, daß bei der Verteilung der Belastung die Symmetrie- 
bedingungen bereits berücksichtigt 
worden sind und daß die inneren
Ränder X—X, Y—X des Gevierts 
mit den Symmetrieachsen zusammen
fallen. Die Ordinaten w der äußeren 
Ränder mögen ferner bekannt sein.

Handelt es sich beispielsweise um 
den statisch bestimmten Grundfall 
mit den Randwerten

Wo, 1 — wo, 2 = Wo, 3 = • • • = wo, r = 0 , 

Wll0 = W^o = W3;O = . . . = W^o = 0 , 

so gilt für die Zeile die Gleichungs
gruppe: Abb. 121.

^Wm t Wmi2 — ^m,l + + 4Om + l>1 ,

Wm,i 4zWm ^ Wmi$ — + w/n-l,2 4" + ,

— wWt2 4- 4^,3 - wWii = HW,S + + wm+1^

wm, n~t 4- 4w,BB wm>n + l = Um,.n 4- Wm^^n + WM + i,Ä

(A)

— 2w»I>r-i 4- 4wm>r — ^m.r 4“ wm~l,r -f- Wm+lfr .

Ich multipliziere der Reihe nach die erste Gleichung mit ax, die 
zweite mit <x2, die dritte mit «3 ..., die nte mit an .. . usf., die letzte 
jedoch mit ^txr, fasse sodann alle Gleichungen zusammen und erhalte:

(4&x ^2)^»,!
4- {4a2 —oc: — a3)ww>2
4" (4<x3 x2

4~ (4 ocn u. x) wm , n

+ (4:0cr_1 — a,r_2 — (Xr)w„,ir_1
4- (2 ocr_1) wm _ r

4* 4- ^3^m,3 4~ ■ • ■

4~ ^‘n'^in,n 4“ • * - 4" l
4-

4“ Wm-1,14" ^oWm- 1,24" ^3^?«-l,3

4" • ■ ■ 4" ^nWm-l.n-Y • • ■
4* <Xr-l^m-l,r-14-i«rW’»l-l,r]

4“ [^l ^m+1,1 4- ^2Wm+J ,2 4" ^3^771 + 1,3

4- ■ -. 4- ixnwBi+1,„ 4- • • •

4- - \Wm + i, r -1 4“ 4 Wm+1, r] .

(B)

Unter a sind vorläufig willkürlich gewählte Konstanten zu ver
stehen. Ich setze nunmehr
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Äj 1 4" ^2 , 2 4" ^3 3 4~ - * • 4" ^m,n “4 • • -

4" «r-j ^wtr-l 4“ ‘2 ^r^m,r = Um ,

«jWmj 4- «2 wm, 2 + a3wrK,3 4“ • • ■ 4” xn™m,n 4* . .

4- 4" m

und schreibe zur Bestimmung der Konstanten a die Bedingungen

4 at - as _ 4 ftg — «x — <x8 _ 4 <x3 — «3 — _
«! <X3 «3

4 CCn &n+l __  __ ^r-1 ^r-2

r - 1
2ar — «r-j _

vor. Hierbei stellt u eine vorerst unbestimmte Größe dar.
Sind diese Bedingungen erfüllt, so geht die Gleichung (B) in die 

übersichtliche Beziehung

U,n_j 4- m ^m + 1 “ (U)
über.

Hiermit ist eine einfache totale Differenzengleichung gewonnen. 
Sie zeigt dieselbe rekursive Form wie die Dreimomentengleichung des 
durchlaufenden Balkens und eine ähnliche Gliederung wie die Diffe
renzengleichung des Seileckes. Die zugehörige Gleichungsgruppe um
faßt im ganzen q Unbekannten ü, die sich, wie groß auch die Zahl q 
sein mag, in sehr einfacher Weise bestimmen lassen.

Die Auflösung der neuen Differenzengleichung ist allerdings erst 
dann möglich, wenn die Beizahl m bereits bekannt ist. Die letztere tritt 
mit den r Werten aB in den r Gleichungen der Gruppe (C) auf; da diese 
Gleichungen nicht ausreichen, um zugleich mit p alle Werte an zu er
mitteln, so darf eine der Beizahlen a, beispielsweise oder Gr, willkür
lich gewählt werden; dann lassen sich und die übrigen (r — 1) Größen a 
zwangläufig bestimmen.

Es muß hierbei beachtet werden, daß diese Größen a selbst alge
braische Funktionen von p sind und daß sich r im allgemeinen von
einander verschiedene Werte p finden lassen, welche die Bedingungen 
der Gruppe C erfüllen. Bezeichnet man die Wurzeln der fraglichen Glei
chungen der Reihe nach mit px, («2, pz .. . pr, so entsprechen jedem 
Wert /z; eine Gruppe von r Beizahlen ocni und demgemäß eine bestimmte 
Funktion Umi und eine bestimmte Belastung IImi.

Werden die zugehörigen Werte zusammengeordnet, so ergeben sich 
schließlich die folgenden Gleichungssysteme:
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al,3-7rn,l 4~ Ä2,3'T>»,2 4“ a3,3-U.3 4“ • • • 4* 4* ■ ■ •

4" ^r-1,3 4“ i-Äz,3 = ^m,3,

(E)

W,r ^»n,i + ®i,r ^m.r i a3,r ^m.r 4" - • ■ 4* + • ■ •

4* + ^8-r,i ^m.r = O«,,-

^1,1 u'm .1 W ^2,1 u m ,2 4“ ^3,1 u'm, 3 T • • • 4" , 1 u'm ,n ~ • • ■

4" ®r-1.1 t- 1 4" 4 ar, i t£m,r = m, 1 s

^1,2 I 4- «g,2 4“ ^3,2 ,3 W • • • 4~ ,2 M'm.n — ■ ■ •

4" ^r- 1,2 r~I 4“ 4 ^U.2 U‘m,r — Cm,3 ?

^1,32U!,1 4“ «2,3^'m.2 “T ^S.S^'wi.a 4“ • • - 4" &n,3 ^m,n ~ •

4~ Xr_ 15 3 1Tm , r-x w 4 Xr> 3 tt’m ,r~ m,3 ,

^l,r 4“ ®2,r^w,2 T T • • - 4" ^*n,z 4“ ■ ■ -

4“ “1 , r r-1 4“ 2 &r, r u'm, r ~

m-1.1 4“ /Q , i ’m +1.1 = Um, 1 >

4 m -1,2 —r i  ̂2 m, 2 m +1,2 ” , 2 ’

m -1,3 4~ ^3 m , 3 m +1,3 = , 3 '

m-1 ,r i r m, r m + x, r , r ■

Es treten also im ganzen an Stelle der q • r voneinander abhängigen 
partiellen Differenzengleiehungen r Gruppen voneinander unabhängiger 
totaler Differenzengleichungen mit je q Unbekannten U auf. Hat man 
aus den letzteren die Größen U ermittelt, so kann man aus den Glei
chungsgruppen F die einzelnen Werte wmi„ errechnen.

Zuvor müssen jedoch die r Werte « und die r2 Beizahlen a ermittelt 
werden. Die folgenden Entwicklungen werden zeigen, daß auch diese 
Aufgabe nicht schwer zu lösen ist.

Die Bedingungsgleichungen (C) liefern nämlich nach einer einfachen 
Umwandlung die Beziehungen

^2 ^3 4 ^1 ^"4 4- ^2 ^ä+1 1 ^n — 1
OCc) ^3

iccr-x < 
==-------- ;--------- --  = — ft,— i Oi f

oder auch wenn 4 — ft = f
Marcus, Platten. 23



354 Die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie.

gesetzt wird: ^n+1 «”4“ ®n-l b •

Die. Lösung dieser neuen Differenzengleichung läßt sich in der Form

darsteilen. Hierbei sind
21

^2 
die Wurzeln der Gleichung

= G^f + CzqS

Q2 — e& + 1 - 0,
während C1 und Cz die beiden Integrationskonstanten sind. 

Führt man die Werte

Äi — Gj 21 + Cz qz , 
G2 21 ~F G2 p2,

Ä2 — Gj Ql + G2 ßl, 
<^r-l = Gjßi-1 + C2Qz~1

in die Bedingungsgleichungen
2az_1 = <Xrf 

ein, so ergibt sich:
Gj Qi + O^qs — ^(Gipj -t- C2 q2) , 

2 G^f1 + 2 G2 er1 = «(Gxg[ + G2 q$ ,
und weiterhin: Giöi(2i — «) + Czq2(qz — a) = 0,

G,^-1^ - f2i) + C2q^(2 - fQ2) = 0 .
Diese Gleichungen sind nur dann miteinander verträglich, wenn 

die Bedingung gf-i(2  = ^(2 - £q2)

2i(2i—£) 2s(22~ f)
erfüllt ist. Es muß also

2 2i 22(21 8 ~ 2s"3) — «(21 2 — 2s 2) (2 + 2122) + «2(2i'1 — 2a"1) = 0
sein. Da Qy q2 — 1 ist, so erhält man auch

2(2i'3 — 2ä'3) ~ 3e(p;-3 — pi~2) + «2(ß(-1 — = 0 .
Ersetzt man in dieser Gleichung die Größen Q durch die zugehörigen 

Funktionen von s, so gewinnt man schließlich für s eine algebraische 
Gleichung rten Grades, aus welcher r-Wurzeln e und sodann r-Werte 
ermittelt werden können1).

x) Man kann auch für irgendeine Gruppe (i) die Beizahlen a„>1; in der Form 
sin (ml*) ----- -W—z---i x tt« 1 • • sin/.fcaarstellen. Hierbei ist o ,, a (2 K-- 1)

- T —7— ’
«t = 2 • cosf-t.
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Es ergibt

oder
Hierbei ist

Es ist daher

Es sind ihnen

zugeordnet.
Als zweites

sich beispielsweise für r = 4:
2 (öi — Qi) — 3 «(pj — p») + £ä(pi — pj) = 0,

2 — 3e(pi + p2) + e2(pj + P!P2 + pi) = 0.

px + «2 = s > Qi + Pi Qi + Qz = «2 “ 1 ■ 
auch
2 - 3 s2 + «2(e2 — 1) = e* - 4e2 + 2 = 0.

Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind
fj = — e3 = j 2 + ^2 = 1,84864 ,
£2 = -e4 = ^2 - = 0,76324 .

die Beizahlen
/Zj = 4 — «i = 2,15136, 

= 4 — e2 = 3,23676, 
= 4 — «3 = 5,84864,

Hi = 4 — e4 = 4,76324

Beispiel sei r = 5 gewählt. Die Hauptgleichung lautet 
jetzt 2(pl - pf) - 3e(p? - pl) + «2(pi - pi) = 0, 
oder in anderer Form

2(Pi 4* Qi) — 3 e(pj + p4 p2 + Q«) + ^(p! + Qi) (pi + Pä) = 0 .
Hieraus folgt 2 e — 3 e (e2 — 1) + e3 (s2 — 2) = 0 .
Diese Gleichung wird durch die Größen

«r _ -e3 = yg = 1,90211,
«2 = —«4 = Fit1 — Fi) = 1,17556 ,

befriedigt. Die entsprechenden Beizahlen sind 
= 2,19789,

Hi = 2,82444,
Hs = 5,90211, 

= 5,17556, 
__ ._______ Hs = 4,0 ■
Nimmt man der Reihe nach k = 1, 7c = 2, k — 3..., k — r, so erhält man 
die r-verschiedenen Werte 4 und r^. Der allgemeine Ausdruck für die r-Glei- 
chungen (G) lautet sodann:

. — Um_,,k + 2 4(2 cosz^) Um+lik = n„ k
= —r {^m, i • sinl4 + ä • sin24 + -t„,s • sin34 + • ■ ■ +•■!„,,_! sin(r — 1)4 sin/.i. , , . ,+ i r -smr/.t} .
Sind für alle Gruppen der mte“ Zeile die Größen ermittelt, so liefert die 
Auflösung des Gleichungssystem.es (F) die gesuchten Werte

2 i=r
«’m.» = sin(?izd.

23*

Gleichungssystem.es
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Für e = 0, « = 4 erhält man aus der Gleichungsgruppe (C) die besonders 
einfache Lösung Z_1

Äj = ---  Äg --- --- . . . —— Äp ( 1) 1 ,
— ^4 — ^6 — ... — 0 .

In den übrigen Fällen, wenn also f S 0 und ,« 4 ist, braucht
man nur zwei aufeinanderfolgende Werte an-i. &n zu kennen, um mit 
Hilfe der Rekursionsformel

^n + l ~ an -1

den nächsten Wert aB+1 ermitteln zu können. Wählt man beispiels-
^V-2

weise äj = +13 so liefert die Bedingung — = e, die Größe a2 = f.
Es ist andererseits 1

‘w G2 ^2 —1 ~F f ?

Ä2 = 0^ Q\ + C2 Ö2 ~ "F^ •
Hieraus folgt _ £) ~ X

1 0102(02 — 01) 01~ 0s’

c _ 01(01 — f) = 1

01 02(01 02) 02 01

+ C2 & = .
01 “ 02

Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach
Äi — +1 j

A2=01 + 02 = +U

&3 (01 i 0102 ■ 01) 1 •

Ä4 = (01 4” 02) +01 02 (01 + 02) = (01+02) (01 + 02+1 —Pj P2) ~ --- 0) •

Aus diesen Gleichungen erkennt man, daß, obgleich und 02 ima
ginäre Größen enthalten, die aus ihnen hervorgegangenen a vollständig 
reelle Zahlen sind, die sich in sehr einfacher Weise bestimmen lassen.

§ 36. Die rechnerische Auflösung der totalen 
Differenzengleichungen.

Sind die Beizahlen a und ,« ermittelt, so kann nunmehr die Auflösung 
der Gleichungsgruppen (G) in Angriff genommen werden.

Um die Entwicklung der Rechnung besser zu veranschaulichen, 
will ich die Anwendung des Verfahrens an einem Zahlenbeispiel er
läutern. Ich greife auf die vorhin für r = 4 ermittelten Werte

= 1,84864, f2 = 0,76324, f8 =-1,84864, £4 =-0,76324, 
,w1 = 2,15136, ^ = 3,23676, p3 = 5,84864. = 4,76324
zurück. Die zugehörigen tx sind
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Die vier totalen Differenzengleichungen zwischen den f-Werten 
lauten also:

für «1 '= 2,15136 : ^1,1 = 4-1, Ä2,l — 1,84864,
®3,1 = 2,41747, a4,l = 2,62039,

für = 3,23676 : «1.2 = + 1, «2,2 = 0,76324.
®S,2 ~ -0,41747, «4,2 = -1,08187,

für ,u3 = 5,84864 : Äl,3 — + 1, «2,3 = -1,84864,
Ä3,3 ~ 2,41747 , «4,3 = -2,62039,

für zt4 = 4,76324 : Äl,4 = + 1, «2,4 “ -0,76324,
Ä4,3 “ -0,417 47, «4,4 = 4-1,08187.

^w-i,i -2,15136 f ^m+1,1 — ^»1,1 — l>O^m,i 
+ 1,84864^., + 2,41747^.3 4- |. 2,62039, 

— ^-1,2 + 3,23676 Um^ — fm+1,3 = = l,0.Tmi
4- 0,76324 nrm.2 — 0,41747.7m.3 — 1-• 1,08187 .Tm 4 ,
+ 5,84864 Um>z — UjH+1>3 = = l,0.%K>1
- 1,84864 + 2,41747.%«,3 - l-• 2,62039 %„,4,

^m-1,4 w 4,76324 U4 »1+1,4 — Um,4—l>01
— 0,763242 — 0,41747^.3 + |- • 1,08187 %«,4 •

Für das gesamte von den A- und F-Achsen begrenzte Geviert 
(Abb. 121) erhält man, wenn die durch die Symmetrie bedingten Be
ziehungen rr — TT V — V— -‘■'<7+1,1 ’ “«-1,1— C?+l,l>

Hq- 1,2 = ^«+1, 2 ’ ^«-1,2 = ^«+1,2 >
■^«-1,3 -^4+1,3 > ^y-1,3 = ^4+1,3 >

-^4-1,4 ~ -“4 + 1,4 ’ ^4-1,4 ~ ^4 + 1,4

berücksichtigt werden, die vier folgenden Gleichungsgruppen:
+ 2,15136 Ultl - U2tl = nia 

- Ulrl + 2,15136 U2\ -U3tl = nitl 
- V.’̂ + 2,15136 =

— ^4-2,1 4" 2,15136 — U9il — ^q-1,1
-2 17^ +2,151361?^ =nta

4- 3,23676 fii2 — U2t2 = nii2 
- Ui,2 4- 3,23676 U2,2 ~USi2 = nZt2 
- U2,2 4- 3,23676 U3,2 - f4,ä = 773,2

— Uq^2^2 4- 3,23676 f7^_12 — ^4,2 — ^2 -1,2
-2 Dy-i.’a 4-3,23676^., =-^4,2
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4- 5,84864 Ult3 
- ^i,3 4- 5,84864 D2i3 
- + 5,84864 D3j3

— ^2,3 = ^1,3 

— ^3,3 ~ -^2,3 

— ^4,3 ~ -^3,3

— t7j_2.3 + 0,84864 -^j-1,3

‘ — 2 C?_lt3 4- 0,84864 Uq,3 
4- 4,76324

- ^,4 4- 4,76324 ü2\
- U2^ 4- 4,76324 tf3>4

= ^,3

— ^2,4 ^Zl,i 

— ^3,4 = -^2,4 

— ^4,4 = ^3,4

— ?72_2;4 4* 4,76324 f74_li4 ^g,i

— 2 1,4 4~ 4,76324 — Hq,i

Ist beispielsweise das Gewebe gleichmäßig mit p belastet, so sind
die Größen .

_ _ _ _ = 
■'D.n — ^2,n — ^3.» — ' • ' ^q.n $ >

/ 1 \ p^2
= ^al>l + Ä2.1 + a3,l + V ~ Pl ’

^1,2 = ^2,2 ~ ^3,2 — ■ ■ ■ — ^q,i

p/.- ( 1 \ P^2
— 4- 3-2,2 4- a3,2 + ^4,2) — g Pt •

■^1,4 "^2,4 -^3,4 - - - 11 q, 4

pÄ2 / , , 1 \ pX2 j
~ ~g~ \Ä1,4 + Ä2,4 T ^3,4 T ~a4,4y ~ ~g~

in Rechnung zu führen. Die kennzeichnende Gleichung der vier verschie
denen Gleichungsgruppen kann in der allgemeinen Fassung

I p
m-1,i T m+i,i ßi

geschrieben werden: hierbei ist der Reihe nach i = 1, 2, 3, 4 zu setzen. 
Die Lösung dieser Differenzengleichung wird durch den Ansatz

= A^ + Bi^ 4- öi ,Ui — 2
dargestellt: unter Ai und Bi sind die beiden Integrationskonstanten, 
unter und z2 die durch die Gleichungen

«i = iG*c + j/^F —4), 
x2 = — 4)

definierten Zahlen zu verstehen.
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Beachtet man, daß entsprechend der ersten und der letzten der 
Gleichungen einer Gruppe

Bi &l,i ^2,i — xl(Pi ^1) H" Bi ^2 (pi ^2)

, o ~ 1) _ R
+ Sx Pi pt -2 S± Pi ’

BiUg,i — 2 — 2)

1 D .,<7-1/., : p^“ (pi 2) p/-+ B^ {piXi-2)-r—ßi——^^-ßi

sein müssen, so ist leicht zu erkennen, daß die Größen

die gesuchten Konstanten sind.
Die vorstehenden Formeln liefern der Reihe nach

für ^ = 2,15136^1 = 1,47202, z2 = 0,67933, & = 6,57630,
= — 1,88529^-, = -41,562 78

0!

für = 3,23676 : = 2,89084 , x2 = 0,34592 3 ß2 = 0,80484,

A = - , B, = -0,359 7502 ,

für m. = 5,84864 : z, = 5,67235, z, = 0,17629, d3 = 0,25864,
0,62698 p)? n 067^03

As “------1Ö*~ X ’ 3 = " ’ ’
für ^ = 4,76324 ^ = 4.54313, z2 = 0,22011, = 0,36022,

Handelt es sich beispielsweise um ein quadratisches Gewebe mit 
q = r = 4, so erhält man für die Knotenpunkte der wagereehten Mittel
linie die Werte

Z74 ,= 25,74472 , U4i2 = 0,632133 ,
’ »i

U4 3 = 0,067073-%-, ü4 4 = 0,129751 % .
5i ’ 5i
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Entsprechend der Gleichungsgruppe (F) müssen andererseits auch 
die Gleichungen

* 1,1 «4,1 *2.1 «'1,2 I

* 1,2^4,1 ~1~ *2,2«4,2 t
* j} 3 , 2 “T * j. 3 , 2 T
* 1,4 «4,1 + *2,4 «’l,2 + 

befriedigt sein. Hieraus folgt:

w, , = 2.22535^' 
1,1

«’4 3 = 4,418066^
Oj

*3,1 «4,3 W 1 *4,1 «'4,4 — ^4,1 ’ 

*3,2 « 4.3 4 *4,2 ^4,4 ~ ^4,2’ 

*3,3 i(4,S ~ ” al,3Wl “ ^4,3’ 

*3,4 «4,3 H“ Y *4,4 W4.4 = ^4,4

«■4 2 — 3.637005 ,4,2 . Si .

pÄ2
, w4,i = 4,66737 ——- .

Diese Werte stimmen mit denjenigen, welche für die Knotenpunkte
4, 7, 9, 10 der Mittellinien (Abb. 25) in Abschnitt III, § 7, S. 52, er
rechnet worden sind, genau überein.

Dieses Beispiel zeigt, wie leicht es möglich ist, die Lösung der neuen 
totalen Differenzengleichungen durch eine geschlossene Formel dar
zustellen und die Ordinaten einzelner Knotenpunkte des Gewebes un
mittelbar zu bestimmen. Durch die Umwandlung der ursprünglichen 
Gewebegleichungen wird die Behandlung der Aufgabe, besonders wenn 
r oder q eine hohe Zahl ist, außerordentlich vereinfacht.

Diese Vorteile treten bei der Auflösung der Gleichgewichtsgleichungen 
des s-Gewebes noch stärker in Erscheinung. Werden nämlich die für 
die Zeile gültigen Gleichungen

/?
zi>i ,n + i — , n + ~m - 1, n 4“ zm + i,n

---*2 2 ' Ä 5* , r - 1 i , r

der Reihe nach mit
*1, *2

vervielfacht und die Größen
*lz»,l ~ x2zm,2 + *3Z»(,3 + ■ ■ ■ + + ■ • ■ }

+ *r-i sui,r- 1 ~T 2 = b » J (J)
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gebildet, so erhält man an Stelle der Gruppe (H) die neue totale Diffe
renzengleichung r p2

T ut_j «Vm — = — Vm . (K)
Die Beizahlen a und ,u müssen hierbei den gleichen Bedingungen (C) 

wie bei dem w-Gewebe genügen.
Den r-Werten ,u = ,n13 ,«»> /<a • • • pr entsprechen wiederum r totale 

Differenzengleichungen

(L)

J m-1,2 m,2 T u<+ 1,2 — & m, 2 j

/S
m --1,3 ~ ,w3 $ «, 3 J « +1,3 = ui, 3 ~ >

Es ist also jeder Gruppe des ic-Gewebes eine Gruppe des 
z-Gewebes zugeordnet.

Da die rechten Seiten der neuen Differenzengleichungen die Lösung 
Um,i einer totalen Differenzengleichung darstellen, so bietet es keine 
Schwierigkeiten, auch für die Größen eine geschlossene Lösung zu 
findenx).

Für den vorhin behandelten Fall erhält man beispielsweise
I TZ T - __ TT __ J Ul , P »» I PA

v 1 m+l,i $ ^m,i $ l*'1ixl i Dl'-1 i g ___ | ■

Die zugehörige Lösung ist

Die Wurzeln und haben hierbei dieselbe Größe wie zuvor.
Zur Bestimmung der neuen Integrationskonstanten Q und Di

stehen jetzt die Randbedingungen

T-; (."i-zy + s2

+ j+ ~ + Di ~

!) Hat man alle Größen Vm-i der Zeile bestimmt, so liefert die Auf 
lösung der Gleichungsgruppe (J) die Endwerte

2 z~r
Sm.» = sin(ni.D
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, F _>r y;-4
Pi > q,i - * q-T,i q o

+ 2 — 2?) 1

pB ßi+ S^pi-2 1 S2
zur Verfügung. Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt

&
Aj

Pi —
— (-4; ri + Bi ’a) >

wobei
B(

z2 I Bi 
Ss I /if —

r
1

und weiterhin

.1
i

1 m,i ^ + “(7 
— 2 kl 7 1-

Auf Grund dieser Formeln erhält man
für «j = 2,15136 : r4 = -5,154727 
für ,«3 = 3,23676 : = -2,07109

für p3 = 5,84864 : r4 = —9,21405

für = 4,763 24 : rx = —1,18014
und insbesondere für q = r — 4

r2 = —0,204105, 
r2 = —0,00021974,

3,69383

F4i1 = 88,506794^—, F = 0,494934 ,

l4i3 = 0,0164777^—, F4;4= 0,046392^-.

Die nach der Gleichung (J) gebildete Gruppe
ai,l Z4,l 4" ^2,1 Z4,2 4“ a3,1 Zt, 3 4~ 1 a4,1 zi,H ~ 1 4,1 r

®1,2 Z4,1 4“ a2,2 Z4,2 4“ ^3,2 Z4. 3 4“ 4' ^4,2 Z4,4 = 14,2’
Äl, 3 Z4,l 4- a2, 3 Z4,2 4“ a3,3 Z4,3 4* ‘^4,3 Z4,4 — 1 4> 3 ,

Ä1,4Z4,1 4~ Ä2,4Z4,2 4" ^3,4Z4,3 4“ 4 ^4,4^4,4 = I 4j4
liefert nunmehr die Ordinaten

z4,i= 6.7487----, 

p)^z4>3 = 15,5174—,

S4>2 = 12,1137^-, 

z4,4 = 16,6775
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Diese Werte stimmen wieder mit den Ergebnissen der in Abschnitt III, 
§ 7, S. 53, durchgeführten Berechnung genau überein. Hiermit ist die 
Richtigkeit der Lösung der totalen Differenzengleichungen der elasti
schen Fläche und die Zuverlässigkeit des neuen Verfahrens erwiesen. 
Es sei schließlich bemerkt, daß auch die partielle Differentialgleichung

pi - _

durch eine totale Differenzengleichung vierter Ordnung 
unmittelbar ersetzt -werden kann.

Führt man nämlich die Größen
s

Um -1 = “jy [/* I m -1 (I m - 2 "T I m)] j

um W Lw J m (I m- 1 + I BJ-rl)] ;

^2 r vU;

in die Grundgleichung

Um -1 4" h' m

ein, so entsteht die neue totale Diiferenzengleichung:

(I m - 2 “F I 2) ~ jU (I m _ H) = ~nm. (M)

Ihre Anwendung ist besonders bei statisch unbestimmten Fällen 
zu empfehlen, weil sie eine leichtere Anpassung der Integrations
konstanten an die jeweiligen Randbedingungen ermöglicht.

§ 37. Die zeichnerische Auflösung der Differenzengleichungen.
Der bisher eingeschlagene Weg wird immer rasch zum Ziele führen, 

wenn es möglich ist, das partikuläre Integral der U-Gleichungen sofort 
aufzuschreiben.

Bei Belastungen, die nicht stetig über der ganzen Oberfläche der 
Platte verteilt sind oder deren Veränderlichkeit nicht durch eine ein
fache Funktion ausgedrückt werden kann, ist die Bestimmung des 
partikulären Integrals weniger leicht ; es ist dann unter Umständen 
vorteilhaft, sei es auch nur zur Prüfung der Rechnungsergebnisse, die 
Differenzengleichungen zeichnerisch zu integrieren. Da ein allgemeines 
zeichnerisches Verfahren für die Auflösung der in der Gewebetheorie 
vorkommenden Gleichungen meines Wissens noch nicht entwickelt 
worden ist, so wird die Behandlung dieser Aufgabe vielleicht für den 
Leser von Nutzen sein.
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Ich knüpfe an die Gleichung

in -1 "T P I- ui ni + 1 II

an und ersetze sie durch die Beziehung

In der Abb. 122 sind im Abstande z die Strecken

in-li ^0^1

von einer Grundlinie E0Fa aus aufgetragen. Gesucht ist die nächst
folgende Ordinate GaGx = Um+l. Ich verlängere EÜEV um die Strecke 
E1Ei =-- nm , F^FX um die Strecke FXF* = Um (^ — 1) : die Ver
bindungslinie E,F2 liefert den Punkt Gx.

Es ist in der Tat

. E~H = z tang7 = F0F2 - EOEX
__ TJ IL __  TJ 

ei .>____ ° m -1 •

O2 = z tang;/ = ~
___ TT U ___ TT 

U El_________ f 1 J

also
Ejl + HE^E^^^

H” •

Der Linienzug E1E2F2 stellt den 
Kräfteplan für eine im Punkte m 
angreifende Last IIm dar; das zu
gehörige Seileck mit der Polweite z 

ist durch die Strahlen E1F2, F2GX umgrenzt. Ist = 1, so fallen die

Punkte Fx und F2 zusammen, das Seileck E1FiG1 deckt sich mit dem 
Linienzug E1F1G1, und es ist dann möglich, die U-Linie unmittelbar 
durch ein einziges Seileck abzubilden.

Um die Anwendung des neuen Verfahrens besser zu erklären, wähle 
ich als Beispiel ein Gleiehungssystem mit der Beizahl ij = 4 . Da

_ 1 = 1 ist, so wird in diesem Falle .F, = U,„, £\Fh = 2 Um .HL ' t) — m
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Um ein partikuläres Integral der Gleichungen
■ ^0 4~ 4 Ö 1 — L2 — 771 :

+ir, -u3 = n2.
— U2 -p 4 U3 — Vt = 773,

Uq-2 H" 4 Uq _ ! L q — IIq_1 .
—züq^ + iUq = nq

zu finden, setze ich zunächst Uo = 0 und nehme für U1 einen beliebigen 
Wert U1 = a an. In der Abb. 123 sind der Reihe nach für die

Abb. 123. Die Gleichgewichtsfiguren für den Zustand Ut = Ulf„ — Az.

Knotenpunkte 1, 2, 3 ... q — 1 die zu den Kräften Ü1, II2, U3 . .. Hq.i 
gehörigen Kräftepläne und Seilecke, die zur Abkürzung die Gleich
gewichtsfiguren dieser Kräfte genannt werden mögen, gezeichnet. 
Sie liefern die Werte

= Üj,« , ^3 — ^3,a> ... Uq-l — I 9-1, a ’ '1 t,a ■
Ich gebe jetzt U1 den Wert L\ = Ulb und bestimme in derselben 
Weise mit Hilfe der in Abb. 123a dargestellten Gleichgewichtsfiguren 
der Kräfte 771: IIÜ3... 11^ die Größen

C2 — U3 H 3,b i “ ^q -1 ,b 5 q 9ab ■
Aus den beiden partikulären Integralen Um<b läßt sich mit 

Hilfe der Formel um = Caüm,a + Cb Um,b
das allgemeine Integral ableiten: hierbei stellen Ca und Cb die beiden 
Integrationskonstanten dar.
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Dieser Ansatz steht mit den bisher benützten ersten q — 1 ^-Glei
chungen im Einklang, wenn die Bedingung

Ca Cb - 1

erfüllt ist. Führt man die Werte
^-1 ~ Ca ^q-1,a + Cb Uq_ltb,
Uq -Cau9>a +cbuq>b

in die letzte Differenzengleichung
4^-2 = nt
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ein, so erhält man als zweite Bedingungsgleichung 
ca^ ut>a - 2 + cb^uq,b - 2 u,^ = nq,

und somit schließlich
p _________ (4 ^q,b — 2 Ut_1>b) — Hq ______

a ~ (4 Uq,b ~ 2 D4_1>s) - (4 r4>B - 2 U,.^) ’
XI _ ______ (4 U,,, 2 Dg-i a) I] q_______

6 “ (4 Uq,b - 2 U4_13) - (4 Ut,a - 2 ■
Mit Hilfe dieser Formeln läßt sich der richtige Wert

^1 = a,l T Ub Ub, 1
errechnen und der endgültige Verlauf der D-Linie bestimmen.

Die in Abb. 123 und 123a eingetragenen Gleichgewichtsfiguren sind 
aus der Gleichungsgruppe

4 L\ — U3 = 11^ = 1/.,
- L\ + 4 U3 — U3 = ZZ2 - 2 z,

L 2 t~ 4 L 3 L 4 — /Vg = 3z,
- D3 + 4 Ut — Us = 4z,
— 2 Ut + 4 U5 = n5 — 5 z

entstanden. Ich habe zuerst Ulta = iÄ genommen und mit Hilfe der 
Zeichnung die zugehörigen Werte

U3,a~ 2-^-, Ubja = Z~, = 4—, L}ja = 5 —

ermittelt.
Ich habe sodann U,,b = ? z gewählt und ebenso die Größen

U3,b = ^k, U3tb = 0, ^4—YÄ U5,b = -^2
bestimmt.

Es ist also 4 U5>a — 2 Ui>a = 6z ,
^uib-2Ui,b^-^X.

_ W- + 5 _ 357
Ca - XSJL 4- 6 ~ 362 ’

r = 6~5 = „5 _ 
as»+ 6 362 >

mithin . 357 + 2 • 1 _ 361 .
61 “ Z 2-362 “ 724 Z ‘

Ich habe diesen Wert, in Abb. 123 b aufgetragen und durch Zeich
nung der Gleichgewichtsfiguren die übrigen endgültigen Werte

U2-m^, U3^^Ä, Ui^^Ä, US^-^Ä
festgelegt.

Das vorstehende Beispiel zeigt, daß das zeichnerische Verfahren im 
Grunde sehr einfach ist und sehr rasch zum Ziele führt.
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Die zur Darstellung und zur Lösung der Differenzengleichungen 
benutzten Gleichgewichtsfiguren sind aus einer Gruppe von Seilecken 
und Kräfteplänen zusammengesetzt. Sie sind aus einer Erweiterung 
und Verallgemeinerung der Theorie des einfachen Seilecks entstanden. 
Die Verwandtschaft zwischen den neuen Gebilden und den letzteren 
ist auch darin zu erkennen, daß in gleicher Weise, wie eine dreifache 
Aufzeichnung eines Seilecks notwendig ist, um dasjenige zu finden, 
welches durch drei vor geschriebene Punkte hindurchgeht, ebenso eine

Abb. 123 b. Die Gleichgewichtsfiguren für den Endzustand.

dreifache Anwendung der Gleichgewichtsfiguren erforderlich ist, um 
diejenige Lösung der Differenzengleichungen zu gewinnen, die allen 
vorgeschriebenen Randbedingungen genügt.

Da sowohl die U- als die V- Gleichungen in derselben Art behandelt 
werden können, so ist es mit Hilfe dieser neuen Art von Seilecken mög
lich, die Spannungsmomente und die Verschiebungen C für alle 
Punkte der Platte zu bestimmen. Die Anwendung der Gleichgewichts
figuren gestattet also, die Untersuchung der Platte in allen Einzelheiten 
mit den gleichen zeichnerischen Hilfsmitteln durchzuführen und eine 
besonders anschauliche Lösung der Aufgabe zu gewinnen.
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Dr. Georg Garbotz, Privatdozent an der Technischen Hochschule Darmstadt. 
Mit 23 Textabbildungen. 1922. 3.60 Goldmark / 1.15 Dollar

Kalkulation und Zwisehenkalkulation im Großbaubetriebe. Gedanken 
über die Erfassung des Wertes kalkulativer Arbeit und deren Zusammenhänge. 
Von Rudolf Kundigraber. Mit 4 Abbildungen. 1920. 2.40Goldmark 7 0.60Dollar

Kostenberechnung im Ingenieurbau. Von Dr.-Ing. Hugo Ritter. 1922.
3.40 Goldmark / 0.85 Dollar

Organisation und Betriebsführung der Betontiefbaustellen. Von 
Dr.-Ing. A. Agatz, Baurat in Bremen. Mit 29 Abbildungen und Muster
formularen. 1923. 3.60 Goldmark / 0.85 Dollar

Untersuchungen über das Wärmeisolierungsvermögen von Bau
konstruktionen. Von H. Kreuger, Professor an der Technischen Hoch
schule zu Stockholm und A. Eriksson, Architekt. Aus dem Schwedischen 
übersetzt von Herbert Frhr. Grote. Mit 55 Abbildungen. 1923.

1-40 Goldmark / 0.35 Dollar

Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder der Konstruktionsmate
rialien. Von Dr.-Ing. C. Bach und R. Baumann, Professoren an der Tech
nischen Hochschule Stuttgart. Zweite, stark vermehrte Auflage. Mit 
936 Figuren. 1921. Gebunden 15 Goldmark / Gebunden 3.60 Dollar

Der Aufbau des Mörtels im Beton. Beitrag zur Vorausbestimmung- der 
Festigkeitseigenschaften des Betons auf der Baustelle. Untersuchungen über 
die zweckmäßige Zusammensetzung des Zementmörtels im Beton, namentlich 
über den Einfluß der Korngröße des Sandes auf die Druckfestigkeit und das 
Raumgewicht des Zementmörtels. Versuchsergebnisse und Erfahrungen aus 
der Materialprüfungsanstalt der Technischen Hochschule Stuttgart. Von Otto 
Graf. Mit 41 Textabbildungen. 1923. 3 Goldmark / 0.75 Dollar

Der Bauingenieur. Zeitschrift für das gesamte Bauwesen. 
Organ des Deutschen Eisenbau-Verbandes und des Deutschen Beton-Vereins. 
Organ der Deutschen Gesellschaft für Bauingenieurwesen mit Beiblatt: Die 
Baunormung. Mitteilung des MDL lierausgegeben von Professor Dr.-Ing. 
E. h. 31. Foerster in Dresden, Professor Dr.-Ing. W. Gehler in Dresden, 
Professor Dr.-Ing. E. Probst i- Karlsruhe, Dr.-Ing. H. Fischmann in Berlin 
und Dr.-Ing. W. Petry in Oberkassel. Erscheint zweimal monaW
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