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Streszczenie

Rozprawa dotyczy problemu modelowania dynamicznych systeméw nielinio-
wych w warunkach nieznajomogci ich struktury wewnetrznej. Niewielka wiedza wstep-
na na temat badanego systemu wymaga zastosowania odpowiednio uniwersalnych
metod. W zwiazku z powyzszym, w rozprawie wykorzystuje sie posiadajace wita-
sno$¢ uniwersalnej aproksymacji reprezentacje wielomianowe, oparte o szereg Vol-
terry oraz szeregi ortogonalne (szeregi Wienera). Inherentnym problemem rozwaza-
nej klasy modeli jest wysoka liczba nieznanych parametréw, rosngca eksponencjalnie
wraz ze stopniem ztozonos$ci modelu. Zaproponowane w pracy metody modelowania,
wykorzystujace nowoczesne algorytmy optymalizacji wypuktej, w istotnym stopniu
niweluja niekorzystny wplyw tego zjawiska na jako$¢ uzyskanych modeli, a przy tym
cechuja sie niska ztozonoscig obliczeniows.

Rozdziat pierwszy zawiera wprowadzenie do problemu modelowania systeméw.
Wyjasniony zostal wptyw wiedzy wstepnej na wybor reprezentacji systemu oraz przed-
stawiono powdd, dla ktérego modele wielomianowe sg odpowiednim wyborem w
przypadku nieznajomosci struktury badanego systemu. Nastepnie dokonano prze-
gladu istniejacych metod modelowania systeméw oraz zaproponowano, by do ce-
16w estymacji modeli wielomianowych wykorzystaé¢ algorytmy optymalizacji stocha-
stycznej. Na koncu rozdziatu zaprezentowano teze i cele pracy. W rozdziale drugim
i trzecim omodwiona zostata reprezentacja systemoéw oparta kolejno o szereg Vol-
terry oraz szeregi ortogonalne. Szczegdlny nacisk potozono na przedstawienie ich
wlasnosci aproksymacyjnych, najpierw o charakterze ogélnym, a nastepnie na przy-
ktadzie wybranych systeméw o strukturze blokowej z gltadkimi nieliniowo$ciami, tj.
systeméw Wienera-Hammersteina (w przypadku reprezentacji opartej o szereg Vol-
terry) oraz systeméw Hammersteina (w przypadku reprezentacji opartych o szeregi
ortogonalne). W rozdziale czwartym zbadano mozliwos¢ wykorzystania algorytmu
lustrzanego z usrednianiem w zadaniu estymacji modeli wielomianowych, szczegdlng
uwage poswiecajac entropijnemu wariantowi metody. Jako gtéwne osiggniecie wska-
za¢ mozna dowod zbieznosci btedu estymacji metody dla systemdéw z pamiecia zani-
kajaca eksponencjalnie. Dzialanie zaproponowanego algorytmu zostalto zilustrowane
eksperymentem numerycznym. Rozdzial piaty zawiera podsumowanie uzyskanych
w pracy rezultatéw oraz przedstawienie otwartych probleméw badawczych.

vii






Abstract

The thesis concerns the problem of modelling dynamic nonlinear systems in the
absence of information regarding their inner structure. Limited a priori knowledge
about the examined system requires application of sufficiently universal methods.
In view of the above, in the thesis representations possessing the universal approx-
imation property have been employed, specifically those based on Volterra and or-
thogonal (Wiener) series. The inherent problem of the considered class of models is
a huge number of unknown parameters, growing exponentially with the candidate
models’ complexity. The modelling methods proposed in the thesis employ mod-
ern optimization methods and to a large extent reduce the negative impact of this
phenomenon on the quality of obtained models while at the same time keeping low
computational cost.

The first chapter of the thesis serves as an introduction to the systems mod-
elling problem. It discusses the role of a priori knowledge in choosing the system’s
representation and explains the reason for which polynomial models are suitable
candidates when the system’s structure remains unknown. Then, we review existing
methods for nonlinear systems modeling and propose to apply stochastic optimiza-
tion algorithms for the purpose of polynomial models estimation. The last part of
the chapter presents the statement and aims of the thesis. In chapters two and three
we discuss systems representations based on Volterra and orthogonal series, with
particular emphasis on their approximation properties, examined in details for par-
ticular block-oriented systems with smooth nonlinearities, i.e. Wiener-Hammerstein
systems (in case of Volterra representation) and Hammerstein systems (in case of
orthogonal representations). In chapter four we inspect the theoretical possibilities
of applying the dual averaging algorithm for polynomial models estimation, paying
special attention to the entropic variant of the method. In the main result of this
study we demonstrate that the estimation error of the aforementioned algorithm con-
verges for systems possessing exponentially fading memory. Numerical experiments
are supplied to illustrate the effectiveness of the proposed method. Finally, chapter
five summarizes the main research findings and presents open research problems.

X






Rozdzial 1
Wprowadzenie

1.1 Modelowanie systeméw — zadania i cele

W ramach przedstawionych w pracy rozwazan, systemem bedziemy nazywali
blizej nieokreslony obiekt, ktory przeksztalca pewien sygnal wejsciowy (wejscie sys-
temu) w sygnal wyjsciowy (wyjscie systemu) i ktéry dziata w obecnosci niedostep-
nych dla pomiaréw zaktécen (rys. 1.1).

zaktdcenie

1
1
1
Y
wejscie wyjscie
_ system —

Rysunek 1.1: Schemat systemu. Linig przerywana oznaczono grupe sygnatéw nie-
podlegajacych bezposrednim pomiarom

Jedli dyskusje zawezi¢ do systeméw klasy SISO (ang. Single Input Single Out-
put; sygnaly wejécia/wyjscia sa jednowymiarowe), z czasem dyskretnym (sygnaly
sa ciggami liczbowymi) i zakléceniami o charakterze addytywnym, to — w ujeciu
funkcjonalnym — systemy takie mozna opisa¢ za pomocy ogdlnego wzoru'

Yn = msys[Xn] + Zna (11)
gdzie Y,, € R stanowi wyjscie systemu w pewnej chwili n, wektor
X, = [XnaXn—len—Qa .- ] € R™

zawiera obecne i przeszte wartosci wejs¢ systemu, Z, € R oznacza zakltdcenie,
a Meys : R* — R jest funkcjonatem, zwanym dalej charakterystykq systemu, wyra-
zajacym regule, zgodnie z ktéra system odwzorowuje wejécie w wyjscie (rys. (1.2)).

1Zgodnie z przyjeta konwencja, jedli zmienna ma charakter losowy to oznaczana bedzie wielka
litera. Wytluszczenie natomiast bedzie stosowane przy oznaczaniu wektoréw i macierzy (zaréwno
losowych, jak i deterministycznych).
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Zauwazmy, ze przyjmujac opis (1.1), wprowadziliSmy niejawne zalozenie o stacjo-
narnym oraz przyczynowym charakterze rozwazanych systeméw (funkcjonal mygyg|-|
nie zmienia si¢ w czasie, a wyjscie systemu Y,, nie zalezy od przysztych wartosci
wejsé, tj. zbioru { X, 11, Xnio,. .. }).

Zn

Xn £ Y,
— Mays|] [

Rysunek 1.2: System z addytywnym zakléceniem na wyjsciu

Ze wzgledu na nature charakterystyki mgys[-|, systemy klasyfikujemy jako li-
niowe lub nieliniowe. Tak wigc, systemami liniowymi nazywamy systemy, ktorych
charakterystyka spetnia zasade superpozycji, tj. dla kazdego o, € Ri x,y € R*
zachodzi

Mgys|a + By = amgys[x] + Bmsys[y].

Teoria dotyczaca systemoéw tej klasy jest dobrze poznana [10,66,105] i ze wzgledu
na szereg korzystnych wlasnosci, ich analiza na ogdt nie sprawia trudnosci. Nie-
stety jednak, dla zdecydowanej wickszosci zjawisk wystepujacych w przyrodzie opis
liniowy jest poprawny tylko w przyblizeniu i dla ograniczonej klasy sygnaléw wejscio-
wych. W zwiagzku z powyzszym, majac na wzgledzie zastosowania praktyczne, nasza
uwaga skupiona bedzie na systemach nieliniowych, tj. takich ktore zasady superpo-
zycji nie spetniaja. Ich bogactwo, a zarazem ztozonos¢ w obrazowy sposdb ujmuja
stowa Stanistawa Ulama, ktory teorie systeméw nieliniowych miat przyréwnaé do
dziatu zoologii zajmujacego sie wszystkimi zwierzetami bedacymi nie-stoniami [17].

Modelowanie systemow jest terminem majacym obszerne znaczenie, ktory w ogél-
nosci rozumie¢ mozna jako dziedzine nauki badajaca metody znajdowania modelu
matematycznego, czyli formalnego opisu systemu, przy wykorzystaniu zbioru pomia-
row sygnatow wejscia i wyjscia oraz wszelkiej dostepnej wiedzy wstepnej dotyczacej
badanego systemu. W tym miejscu nalezy zwroci¢ uwage, ze choé¢ tres¢ tej de-
finicji w znaczacym stopniu pokrywa sie z pojeciem identyfikacji systemdw (por.
np. [105, Rozdziat 1]), to jednak czesé¢ badaczy (np. Wachel w [115, Rozdziat 2])
dokonuje nastepujacego rozréznienia pomiedzy zadaniami stawianymi przed identy-
fikacja/modelowaniem systemoéw: celem identyfikacji jest znalezienie opisu mozliwie
doktadnie odtwarzajacego strukture, cechy fizyczne i dziatanie poszczegdlnych kom-
ponentow systemu, natomiast cel modelowania ogranicza sie do odwzorowania re-
lacji wejécia-wyjscia systemu, z uwzglednieniem pewnej, uprzednio przyjetej funkcji
kryterialnej, ktorej rola jest ocena jakosci uzyskanego opisu — w tym ujeciu, mo-
delowanie systemow rozpatrywaé¢ mozna jako obszar szerszej dziedziny nauki jaka
jest uczenie maszynowe. Warto jednak pamietaé, ze w zwiazku z tym, Ze granica
pomiedzy pojeciami identyfikacji i modelowania jest umowna, bywaja one uzywane
zamiennie, a ich znaczenie czesto zalezy od kontekstu w jakim sg umieszczone.



1.1 Modelowanie systeméow — zadania i cele

Formalnie powiemy, ze celem modelowania jest znalezienie modelu m € M,
ktéry minimalizuje warto$¢ funkcji kryterialnej Q(m), gdzie M C {m : R® — R}
jest wczesniej przyjetym, zazwyczaj nieprzeliczalnym zbiorem hipotetycznych mo-
deli, stanowigcym kodyfikacje wiedzy apriorycznej uzytkownika o badanym syste-
mie. Srodkiem do realizacji celu modelowania sa algorytmy modelowania, ktére jako
wejscie przyjmuja zbiér M oraz uzyskany w ramach eksperymentu zbiér pomia-
réw wejscia-wyjscia systemu (zwany zbiorem uczgcym), S = {(X1, Y1), (Xa, Y2),
..., (Xn,Yn)}, natomiast na wyjsciu zwracaja model empiryczny, ktéry z racji
faktu, ze w ogdlnosci jest wynikiem dziatania na zbiorze danych losowych, sam takze
ma charakter stochastyczny.

Zatézmy teraz, ze pewien algorytm A, zwraca model m = A(S,M) € M.
Ogdlna posta¢ funkcji kryterialnej takiego modelu zdefiniujemy za pomoca wzoru

Q) = E{L(1)} — L(msys), (1.2)

gdzie L(-) oznacza tzw. funkcje straty (ang. loss function) i gdzie warto$é oczeki-
wana rozpatrywana jest wzgledem rozktadu prawdopodobienstwa elementéw zbioru
S. W modelowaniu systemoéw, podobnie jak w problemach regresji, najczestszym
wyborem jest kwadratowa funkcja straty, dlatego tez za L(-) bedziemy przyjmowali

L(m) = E{Y, — m[X,]}? (1.3)

gdzie warto$¢ oczekiwana rozpatrywana jest wzgledem rozktadu podobienstwa pary
pomiarowej {Y;,, X, }; warto$¢ funkcji straty, L(m), bedziemy nazywali bledem sred-
niokwadratowym modelu m/[-]. Funkcja kryterialna méowi wiec o $redniej réznicy po-
miedzy btedami $redniokwadratowymi modeli zwracanych przez algorytm A i cha-
rakterystyki prawdziwego systemu mgys|-] (zauwazmy, ze z uwagi na obecnos$¢ za-
kiocen, w ogélnosci L(myys) ma niezerowg wartosé, zob. wzér (1.1)); z tego wzgledu
warto$¢ (1) nalezy rozumieé jako ceche metody (algorytmu A), a nie konkretnej
realizacji m[-].
Wzor (1.2) bedziemy dekomponowaé w sposéb nastepujacy,

Q(m) = E{L()} — L(m") + L(m") — L(msys), (1.4)

Aest. Aapr.

gdzie m*[-] jest najlepszym mozliwym (w odniesieniu do danej funkcji straty), ale
niekoniecznie unikalnym modelem sposrod wszystkich nalezacych do zbioru M, tzn.
spetnia warunek

m* € arg min L(m).
meM

Zauwazmy, ze jesli spelione jest standardowe zalozenie o zerowej wartosci oczeki-
wanej zaktécenia, E{Z,} = 0, to oprécz funkcji straty, model m*|-] minimalizuje
takze wartos¢ funkeji kryterialnej, tj. m* € argmin,, .\, Q(m), a relacja pomiedzy
poszczegdlnymi komponentami wzoru (1.4) wyglada nastepujaco

L(m) = L(m*) = L(msys),
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przez co Aest., Dapr. > 0.
W wyrazeniu (1.4) wyr6zniamy dwie gtéwne sktadowe:

e Blgd aproksymacji,
Aapr. = L(m™) — L(mygys),

stanowigcy roéznice pomiedzy btedem sredniokwadratowym najlepszego moz-
liwego modelu m*[-] i prawdziwego systemu, mgys[-]. Zasadniczo, im wigksza
ztozonos¢ modeli znajdujacych si¢ w zbiorze M, tym warto$¢ A,y jest mniej-
sza. W szczegblnosci, gdy charakterystyka prawdziwego systemu zawiera sie
w zbiorze modeli hipotetycznych, tzn. mgs € M, blad aproksymacji znika
catkowicie, Aypr. = 0.

e Blgd estymacji,
Aest. = ]E{L<m)} - L(m*)7

bedacy srednig réznica pomiedzy btedem $redniokwadratowym modelu wyni-
kowego m[-] i najlepszego mozliwego modelu m*[-]. Typowo, btad ten rosnie
wraz ze wzrostem ztozonosci zbioru M. Oprdcz tego, na jego wielkos¢ wptyw
ma uzyty algorytm modelowania.

W zwiazku z powyzszym, jako jedna z gtéwnych trudnosci w modelowaniu sys-
temow, oprocz doboru algorytmu modelowania, wskaza¢ mozna problem strojenia
poziomu ztozono$ci rozwazanej klasy modeli, tak aby zachowany zostat kompromis
pomiedzy wartoscig btedu estymacji, a wartoscig btedu aproksymacji. W ogélnosci
stosowanie bardziej skomplikowanych modeli powoduje, ze btad aproksymacji ma-
leje. Jednoczesnie moze to prowadzi¢ moze do zjawiska zwanego przeuczeniem (ang.
overfitting), ktérego efektem jest nadmierne dopasowanie modelu do zakt6conych
danych pomiarowych i utrata zdolno$é¢ uogdlniania, co z kolei przejawia si¢ wysokim
btedem modelu, jesli na wejsciu pojawiaja sie wartosci niezaobserwowane w zbiorze
S. Modele o prostszej strukturze sprzyjaja natomiast mniejszemu btedowi estymac;ji,
zarazem powodujac, ze btad aproksymacji jest wickszy.

1.2 Wybér reprezentacji systemu

Jednym z pierwszych etapéw modelowania systeméw jest na ogét okreslenie
matematycznej reprezentacji badanego obiektu. Rozumiemy przez to postawienie
hipotezy co do jawnej postaci przeksztalcenia mgys[-| ze wzoru (1.1), z doktadnoscia
do wartosci parametrow, wlasciwych dla danej reprezentacji, co w efekcie pozwoli na
dokonanie wstepnej selekcji modeli do zbioru M. Czynnikiem, ktéry ma decydujacy
wplyw na przyjeta forme reprezentacji jest poziom posiadanej wiedzy wstepnej na
temat rozwazanego systemu (dotyczacej np. jego struktury wewnetrznej, obecnosci
nieliniowosci i sprzezen zwrotnych, dtugos$ci pamieci, a takze rozktadu prawdopodo-
bienistwa sygnaléw wejsciowych) oraz dostepne narzedzia formalne.
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Przyktadowo, jesli wiedza aprioryczna pozwala stwierdzi¢, ze dany system jest
liniowy, to standardowym sposobem jego opisu jest reprezentacja wykorzystujaca
sume splotowa [66],

Meys [wn] - 7jlin [mnv )\] = Z )\ixnfia (15)
i=0
gdzie wektor A = [Ag, A1, Ag, .. .| przechowuje kolejne wartosci odpowiedzi impul-

sowej systemu. Wzor ten jest wlasciwy dla prawie wszystkich systemow liniowych,
z wyltaczeniem pewnych patologicznych przypadkéw (zob. [90]), ktére z powodu nie-
wielkiego znaczenia dla zastosowan inzynieryjnych wyltaczamy z dalszej dyskus;ji.
W konsekwencji, jesli dodatkowo zaltozy¢, ze system jest stabilny, wiedze wstepna
o systemie zawarliby$my w zbiorze M = {Ty;, [-; A] 1 [|A||; < o0}

Przejdzmy teraz do nieliniowych systemow statycznych, tj. takich w ktorych
charakterystyka spelnia warunek msgys [€,] = fiys(2,), gdzie fiys : R — R jest funk-
cja jednoargumentowa. OdpowiedZ na pytanie o reprezentacje systemow tej klasy
przynosi teoria aproksymacji funkcji. I tak na przyktad, jesli fos(-) jest funkcig
analityczng, to mozna przedstawié ja za pomoca szeregu potegowego [31],

feys(x) =~ i)cp (x—2)", (1.6)

gdzie ¢, oznacza p-ty wspétczynnik rozwiniecia, a z jest staly zwang $rodkiem sze-

regu. Wartosci wspotczynnikéw wyznacza si¢ wedtug wzoru Taylora, ¢, = ! (2!(2) ,
przy czym nalezy pamigtaé, ze reprezentacja ta obowiazuje dla punktéw znajdu-
jacych sie w otoczeniu $rodka szeregu, bowiem przedzial zbieznosci szeregu (1.6)
(nazywanego w tym wypadku szeregiem Taylora) ograniczony jest do (z —r,z + 1),

gdzie r to tzw. promien zbieznosci szeregu, dany wzorem

1
 lim SUP,, o0 ,P/\cp]'

Z kolei, jesli foys(+) nalezy do zbioru funkeji catkowalnych z kwadratem, tj. fos €
LXX)={f: X > R: [y fA(z)dz < oo}, gdzie X C R jest pewnym niekoniecznie
ograniczonym przedziatem, to mozemy rozwinac¢ ja w szereg funkcji ortogonalnych.
Reprezentacja systemu przyjmuje wtedy postaé

r

Fun() = f: ) (1.7)

gdzie funkcje {¢,(+)}, stanowiace baze¢ ortogonalng danej przestrzeni, spelniaja wa-
runek
a;, dlai=j

(@i, 05) = {

0, w przeciwnym wypadku,
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dla pewnych a; > 0, a kolejne wspétczynniki rozwiniecia (1.7) wyznacza sie wedlug

wzoru
I f@ela)de
P Jx W?)(I )dz
Ze wzgledu na mozliwo$¢ modelowania systemow nieciagtych, reprezentacja (1.7)
doczekala si¢ wielu zastosowan w algorytmach identyfikacji systeméw [35, 37, 38].
Oprécz bazy trygonometrycznej (wykorzystywanej w szeregu Fouriera), przyktadem
czesto stosowanych baz ortogonalnych sg bazy oparte o funkcje wielomianowe, takie
jak wielomiany Legendre’a, Laguerre’a czy tez Hermite'a, a takze falki, [83,102,
104]. Przedstawione reprezentacje systemoéw statycznych nie sa jedynymi mozliwymi,
natomiast pelnia istotna role z punktu widzenia zagadnien poruszanych w dalszej
czesci pracy.

1.2.1 Reprezentacja dynamicznych systemoéw nieliniowych

Przejdziemy teraz do problemu duzo bardziej ztozonego, dotyczacego sposobdw
reprezentacji dynamicznych systemow nieliniowych. Jako jedno z podstawowych po-
dejs¢ do tego zagadnienia, wymieni¢ mozna modelowanie fizyczne. Jest to ogdlne
okreslenie na zbiér technik, w ktérych zaktada sie duzg wiedze aprioryczna doty-
czaca proceséw zachodzacych w systemie. Modele fizyczne otrzymuje sie w oparciu
o podstawowe teorie fizyczne, korzystajac na przyktad z réwnan mechaniki lagran-
zowskiej i najczesciej wyraza za pomoca réwnan stanu. Modele tego typu cechujg sie
wysoka interpretowalno$cig — ich struktura jest przejrzysta, a poszczegdlne parame-
try odnoszg sie do fizycznych cech systemu, w zwigzku z czym okresla sie je mianem
,biatych skrzynek” (ang. white-box models). W opisywanym podejsciu ciezar mode-
lowania przeniesiony jest na kodyfikacje wiedzy wstepnej; typowo, zbiér M jest jed-
noelementowy i w konsekwencji pozyskanie modelu nie wymaga uzycia algorytmow
modelowania. Jednoczesnie, ze wzgledu na wymagania dotyczace poziomu wiedzy
wstepnej o systemie, zakres stosowalnosci tego podejécia bywa w praktyce mocno
ograniczony.

Calkowicie odmienna idea stoi za modelowaniem wykorzystujacym modele typu
sczarna skrzynka” (ang. black-box models), w ktérym to podejéciu zaktada sie tylko
niewielka wiedze aprioryczna o systemie. W zwiazku z tym, od potencjalnych modeli
wymaga sie wlasnosci uniwersalnej aproksymaciji, tak aby ich matematyczna repre-
zentacja byta odpowiednio elastyczna, a przez to wlasciwa dla mozliwie szerokiej
klasy systeméw. Przykladem modeli posiadajacych te ceche sa np. sztuczne sieci
neuronowe. W ostatnich latach zaobserwowaé¢ moglismy gwaltowny rozwdj metod
opartych na tzw. uczeniu glebokim (ang. deep learning), czyli bazujacych na wie-
lowarstwowych sztucznych sieciach neuronowych. Choé¢ koncepcja ta nie jest nowa,
bowiem jej korzenie siegaja lat 40. ubieglego wieku, [34], to szersze zainteresowa-
nie zaczeta zyskiwa¢ od momentu ukazania sie przelomowej pracy Hintona et al.
[45], w ktoérej zaproponowano efektywna metode wyznaczania wag potaczenn po-
szczegblnych warstw sieci. Metody uczenia glebokiego szybko znalazty zastosowanie
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w problemach tak skomplikowanych jak klasyfikacja obrazow, rozpoznawanie mowy,
czy tez analiza tekstu pisanego, wypierajac przy tym rozwigzania alternatywne.
Niestety, podejscie to nie jest pozbawione wad. Estymacja parametrow gltebokich
sieci neuronowych wymaga bowiem ogromnych ilosci danych oraz zasobéw oblicze-
niowych, dlatego mimo znacznego postepu techniki komputerowej, w szczegolnosci
w dziedzinie przetwarzania réwnoleglego, ich stosowanie moze by¢ bardzo drogie
i czasochtonne. Ze strony teoretycznej, dodatkowe utrudnienie stanowi fakt, ze esty-
macja parametréw modeli opartych o sieci neuronowe jest problemem niewypuktym,
co znacznie utrudnia formalng analize istniejacych algorytméw, z kolei dobor wia-
Sciwej struktury modelu (czyli architektury sieci) wciaz postrzega sie bardziej jako
wynik stosowania heurystyk, niz metody naukowej.

modele typu modele modele
,,czarna skrzynka” blokowo-zorientowane fizyczne
[

-

poziom wiedzy aprioryczne;j

Rysunek 1.3: Uproszczona systematyka modeli otrzymywanych w ramach réz-
nych podejs¢. Szczegotowy przeglad sposobéow modelowania systeméw nieliniowych
przedstawiony zostal przez Ljunga i Schoukensa w pracach przekrojowych [67,96]

Podane tu dwa sposoby postepowania znajduja sie na przeciwnych krancach
spektrum mozliwych podej$¢ do problemu modelowania (rys. (1.3)). W praktyce,
czesto wykorzystuje sie rozwigzania posrednie — z jednej strony bowiem zatozenie
o posiadaniu pelnej wiedzy wstepnej o systemie jest idealizacja, nieznajdujaca od-
zwierciedlenia w rzeczywistosci, a z drugiej strony jako wyjatkowa mozna traktowaé
sytuacje, w ktorej pozbawieni jesteSmy jakichkolwiek przestanek dotyczacych pro-
ceséw zachodzacych w systemie.

W tym miejscu warto zwroci¢ uwage na koncepcje systemoéw blokowo-zorient-
owanych [5,75], ktéra stanowi pewien kompromis pomiedzy technikami oméwionymi
powyzej (i stad w literaturze nazywana jest podejsciem opartym o ,szara skrzynke”,
ang. grey-box). Podloze tego podejscia stanowi zalozenie, moéwigce o tym, ze modelo-
wany system posiada ustalong strukture wewnetrznag i moze by¢ przedstawiony jako
potaczenie prostych blokéw: liniowych podsysteméw dynamicznych (L) i nielinio-
wych podsysteméw statycznych (N). Dzieki takiej dekompozycji, zadanie modelo-
wania sprowadzi¢ mozna do estymacji poszczegdlnych blokéw systemu (co pociaga za
soba konieczno$é¢ estymacji sygnatéw interakcyjnych, zazwyczaj niedostepnych dla
pomiaréw). Do najczesciej dyskutowanych modeli blokowych naleza modele oparte
o strukture Hammersteina (inaczej NL, rys. 1.4a), strukture Wienera (LN, rys. 1.4b)
oraz strukture Wienera-Hammersteina (LNL, rys. 1.4c). Ze wzgledu na whasnosci
aproksymacyjne, na szczegblne zainteresowanie zastuguja struktury LN i LNL. Jak
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bowiem wykazal Palm w [81] , dowolny stacjonarny system ciagly, z czasem dyskret-
nym i o skonczonej pamigci moze by¢ dowolnie doktadnie przyblizony za pomoca
rownolegltego potaczenia skonczonej liczby systeméw o strukturze LNL; podobny
wynik, w odniesieniu do kaskad LN, odnalezé mozemy w pracy Korenberga [60].
Wyrdzniona tu klasa modeli posiada wtasnosé uniwersalnej aproksymacji, dlatego
mozna ja rozpatrywac takze w kontekécie modeli ,,czarnoskrzynkowych”.

wejscie wyjscie
> N > L —

(a) System Hammersteina

wejscie wyjscie
— L > N >

(b) System Wienera

wejscie wyjscie
D ——— L > N > L —

(c) System Wienera-Hammersteina

Rysunek 1.4: Struktury systeméw blokowo-zorientowanych

Niewatpliwa zaletyg koncepcji systeméw blokowo-zorientowanych jest fakt, ze
pomimo znacznych zdolnosci aproksymacyjnych, ztozonos¢ modeli jest duzo niz-
sza, niz np. ztozonos$¢ sztucznych sieci neuronowych, co pozwala na utrzymanie
btedu estymacji na relatywnie niskim poziomie, nawet gdy liczba dostepnych po-
miaréw jest nieduza. Nalezy jednak podkresli¢, ze podejscie oparte o reprezentacje
blokowe, wymaga konstrukcji wysoce wyspecjalizowanych algorytmow, uwzglednia-
jacych nie tylko strukture systemu, ale takze typ posiadanej wiedzy apriorycznej,
ktora moze mie¢ parametryczny, nieparametryczny lub mieszany charakter, zob. np.
[42,43,74,84]. Niestety, jesli wiedza wstepna jest nieprawidtowa (tj. niezgodna z zato-
zeniami danej metody), zbieznos¢ algorytméw nie moze by¢ dtuzej zagwarantowana.
W zwiazku z powyzszym, w warunkach niepewnosci, a takze w sytuacjach gdy po-
zyskanie odpowiedniej wiedzy wstepnej jest niemozliwe lub zbyt kosztowne, uwaga
kierowana jest w strone jeszcze bardziej uniwersalnych reprezentacji systemu. Przej-
dziemy teraz do omoéwienia dwdoch z nich, tj. reprezentacji opartej o szereg Volterry
oraz szereg Wienera.

1.2.2 Szereg Volterry

W kontekscie przyczynowych, stacjonarnych systeméw nieliniowych z czasem
ciagtym, szeregami Volterry okreslamy wyrazenia postaci

Viz(t)] = h0+2/000---/000 ho(ri,....m)a(m) .. a(r)dr ... dr,,  (L8)



1.2 Wybor reprezentacji systemu

nazwane tak na czes¢ Vito Volterry, matematyka zyjacego na przetomie XIX i XX
wieku, ktorego znamy obecnie jako jednego z prekursoréw analizy funkcjonalnej.
Jedna z kluczowych idei Volterry byto uogélnienie rozwiniecia Taylora na funkcjo-
naly przeksztatcajace funkcje rzeczywiste, do przedstawienia ktérych uzywat wtasnie
szeregdw postaci (1.8) (w nieco ogélniejszej formie, z dowolnymi granicami catko-
wania), [113]. Funkcjonaly, ktére mozna rozwina¢ w szereg Volterry okresla si¢ mia-
nem funkcjonatéw analitycznych, a jadra rozwinigcia, czyli funkcje h,(-), wyznacza
sie podobnie jak wspoétezynniki rozwiniecia Taylora [89]. Istotny wktad w rozwdj
teorii Volterry mial Fréchet, ktory sformutowat twierdzenie analogiczne do twier-
dzenia Weirestrassa, wykazujac, ze rozwiniecie Volterry jest zbiezne jednostajnie do
dowolnego funkcjonatu ciaglego na zbiorze zwartym funkeji ciagtych [92]. Niestety,
warunek dotyczacy zwartosci stanowil powazne ograniczenie [89], wykluczajac m.in.
funkcje okreslone na przedziale nieskonczonym. 7 tego wzgledu, z punktu widzenia
wtasnosci aproksymacyjnych, wazniejszy wynik uzyskany zostat przez Boyda i Chue
[11], ktorzy przy duzo stabszych zatozeniach natozonych na klase sygnaléow wej-
Sciowych (dotyczacych ograniczonosci sygnatu i dodatkowo, w przypadku systemu
z czasem ciaglym, jego gtadkosci), udowodnili, ze za pomoca obcigtych szeregdw
Volterry mozna dowolnie doktadnie aproksymowaé¢ stacjonarne, przyczynowe sys-
temy nieliniowe, o ile posiadaja wlasno$¢ zwana pamiecig zanikajgce (ang. fading
memory). Whasno$¢ ta jest rozszerzeniem pojecia ciagtosci i stanowi formalne ujecie
idei wyrazanej juz weczesniej m.in. przez Wienera, ktéry rozwazalt systemy, ktérych
,wyjscie jest asymptotycznie niezalezne od wejscia z dalekiej przesztosci” [117].

Niestety, z reprezentacja oparta o szereg Volterry zwiazane sa pewne niedogod-
noéci. Po pierwsze, bezposrednie wyznaczenie jader rozwiniecia (1.8) mozliwe jest
tylko w przypadku systeméw volterrowskich (czyli takich, ktére mozna przedstawié
za pomoca funkcjonatéw analitycznych), w dodatku dla ograniczonej, w sposéb za-
lezny od wtasnoéci konkretnego systemu, amplitudy sygnatu wejsciowego. Z kolei,
w przypadku nieanalitycznych systemow z pamiecia zanikajaca, jesteSmy zmuszeni
polega¢ na metodach przyblizonych. Trudnos¢ ta jest konsekwencja faktu, ze w ogdl-
nosci, z sygnatu wyjsciowego systemu nie mozna wydzieli¢ sktadowych odpowiada-
jacych poszczegdlnym komponentom jader rozwiniecia Volterry. Dodatkowo, zakres
stosowalnoéci reprezentacji Volterry jest dosé¢ ograniczony, bowiem wyniki odnoszace
sie do wlasnosci aproksymacyjnych dotycza tylko systeméw ciggtych, nie gwarantuja
zatem zbieznosci do systeméw o charakterystykach spoza powyzszej klasy.

1.2.3 Szereg Wienera i rozwiniecie w chaos wielomianowy

Norbert Wiener nowatorsko wykorzystat szeregi Volterry w charakterze na-
rzedzia analizy fizycznego systemu nieliniowego (zob. [94]). Jedna z jego najwaz-
niejszych koncepcji bylo osadzenie teorii systemow w kontekscie probabilistycz-
nym. Pierwotnie bowiem, Wiener zajmowat si¢ catkowymi przeksztatceniami ruchu
Browna (zwanego dzisiaj réwniez procesem Wienera), by nastepnie, opierajac sie
o wyniki Camerona i Martina [16], obja¢ badaniami takze systemy nieliniowe (zob.
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[117]). Wiener zaproponowal, by do reprezentacji systeméw nieliniowych postuzy¢
sie szeregiem postaci

Flz(t)] = g0 + 21 G [z(t); gp] (1.9)
—

gdzie G, sa funkcjonatami powstatymi w wyniku ortogonalizacji szeregu Volterry
wzgledem losowego wejscia bedacego gaussowskim biatym szumem (w skrécie GBS-
em). W praktyce, oznacza to, ze przy zalozeniu, ze x(t) jest GBS-em, dla dowol-
nych jader g, funkcjonaly G, sa ze soba nieskorelowane. Korzystajac z faktu, ze
w systemach przyczynowych tzw. klasy Wienera, jadra g, sa okreslone na potpro-
stej [0,00) oraz catkowalne z kwadratem, mozna rozwinaé je w szereg Laguerre’a,
Gp(Tis e Tp) = 250 Lo Cplins - -5 p) Liy (T1) « -« Ly (1), gdzie Ly oznacza wie-
lomian Laguerre’a k-tego rzedu. W konsekwencji, jak pokazuje np. Schetzen w [92],
funkcjonaly reprezentacji (1.9) mozna przedstawié¢ za pomoca wzoru

G, [(t); g,) = i: .. i el i)W (0(1), (1.10)

gdzie ¥, .i)(-) sa ortogonalnymi wzgledem GBS-u funkcjonatami, powstalymi
przez wymnozenie wielomianéw Hermite’a (zagadnienie to zostanie szerzej omoé-
wione w ustepie 3.2), a wektor v(t) = [vo(t),vi(t),...] przechowuje wartosci ca-
lek splotowych wejscia systemu z kolejnymi wielomianami Laguerre’a, tj. vg(t) =
Joo x(t — 7)Lg(7)d7. Podejscie takie ulatwia analize wlasnosci statystycznych sze-
regu Wienera, a takze sprawia, ze jadra funkcjonaléw G, mozna wyrazi¢ za pomoca
przeliczalnego zbioru parametréw {c, (i1, ..., 1)}, zamiast funkcji g,(m,...,7,).

Reprezentacja wienerowska, w kontekscie zaréwno systemow z czasem cigglym,
jak i dyskretnym, wtasciwa jest dla tzw. klasy Wienera systemdéw nieliniowych (poje-
cia tego nie nalezy myli¢ z systemami o strukturze Wienera, LN), tj. takich, ktorych
odpowiedz na pobudzenie GBS-em ma skonczona wariancje. Dzigki temu, wyjscie
systemu nalezacego do klasy Wienera mozna rozpatrywac jako element przestrzeni
Hilberta zmiennych losowych ze skonczona wariancja, co znacznie ulatwia formalng
analize ich wtasnosci. Przede wszystkim, w przestrzeni takiej mozna wyréznic¢ baze
ortogonalna (na ktéra, notabene, sktadaja sie sktadowe funkcjonatéw G, czyli funk-
cje W,,...ip) (), dzigki czemu jadra rozwinigcia Wienera dajg si¢ wyznaczy¢ w spo-
sOb analityczny, za pomoca rzutowania ortogonalnego — obserwacja ta jest punktem
wyjscia do konstrukeji algorytmu korelacyjnego [63]. Ponadto, rozszerzanie modelu
o kolejne funkcjonaty nie powoduje zmiany warto$ci wspélczynnikéw rozwiniecia,
co moze by¢ szczegdlnie przydatne w rekurencyjnych algorytmach modelowania. Co
najwazniejsze, mozna dowies¢, ze szereg Wienera zbiega do wyjscia systemu w sen-
sie $redniokwadratowym [28,49], a co za tym idzie, charakterystyki systeméw klasy
Wienera, w przeciwienstwie do systeméw z pamiecia zanikajaca, nie musza spekniac
warunku ciggtosci. Nie bez znaczenia pozostaje takze fakt, ze wyniki dotyczace wta-
snosci aproksymacyjnych szeregéw Wienera sa kompatybilne z przyjeta przez nas
kwadratows funkcja straty.

10
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Wykorzystanie GBS-u do badania systeméw nieliniowych ma gtebokie uzasad-
nienie teoretyczne. Przede wszystkim, jak zauwazaja m.in. Marmarelis i Marmarelis
[70], z faktu, ze widmo bialego szumu jest stale w pelnym zakresie czestotliwo-
sci, wynika, ze istnieje niezerowe prawdopodobienstwo, iz dowolna forma sygnatu
(na przedziale skoriczonym) bedzie dowolnie doktadnie reprezentowana przez pewna
realizacje szumu biatego. Oznacza to, ze na podstawie eksperymentu, w ktorym
badany system jest przez odpowiednio dtugi czas pobudzany GBS-em, jestesmy
w stanie (w przyblizeniu) scharakteryzowaé¢ odpowiedZ tego systemu na dowolne
pobudzenie (zob. takze [82]). Mozna wigc uznaé, ze w systemach nieliniowych, GBS
petni role analogiczng do roli skoku jednostkowego w systemach liniowych. Nalezy
jednak mie¢ na uwadze, ze zaproponowana przez Wienera reprezentacja pozostaje
konstruktem czysto teoretycznym, gdyz z faktu, iz energia GBS-u jest nieskonczona,
wynika iz proces ten jest fizycznie nierealizowalny. W praktyce, wymusza to uzycie
pobudzenia z widmem ograniczonym, ktére moze by¢ zrealizowane np. za pomoca
szumu termicznego.

Mimo, ze pierwotnie ograniczona do GBS-u, teoria Wienera z biegiem lat zostata
rozszerzona na inne klasy sygnaléw wejsciowych. Schetzen przedstawit reprezentacje
ortogonalng oraz metode wyznaczania jader dla wejscia bedacego kolorowym szu-
mem gaussowskim [91], a takze sygnatéw bedacych wynikiem przeksztatcenia GBS-u
za pomocy filtru o odwracalnej charakterystyce znanej postaci [92]. Z kolei Bose za-
proponowal modyfikacje szeregu Wienera, w ktorej poszczegdlne funkcjonaty (1.10)
wyrazone sa za pomoca funkcji prostokatnych [8], dzieki czemu sa losowo niezalezne
dla dowolnego sygnatu wejSciowego. Niestety, rozwigzanie to jest obliczeniowo nie-
efektywne i nie doczekato sie wielu zastosowan. Jeszcze inny pomyst przedstawiony
zostal w pracy Korenberga et al. [61], w ktorej zaprezentowano algorytm offline es-
tymacji modelu, ktorego poszczegdlne operatory sktadowe byly zortogonalizowane
ze wzgledu na realizacje sygnatu wejsciowego.

W przypadku gdy znany jest rozktad prawdopodobienstwa sygnatu wejsciowego
i nie jest on GBS-em, ale spelnia warunki ustalone w pracy Ernsta et al. [28], do ba-
dania systemu mozemy postuzy¢ sie metoda rozwiniecia w chaos wielomianowy (ang.
polynomial chaos expansion; w skrécie PCE), zob. [57], ktéra stanowi uogdlnienie
podejscia Wienera. Formalnie, jesli wyjscie systemu, Y, jest zmienna losowa ma-
jaca skonczong wariancje i bedgca przeksztalceniem pewnego przeliczalnego zbioru
zmiennych losowych X (co w szczegdlnosci odnie$é mozna do systeméw z czasem
dyskretnym), to mozna rozwinaé ja w szereg postaci

YV =) caVa(X),

gdzie ¥, sa wielowymiarowymi wielomianami, ortogonalnymi wzgledem rozktadu
Dx.
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Rozdziat 1 Wprowadzenie

1.3 Modele wielomianowe i problem
wielowymiarowosci

W pracy bedziemy wykorzystywali modele oparte o reprezentacje Volterry/Wie-
nera, zwane dalej modelami wielomianowymi, w ktérych dlugoéci pamieci M, oraz
rzad P, maja skonczone wartosci. Jak wykazemy w dalszej czesci pracy, modele takie
przedstawi¢ mozna za pomoca ogolnego wzoru

D
mSP,M['; 0] = Z 91@@[]7 (1.11)
i=1
bedacego liniowa kombinacja funkcjonatéw o1, ..., pp, stanowigcych unikalne ele-

menty zbioru Sp s, zwanego dalej stownikiem, ktérego zawartosc zalezy od wykorzy-
stywanej w danym wypadku reprezentacji. W modelach wielomianowych, rozmiar
stownika, D, uzalezniony jest od przyjetej dtugosci pamieci oraz rzedu modelu i wy-
raza sie wzorem D = (P e ) = U;TJ%)! [53]. Jak mozna zaobserwowaé, wzrost D po-
stepuje bardzo szybko wraz ze wzrostem wartosci parametrow P i M, co jest zrodtem
nie tylko wysokich kosztow obliczeniowych zwigzanych ze stosowaniem metod opar-
tych o modele wielomianowe, ale przede wszystkim, czestokro¢ nierealistycznych
wymagan dotyczacych wielkosci zbioru uczacego. Ten ostatni problem jest przeja-
wem zjawiska nazywanego szerzej ,przeklenstwem wielowymiarowosci” (ang. curse
of dimensionality), wynikajacego z faktu, ze w wielowymiarowej przestrzeni, odle-
gto$¢ miedzy punktami pomiarowymi moze by¢ bardzo duza (zob. [41, rozdziat 2.2]).
Nalezy wiec uznac, ze najwiekszym wyzwaniem zwigzanym ze stosowaniem modeli
wielomianowych jest ograniczenie wptywu tego niekorzystnego zjawiska przy jedno-
czesnym zachowaniu mozliwosci aproksymacyjnych wykorzystywanej reprezentacji.

1.4 Estymacja modeli wielomianowych

Wprowadzmy oznaczenie Lg(6) = L(mg][-;0]). Dla klasy Mg = {mg[;0] : 0 €
RP} modeli opartych o ustalony stownik S, zadanie estymacji sprowadza si¢ do
znalezienia wektora parametréow @ minimalizujacego btad estymacji

Acsi. = E{L()} — L(m") = E{Ls(0)} — Ls(6"), (1.12)
gdzie
0" = argmin Lg(0) (1.13)
OcRD
jest wektorem parametréow najlepszego mozliwego modelu m*[-] = mg[-; 0]. Z uwagi

na fakt, iz w ogélnym przypadku nie mamy dostepu do funkcjonatu myys|-] oraz roz-
ktadu prawdopodobienstwa sygnatu wejsciowego, zadania tego nie mozemy rozwia-
za¢ w sposob analityczny i zmuszeni jesteSmy polega¢ na metodach przyblizonych.
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1.4 Estymacja modeli wielomianowych

1.4.1 Metoda najmniejszych kwadratéw

Typowe podejscie do powyzszego problemu opiera si¢ na minimalizacji em-
pirycznej funkcji straty [112], ktora uzyskuje sie w oparciu o zbiér obserwacji S.
W przypadku kwadratowej funkcji straty (1.3), ktorej empiryczny odpowiednik
przyjmuje postac

A 1

Ls(®) =y —r+1 > (ms[X ;0] - Y;)?, (1.14)

=M

opisane podejscie okresla sie metodq najmniejszych kwadratow (ang. least squares
method, w skrécie LS). Formalnie, zadanie estymacji polega wiec na rozwiazaniu
nastepujacego problemu optymalizacyjnego

LS

6 = argmin Lg(0) = argmin ||¢0 — Y7, (1.15)
0cRD OcRP
gdzie
Y = [Yir, Yarst, .., Yol”
oraz

e1(Xn) . ep(Xwm)
¢ = : . :
p1(Xn) - ep(Xn)
sa odpowiednio wektorem przechowujacym wyjscia systemu oraz macierzg regreso-
réw. W tym miejscu nalezy zwrécié uwage, ze ze wzgledu na pamieé¢ modelu (i nie-
znajomosé warunkéw poczatkowych), konstrukeja funkeji Lg (a zatem i estymatora
~LS
0 ) wymaga odrzucenia M — 1 pierwszych par pomiarowych.

Jedna z istotniejszych wtasnos$ci metody jest to, ze stowarzyszony problem opty-
malizacyjny (1.15) jest wypukly, a zarazem posiada rozwiazanie analityczne. Jesli

~LS
bowiem macierz ¢’ ¢ jest odwracalna, to estymator @ przyjmuje postaé
LS
0 =(¢'¢) oY,

natomiast w przeciwnym razie mozna skorzysta¢ z przeksztatcenia zwanego pseu-
doinwersja Moore’a-Penrose’a [12]. Ma to szczegélne znaczenie w przypadku, gdy
liczba elementéw stownika przewyzsza liczbe dostepnych punktéw pomiarowych,
D > N — M+ 1, a wigc gdy problem (1.15) jest niedookreslony, a zatem nie po-
siada unikalnego rozwigzania — woéwczas, ze zbioru rozwigzan problemu zostaje zwro-
cone to, ktorego norma euklidesowa jest najmniejsza. Dokladna analiza wtasnosci

LS
estymatora @  zostata przedstawiona m.in. w [85, rozdziat 4] i [105, rozdziat 4].
Ze wzgledu na liczne zalety, metoda LS stata sie podstawg wielu parametrycznych
i parametryczno-nieparametrycznych metod identyfikacji systemow.
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Rozdziat 1 Wprowadzenie

1.4.2 Regularyzacja

Niestety, w przypadku modeli typu black-box (a wiec, w szczegdlnosci, mo-
deli wielomianowych), zakres stosowalnosci metody LS bywa mocno ograniczony.
Wskazuja na to zaréwno rezultaty empiryczne [62], jak i teoretyczne — np. w pracy
[110] wykazano, ze jesli zaktdcenie ma rozklad normalny, to dla systeméw statycz-
nych btad estymacji metody jest nie mniejszy niz c%, dla pewnej statej ¢ > 0.
W zwiazku z tym, gdy wielko$¢ zbioru danych jest stosunkowo niewielka (N < D),
czy tez umiarkowana (N = D), nalezy spodziewaé sie wysokiego btedu estymacji
metody. Istnieje kilka rozwigzan tego problemu. Oprocz oczywistych, takich jak wy-
konanie dodatkowych pomiaréw wejscia-wyjscia systemu (co moze by¢ kosztowne
i nie zawsze jest mozliwe), czy tez redukcja liczby elementéw stownika (co z kolei
moze niekorzystnie wptynaé¢ na blad aproksymacji metody), dla polepszenia wtla-
snosci estymatora czesto korzysta sie z techniki zwanej reqularyzacjg. Polega ona
na wyznaczaniu parametréw modelu poprzez jednoczesng minimalizacje empirycz-
nej funkcji straty (1.14) oraz pewnej nieujemnej funkcji regularyzujacej 2(0), ktérej
rolg jest wprowadzenie kary, proporcjonalnej do stopnia szeroko rozumianej z{ozZono-
sci wektora parametréw 0. W konsekwencji, metody wykorzystujace regularyzacje
faworyzujg modele o prostszej strukturze. Odpowiednio dobrana funkcja regularyzu-
jaca zmniejsza wariancje estymatora, zapobiegajac tym samym zjawisku przeuczenia
i stanowi element konieczny w niektérych problemach nauczania maszynowego [100],
a jej posta¢ moze wynikac ze szczegblnej wiedzy wstepnej o modelowanym systemie
lub tez preferencji o bardziej ogélnym charakterze, zwigzanych np. z wtasnosciami
statystycznymi danego estymatora. Formalnie, w przypadku zastosowania regula-
ryzacji, estymacja modelu sprowadza si¢ do rozwiazania nast¢pujacego problemu
optymalizacyjnego
0 = argmin Lg(0) + XQ(0), (1.16)

6cRD
gdzie A = [0, 00) jest parametrem okreslajacym wage kary 2(6). Z problemem tym
silnie zwiazane jest zagadnienie minimalizacji funkcji [25(9) z ograniczeniami nato-
zonymi na wektor @, tj.

6 —=argminLg(d), C={0cR”:Q(8)<c, c>0} (1.17)
ocC

Bezposredni zwiazek pomiedzy problemami (1.16) i (1.17) wynika z faktu, ze la-
granzjan problemu (1.17) jest dany wzorem .Z(\) = Lg(0)+AQ2(0) —Ac - z warunku
Slatera [12, rozdzial 5] wynika wiec, ze jesli funkcja () jest wypukla, a rozwiaza-
nie (1.17) jest unikalne, to dla pewnego A* > 0 zachodzi 0 = arg ming.po Ls(0) +
A*Q2(0). Relacja pomiedzy parametrami ¢ i \* jest w og6lnosci niemozliwa do usta-
lenia [111], niemniej jednak, powyzsza analiza dowodzi, ze estymatory (1.16), (1.17)
mozna w pewnych warunkach uznaé¢ za tozsame. Z tego wzgledu, méwiac o re-
gularyzacji, bedziemy mieli na mysli zaréwno problemy typu (1.16), jak i (1.17).
Nadmierimy jednak, ze przewaga sformutowania problemu za pomoca wzoru (1.17)
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1.4 Estymacja modeli wielomianowych

jest bezposrednie ukazanie wpltywu jaki regularyzacja wywiera na mozliwoéci aprok-
symacyjne metody. Jak mozna bowiem zauwazy¢, natozenie ograniczen na zbior
dopuszczalnych parametréw 0 sprawia, ze zbiér modeli hipotetycznych zostaje w
spos6b jawny ograniczony do Mge = {mg[;0] : @ € C} C Mg (w konsekwen-
¢ji zmienia sie takze definicja wektora parametréw najlepszego modelu, ktory dany
jest teraz przez 0" = argming., Lg(0) (por. wzér (1.13)). Wiaze si¢ to oczywiscie
z potencjalnym wzrostem btedu aproksymacji, rownoczesnie jednak, jak pokazemy
dalej, dziatanie takie moze w sposob znaczacy zredukowac btad estymacji metody.

Regularyzacja /¢,

W problemach regresji liniowej, do ktérych zalicza sie estymacje modeli wie-
lomianowych, jednymi z najczesciej rozwazanych sg funkcje regularyzujace oparte
o (pseudo)normy £, tj. (0) = [|0]]7 = SP 16;|P. Podrecznikowym przyktadem jest
regularyzacja f5, bazujaca na normie euklidesowej, w kontekécie estymacji modeli
statystycznych zaproponowana po raz pierwszy przez Hoerla i Kennarda [46]. Pewna
modyfikacja tej metody, wykorzystujaca funkcje regularyzujaca 2(6) = ||WOH§, 70-
stata zastosowana do estymacji modeli volterrowskich w pracach [6, 7], w ktérych
diagonalna macierz wag W wyrazata przypuszczenie dotyczace zanikania i , gtad-
kosci” komponentow sktadajacych sie na jadra Volterry. Niestety, jak dowodzi Hsu
et al. [48], blad estymacji metod wykorzystujacych regularyzacje 5 jest tego samego
rzedu co btad estymacji metody LS, (’)(%), tak wiec, ze wzgledu na powody wymie-
nione wczesniej, w rozwazanym problemie zasadnos¢ stosowania regularyzacji tego
typu jest dyskusyjna.

Regularyzacja ¢,

W ostatnich latach duza uwage przyciagaja metody bazujace na funkcjach re-
gularyzujacych postaci Q(6) = lim,_,o+ H0||£ = #{i : 0; # 0}, opartych o pseu-
donorme /g, ktérej wartos¢ rowna jest liczbie niezerowych komponentéow wektora 6
[13]. Regularyzacja tego typu wymusza rzadkosé wektora parametréw 6, co w efekcie
ogranicza liczbe stopni swobody rozwazanej klasy modeli [86, str. 8]. Korzenie tego
podejscia siegaja dziedziny przetwarzania sygnatow, gdzie idea rzadkiej reprezenta-
c¢ji jest fundamentem, na ktorym opierajg sie algorytmy oszczednego prébkowania
(ang. compressed sensing), zaproponowane m.in. przez Candesa et al. [18] i Donoho
[22]. Ze wzgledu na atrakcyjne wlasnosci, metody te znalazly zastosowanie takze
w innych galeziach nauki [121], przyczyniajac sie m.in. do powstania wielu nowych
algorytméw estymacji modeli wielomianowych [53,68]. Mozna wykazaé, ze dla syste-
mow statycznych, blad estymacji modeli utworzonych w oparciu o estymator (1.16)
z regularyzacja fy jest rzedu O(1 + % ln(% + 1)) [15], gdzie R < D stanowi gérne
ograniczenie normy f, wektora 6*. Tak wiec, jesli badany system znajduje rzadka
(albo w przyblizeniu rzadka) reprezentacje w stowniku S, zaleznosé catosciowego

15



Rozdziat 1 Wprowadzenie

btedu metody od rozmiaru stownika staje sie logarytmiczna, co drastycznie niwe-
luje skutki , przeklenstwa wielowymiarowosci”. Niestety jednak, jako ze pseudonorma
¢y jest funkcja niewypukly, estymatory oparte o regularyzacje tego typu nie mogg
zosta¢ wyznaczone przy uzyciu metod optymalizacji wypuktlej, a rozwigzanie pro-
bleméw (1.16), (1.17) jest NP-trudne [76]. W zwiazku z tym, w praktyce stosowane
sg algorytmy zachtanne, ktére w kazdej iteracji zwracajg rozwigzanie lokalnie opty-
malne (zob. np. [2, rozdzial 7]); w pracach [109,120] oméwiono warunki, w ktorych
metody tego typu osiagaja rozwigzania globalnie optymalne.

Regularyzacja /;

Alternatywe dla metod wykorzystujacych regularyzacje fy, stanowia estyma-
tory znane pod nazwa Lasso (ang. least absolute shrinkage and selection operator)
[108], w ktérych funkcja regularyzujaca oparta jest o norme ¢;. Z uwagi na wypu-
kto§¢ normy ¢; (jest to ,najmniejsza” wypukla funkcja sposréd (pseudo)norm ¢,,),
estymatory tego typu mozna wyznaczy¢ przy uzyciu ogélnych metod programowania
wypuktego, np. metody punktu $rodkowego, [79]. Istnieja réwniez metody specjalnie
do tego celu przystosowane [58,95], nierzadko stosowane sa tez metody przyblizone
[27,33]. Estymatory z regularyzacja ¢y i ¢1 taczy kilka podobienstw. Po pierwsze,
mozna wykaza¢, ze w pewnych warunkach osiagaja to samo rozwiazanie [13]. Po
drugie, podobnie jak regularyzacja ¢y, takze i regularyzacja ¢, wymusza rzadkosé
modelu, cho¢ w nieco bardziej tagodny sposéb.

Rozwazmy przypadek, gdy macierz regresorow ¢ jest ortonormalna. Nietrudno
pokazaé, ze estymator (1.17) z ograniczeniem /¢; przyjmuje wtedy postaé, 65 =
sgn(6-9) max(‘@}sl —A*,0),7=1,...,D [108]. Widzimy wigc, ze zastosowanie kary

ALS

{1 powoduje przesuniecie sktadowych wektora @  w kierunku zera, cze$¢ z nich
w rzeczy samej zerujac. Interpretacje geometryczng tej wtasnosci przedstawiono na
rys. 1.5.

Chociaz rzadko$¢ modelu postrzega sie w niektérych zastosowaniach jako war-
to$¢ sama w sobie (np. ze wzgledu na niski koszt ewaluacji modeli rzadkich [68]),
z punktu widzenia niniejszych rozwazan bardziej interesujacy jest jej wplyw na
wtasnosci estymatora. Okazuje sie, ze tak jak estymatory oparte o norme /¢y, tak
i estymatory typu Lasso w sposob znaczacy tagodza problem ,przeklenstwa wie-
lowymiarowosci”. Nie czyniac zatozen o rzadkosci reprezentacji systemu, Juditski
i Nemirowski wykazali, ze gérne oszacowanie btedu estymacji estymatora (1.17)

z ograniczeniem ¢; jest rzedu (’)(\/@) [51]. Oznacza to, ze wptyw wielkosci stow-
nika na btad estymatora jest poréwnywalny, a nawet mniejszy, niz w przypadku
regularyzacji ¢y. Jednoczesnie jednak, dla ustalonego D szybko$¢ zbieznosci btedu
metody z ograniczeniem ¢, jest znacznie mniejsza i wynosi \/% (% w przypadku
regularyzacji {y). Zaleznosé te mozna uzasadnié nieparametryczna wiedza wstepna

o systemie [116].
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1.4 Estymacja modeli wielomianowych

02

(a) (b)

Rysunek 1.5: Ilustracja dziatlania metody LS z ograniczeniami ¢, dla ortonormal-
nej macierzy regresoréw. Na wykresach zaznaczono poziomice empirycznej funkcji
straty. Oprocz tego, ciemnoszarym kolorem zaznaczono zbiér ograniczen (bedacy
kula w ¢1, C = {0 € R” : ||0||, < ¢}, dla pewnego ¢ > 0), a kolorem jasnoszarym
zbior rozwigzan standardowej metody LS majacych te wlasnosé¢, ze ich odpowied-
nik z ograniczeniem ¢; ma posta¢ rzadka (przypadek ten przedstawiono na rys. a).
W pozostatych przypadkach, zastosowanie ograniczen nie prowadzi do rozwigzania

LS
rzadkiego (rys. b). Nie przedstawiono trywialnego przypadku, gdy |0 |1 < ¢, tj.
ALS | AC
gdy estymatory @ i 60 sg tozsame

Metoda najmniejszych kwadratéw z ograniczeniami w zadaniu estymacji
systemow dynamicznych

Podkreslmy raz jeszcze, ze oméwione do tej pory rezultaty odnosza sie do syste-
mow statycznych — ze wzgledu na trudnosci jakie niesie za sobg analiza wlasnosci es-
tymatoréw w przypadku gdy dane pomiarowe sg skorelowane, w literaturze niewiele
jest wynikow teoretycznych dotyczacych btedu estymacji nieliniowych systeméw dy-
namicznych. Jednym z nich jest praca Wachla i Sliwiniskiego [116], w ktérej autorzy
przedstawili oszacowanie btedu estymacji metody LS z ograniczeniem ¢; dla syste-
moéw z pamiecia skonczona. Nastepnie rezultat ten zostat rozszerzony przez Wachla
[114,115] na klase systeméw z pamiecia zanikajaca (wyniki te podsumowano w ta-
beli 1.1). Z kolei w [103], Sliwiriski et al. rozwazyli bardziej ogélne ograniczenia typu
¢y, dla p > 1, w kontekscie estymacji modeli volterrowskich. Otrzymane rezultaty
formalnie potwierdzaja przydatno$é¢ zastosowania ograniczen typu ¢; w estymacji
modeli dynamicznych, a przy tym ukazuja wptyw jaki wywierajg skorelowane dane
pomiarowe na wielkos¢ btedu estymacji. W tym miejscu nalezy jednak nadmieni¢, ze
autorzy wymienionych prac skupiaja sie na wlasnosciach estymatorow teoretycznych,
nie omawiajac jednak sposobow ich wyznaczania. W przypadku duzych stownikow
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Rozdziat 1 Wprowadzenie

i zbioréow danych, ze wzgledu na ztozonos¢ obliczeniows standardowych metod opty-
malizacyjnych, ich zastosowanie moze okaza¢ sie w praktyce problematyczne.

’ Klasa systemow ‘ Rzad bledu estymacji Agg. ‘

Statyczne VN~'In D [51]
Z pamiecig skoniczona (dtugosci M) \/(N — M)"'M1In D [116]

7 pamiecia zanikajacg eksponencjalnie \/ N=1InN]In D + N~“[114]

Tabela 1.1: Poréwnanie gornych oszacowan bledéw estymacji metody LS z ograni-
czeniem ¢ dla roznych klas systeméw. Pamieé¢ zanikajaca eksponencjalnie oraz stata
c1 zostaly zdefiniowane w rozdziale 4 (definicja 4.1)

1.5 Metody optymalizacji stochastycznej
pierwszego rzedu

Jako alternatywe wobec metod omoéwionych do tej pory, w niniejszej pracy do
celow estymacji modeli wielomianowych proponuje si¢ wykorzystanie stochastycz-
nych metod optymalizacji wypuklej (ang. stochastic conver optimization). Inaczej
niz w podejéciu, w ktérym estymator minimalizuje empiryczng funkcje straty (re-
gularyzowana, badz nie), celem metod stochastycznych jest bezposrednia minima-
lizacja prawdziwej funkcji straty, Lg(@). Wprowadzajac dodatkowo ograniczenia na
zbiér parametrow modelu, metody te zastosujemy do rozwigzania problemu

min Lg(6), (1.18)

gdzie C jest pewnym wypuktym i domknietym zbiorem ograniczen.

Dyskusje zawezimy do algorytméw optymalizacji pierwszego rzedu, w ktorych
do poszukiwania rozwiazania problemu (1.18) wykorzystuje sie zaklécony gradient
funkcji straty, otrzymany na podstawie danych pomiarowych systemu. Dodatkowo,
na potrzeby tego wprowadzenia, zatozymy ze zarowno system, jak i model jest sta-
tyczny. Nalezy réwniez zaznaczy¢, ze podrozdziat ten nie ma na celu szczegdtowego
zapoznania z metodami optymalizacji stochastycznej, w zwigzku z czym detale tech-
niczne zostaly pominiete. Szczegdtowa analiza wybranych metod przeprowadzona
zostata m.in. w [9, 14, 101].

1.5.1 Postac¢ ogdlna metod pierwszego rzedu

Algorytmy optymalizacji pierwszego rzedu sa algorytmami iteracyjnymi, ktore
w kazdym powtdrzeniu ¢ wyznaczaja tzw. rozwigzanie posrednie 0,1, wykorzystujac
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1.5 Metody optymalizacji stochastycznej pierwszego rzedu

do tego celu gradient g, = vit(at) funkcji
L,(8) = (Y; — ms[X; 6)), (1.19)

stanowigcej szczegdlng forma empirycznej funkcji straty, utworzonej na podstawie
jednej pary pomiarowej { Xy, Y;}. Gradient funkeji (1.19), jest D-wymiarowym wek-
torem, okreslonym przez wzor

A

VL(0) = 2 (ms[Xi; 0] = V) [p1(Xa), ., on(X)] (1.20)

pozwalajacym ustali¢ kierunek spadku prawdziwej funkcji straty. Ze wzgledu na za-
ktécenia, informacja ta ma charakter przyblizony, jednak w przypadku algorytmow
stochastycznych wystarczy, zeby byta ona $rednio poprawna [14, rozdzial 6], tj. aby
dla kazdego 6, wyrazenie Vﬁt(e) byto nieobcigzonym estymatorem prawdziwego
gradientu VLg(0), t.j. E{VL,(-)} = VLg(-). W przypadku funkeji (1.20) warunek
ten jest spelniony, gdy zakltdcenie ma zerowa wartos¢ oczekiwang i jest niezalezne
od wejscia systemu. Rozwiazanie koncowe algorytmu, 9, stanowi zazwyczaj Srednia
arytmetyczna z rozwiazan posrednich 64, ...,0y; . Schematyczne dziatanie metod
stochastycznych przedstawia algorytm 1.1.

Zauwazmy, ze w rozwazanej klasie algorytmow kazda para pomiarowa jest prze-
twarzana tylko raz, tak wiec liczba iteracji algorytmu rowna jest wielkosci zbioru
danych pomiarowych. Czesto przektada si¢ to na liniowa wzgledem D i N ztozo-
nos$¢ obliczeniowa algorytmu, bowiem przy odpowiednim doborze metody, gtéwnag
trudnos$cia obliczeniowa kazdej iteracji staje sie wyznaczenie gradientu g,. W konse-
kwencji, ztozono$¢ obliczeniowa pojedynczej iteracji wynosi O(D), natomiast calego
algorytmu O(N D).

Algorytm 1.1 Schemat dziatania typowych algorytmoéow stochastycznych pierw-
szego rzedu (wariant offline)
Wejscia: Zbiér pomiaréw S, stownik S
Wyznacz rozwiazanie poczatkowe 64
fort=1,...,N do
Oblicz gradient funkcji straty w punkcie 8y, g, < V.L,(6;)
Wyznacz rozwiazanie posrednie 0,4
end for
Wyznacz rozwigzanie koficowe (najczedciej 6 < N YN,

1.5.2 Metoda stochastycznego gradientu prostego

Klasycznym przedstawicielem omawianej klasy algorytmow jest metoda sto-
chastycznego gradientu prostego (ang. stochastic gradient descent, w skrocie SGD),
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Rozdziat 1 Wprowadzenie

ktorej pierwowzor przedstawiony zostal w latach 60. ubiegtego wieku przez Rob-
binsa i Monro [87]. Rozwiazanie poczatkowe algorytmu SGD jest dowolnie wybra-
nym wektorem spelniajacym ograniczenia algorytmu, tj. 8; € C, a nastepujace po
sobie rozwigzania posrednie wyznacza si¢ wzorem

0t+1 = ﬂ-C(Ot — T]tgt), (121)

gdzie 1, > 0 jest dilugodcig kroku algorytmu, a m¢(0) = argmin, . [|@ — u||, jest
euklidesowym rzutem wektora 6 na zbiér C. Jak nietrudno sprawdzi¢, wzér (1.21)
mozna zapisa¢ w formie problemu optymalizacyjnego,

liniowa aproksymacja f. regularyzujaca

(- 1
01 = arg rgm{Lt(@t) +(g,,0 — 0;) +n; ! 5 16 — 9t||§}
S

= argmin {(g,,0) + 175 0~ 0.3} (1.22)
oec 2

gdzie (x,y) = Ty jest standardowym iloczynem skalarnym. Tym samym, rozwia-

zanie posrednie 6,,; algorytmu mozna interpretowac¢ jako minimum sumy liniowej

aproksymacji funkcji ﬁt() w punkcie 8, oraz przeskalowanej funkcji regularyzujacej,

ktora sprawia, ze nastepujgce po sobie rozwigzania posrednie nie mogg znalezé sie

w zbyt duzej euklidesowej odlegtosci od siebie (rys. 1.6a).

Przejdziemy teraz do przedstawienia wlasnosci statystycznych metody. Niech
stala R = supgec ||61 — 0|, oznacza ,promien” zbioru C, a stata G spelia wa-

runek EHV[Zt(O)Hz < G? dla kazdego 0 € C. Wtedy, dla kroku n, = ﬁ, blad
estymacji metody wynosi f}—% [50]. Na pierwszy rzut oka wynik ten wskazuje, ze
btad metody SGD jest niezalezny od wielkosci stownika, co oznaczatoby, ze problem
sygnalizowany przy omawianiu metod bazujacych na algorytmie LS zostal catko-
wicie wyeliminowany. Nalezy jednak zauwazy¢, ze rozszerzanie stownika o kolejne
elementy powoduje wzrost normy /5 gradientu: zaktadajac, ze norma ¢, gradientéw
g, jest ograniczona i korzystajac z faktu, ze normy ¢ i {5 sa rownowazne, w szcze-
gblnodci zaé spetniaja nieréwnoéé ||g,ll, < vD ||g,l.., dochodzimy do wniosku, ze
G ~ /D, a wiec rzad szybkosci zbieznosci algorytmu wynosi \/% . Zauwazmy tez, ze
manipulacja zbiorem ograniczen C ma wpltyw jedynie na stala R, nie pozwala wigc
na poprawienie rzedu szybkosci zbieznosci algorytmu. Fakt ten jest w pewien spo-
sOb sprzeczny z intuicja, ktora mozna byto naby¢ we wczesniejszej czesci rozdziatu,
bowiem inaczej niz w przypadku metody LS, przyjecie zbioru ograniczen w postaci
kuli w ¢; nie niweluje wplywu wielkosci stownika na btad estymacji metody.

1.5.3 Metody stochastyczne, a metody online optymalizacji
wypuklej

Zanim przejdziemy do oméwienia kolejnych metod stochastycznych, przedsta-
wimy idee stojaca za algorytmami online optymalizacji wypuktej (ang. online convex
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lin. aproks. + 7, L reg.
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\ !

Lt(o) 9t+1 / Lt(e)\'\, 1 ‘////
lin. aproks. < lin. aproks.

(a) algorytm SGD (b) algorytm SMD

Rysunek 1.6: [lustracja dziatania algorytmow SGD i SMD w przypadku problemdw
jednowymiarowych bez ograniczen, C = R

optimization methods, w skrécie OCO), oméwionych w m.in. w [44,99]. W odréz-
nieniu do metod typu offline, w ktérych zaktada sie dostep do catego zbioru danych
pomiarowych przed rozpoczeciem dziatania algorytmu, metody OCO zaktadaja se-
kwencyjny dostep do danych pomiarowych, a ich celem jest minimalizacja sumy
empirycznych strat modeli posrednich (tj. opartych o rozwiazania posrednie, 6,)
wzgledem ustalonego, niezmiennego w czasie modelu, opartego o dowolny wektor
parametrow w € C. Sume te przedstawia sie zazwyczaj w funkcji w i wyraza za
pomocg nastepujacego wzoru

§T; (L4(61) = Li(w))

t=1

Cecha charakterystyczna metod OCO jest to, ze ich stosowanie nie wymaga wprowa-
dzenia zatozen o rozktadzie danych pomiarowych. Dane te mogg mie¢ wiec charakter
zarowno deterministyczny, jak i stochastyczny, a modelowany system moze by¢ nie-
stacjonarny, a nawet adaptowac sie do zwroconych przez algorytm estymatorow 6;.
Z tego wzgledu, metody OCO znajduja zastosowanie nie tylko w typowych proble-
mach nauczenia maszynowego jak predykcja i klasyfikacja, ale takze np. w teorii
gier [19].

Metody stochastyczne i metody OCO laczy bliskie pokrewienstwo. Mianowicie,
algorytmy OCO mogg zosta¢ w prosty sposdb przeksztalcone w algorytmy stocha-
styczne, z teoretycznymi gwarancjami zbieznosci. Jak pokazuje np. Shalev-Schwartz
99, rozdziat 5], badajac gérne ograniczenie wyrazenia sup,.. Cr(u), przy zalozeniu,
ze dane pomiarowe sa 7.7.d., mozna ustali¢ blad estymacji metody w formie wzoru
(1.12). Podobne podobienistwo zachodzi takze w druga strone, tzn. niektére wa-
rianty klasycznych algorytmoéw stochastycznych mozna rozpatrywaé¢ w kategoriach
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Rozdziat 1 Wprowadzenie

algorytmow online. Przyktadem niech bedzie algorytm SGD — jesli dtugosé kroku
wyznaczaé¢ w sposéb niewymagajacy znajomosci parametru N (np. zgodnie ze wzo-
rem 7; = Gii/i)’ to metoda ta wpisuje sie w ogdlny schemat dziatania metod online
(por. [122]), zob. algorytm 1.2. W zwiazku z powyzszym, na gruntach optymali-
zacji stochastycznej i optymalizacji online powstato wiele koncepcyjnie podobnych

metod.

W ostatnich latach szczegélnym zainteresowaniem ciesza si¢ adaptacyjne me-
tody OCO, tj. takie, w ktérych dtugos¢ kroku, badz funkcja regularyzujaca zmieniaja
sie w czasie, w sposéb zalezny od zaobserwowanych po drodze pomiaréw. Chociaz
podejscie to nie poprawia teoretycznej szybkosci zbieznoéci algorytméw dla przy-
padku pesymistycznego, to jednak okazuje sie, ze w praktyce algorytmy adaptacyjne
dziataja duzo lepiej, co wida¢ chociazby na przyktadzie klasycznego juz algorytmu
AdaGrad, zaproponowanego jednoczesnie przez McMahana i Streetera [73] oraz Du-
chiego et al. [24,25]. Algorytm ten rozbudzil zainteresowanie badaczy metodami
adaptacyjnymi i stal si¢ inspiracja dla wielu kolejnych prac, zob. prace przekrojowa
[72].

Algorytm 1.2 Schemat dziatania typowych algorytmow stochastycznych pierw-
szego rzedu (wariant online)
Wejscia: Stownik S
Wyznacz rozwigzanie poczatkowe 6,
fort=1,...,00do
Dokonaj pomiaru wejscia X; i wyjscia Y; systemu
Oblicz gradient funkcji straty w punkcie 6y, g, < vﬁt(et)
Wyznacz rozwiazanie posrednie 6,
Wyznacz aktualne rozwigzanie wyjéciowe (najczeéciej 6 < t%l Yitle,)
end for

1.5.4 Metody lustrzane

Przedstawienie kolejnych krokéw algorytmu SGD w postaci wzoru (1.22) pro-
wokuje pytania o mozliwo$¢ uogélnienia metody na inne funkcje regularyzujace, np.
oparte o metryki nieeuklidesowe. W pracy [3] pokazano, ze przyjecie wzoru

0,.1 = arg min {(gt, 0) + n[lBh(H, Gt)} ,
e

gdzie By(+,-) stanowi tzw. dywergencje Bregmana, czyli przeksztalcenie postaci

By(z,y) = h(z) — (h(y) + (x —y, Vh(y))),

dla funkcji h(-) spelniajacej pewne szczegdlne warunki wypuktlosci, prowadzi do ro-
dziny metod lustrzanych? (ang. mirror descent algorithms, w skrécie MD), pierwotnie

2Thumaczenie wlasne.
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zaproponowanych przez Nemirowskiego i Yudina [77]. Zauwazmy, ze po dokonaniu
podstawienia h(x) = 1 |z||2, metoda redukuje si¢ do algorytmu SGD. Co cickawe,
w ogblnym przypadku funkcja By (x,y) jest niesymetryczna i nie stanowi metryki
w $cistym tego stowa znaczeniu, rys. 1.6b.

Metody lustrzane swoja nazwe zawdzieczaja szczegdlnej interpretacji ich dzia-
tania. Jesli wektory 04, ..., 0, traktowaé jako elementy przestrzeni prymalnej, a gra-
dienty g4, . .., g, jako elementy przestrzeni dualnej, to proces wyznaczania kolejnego
rozwiazania posredniego mozna przedstawié jako ciag krokéw, polegajacych na (zob.
np. [14, rozdzial 4]):

1. Odwzorowaniu wektora 8; w przestrzen dualna, 6, — Vh(6,).
2. Wykonaniu kroku algorytmu, V(1) = Vh(6;) — n,9,.

3. Odwzorowaniu otrzymanego wektora Vh(y;) w przestrzen prymalna, ¢, =

(VR)"H(Vh(6:) — mg,)-

4. Rzutowaniu v¢; na zbiér C wzgledem pseudometryki bregmanowskiej, zgodnie
ze wzorem

0,1 = argmin By (0,,).
ocC

Metod SMD nie bedziemy poddawa¢ glebszej dyskusji, zwrocimy jednak uwage na
jeden szczegdlny, entropijny wariant algorytmu, ktéry uzyskuje sie przyjmujac za
h(-) funkcje ujemnej entropii, tj. h(8) = S2,60;In6;, a za zbiér ograniczeii D-
wymiarowy simpleks probabilistyczny, tj.C = Ap == {@ € RP : 2 0, =1, §; > 0}.
Taki wybér prowadzi do jawnej postaci rozwiazan posrednich ; (co w ogdlnym
przypadku nie jest zagwarantowane, a co jest elementem koniecznym jesli algorytm

ma by¢ efektywny obliczeniowo), a co istotniejsze, rzad szybkosci zbieznosci metody

jest taki sam jak w przypadku metody LS z ograniczeniami ¢; i wynosi O(w%)
[50]. Niestety, wariant entropijny gwarantuje zbiezno$¢ metody tylko i wylacznie,
gdy dlugos$é kroku ma statg warto$¢ [80, uwaga 6.16], co wyklucza zastosowanie

podejscia adaptacyjnego.

1.5.5 Metody lustrzane z usrednianiem

Jako ostatnia, przedstawimy grupe metod lustrzanych z usrednianiem?® (w litera-
turze anglojezycznej wystepujacych najczesciej pod nazwa dual averaging methods,
w skrécie DA), zaproponowanych przez Nesterowa [78], a nastepnie rozwinietych
i osadzonych w szerszym kontekscie probabilistycznym przez Xiao [118]. W algoryt-

3Tlumaczenie wlasne.

23



Rozdziat 1 Wprowadzenie

mie DA, rozwigzania posrednie wyznacza sie wzorem

Lt(e)
(1 .
611 = arg min{ + 3 7(Li(6:) + (9:,6 — 6:) +(tn) h(0) .
€ i=1
(1 o
— arg mln{ S (9,0 — 0, + () h(e)}.
occ 13

Dziatanie algorytmu polega wiec na poszukiwaniu minimum funkeji L,(0), ktéra
stanowi globalng aproksymacje funkcji straty, do zbudowania ktérej wykorzysty-
wana jest Srednia ze wszystkich zaobserwowanych do danego momentu gradientéw
g;, © = 1,...,t; poza tym, w odréznieniu do metod MD, kolejne rozwigzania po-
Srednie regularyzowane sa w odniesieniu do tego samego, ustalonego punktu, a nie
rozwigzania z iteracji poprzedzajacej.

Dziatanie metod DA zostalo dokladnie opisane w rozdziale 4, gdzie przedsta-
wiono takze wyniki dotyczace zastosowania algorytmu w zadaniu modelowania sys-
temow dynamicznych. Szczegdlny nacisk potozono na omoéwienie entropijnego wa-
riantu metody, ktéry inaczej niz w przypadku algorytmu MD, zezwala na zmianeg
dtugosci kroku n; w czasie. Fakt ten ma niebagatelne znaczenie, bowiem pozwala na
adaptacyjny dobér dtugosci kroku.

1.6 Zastosowania praktyczne modeli
wielomianowych

Modele oparte o reprezentacje Votlerry znajduja zastosowanie w automatyce
(przede wszystkim w sterowaniu predykeyjnym [23,39,40,69], ale réwniez np. w mo-
delowaniu proceséw przemystowych o parametrach roztozonych [64]), przetwarzaniu
sygnaléw [29,32,65,71,107], a takze w dziedzinach takich jak inzynieria mechaniczna
i materiatowa, zob. [20] i przyktady tam zawarte.

Zastosowania modeli ortogonalnych w automatyce obejmuja m.in. sterowanie
optymalne [47,54] i sterowanie predykcyjne w warunkach losowych [30, 56|, zob.
takze prace przekrojowa [57], w ktorej opisano wiecej przyktadéw. Oprécz tego mo-
dele ortogonalne wykorzystywane sg do rozwigzywania stochastycznych réwnan roz-
niczkowych [119] oraz w analizie wrazliwosci modeli fizycznych [106].
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1.7 Cele pracy

Celami pracy sa:

e opracowanie efektywnych obliczeniowo metod i algorytmow modelowania sze-
rokiej klasy dynamicznych systeméw nieliniowych, ktérych stosowanie nie wy-
maga znajomosci struktury badanego systemu, a szybkos¢ zbieznosci zalezy
tylko w niewielkim stopniu od poziomu ztozonosci rozwazanej klasy modeli,

e analiza wtasnosci statystycznych algorytméw, ze szczegdlnym uwzglednieniem
wlasnosci o charakterze nieasymptotycznym, tj. dla skonczonej liczby pomia-
row,

e implementacja opracowanych algorytmdéw oraz przeprowadzenie ich weryfikacji
w ramach eksperymentéw numerycznych na — o ile to mozliwe — zbiorach
pomiarowych fizycznie istniejacych systeméow.

1.8 Zalozenia ogéblne i klasyfikacja zadan

Praca dotyczy dynamicznych systemoéw nieliniowych z czasem dyskretnym, ktore
sg jednoczes$nie stacjonarne i przyczynowe, i w ktérych wyjscie jest zaktécone przez
szum addytywny, spetniajacy zatozenie:

Zalozenie 1.1. Zaklocenie {Z,} jest ciggiem i.i.d. zmiennych losowych, nieza-
leznych od wejscia systemu. Ponadto, wartosé oczekiwana zaktocenia wynosi zero,
E{Z,} =0, a jego wariancja jest skorczona, 0% < 0o.

Dodatkowo, o sygnale wejsciowym poczynimy nastepujace zatozenie:
Zalozenie 1.2. Sygnal wejsciowy, {X,}, jest ciggiem i.i.d. zmiennych losowych.
Ze wzgledu na sposob przeprowadzenia eksperymentu pomiarowego, w ramach

ktorego pozyskiwany jest zbior pomiaréw wejscia-wyjscia systemu, wyréznimy dwa
rodzaje zadan modelowania:

e 7z cksperymentem czynnym — gdy pobudzenie mozna kontrolowaé i rozktad
prawdopodobienstwa danych wejsciowych, Dy, jest znany;

o 7 cksperymentem biernym — gdy rozktad Dy pozostaje nieznany.

1.9 Teza pracy

Nowoczesne gradientowe metody optymalizacji wypuktej, takie jak algorytmy
lustrzane z usrednianiem, moga stanowi¢ wydajne obliczeniowo narzedzie modelo-
wania nieliniowych systemoéw dynamicznych. Wykorzystanie nieeuklidesowych wa-
riantéw tych metod, m.in. opartych o funkcje ujemnej entropii, pozwala dodatkowo
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znacznie ograniczy¢ negatywny wplyw wymiaru problemu na szybkos¢ zbieznosci
metody, co w konsekwencji umozliwia efektywna estymacje modeli o duzych stow-
nikach. Metody te moga by¢ rozpatrywane pod katem zastosowania reprezentacji
niewymagajacych znajomosci struktury badanego systemu, opartych o rozwiniecie
Volterry lub rozwiniecie Wienera.
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Reprezentacja systemow oparta
o szereg Volterry

W rozdziale oméwiono zagadnienie reprezentacji systeméw nieliniowych za po-
mocy szeregu Volterry. Oprécz wlasnosci aproksymacyjnych, przedstawiono takze
przyktady zastosowania oraz metode konstrukcji modeli volterrowskich. W szcze-
gblnosci ustalono szybkosé zbieznosci btedu aproksymacji modeli volterrowskich dla
pewnej klasy systeméw LNL. Otrzymany rezultat opublikowany zostal w pracy [62].

2.1 Rozwiniecie Volterry

Niech K, = R x --- x R™ oznacza tensor p-tego rzedu. Reprezentacja oparta

p
o dyskretny szereg Volterry przyjmuje postac

V{x,] = ho + i H, [z,; hy), (2.1)

p=1

gdzie hg jest stala, a przez H, : R*xK? — R oznaczac¢ bedziemy funkcjonat Volterry
p-tego rzedu, ktéry wyraza sie przez wzor

') [e'e] p
Hy o byl = > > hylin, .- ip) [] 2y (2.2)
j=1

i1=0  ip=0
gdzie h, € IC, stanowi jgdro Volterry, przy czym h,(iy, ... ,1i,) odnosi si¢ do elementu
jadra o indeksach iy, ...,%,. Dla wygody, stala hy bedziemy czasem interpretowac

jako funkcjonal i oznaczaé przez Hy [x,,; ho]. W celu lepszego zilustrowania wyrazenia
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(2.2), przedstawiamy wzory definiujace pierwsze trzy funkcjonaty Volterry:

Cl?n, Z hl xn—ia
00 00

Hy [,,; ho] = Z Z h2(i7j>xn—ixn—ja
i=0 j=0

mnahi’: Zzzhi’) i .]7 xn iln—jLn—k-

1=0 j=0 k=0

Jak mozna zauwazy¢, funkcjonat Volterry pierwszego rzedu, H;, tozsamy jest z repre-
zentacja splotowa (1.5), stanowi wiec liniowy komponent reprezentacji volterrowskiej
(2.1). Tym samym, w przypadku gdy system nie przejawia nieliniowych zachowan,
jadro hy pei role wektora przechowujacego kolejne wartosci odpowiedzi impulso-
wej systemu. Funkcjonaty drugiego i trzeciego rzedu odpowiedzialne sa natomiast
za odwzorowanie odpowiednio kwadratowych i szeSciennych sktadowych nieliniowo-
Sci systemu, a ich jadra zobrazowa¢ mozna, kolejno, jako macierz i tréjwymiarowa
kostke o nieskonczonych wymiarach; w literaturze dotyczacej teorii systemoéw nazywa
sie je czasem odpowiedziami impulsowymi wyzszych rzedéw (np. [7]). W zwiazku
z tym, wzér (2.1) mozna interpretowaé dwojako: jako uogélnienie szeregu Taylora na
funkcje wielu zmiennych pozwalajacag na odzwierciedlenie dynamicznych wtasnosci
systemu; lub tez jako rozszerzenie opisu splotowego (1.5) o odpowiedzi impulsowe
wyzszych rzedéw, celem uwzglednienia nieliniowego charakteru systemu.

W kontekscie algorytméw modelowania, korzystac¢ bedziemy z podwdjnie obcie-
tego szeregu Volterry, ktorego rzad P oraz dtugosci pamieci M sa skoriczone, a ktéry
wyraza sie poprzez

Ve |xs] —h0+z oM [T By
p=1

gdzie H, s stanowi obciety funkcjonal Volterry p-tego rzedu, o dtugosci pamieci
rownej M, okreslony przez wzor

M— M— p
HpM wna Z Z 117"'77:p>Hxn—ij7
1=0 p=0 j=1

przy czym, w tym wypadku, jadra sa tensorami o skonczonych wymiarach, tj. h, €
KM =RM x ... x RM
., :

p

Analizujac przedstawione powyzej wzory, zaobserwowaé¢ mozna pewng nadmia-
rowo$¢ omawianej reprezentacji, ktéra wynika z symetrii jader drugiego i wyzszych
rzedéw. Zauwazmy bowiem, ze np. funkcjonal drugiego rzedu mozna przedstawié
w formie tozsamej, ale wymagajacej mniejszej liczby parametréw (elementéw ja-
dra). Mianowicie, dla jadra zdefiniowanego przez
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2.2 Wlasnosci aproksymacyjne

h2<z7])+h2(jal)7 d1a2>.]7
h?(zyj) = h2(i7i)7 dla ¢ = j7 (23)
0, dla z < j.

funkcjonat opisany wzorem

M-1M-1

M-1 i
HQ,M [mn;hQ} = Z h2(@7])mn—zxn -j — Z Zh i ] Tn—iTn—j (24)
=0 7=0

i=0 j=0

spetnia tozsamos¢é 3
Hjy [CBn; hz} = Ho i [X0; ho)

przy czym do jego opisu wymaga si¢ jedynie (M; 1), zamiast M? elementéw jadra.

W ogoélnosci, dla funkcjonatu p-tego rzedu, modyfikacja ta pozwala zredukowaé ilosé
wymaganych parametrow z M? do (M“’ 71). W sumie, do zdefiniowania obcigetego

szeregu Volterry opartego o zmodyfikowane jadra flp, utworzone w sposéb analo-
giczny do (2.3), potrzebnych jest D = (M P ) parametréw [53]. Dla odréznienia od

standardowego opisu rozwiniecia Volterry, powyzszy wariant reprezentacji bedziemy
nazywali trojkgtnym.

2.2 Wtasnosci aproksymacyjne

Wprowadzimy teraz pojecie pamieci zanikajgcej, ktore przy omawianiu wtasno-
sci aproksymacyjnych szeregéw Volterry, petni role analogiczna do pojecia ciagtosci
w teorii funkcji rzeczywistych.

Definicja 2.1 ([11]). System o charakterystyce mgy[-] ma pamieé¢ zanikajaca dla
klasy ograniczonych sygnatéw wejsciowych K C I, jesli dla kazdego sygnatu wej-
Sciowego x,, € K, istnieje taki ciag malejacy w, : N — (0,1], lim, . w, = 0, ze
dla kazdego € > 0, istnieje taka 6 > 0, ze dla kazdego sygnatu u, € K i dla kazdej
chwili czasu n € N zachodzi nastepujaca implikacja

ili]o) |t — Un—p| W, <0 = |Mgys[@n] — Msys[Un]| < €.

Intuicyjnie, wtasnos¢ ta posiadaja systemy w ktérych mafa zmiana sygnatu
wejsciowego powoduje matg zmiang na wyjsciu i ktorych wyjscie, wraz z uptywem
czasu, zalezy w coraz mniejszym (zbiegajacym asymptotycznie do zera) stopniu od
wartosci sygnalu zmierzonego na wejsciu systemu w pewnej ustalonej chwili ng. Jesli
system ma pamieé skonczong, tzn. spetnia zaleznosé

Mgys [wn] = Mgys [wn,M]a
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Rozdziat 2 Reprezentacja systemow oparta o szereg Volterry

gdzie M < oo stanowi dlugo$¢ pamieci systemu, a &, pr = [Tn, Tn—1, - - - Tn_pt1) €
RM jest obcietym wektorem wejéé systemu, to warunkiem posiadania wlasnosci pa-
mieci zanikajacej jest po prostu ciaglo$¢ funkcjonatu mgy[-]. Przykladem systemoéw
posiadajacych nieskoriczong i jednoczesnie zanikajaca pamie¢ sa asymptotycznie sta-
bilne liniowe systemy dynamiczne, posiadajace reprezentacje splotowa (1.5).

Jako przyktady systemow nieposiadajacych pamieci zanikajacej, mozna wymie-
ni¢ takie, ktorych charakterystyki sa funkcjami wielowarto$ciowymi (np. majace
charakter histerezy) [71, ustep 2.1.3.3] lub takie, ktére maja wiec niz jeden stabilny
punkt réwnowagi, osiagalny w ramach rozpatrywanej klasy wejsé [93]. Fizycznym
przyktadem systemu z pamiecig niezanikajaca jest bezpiecznik topikowy, ktorego
uproszczony model matematyczny wyrazi¢ mozna za pomoca wzoru

Tle,] = 1, dla |z,|, >C,
"o, dla |, < O,

gdzie C' > 0 jest pewna stala.

Przywotamy teraz twierdzenie, ktore porzadkuje wiedze dotyczaca wtasnosci
aproksymacyjnych szeregu Volterry.

Twierdzenie 2.1 ([11]'). Niech myy|-] bedzie charakterystykq systemu stacjonar-
nego posiadajgceqo pamieé zanikajgcg dla klasy ograniczonych sygnatow wejsciowych
K. Wtedy, dla dowolnego € > 0, istnieje taki obcigty szereg Volterry Vpo,, P < 00,
ze dla kazdego sygnatu wejsciowego x,, € K, blad modelu Vp, dany przez

€p = |msy5[mn] —Vpeo [mn]l ) (2'5)

spetnia nieréuno$é ep < €.
Dowdd. Zob. [11]. O

Powyzsze twierdzenie mozna potraktowac¢ jako odpowiednik Twierdzenia We-
ierstrassa dla systemow z pamiecia zanikajaca. Mimo iz jego tre$¢ ogranicza sie
do wlasnosci szeregéw Volterry klasy Vp oo, a wiec obcigtych tylko z jednej strony
(z pamiecig nieskonczona), to wynik ten stal sie przyczynkiem do rozwoju wielu
algorytmow modelowania opartych o reprezentacje volterrowska.

Uwaga 2.1. Jezeli system posiada pamiec skonczong o diugosci M, w treSci twier-
dzenia (2.1) szereg z pamigciq nieskoriczong, Vpso, zastepi¢ mozna szeregiem Vol-
terry z pamiecig o diugosci M, tj. Vp .

W cytowanej pracy, przez system autorzy rozumieja operator, ktéry przeksztalca sygnat w sy-
gnal, np. Mmgys : loo — loo, dlatego w celu zachowania przejrzystosci prezentacji i przyjetej tu,
odmiennej definicji systemu, wzér (1.1), cytowane twierdzenie zostato podane w nieco zmienionej
formie.
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2.2 Wlasnosci aproksymacyjne

Przyktad 2.1. Rozwazmy system o strukturze LN (rys. 2.1), ktérego podsys-
tem dynamiczny opisany jest odpowiedzia impulsowa, {h;}3°,, spelniajaca warunek
|||, < oo (co implikuje stabilnosé systemu), a charakterystyka nieliniowa jest funk-
cja sigmoidalng, dana przez wzér p(r) = arctan(z). Zalezno$é wyjscia od wejscia
systemu opisuje réwnanie

Tlx,] = arctan(i hiZy—;). (2.6)

=0

o)

{hi}i<o

Rysunek 2.1: System Wienera

Korzystajac z faktu, ze arctan(+) jest funkcja analityczna, rozwijamy ja w szereg
Taylora wokot punktu zerowego. W ten sposob, réwnanie (2.6) przyjmuje postaé

00 2p—1 7)3 ’U5 7}7
Tl =S (—1)ptn —gy = O ey 2.7

gdzie v, = 3272 hix,—; jest sygnatem posrednim systemu. Tym samym otrzymujemy
rozwinigcie Volterry systemu, ktérego jadra wyrazone s poprzez g,(ii,...,i,) =
(_2;)_? ' hi, ... h;, dla p nieparzystych i g,(i1,...,iy,) = 0 dla p parzystych. Z uwagi
na ograniczony przedzial zbieznosci szeregu Taylora funkcji arctan(-), ktéry w tym
wypadku wynosi [—1, 1], reprezentacja volterrowska systemu (2.7) jest zbiezna, gdy
sygnal wewnetrzny {v,} jest ograniczony, tzn. dla kazdego n € N spelia warunek
lva| < 1. Zauwazajac, ze |va| = [XZ0 hivn—i| < X2 [hitn—i| < [l 20 |hil,
dochodzimy do wniosku, iz wyjscie szeregu (2.7) zbiega do wyjscia systemu (2.6)
dla klasy sygnatéw wejsciowych K = {{z,} : |||l < ||hll;'}. Jak widaé zatem,
promien zbieznosci szeregu Volterry uzalezniony jest zaréwno od wtasnosci charak-
terystyki nieliniowej, jak i od odpowiedzi impulsowej podsystemu dynamicznego.

Jednakze, zgodnie z twierdzeniem 2.1, otrzymany rezultat nie ogranicza sto-
sowalnosci rozwinigcia Volterry, poniewaz dla dowolnej klasy sygnatow ograniczo-
nych, np. K, = {{z,} : |z.]. < a|hl;'}, istnicje szereg Vi, ktérego wyj-
Scie zbiega (wg. normy maksimum) do wyjscia systemu (2.6). Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze kolejne komponenty odpowiedzi impulsowej podsystemu dynamicz-
nego dane sa przez h; = 27°i = 0,1,.... W ten sposéb ||h]|; = 2 i szereg Vol-
terry zbiega dla klasy sygnatow K = {{z,} : [|a,|,, < 3}. Zalézmy teraz, ze
naszym celem jest uzyskanie modelu volterrowskiego systemu dla szerszej klasy sy-
gnatéw wejsciowych, np. K = {{z,} : ||&,]|,, < 1}. Jego jadra beda mialy postaé
Gp(i1s---yip) = cphyy ... Ry, gdzie {c,} to kolejne wspétczynnik rozwinigcia funk-
cji arctan(-) w szereg potegowy na przedziale [—a,a] = [—2,2], ktérych wartosci
uzyska¢ mozna korzystajac np. z metody aproksymacji wielomianowej. Na wykresie
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Rozdziat 2 Reprezentacja systemoéw oparta o szereg Volterry

2.2 przedstawiono charakterystyki nieliniowe prawdziwego systemu, (2.6), modelu
ktérego wspotezynniki {c,} uzyskane zostaly za pomoca aproksymacji wielomiano-
wej, a takze modelu pierwotnego, (2.7). Z kolei wykres 2.3 przedstawia blad (2.5),
w zaleznosci od rzedu modelu, P.

3
system
9 rozwiniecie Volterry
aproksymacja wielomianowa
£
=
I I
2 4

Rysunek 2.2: Charakterystyki nieliniowe modeli rzedu P = 5, w funkcji sygnatu
posredniego. Linie przerywane oznaczaja granice zbieznosci poszczegdlnych modeli

=——8— rozwiniecie Voltery

1.0 1

aproksymacja wielomianowa

€p

Rysunek 2.3: Blad modelu, w zaleznosci od rzedu rozwiniecia
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2.3 Studium przypadku — aproksymacja systemu LNL

2.3 Studium przypadku — aproksymacja systemu
LNL

Przedstawimy teraz wynik dotyczacy szybkosci zbieznosci btedu aproksymacji
obcietej reprezentacji volterrowskiej dla systeméw LNL.

Tn Un Wn, Yn

{9:}i20 —

{liyZo ()

Rysunek 2.4: System Wienera-Hammersteina

Rozwazmy system Wienera-Hammersteina (LNL), ktérego schemat przedsta-
wiono na rys. 2.4. Kolejne bloki systemu opisa¢ mozna za pomocg wzorow

o o)
Un =Y Litni, Wy =@(Un), Yn = GiWn_i,
=0 i=0

gdzie przez v,, w, iy, oznacza si¢, kolejno, wyjscie pierwszego podsystemu liniowego,
wyjscie podsystemu nieliniowego i wyjscie drugiego podsystemu liniowego, ktére sta-
nowi jednoczes$nie wyjscie catego systemu. W konsekwencji, wyjscie systemu opisaé
mozna rownaniem

Yn = mLNL[CBn] = ZQND (Z lj»’l?n—(z‘+j)) ) (2~8)
i=0 =0

gdzie mpny, : R® — R oznacza funkcjonat reprezentujacy system LNL.

W stosunku do systemu i sygnalu wejsciowego poczynimy nastepujace zatoze-
nia:
Zalozenie 2.1. Oba podsystemy liniowe sq¢ asymptotycznie stabilne.

Zalozenie 2.2. Charakterystyka podsystemu nieliniowego, ¢(+), jest funkcjq, ktorej
wszystkie pochodne, ) (-), p=1,2,..., sq ograniczone w taki sposob, ze spetniajg
nierownosé

¥ (2)| < B,
dla pewnej statej B > 1 i wszystkich x € R.

Zalozenie 2.3. Sygnatl wejsciowy, {x,}, jest ograniczony w taki sposdb, ze spelniona
jest nieréwno$é ¥, |x,| < 1.

Zatozenie dotyczace stabilnosci podsysteméw liniowych jest jednym z warunkow
zbieznosci reprezentacji volterrowskiej badanego systemu. Dla transmitancji posia-
dajacych bieguny wielokrotne (o maksymalnej krotnosci réwnej m), kolejne sktadowe
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Rozdziat 2 Reprezentacja systemow oparta o szereg Volterry

odpowiedzi impulsowych blokéw dynamicznych, ograniczy¢ mozna w sposdb naste-
pujacy [36]:

L] < kyi™ tp) < klpl ) oraz |g;| < kgi™pl < k:;p;l 2 (2.9)

gdzie p; = max; |(;| € (0,1), p, = max; |, € (0,1) (i gdzie Cis Cg,i 53 i-tymi biegu-
nem transmitancji pierwszego i drugiego podsystemu liniowego), a 0 < ki, kg, kj, Ky <
o0, 0 < e < 1 stanowia pewne state.

Uwaga 2.2. Ograniczenie wprowadzone przez zatozenie 2.3 mozna ztagodzic i przed-
stawione rozwazania rozszerzyé na klase sygnatow ograniczonych na dowolnym prze-
dziale. Jesli bowiem sygnal ograniczony jest przez pewng statg A > 1, tj. ¥, |x,| < A,
to wejscia systemu mozna znormalizowaé (poprzez podzielenie ich przez A), a stalg
B zastqpic przez AB. Operacja ta nie zmienia promienia zbieznosci rozwiniecia Tay-
lora funkcji o(-), gdyz jest on nieskoniczony (jest to konsekwencjg zatozenia 2.2).

2.3.1 Btlad aproksymacji

Przez blad obciecia podwdjnie obcietego szeregu Volterry (rzedu P, dtugosci
pamieci M) bedziemy rozumieli maksymalna mozliwa réznice pomiedzy wyjsciem
systemu (2.8), a wyjsciem najlepszego modelu Vp . Wielko$¢ ta wyrazona jest wzo-
rem

epy = inf  sup |minplz] — Viz]|. (2.10)
ve{ Ve | zeR>
Lemat 2.1. Dla systemu LNL zdefiniowanego przez wzdr (2.8) i spelniajgcego za-
tozenia 2.1 © 2.2, dla klasy sygnatow wejsciowych spetniajgcych zalozZenie 2.3, blgd
obciecia (2.10) spetnia nastepujacg nieréwnosé

€p M S Clcip -+ CQ}\iM, (211)

gdzie X = (max; |G|) ™" > 1 (dla & bedgcego i-tym biequnem transmitancji pierwszego
podsystemu liniowego) i gdzie ¢; > 0,c5 > 0,C > 1 to pewne stale, niezaleine od
PiM.

Dowdd. Dowdd przedstawiony zostat w dodatku 2.A. m

Zauwazmy, ze dla systemu spetniajacego podane zatozenia zachodzi

hm e =0,
Pt P.M

a zatem lemat 2.1 pokazuje, ze podwdjnie obciety szereg Volterry, przy zatozeniu
ograniczonego wejscia, zbiega (w sensie sygnatu wyjéciowego) do prawdziwego sys-
temu. Tak wiec, lemat ten, oprocz wskazania szybkosci zbieznosci reprezentacji vol-
terrowskiej, dla okreslonej klasy systemdéw rozszerza zakres stosowalnosci twierdze-
nia [11], bowiem — mimo nieskonczonej pamieci systemu — dopuszcza wykorzystanie
modeli z obcigta pamiecia.
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2.4 Konstrukcja modeli volterrowskich

Jak pokazujemy ponizej, znajomos¢ gérnego ograniczenia bledu obciecia po-
zwala na oszacowanie btedu aproksymacji rozwazanej klasy modeli.

Whiosek 2.1. Niech APM oznacza blgd aproksymacji oparty o kwadratowq funkcje

apr.

straty dla modeli klasy {Vpm : p < P,m < M}. Dla systemu spelniajgcego warunki
podane w lemacie 2.1 zachodzi nastepujgca nieréwnosc

APM < 92072 1 92 \72M (2.12)

apr.

gdzie poszczegolne state odpowiadajg tym z lematu 2.1.

Dowdd. Niech m* € argmin, (Viran } L(m) bedzie modelem minimalizujacym kwa-
dratowsg funkcje straty, a m™ € argmin, (Vipar)} SWPaeres |minL[x] — V]z]| mode-
lem minimalizujacym blad obciecia. Z faktu, iz L(m*) < L(m™), wynika nastepujaca
nierownos¢

AP’M = L(m*) — L(mLNL) < L(m+) — L(TI’LLNL).

apr.

Zauwazmy teraz, ze prawg strone powyzszego wzoru mozna dalej ograniczy¢ przez
L(m™) = L(mine) = E{mine[Xo] = m™[X ]} < ebyy,
a wiec dokonujac podstawienia (2.11), otrzymujemy nieréwnosé

AP’M S (ch_P + CQ)\_M)Z.

apr.

Zastosowanie nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza konczy dowdd. O

2.3.2 Podsumowanie

Rozwazana klasa systemow obejmuje wszystkie stabilne struktury z m.in. sinu-
soidalnymi, wielomianowymi i eksponencjalnymi nieliniowo$ciami. Niemniej jednak,
zastosowana technika dowodowa stawia dodatkowe wymagania dotyczace gtadkosci
funkeji (+), co bez narzucenia dalszych ograniczen na klase sygnatéw wejsciowych,
wyklucza np. funkcje arctan(-).

Uzyskany wynik postuzy w dalszej czesci pracy jako punkt wyjscia do konstruk-
¢ji algorytmu modelowania systeméw LNL z nieskoniczong pamiegcia.

2.4 Konstrukcja modeli volterrowskich

Istotng cechg funkcjonatéw Volterry, ktora sprawia, ze sg one atrakcyjne z punktu
widzenia modelowania systemow, jest to, ze sa one liniowe ze wzgledu na parame-
try. Mianowicie, dla dowolnych «, 8 € R oraz a,, b, € KC,, p-ty funkcjonal Volterry

35
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spetnia tozsamosé

H, [x,; aa, + Bby]
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i1=0 ip= j=1
0o 00 p
=a ) > ap(is, .. ip) [] 2nmy,
i1=0  ip=0 j=1

Dzigki temu, tak jak powiedzieliSmy w rozdziale pierwszym, modele oparte o re-
prezentacje Volterry mozna przedstawi¢ jako liniowa kombinacje elementéw pewnego
stownika S (zob. wzér (1.11)). Oméwimy teraz konstrukcje stownikéw dla modeli
volterrowskich.

Niech C%; oznacza zbiér zawierajacy unikalne p-elementowe krotki, zawierajace
indeksy od 0 do M — 1, przyktadowo C2 = {(0,0), (0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2)}.
Niech teraz G(p, L) bedzie odwzorowaniem C%; w zbi6r przeksztalcen {¢a,, @as, - - - }
gdzie a; oznacza i-ty element zbioru C¥,. Jak latwo sprawdzi¢, przyjmujac

Qpa(mn) - H Tpn—as

aco

p-ty obciety operator Volterry z pamiecig dtugosci M moze by¢ wyrazony jako li-
niowa kombinacja elementéw G(p, M), w nastepstwie czego, stownik volterrowski
rzedu P i pamieci dlugo$ci M definiujemy przez

Spu = {1} U L_PJ G(p, M),

gdzie 1(x,) = 1, oznacza element staly, bedacy odpowiednikiem operatora Volterry
rzedu zerowego.

Korzystajac z powyzszego formalizmu bedziemy takze definiowali stowniki, na

ktore sktadaja sie funkcjonalty posiadajace pamie¢ réznej dhugosci, tj.

P
S(le-,MP) = {1} U U g(p, Mp)'
p=1
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Dodatki

2.A Dowdd lematu 2.1

Dowdd. Zauwazmy, ze btad obciecia (2.10) speklia nastepujaca nieréwnosé

P
_Z‘ hph, an i;

_Z...Zh i, . H:cn ] (2.13)

gdzie hy(-) sa jadrami reprezentacji volterrowskiej rozwazanego systemu. W kolej-
nych krokach bedziemy chcieli znalezé¢ zalezno$é¢ pomiedzy poszczegdlnymi sktadni-
kami wzoru (2.13), a parametrami systemu.

W tym celu zwr6¢émy uwage, ze funkcja ¢(x), charakteryzujaca podsystem nie-
liniowy, jest funkcjg gladka, co wiecej, dzieki zatozeniu 2.2 jest tozsama swojemu
szeregowi Taylora na dowolnym przedziale [—r,r], r > 0, zatem w szczegdlnosci
zachodzi

¢'(0) . ¢"(0) 5, ¥"(0) -
() = p(0) + o+ z? + 3 = gcpiﬂ (2.14)
gdzie ¢, = % oznacza p-ty wspotczynnik rozwiniecia. Tym samym, p-te ja-
dro reprezentacji volterrowskiej systemu jest okre$lone przez wzér hy(iy,...,i,) =

6 T2 g jli li i, gdzie I, = 0 dla. i < 0 (zob. np. [53,55)).

Zauwazmy, ze suma modutéw wszystkich elementéw p-tego jadra reprezentacji
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Rozdziat 2 Reprezentacja systemow oparta o szereg Volterry

spetnia nierownosé

o0

00 %) 0 00 P
i1=0 =0 j=1

i1=0  ip=0

|Cp| Z |9i] Z iy i -+ Z |lip—i|

i1=0 ip=0

= lepl D_ il {ZUJ‘@" < lepl 3 lgil [ZIM] - (2.15)
=0 j=0 i=0 §=0

Przypomnijmy, Zze na mocy zatozenia 2.1, odpowiedz impulsowa pierwszego bloku
dynamicznego jest ograniczona przez

1] < kzﬂg(lis),

gdzie 0 < pp < 1,0 < b < 0010 < e <1 sg pewnymi statymi. W konsekwen-
cji, sume modutéw kolejnych elementow wektora odpowiedzi impulsowej pierwszego
podsystemu ograniczymy z gory przez

i(1-e) k
Z|l|<zsz0(1 Zl_flﬂ_g:Kla

l

a sume czesciowy przez

3 k 3 )
Z|Z|<zml e S U
l

Postepujac analogicznie z drugim podsystemem liniowym, otrzymujemy nieréwnosci
Yol < Kgi ¥ g < Kgpg/‘[(l_e). Z kolei, z zalozenia 2.2 i wzoru (2.14), wynika
i=0 i=M

ze wspotezynniki rozwiniecia nieliniowosci w szereg potegowy sa ograniczone przez
lcp| < % < C1CyFP, p > 1, dla pewnych Cq, Cy > 0. Jak zostanie pokazane, w celu
wymuszenia zbiezno$¢ gornego ograniczenia bledu obcigcia, wymaga sie wprowa-
dzenia zalozenia technicznego, Co > 2K, (zauwazmy, ze nier6wnosé¢ ta moze by¢
spetniona zawsze gdyz jak tatwo pokazaé, dla dowolnego nieujemnego Cj, istnieje
takie Oy, ze B/ < C,C5 " jest spetione dla kazdego p).

LQCZQC powyzsze wyprowadzenia, otrzymujemy gorne ograniczenie wyrazenia
(2.15)

S S ylin, -y dp)| < C1O3PRGKY,

i1=0  ip=0
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2.A Dowéd lematu 2.1

co pozwala oszacowaé pierwszy skladnik wzoru (2.13), tj

> 2 2 i)l

p=P+1i1=0  ip=0

<CiK, > CyPKY

p=P—+1
( >P+1
= O~ =0 (¢, (2.16)
Co

gdzie C' = % > 1. W celu uproszczenia analizy drugiego sktadnika wzoru (2.13),

w kolejnym kroku wyprowadzimy gdérne ograniczenie nastepujacego wyrazenia

P

[ele) [e'e] M-1 M-1 p
Z~'-th(i1,...,ip)H:cn,ij—Z--~th(z'1,...,ip)Ha;n,i].
j=1 j=1

i1=0  ip=0 i1=0  ip=0

o p p M-1 00
Zgz H lij—i H Tp—ip — Z Z Cp Zgz H lzj—z H Tn—iy,

I
M8
Mg

i1=0 ip=0 =0 7j=1 k=1 11=0 ip=0 i=0 7j=1
. . p p
= szgz (Z lJ—lx”—J) - szgl (Z li—izy, J)
=0 7=0
co o0 M-1 P M-1 P
=1 0i [(Z li—iTn—j + Y lj—z‘f’?n—j) - (Z lj—z‘l’n—j) ]
=0 j=M j=0 j=0

B cpfjgzipj (p) (Z it J)p" (24 zj—i:cn_j)q

ICpIIIXnHZOf;lgilfj1 (Z) (E% 15 |) 7 (%Uﬂ)

SOlCz_ngK{’i@) (1= 2" (A )<0102PKK;>§:<§>
e, (&) [0y } e, (5 3 [0y }

K; 2K,

P p—1
< OK, (?) AN 9l = K, (O) AM (2 1) < O (c) AM
2 i=0 2 2

IN

gdzie A = pl_(l_g). 7, oszacowania tego wynika, ze

P 00 o0 P MY = -
sup SIS iy yip) [T omes, — D - >0 hp(z'l,...,z'p)Hlx _
i=

rER>®

p=1 |i1=0 ip=0 7=1 i1=0 ip=0
21\ P

o 2Kl> L (2Kz> - (%)

< O KA Z ( ) <GEAM (G (25
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gcugxM<

2&)1_1 _ o)

2K,
@1 ()
Ostatecznie, taczac (2.13) z (2.16) i (2.17), otrzymujemy
€p M S 61C,p + CQ)\iM,

C1Kq4K,;
Co—K;

201 K, K

>0icy = Ch—2K,

dla ¢; =

40

> 0, co konczy dowdd.

(2.17)



Rozdziat 3

Reprezentacje systemow oparte
0 szeregi ortogonalne

W rozdziale tym oméwimy reprezentacje oparte o rozwiniecie Wienera oraz
rozwiniecie w chaos wielomianowy, okreslane szerzej jako reprezentacje ortogonalne.
Mimo, ze oba te zagadnienia sa ze soba silnie zwigzane, to ze wzgledow historycznych
potraktujemy je rozdzielnie, na kornicu rozdziatu proponujac jednolity sposéb ich
opisu.

Koncepcje lezace u podstaw reprezentacji opartych o szeregi ortogonalne i sze-
reg Volterry sg znaczaco rozne. W tej pierwszej bowiem, wyjscie systemu traktuje sie
jako zmienna losowa, ktora nastepnie rozwija sie w szereg nieskorelowanych zmien-
nych bazowych stanowiacych pewne, w ogoélnosci nieliniowe przeksztatcenie sygnatu
wejsciowego. W omawianym przypadku reprezentacja ortogonalna ma wiec z defini-
cji charakter stochastyczny.

Bedziemy zakladali, ze wejscie systemu, {X,}, jest ciagiem 4.i.d. zmiennych
losowych okreslonym na pewnej przestrzeni probabilistycznej (2, F, P), gdzie stan-
dardowo €2 oznacza przestrzen zdarzen elementarnych, 7 = o({X,}) to o-cialo ge-
nerowane przez ciag { X, }, a P to miara probabilistyczna. Z kolei o (niezakt6conym)
wyjsciu systemu, mgys[ X ], bedziemy zaktadali, ze jest zmienna losowa nalezaca do
przestrzeni Lo (2, F, P) zmiennych losowych ze skonczong wariancja, okreslonych
na (£, F, P). O systemie, ktérego charakterystyka spelnia ten warunek bedziemy
moéwili, ze nalezy do klasy Wienera (w odniesieniu do danego rozkladu wejscia). Z
przestrzenia Lo(2, F, P) bedziemy wiazali iloczyn skalarny, zdefiniowany przez

(U, V) =E{UV},

dla U,V € Ly(Q, F, P).
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

3.1 Ogdlna postaé reprezentacji ortogonalnej

W ogdlnosci, reprezentacja systeméw nieliniowych oparta o szeregi ortogonalne
przyjmuje postac

Wizl = go + > Gy i 9] (3.1)
p=1
gdzie go jest stata (ktéra, podobnie jak w przypadku reprezentacji volterrowskiej,
bedziemy dla wygody oznaczali przez Go|xn;go]), a przez G, : R® x K, — R
oznacza¢ bedziemy funkcjonat Wienera p-tego rzedu. Dla dowolnych jader, g; i g;,
funkcjonaly te spetniaja warunek ortogonalnosci, tj.

A; >0, dlat=j

0, w przeciwnym wypadku,
(3.2)

gdzie wartos¢ oczekiwana rozpatrywana jest wzgledem wektora X,. Funkcjonaty

spelniajace powyzszy warunek powstaja przez ortogonalizacje funkcjonatéow Vol-

terry, stad przyjmujg postac

<Gi7 GJ> = E{Gz [Xn;gi] Gj [Xn;gj]} = {

p

Gy [0 93] = gow) + D_ Hr |3 9r(] (3:3)

r=1

gdzie g, = gp € K, stanowi jadro p-tego rzedu, a przez g,(,) € K, dlar < p oznacza
si¢ tzw. jedra pochodne, powstate przez pewne przeksztalcenie jadra wtasciwego, gp,.

Zauwazmy, ze inaczej niz w przypadku reprezentacji opartej o szereg Volterry,
dany system nie posiada unikalnej reprezentacji ortogonalnej, bowiem postac i jadra
rozwiniecia (3.1) zalezne sa od rozktadu prawdopodobienistwa sygnalu wejsciowego.

Podobnie jak w przypadku reprezentacji volterrowskiej, takze i tu bedziemy
rozwazali podwdjnie obcietg reprezentacje ortogonalng

P

WeaiEa) = g0+ Y Gpr [@ns gy,
p=1

oparta o funkcjonaty

p
Gyt [®n; 9] = Jo(p) T Z H, n [wn; gr(p):| :

r=1

3.2 Wejscie o rozkladzie gaussowskim. Szereg
Wienera

Dla zachowania przejrzystosci, wyprowadzenia wzoréw przedstawionych w tej
sekeji zostaty przeniesione do dodatku 3.B (strona 56).
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3.2 Wejscie o rozktadzie gaussowskim. Szereg Wienera

Zat6zmy teraz, ze wejscie systemu, { X, }, jest ciagiem .7.d. zmiennych losowych
o rozkladzie normalnym, X,, ~ N(0,0?). Wtedy, pierwsze trzy funkcjonalty Wienera
wyrazone sg nastepujacymi wzorami:

mnugl Zgl g;n (2]

Gs [,; go] ——022921 i +ZZgz@J T i,
=0 j=0

G [mnug3 _30 Zzgfﬂ i ] j Ln—i +Zzzg3 i .]7 mn—ixn—jxn—ka

=0 j=0 =0 j=0 k=0

tak wiec, zgodnie z formalizmem wprowadzonym w réwnaniu (3.3), jadra pochodne
powyzszych funkcjonaléw (niebedace tozsamosciowo réwne zeru) dane sa przez

Goz) = =02 g2(i,i) oraz gy (i) = —30% > g3(i, 4, j)-
i=0 j=0

O ile postac¢ funkcjonatu GG; jest tozsama z postacia funkcjonatu Volterry pierwszego
rzedu, o tyle kolejne funkcjonaty Wienera sa juz istotnie rézne od ich volterrowskich
odpowiednikéw. W ogdlnosci, dla wejscia gaussowskiego, p-ty funkcjonat Wienera
przedstawia si¢ wzorem

D
p + X7 Hy [ gory |, dla p parzystego,
GP [wn; gp] = ptl
S Hy (@i g ] dla p nieparzystego,
co w zwartej formie zapisa¢ mozna jako

5]

iIZn, gp Z —2r [mn; gprT(p)} 5

gdzie jadra kolejnych funkcjonaléw H [-, -] dane sa przez (zob. stwierdzenie 3.2)

. . (=1pl () S :
gp—2r(p)(]17"'7jp72r> = (p 27’ '7"2T Z ng Z17217'"727“721"7]17"'7‘71)721")'
11=0 i =0

Wyrazy stojace przed pierwszym znakiem sumowania nieprzypadkowo przypominaja
wartos$ci wspotezynnikéw wielomianéw Hermite'a (patrz dodatek 3.A.1). Niech

W(“ )(a:n) Hkl (Jin_Tl) .. Hkp ($n_7p>, (34)
oznacza wielomian Hermite’a p-tego stopnia wielu zmiennych, gdzie k; oznacza liczbe
wystapien liczby 7; w krotce (i1, ..., 14,), tak ze speliony jest warunek >-7_, k; = p

Zgodnie z stwierdzeniem 3.5, dowolny funkcjonat Wienera, mozna wtedy przedstawic
w formie liniowej kombinacji funkeji (3.4),

G [mn7 gp - Z Z gp Zlu cey Lp(ih...,ip)(wn)- (35)

7,1 =0 ”Lp—O

43



Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

3.2.1 Wyznaczanie jader funkcjonaléw

Rozwazmy iloczyn skalarny funkcjonatéw G,. Niech {r,..., 7} bedzie zbiorem
wszystkich unikalnych elementéw zbioru {iy,...4p, j1,. .., jr}. Korzystajac z faktu
ze zmienne losowe {X,,} sa 4.i.d., otrzymujemy

<w(i1:-~vip)(Xn)v W(J'1,.--,J'T)(Xn)> = <Hk1 (X’Vl—ﬁ)? Hy,y (Xn—n)>
<Hkt (Xn—7t>’ %lt<Xn—7't)> ) (36)
gdzie k; = #(m € {i1,...,7,}) oznacza liczbe wystapien elementu 7, w zbiorze
{ir,...,ip}, al; = #(m € {j1,...,Jp}). Rozwazmy dwa przypadki:

1. Niech p # r. Wtedy co najmniej jeden element prawej strony réwnania (3.6)
jest iloczynem skalarnym wielomianéw Hermite’a réznych stopni, a wiec

<Lp(i1r~:ip)(Xn)7 W(J'l,...,jr)<Xn)> =0.

2. Niech p = r. lloczyn (3.6) jest rézny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego 1 = 1,...,t, spetniony jest warunek k; = [;.

Tak wiec, z faktu, ze <’H£§’2](X), HI[;UQ](X)> = pl(0?)?, wynika, ze iloczyn (3.6) wynosi

(O'Q)pngzl k‘zl, dla (il,...,ip> GT(jl,...,jT)
0, w przeciwnym wypadku,

<&p(i17---»ip)(Xn)7 LD(jl,---,jr)()(n)> = {

(3.7)
gdzie m(j1,...,Jr) oznacza zbiér wszystkich krotek otrzymanych przez permutacje
elementéw krotki (41, ..., j,). Korzystajac z (3.5), otrzymujemy

<W[Xn]aw(z‘1,...,ip)(Xn)> = (o?)" 1:[1/%' > Gp(in, -, ip).

(il7"'77:p)67r(i17-'-7i7‘)

Jedli wiec przyjmiemy reprezentacje oparta o jadra trojkatne (analogicznie jak w przy-
padku reprezentacji volterrowskich), wtedy element jadra p-tego rzedu o indeksie
(i1, ...,14p), gdzie iy > iy > ... > i, dany jest przez wzor

gp(is, ... ip) = (62) 7P (1‘[1 k:') <W[Xn],w(i1wip)(Xn)> . (3.8)

Jezeli system o charakterystyce mgys|-] nalezy do klasy Wienera to, jak pokazemy
w nastepnej sekcji, przyjmuje reprezentacje (3.1), ktorej jadra wyznacza si¢ analo-
gicznie jak we wzorze (3.8), tj.

Gp(i1, ..., 0p) = (o?)7P (1_[1 /{;ﬂ) <msyS[Xn], W(il,...7z‘p)(Xn)> . (3.9)
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3.2 Wejscie o rozktadzie gaussowskim. Szereg Wienera

3.2.2 Wtasnosci aproksymacyjne

Opierajac sie o wyniki dotyczac rozwiniecia w chaos wielomianowy, omoéwimy
teraz wtasnosci aproksymacyjne szeregu Wienera.

Twierdzenie 3.1. Niech myys|-] bedzie charakterystykq pewnego systemu nalezgcego
do klasy Wienera (w odniesieniu do wejscia o rozkladzie normalnym). Wtedy, ob-
ciety szereg Wienera, Wp y[-], ktdrego jadra dane sq wzorem (3.9), zbiega do mygys|-]
w sensie sredniokwadratowym, tj. dla bledu zdefiniowanego przez

epM = E{msys[Xn] - WP,M[XN]}27

zachodzi
P,]1\14IEOO €PM = 0.
Dowdd. Dowdd przedstawiony zostal m.in. w pracy [28, tw. 2.2]. H

W konsekwencji powiemy, ze systemy klasy Wienera przyjmuja reprezentacje
(3.1), tj. mgys[x,] > Wx,|. Nalezy zaznaczyé jednak, ze zbieznosé¢ sredniokwadra-
towa nie implikuje zbieznosci punktowej, tak wiec w ogdlnosci, istnieje taki sygnat
wejsclowy u € R, ze mgys[u] # Wlul.

Podobnie jak w przypadku klasy systemow z pamiecig zanikajaca, klasa syste-
mow Wienera zawiera w sobie systemy z pamigcia nieskonczong, ktéra w pewnym,

jakosciowo odmiennym sensie rowniez musi zanikaé. Zauwazmy bowiem, ze warian-
cja szeregu Wienera wynosi

Var{W[X,]} = E{W?[X,]} — E{W[X.]}%

co ze wzgledu na ortogonalno$é funkcjonatéw i fakt, iz E{W[X,]}? = go, oznacza,
ze zachodzi nastepujaca réwnosé

Var(WX, ) = 30 % o 3 g2l BB, (X0)

Z faktu, ze wariancja reprezentacji zbiega do wariancji systemu oraz warunku (3.7)
wynika wiec, ze jadra systeméw nalezacych do klasy Wienera sa sumowalne z kwa-
dratem, tzn.

Z---Zgﬁ(il,...,ip)<oo,

i1=0  ip=0

co w praktyce oznacza, ze system nalezacy do klasy Wienera ma pamieé¢ zanikajaca,
w tym sensie, ze wspotczynniki g, odpowiednio szybko zbiegaja do zera.

Jak pokazujemy ponizej, twierdzenie 3.1 implikuje zbieznosé¢ btedu aproksyma-
cji do zera.
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

Wnhniosek 3.1. Niech AP M- oznacza oparty o funkcje kwadratowq blgd aproksymacyi

dla klasy modeli nalezgcych do zbioru

M:{Wp,m[] pSP,mSM}

Jesli dla systemu opisanego réwnaniem (1.1), w ktorym zaktocenie spetnia zatozenie
1.1, zachodzi
Var{m,| X ,]} < oo, (3.10)

to prawdziwe sqg nastepujgce stwierdzenia:

1. Model Wp ], ktorego jadra okreslone sq za pomocg rzutowania ortogonalnego
(jak we wzorze (3.9)), minimalizuje blgd aproksymacji ALY

2. Blgd aproksymacji Afby zbiega do zera, tj. limp pr—yoo Afpy = 0.

Dowaod. Zwr6éémy uwage, ze wariancja wyjscia systeméw spetniajacych podane wa-
runki wynosi

Var{Y, } = Var{mgs[X,]} + 02,

a wiec jesli spelniony jest warunek (3.10) to system nalezy do klasy Wienera i przy-
biera reprezentacje

Miays[ X 0] ZG X0 9p) - (3.11)

Podobnie, tatwo sprawdzi¢, ze ze Wzglgdu na fakt, iz zaktécenie ma zerows wartosé
oczekiwang i jest niezalezne od wejscia systemu, btad $redniokwadratowy modelu
m[-] wynosi

L(m) = E{(msyS[Xn] + Zn) — m[Xn]}2 = ]E{msyS[Xn] - m[Xn]}2 + U%’

Dokonujac postawienia (3.11) i m[X,] = Zp 0 Gp.m [ n 9;,], otrzymujemy

L(m) = Z Z e Z[gp<i17 cee 72.17) _g;;(ila N . )]Q]E{Lpll, 1 (Xn)}2

gdzie

P 00 o)
RP,M = Z Z T Z g;%(ila s 7ip)E{w(il,--~7ip)(Xn)}2+

p=0i1=M+1 i,,:M+1

+ Z Z ng iy i) B, ) (X))}

p=P+1141=0 ip=0

jest reszta, niezalezna od jader g,. Tym samym, w danym zbiorze M, jadra mo-
delu minimalizujacego wyrazenie L(m), m* = 25:0 Gp.m [:L'n; g;;], dane sa przez
g(iv, - yip) = gp(in, - .., ip), czym udowodniliémy stwierdzenie 1.
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3.2 Wejscie o rozktadzie gaussowskim. Szereg Wienera

W celu udowodnienia stwierdzenia 2, zauwazmy, ze btad $redniokwadratowy
charakterystyki mgys wynosi L(msys) = 0. W zwiazku z powyzszym, blad aproksy-
macji wynosi

APM = B{mgys[ X ] — m* [ X ] }2

apr.

Zgodnie z twierdzeniem 3.1 wyrazenie to zbiega do zera, gdy P, M — oc. O

Przyktad 3.1. Rozwazmy system o strukturze LN (rys. 2.1 z przykladu 2.1), kté-
rego podsystem dynamiczny opisany jest odpowiedzig impulsows o skonczonej dtu-
gosci, h; = 27" dla i = 0,1, 2, a charakterystyka nieliniowa dana jest przez wzoér

o(@) = {1, dla z € (—1,1],

0, w przeciwnym wypadku.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na nieciaglo$¢ funkcji ¢(z), system ten ma wlasnosé
pamieci zanikajacej jedynie dla sygnalow wejsciowych nalezacych do zbioru K =
o} 2 zall, < |07 = 1}, w zwigzku z czym mozliwo$¢ wykorzystania repre-
zentacji volterrowskiej jest znaczaco ograniczona. Niemniej jednak, jako ze rozpatry-
wany system nalezy do klasy Wienera, istnieje mozliwos$¢ jego rozwiniecia w szereg

ortogonalny (3.1).

1.0 - o 2 o
1 1
0.8 1 i |
1 1
1 1
0.6 - : '
] !
0.2 - v N
/[ 1 | -
0.0 -
\\/ 2 \/
—0.2 1 o =1
c2=0.3
_04 T T T T T
) —1 0 1 2
T

Rysunek 3.1: Przekrdj charakterystyki modelu dla ustalonego x,, 1 =z, 9 = -+ =
0. Na wykresie przedstawiono takze wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa
sygnatow wejsciowych

Na wykresie 3.1 przedstawiono przekré6j charakterystyk dwoch réznych modeli
wienerowskich rzedu P = 20, ktorych jadra zostaty wyznaczone metoda Monte
Carlo, w oparciu o wzor (3.8), dla gaussowskich sygnatéw wejsciowych o warian-
cjii 02 = 11i 0% = 0,3. Pomimo, iz kwadrat réznicy pomiedzy wyjéciem modelu,
a systemem, e(x) = (Y, — G(p|x])?, dla przedstawionego zakresu jest srednio

47



Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

duzy wyzszy dla modelu drugiego (o = 0,3), rys. 3.2b, jak wynika z wykresu 3.2a,
blad aproksymacji jest wyraznie wyzszy dla modelu pierwszego (0% = 1). Wynika
to z faktu, ze btad aproksymacji uzalezniony jest od miary prawdopodobienstwa
sygnatu wejsciowego. W zwiazku z tym, model drugi, do estymacji ktérego uzyto
sygnatu o mniejszej dyspersji, lepiej odwzorowuje system w okolicy punktu zero-
wego, niz model pierwszy. Przektada sie to na mniejszy btad $redniokwadratowy,
gdyz wokot zera, charakterystyka rozpatrywanego systemu jest gtadka. Z drugiej
strony model pierwszy doktadniej aproksymuje system dla sygnatéow wejSciowych
o wiekszej amplitudzie.

—_—— g2 =1
—o - 02=0.3
0.20
<«  0.15 1
=
g
q -
0.10 A
0.05
0 5 10 15 20
P
(a)
0.6
o2 =1
0.5 02 =03
0.4 1 \
0.3 1
@© | 1 | |
0.2 1 ‘ |
. \/\4 | \ | \/\}
0.0 A\/—\/ . N/
_01 T T T T T
—4 -2 0 2 4
'/L"Il
(b)

Rysunek 3.2: Poréwnanie btedéw modeli dla dwéch réznych wariancji sygnatu
wejéciowego. Rysunek (a) przedstawia blad aproksymacji modelu w zaleznosci od
rzedu rozwiniecia, P; na rysunku (b) pokazano kwadrat réznicy miedzy wyjsciem
modelu i systemu w punkcie x,, = [x,,0,0,...]
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3.3 Wejscie o rozkladzie nieguassowskim.
Rozwiniecie w chaos wielomianowy

Postac¢ szeregu Wienera wynika z zatozenia o rozktadzie normalnym sygnatu
wejsciowego. Zasadnym staje sie wiec pytanie o mozliwosé konstrukeji szeregdéw or-
togonalnych w odniesieniu do sygnatéw wejsciowych o innych rozktadach prawdopo-
dobienstwa. Jak sie okazuje, dla pewnej klasy rozkltadéw wejscia, uogélnienie takie
jest mozliwe. Ponizsze twierdzenie przedstawia warunki zbieznosci reprezentacji
(3.1) do systemu.

Twierdzenie 3.2. Niech {X,,} bedzie ciggiem i.i.d. cigglych i ograniczonych zmien-
nych losowych, spetniajgcych warunek P(a < X, < b) =1, dla pewnych a,b < co.
Jesli system opisany charakterystykq my,s[X,|, nalezy do klasy Wienera (wzgledem
rozktadu zmiennej X,,), to podwdjnie obciety szereg ortogonalny, Wp (-], ktorego
jadra wyznaczono za pomocg rzutowania ortogonalnego (jak we wzorze (3.9)), zbiega
do myys|-] w sensie Sredniokwadratowym, gdy P i M dgzy do nieskoriczonosci.

Dowaod. Zauwazmy, ze zatozenia o sygnale wejSciowym implikuja nieréwnosé

E{X*} = /ba 2* f(x)dr < /ba ‘xk‘ f(z)dr < max(|al, |b])*,

co jest réwnoznaczne z istnieniem wszystkich momentéw zmiennej losowej X,,. Wo-
bec tego, zbiezno$é szeregu ortogonalnego do zmiennej Y, wynika z [28, wniosek
3.10]. O

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze warunki istnienia reprezentacji ortogonal-
nej, podane w powyzszym twierdzeniu sa wystarczajgce, ale nie konieczne, istnieje
zatem mozliwo$¢ rozwazenia innych rozkladéw (zob. [28]); majac jednak na wzgle-
dzie zastosowania praktyczne, ograniczymy si¢ do warunkow podanych powyzej.

Whniosek 3.2. Stwierdzenia zawarte we wniosku 3.1 sqg prawdziwe takze dla repre-
zentacji opartych o rozktady niegaussowskie, spetniajgce warunki twierdzenia 3.2.

Przyklad 3.2. Przyktadowa rodzing rozktadow spetniajacych warunki twierdzenia
sa rozktady jednostajne, dla ktorych reprezentacja ortogonalna opiera sie o wielo-
miany Legendre’a (zob. dodatek (3.A.2)); dla wejscia X,, ~ U[—a,a], 0 < a < oo,
funkcje sktadowe szeregu przyjmuja wtedy postac

w(il,...,ip)<wn) = Egll] (I‘n,n) . ,CE:;]] (I’n,-,—p>,

gdzie, jak poprzednio, k; = #(7; € {i1,...,ip}).

Wréémy do systemu z przyktadu 3.1. Na rysunku 3.3 przedstawiono charakte-
rystyke dwdch réznych modeli ortogonalnych tego systemu, uzyskanych w oparciu
o sygnal wejsciowy majacy rozklad jednostajny X, ~ U[—a,a] i ograniczony przez
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Rozdzial 3

Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne
aproksymacji modelu w zaleznosci od P.

a = 1 oraz a = 2. Z kolei na rysunku 3.4 pokazano wykres przedstawiajacy btad

Rysunek 3.3: Przekroj charakterystyki modelu dla ustalonego x,, 1 =z, 9 = -+ =
sygnatow wejsciowych

0. Na wykresie przedstawiono takze wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa

T |
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Rysunek 3.4: Blad aproksymacji modelu w zaleznosci od rzedu rozwiniecia



3.4 Konstrukcja modeli ortogonalnych

3.4 Konstrukcja modeli ortogonalnych

Konstrukcja stownikéw dla modeli ortogonalnych jest analogiczna do konstruk-
cji modeli volterrowskich, przedstawionej w sekcji 2.4 i rézni sie tylko sposobem
definicji elementow stownika, ¢4 (+), ktore dla uproszczenia bedziemy normalizowad,

Yia yeesOlp (mn)
Sﬁa(wn) = o ) )
\/<w(a1,...,ap)a w(al,...7ap)>

gdzie funkcje ¥4, . q,)(-) sa ortogonalne wzgledem rozwazanego rozktadu sygnatu
wejsciowego.

3.5 Studium przypadku — aproksymacja systemu
NL

Zbadamy teraz szybkos¢ zbieznosci bledu aproksymacji obcietej reprezentacji
Wienera dla szerokiej klasy systeméw Hammersteina, z nieskonczona pamigcia oraz
charakterystyka nieliniowa, ktora jest catkowalna z kwadratem.

Tn

ey B

o | Un
{9}

Rysunek 3.5: System Hammersteina

Rozpatrzmy system o strukturze Hammersteina (NL, rys. (3.5)), opisany row-

naniem
o

Yn = mnp[x,] = ggigo (Tpi) - (3.12)

Niech oo
L2(X)={f: X = R: /_OO fA(z)w(x)dzr < oo}

oznacza przestrzen funkeji catkowalnych z kwadratem wzgledem pewnej miary w(zx),
z iloczynem skalarnym danym przez

(f.9)= | F@g@)e)ds

i norma || f|;2 = (/7o F2(2)w(z)dz)?. Zwrécimy uwage na podzbiér funkcji naleza-
cych do przestrzeni Sobolewa H%(X) C L2(X), definiowanych nastepujaco

vf
Hg(X):{f:X%R:QGLW(X), 0<p<gq}.

W stosunku do poszczegdlnych blokow systemu poczynimy nastepujace zatozenia:
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

Zalozenie 3.1. Podsystem lintowy jest asymptotycznie stabilny.

Zaltozenie 3.2. Charakterystyka nieliniowa () nalezy do przestrzeni Sobolewa,
p € H(X).

Zatozenie 3.1 pozwala ograniczy¢ kolejne komponenty odpowiedzi impulsowej,
analogicznie jak w réwnaniu (2.9),

lg:| < ko, (3.13)

gdzie 0 < k < 00i0 < p<1topewne state.

Dzieki zatozeniu 3.2, funkcja ¢(-) moze zosta¢ rozwinieta w szereg wielomianéw
ortogonalnych. Na przyklad, dla X = R, w(z) = \/%6_%12 funkcja ¢(+) przyjmuje

reprezentacje oparta o wielomiany Hermite’a,

ze wspOtczynnikami okreslonymi przez o; = (p, H;). Tym samym, réwnanie (3.12)
przybiera postac

mw [@n] Z Ji Z a;Hi(xn—i) (3.14)
=0 7=0
Analogicznie, dla X = [—1,1], w(z) = 1, funkcja ¢(-) moze zostaé przedstawiona za

pomoca szeregu wielomianéw Legendre’a,
MNL wn Z gi Z Oé] xn z
=0 7=0

W efekcie, funkcjonal myy[-] moze zostaé rozwiniety w szereg ortogonalny. Zachodzi
wiec tozsamosé

mni|Tn] = ko + Z Gy [@n; kpl

p=1

gdzie kg = g, a dla p > 1, jadra rozwiniecia dane sg przez

ol — iy ==,
ky(in, ... 0,) = p9i Gar=n K (3.15)
0, w przeciwnym wypadku.

3.5.1 Btlad aproksymacji

Przedstawimy teraz dwa lematy dotyczace btedow aproksymacji dla dwoch roz-
nych klas nieliniowoéci oraz sygnatéw wejsciowych.
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3.5 Studium przypadku — aproksymacja systemu NL

Lemat 3.1. Niech Afﬁ/_] oznacza blgd aproksymacji systemu Hammersteina opisa-
nego rownaniem (3.12) dla klasy modeli ortogonalnych opartych o wielomiany Her-
mite’a i sygnatu wejsciowego bedgcego ciggiem i.i.d. zmiennych losowych majgcych
rozklad normalny, X, ~ N(0,1). Jesli system spelnia zatozenia 3.1 oraz 3.2 (dla

o 1 Lg2 Loy, ‘1
X =R, w(z) = Z7ze2"") to zachodzi nierdwnosé

AR < K(eP™ + [lel7s p*M),

gdzie 0 < K, c < 00 sqg pewnymi statymi, zaleznymi od wiasnosSci systemu.

Dowdd. Zgodnie z wnioskiem 3.2 i wzorem (3.15), najlepszy model w zbiorze M =
{Wyml-] :p < P,m < M} dany jest przez

M-1 P
m ] =a0+ > g Y aH;().
=0 =1

W konsekwencji, wykorzystujac réwnowazona definicje systemu (3.14), btad
aproksymacji mozna przedstawi¢ jako

M-1 fe'e) [e'e] o)
ADY=E{> g Y aHj(Xni)+ > 9> ajHj(Xn )}
i=0  j=P4+1 i=M =0

co, za sprawa ortogonalnosci wielomiandéw, upraszcza si¢ do

M-1 [e's) [e's) 00
ADM =3 g2 3 CE{HI( X))+ D 7Dl B{HI(X,)}
=0 j=P+1 =M 7=0

M-1 9 o)
=ep » 9 + HSOHLEJ > 9is
i=0 =M

gdzieep = 3°72 p oy a? oznacza btad aproksymacji wielomianowej. Korzystajac z faktu,
ze dla wielomianéw Hermite’a btad ten wynosi ep = ¢P~9, dla pewnego ¢ > 0 (zob.
np. [4]) i dokonujac podstawienia (3.13), otrzymujemy gérne ograniczenie bledu
aproksymacji,

M-1 00
AR <P Y7 p* 4 lellgs K2 Y P
i=0 i=M
o K 2M s K oy
=cP ql_pg(l—ﬂ )+||90HL31_7,02P

< K(eP + [lels o™,

co konczy dowdd. O]
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

Lemat 3.2. Niech Afﬁ% oznacza blgd aproksymacji systemu Hammersteina opisa-
nego réwnaniem (3.12) dla klasy modeli ortogonalnych opartych o wielomiany Le-
gendre’a i sygnatu wejsciowego bedgcego ciggiem i.i.d. zmiennych losowych majg-
cych rozklad jednostajny, X, ~ U[—1,1]. Jesli system spelnia zalozenia 3.1, 3.2
(dla X = [-1,1], w(z) = 1) oraz dodatkowo oW (—1) = V(1) =0, i =0,...,¢—1
to zachodzi nierownos$c

AT < K(eP7 7 + ll|7, 0™,

apr.

gdzie 0 < K, c < o0 sg pewnymi statymi, zaleznymi od wilasnosci systemu.

Dowdd. Zgodnie z [38, str. 342], btad aproksymacji funkcji ¢(+) za pomoca wielomia-
néw Legendre’a wynosi ep = ¢cP729"1 dla pewnego ¢ > 0. Pozostata czes¢ dowodu
jest identyczna z dowodem lematu 3.1. O

Wykazalismy zatem, ze dla badanej klasy systeméw modele ortogonalne maja
korzystne wtasnosci aproksymacyjne. W wyrazeniu na btad aproksymacji mozna
wyrézni¢ dwie sktadowe. Szybkosé zbieznosci pierwszej z nich zalezna jest od rzedu
modelu i gtadkosci charakterystyki nieliniowej, przy czym dla rozktadu jednostaj-
nego i wielomianow Legendre’a szybko$¢ zbieznosci jest znacznie wigksza, niz dla
rozktadu normalnego i wielomianéw Hermite’a. Natomiast szybkos¢ zbiezno$ci dru-
giej sktadowej zalezna jest od dtugosci pamieci modelu i z doktadnoscig do statej,
nie zalezy od rozktadu wejscia. Zgodnie z wnioskiem 3.1 i 3.2, w obu przypadkach
wraz ze wzrostem rzedu i dtugosci pamieci modelu, btad aproksymacji zbiega do

zera, tj. limp o0 Afﬁ% =0.
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Dodatki

3.A Wielomiany ortogonalne

W dodatku przedstawiamy definicje rodziny wielomianéw Hermite’a oraz Le-
gendre’a. Wielomiany te wykorzystywane sa przy omawianiu rozwiniecia ortogonal-
nego systemow nieliniowych.

3.A.1 Wielomiany Hermite’a

Wykorzystywane w pracy wielomiany Hermite’a, zdefiniowane sa za pomoca
wzoréw rekurencyjnych:

,H([)UZ](x) =1,
HgUQ](:U) =,

0'2 0_2 d 0,2
Hyia(2) = a1 (2) = o (H (@),

a w postacl jawnej wyrazaja sie przez
) 27
—1)
H @) =pt Y ) e (3.16)

= (p—2r)lrl2r

Wielomiany te sa ortogonalne na przedziale (—oo,00) wzgledem miary

w(r) = m}% exp(—%), tak wiec, dla zmiennych losowych o rozkladzie normalnym,

X ~ N(0,0?), zachodzi

2 2 l(o?)P =
EHY ()R (X)) = {p o dep

0, w przeciwnym wypadku.

Dla uproszczenia, gdy wariancja o? znana jest z kontekstu, bedziemy uzywali krét-

szego zapisu H,() = HII(-).
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

3.A.2 Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a sa zdefiniowane rekurencyjnie przez nastepujace wzory:

&
S
O
I
\t—‘

a x a a
(+ DL (@) = 2p+ 1) L) = pLy (a).

Wielomiany te sa ortogonalne na przedziale [—a, a] wzgledem miary w(z) = 1. Tym
samym, dla zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym, X ~ U(—a, a), speliaja

warunek
2a

E{L(X)Ll(X)} = {sz,

dla p=r,

0, w przeciwnym wypadku.

Dla uproszczenia, gdy warto$¢ parametru a jest znana z kontekstu, bedziemy uzywali
krétszego zapisu L,(-) = LL(-).

3.B Rozwiniecia Wienera — konstrukcja

Wyprowadzenia dla systeméw z czasem ciagltym, analogiczne do zawartych
w tym dodatku, zostaly przedstawione w monografii [92].

3.B.1 Ortogonalizacja funkcjonaléw Volterry

Dla przypomnienia, zaktadamy, ze wejscie systemu, {X,}, jest ciagiem i.i.d.
zmiennych losowych o rozktadzie normalnym, tj. X,, ~ N(0,0?), a iloczyn skalarny

zdefiniowany jest przez (G;, G;) = E{G; [X; 4] G; [ X g;]}.

Zaczniemy od wyznaczenia iloczynu skalarnego dwéch dowolnych funkcjonatéw
Volterry,

(H X, ), H (X, =

00 00 D 00 00 T
=K Z Z Clp<2'1,...,?;p) HXn*ij Z Z br(ila-"air) HXan]
il =0 ip=0 7=1 i1=0 ir=0 j=1

00 00 P
=K Z ZZ Zapzl,..., ]17"'a]7‘ HXn laHXn]b]

_11 =0 ip=0 71=0 7r=0

(o] o [o.¢] (0.) P
=3 Y Y i iR nxmanxnjb]_
a=1 b=1

11=0 ip=0 71=0 Jr=0
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3.B Rozwiniecia Wienera — konstrukcja

P T
Wynik powyzszego dzialania zawiera element I = E[I] X,—;, IT X,—;,], ktory dla
a=1 b=1

p—+7 bedacego liczba nieparzysta, przyjmuje warto$¢ réwna zero (jest to konsekwen-
cja faktu, iz co najmniej jedna ze zmiennych losowych ze zbioru {X,, X, _1,...}
bedzie podniesiona do nieparzystej potegi). W przeciwnym wypadku, gdy p+ 7 jest
liczba parzysta, mozna pokazaé [92, Dodatek A], ze

[=E[X0i  XoiyXosiy o Xosi] = Y [[E[XiX]]

gdzie Y[ oznacza sume iloczynéw wartosci oczekiwanych wszystkich dwuelemen-
towych kombinacji zmiennych ze zbioru {X,—;,, ..., Xn_i,, Xn_iy, ..., Xpei }, 1.

E[Xo XX X4] = E[X, X)) E [X. X + B [X, X E [ X, X, + E [ X, X E[X,X.] .

Stwierdzenie 3.1. Z warunku na ortogonalno$é (3.2), wynika, ze funkcjonaly Wie-
nera sq ortogonalne do kazdego funkcjonatu Volterry mniejszego stopnia, tj.

<GP7 HT) =0
dla r < p.
Dowdd. Zauwazmy, ze z warunku (G,, Go) = 0, p > 0 wynika, iz kazdy funkcjonat
G, p > 0 jest ortogonalny do dowolnego funkcjonatu Hy. W konsekwencji, dlap > 1
zachodzi (G, G1) = (Gp, Ho) + (G,, H1) = (Gp, H1) = 0, z czego wynika, iz kazdy
funkcjonal G, p > 1 jest ortogonalny do dowolnego funkcjonatu H;. Podazajac tym

tokiem rozumowania, mozna udowodni¢, ze dla dowolnego r < p zachodzi (G, H,) =

0. [l

W oparciu o powyzszg tozsamo$é i korzystajac z algorytmu Grama-Schmidta,
wyprowadzimy teraz wzory na funkcjonaty Wienera (do trzeciego rzedu wtacznie).

Funkcjonaty zerowego i pierwszego rzedu

Podobnie jak w przypadku reprezentacji Volterry, funkcjonal Wienera zerowego
rzedu przyjmuje wartos¢ stata, niezalezng od argumentu (sygnatu wejsciowego),

Go [333 90] = Jo-

W celu wyznaczenia jader funkcjonatu pierwszego rzedu, nalezy ustali¢ wartosé ilo-
czyn skalarnego funkcjonatu zerowego rzedu i ogélnej formy funkcjonatu pierwszego
rzedu (wzor (3.3)),

(Go,G1) =E [gogou) + goH1[Xo; 91]} = G090(1)-

Tak wiec, z warunku na ortogonalnos¢, po przyréwnaniu prawej strony do zera
otrzymujemy go) = 0 1 ostatecznie

1 (%05 91 Zgl ) Tps.
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

Funkcjonat drugiego rzedu

W celu ustalenia postaci jader funkcjonatu drugiego rzedu, nalezy wyznaczy¢
iloczyny skalarne (Gg, G3) i (G, G5), a nastepnie przyréwnaé je do zera, by uzyskaé
wzory na jadra pochodne go) 1 g1(2)-

Iloczyn skalarny funkcjonatéw zerowego i drugiego rzedu dany jest przez

(Go, G2) = gogo) + 90 Y_ 912 (DE [Xomi] + 90 DD 924, J)E [ Xy X, ]

i=0 1=0j=0
= g0(go2) + 0> > g2(4,0))
i=0
Z warunku na ortogonalno$¢ otrzymujemy wiec goa) = —0> Y50 g2(4, 1). W kolejnym

kroku wyznaczamy iloczyn skalarny funkcjonaléw pierwszego i drugiego rzedu, tj.

(G1,Ga) = goe2 291 nz+Elzgl )Xo 1291(2) )Xo ]4—

=0 =0

+E
=0 5=0

Zgl Xn 12292 i j Xn zXn j] =0 Zgl

stad gi2y = 0 i ostatecznie, po podstawieniu jader pochodnych do wzoru (3.3),
otrzymujemy

Gs [Xn;g2(i1722 = —0 ZQQ 1,1 +ZZQZ [ ] Tp—iTp—j-

=0 57=0

Funkcjonal trzeciego rzedu

Postepujac jak poprzednio, wyznaczymy kolejne iloczyny skalarne, zaczynajac

od
(Go, Gs) = gogos) + goZZgz(g i, J)E (@i,
= O] 0
= go(go@3) + Z Z 92(3 E [z i%n—j]),
=0 j=0
skad otrzymujemy gos) = —02 Y52 ga(3) (4, 7). Jako nastepny, rozpatrzymy iloczyn

<G17G2 [Zgl 1) Tp— 1291 In il T

[ olNe o lNe o]

Zgl 1)Tp—i Z Z Z 93 21,22,23 Tp—iy Ln—izTn—iz

11=012=0143=0

+E
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3.B Rozwiniecia Wienera — konstrukcja

Korzystajac z symetrii jader rozwinigcia otrzymujemy wiec

<G17G2> = 0'2291(2.) +E [Zgl g3 ZaZ7Z i z] +

+3E
=0 j=0Aj#1

Z Z 91(1)gs(3, 4, ), ziJ]

—0291 )+ 300> 01 (g i) + 30 Y S au(Dgs(in i)

=0 1=0 j=0Aj#1
= nggl(i)m i) + 30t Zzgl i)g3(%,7,7),
1=0 1=0 7=0

tym samym, z warunku na ortogonalnos¢ wynika, ze

Zgl { i)+ 30 Zggwy)lzt),

7=0

co, dla dowolnych jader g; i g3, jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy g1(3)(¢) =
—302 2520 93(i,7,7). Jako ostatnim, nalezatoby zajac si¢ iloczynem (Giz, Gi3). Zada-
nie to mozna jednak nieco uproéci¢ i zamiast tego wyznaczy¢ iloczyn (Hs, G3) (patrz
stwierdzenie 3.1),

<H2,G3> =K ZZ%(’%]‘)%*ﬂn*j Jo3)+
=0 j=0
ZZhQijn iln— jZZQQ ijn iLn—j
=0 j=0 =0 j=0
= 0'290(3) Z gg<i, Z) + 30’4 Zgg(l7 Z)g2(3) (Z, Z)
=0 1=0
+ 20" 2292(i7j)92(3)(i7j) + o ZZ%@J)QQ(:&)UJ)
i=0 j#i i=0 j#i
= 0290(3) > ooty 1)+
=0

+ 20> g2(4,5) 9203 (4, 5) + 0D 92(3,9) D ga3) (4, 5)-

1=0j=0 i=0 =0

Wstawiajac do powyzszego wyrazenia wyprowadzone we wczesniejszych krokach wy-
razenia na go(z) i gi(3) otrzymujemy

(Hy,G3) = 20" i i 92(%, ) ga3) (i, )

i=0 j=0

7 warunku na ortogonalnos¢ wynika, ze powyzsze wyrazenie powinno wynosi¢ zero
dla dowolnego jadra g,. W szczegdlnosci, dla go(4, j) = go(3)(4, j), powyzszy iloczyn
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Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

przyjmuje posta¢ (Ha, Gi3) = 20 32220 322 g5(3(4, ) > 0, co prowadzi do wniosku,
ze ga3)(4,7) = 0. Ostatecznie, funkcjonat trzeciego rzedu przyjmuje postac

[c.olNe clNe ¢)

G3 [X’mg3 _30 2293 [ j j Tn—i +Zzzg3 Z .]7 xn—ixn—jxn—k-

=0 j=0 1=0 j=0 k=0

3.B.2 Inne wlasnosci

Stwierdzenie 3.2. Jgdra pochodne rozwiniecia Wienera dane sq wzorami

. . (=1)"p!(a?)" l)rp' S .
gp—Q’/‘(p)(Zh s 'ZP—ZT) = ‘7"'27" Z Z gp j17.]17 e Iy Jry Uy - 7217—27“)7

(p Jr=0
(3.17)
oraz
9p—2r—1(p) (ih B 'Z.p—27"—1) =0

dlarzl,Q,...,{gJ.

Dowdd. Ze wzgledu na obszernoéé dowodu, odsytamy do [92], gdzie przedstawiono
wyprowadzenia jader pochodnych dla funkcjonatéw z czasem ciagtym. O]

Stwierdzenie 3.3. Funkcjonaly Wienera sq liniowe w odniesieniu do jgder, a wiec
spetniajq toisamosc

Gy [xn; aap + Bby] = aG) [xn; ap] + BGy [Xni bp] |

dla dowolnych o, B € R oraz a,, b, € K.

Dowdd. Zauwazymy, ze ze wzoru (3.17) wynika, iz jadra pochodne, g, or(p), sa li-
niowym przeksztatceniem jadra g,. Tym samym, zachodzi

k3
Gp [xn; v, + Bby] = > H, o, [wn; Qlp—2r(p) T 5b:0—27"(1’)}
r=0
5]
=Y aH, [wn; ap_gr(p)} + BHy o, [wn; bp—QT(p)]
r=0

= aG) [x,; ap] + BG) [x0; 0]

co konczy dowdd. O
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3.B Rozwiniecia Wienera — konstrukcja

Stwierdzenie 3.4. Niech I(;,, . ;) € K, oznacza jedro, ktérego element o indeksie
(i1,...,1p) ma wartos¢ réwng 1, a wszystkie pozostale sq réwne 0. Dowolny funkcjo-
nat Wienera mozna przedstawic jako liniowq kombinacje iloczynu prostszych funk-
cjonatow Wienera, w nastepujgcy sposob

Xn7gp Z Z gp PR le X”7[(Zl ,11) "'ka Xn;[(ip,...,ip) )
11=0 ip=0 E/—/ NG
k1 razy kp razy
gdzie k; oznacza liczbe wystgpien liczby i; w indeksie (i1, ..., i), tak ze >0 _ ki =p

Dowdd. Zauwazmy, ze dowolne jadro g, mozna przedstawi¢ w postaci sumy
Z ng 21,... [(11 ip)-
11 =0 zp-O

Korzystajac z faktu, ze funkcjonaly Wienera sg liniowe wzgledem jader, otrzymujemy
tozsamosé

Xn; Z e Z gp(ila cee 7ip)j(i1,...,ip)

Gp [Xm gp] = Gp

i1=0 ip=0
— Z . Z gp(il, - ,ip)Gp [Xn; I(ih---,ip)} :
i1=0 ip=0

Wykazemy teraz, ze funkcjonat G, an; 1 (7;17~--,'L'p):| mozna zdekomponowac i przedsta-
wi¢ w formie iloczynow prostszych funkcjonatow, tj.

Gy Xn;I(il,...,ip)] =Gy | XnidG, oy
—_———

kq razy kp razy

W tym celu rozwazmy przypadek prostszy i udowodnijmy, ze zachodzi tozsamosé

Gy |xn; 1
——

T razy

@...ab,... b =G Xl )| G |Xilpy oyl (318)

T razy s razy s razy

dla p = r + 5. Zacznijmy od pokazania, ze komponent wiodacy, czyli wielomian
stopnia p, po obu stronach réwnania jest identyczny. Dla lewej strony wynosi on

. T s
Hy |Xp; ](a, coab, ... by T Tn—atn-bs
——

T razy s razy

61



Rozdziat 3 Reprezentacje systeméw oparte o szeregi ortogonalne

natomiast w przypadku prawej strony rownania otrzymujemy

——

T razy

H, Xn; [((1, ...a) H, Xn;s [(b7 . ,b) = x:zfaxflfb'
—
s razy
Teraz, zamiast pokazywac, ze jadra pochodne wyrazenia G, {xn; 1 (a’,_a)} Gy [Xn; Iy, b)}
sa takie same jak jadra pochodne wyrazenia po lewej stronie réwnania (3.18), poka-

zemy, ze jest ono ortogonalne do wszystkich funkcjonatéw Volterry stopnia t < r+s,
tj.

Ht {Xn; I(il,...,it)} = Hu Xn; I(CL, oo, a) Hw Xn; I(b’ e b) Ht—(u+w) {Xn; I(c1 ..... th(u+w))]

—— ——
u razy w razy
_ w
= Tp—a¥pn—tLn—cy - - xn—ct—(quw)?
dlac; £aic;#b,i=1,...,t—(u+w). Z faktu, ze zmienne losowe z,, sa niezalezne,

wynika

<Gr |:Xn; [(a“._a)} G [Xm [(37 i )} H, [Xn, I(h,..-,it)] > = <Gr {Xn; [(a,...a)} H, [Xn; [(a,...,a)} >
X <GS {Xn; I(b,...,b)} H, [Xm I(b,--~7b)]>

Zauwazmy, ze z faktu iz t < r + s wynika, ze albo u < r, albo s < w (lub oba te
warunki sg spetnione jednoczesnie), a wiec z warunku na ortogonalnosé, wynika ze co
najmniej jeden z dwoch pierwszych czynnikow prawej strony powyzszego réwnania
jest réwny zero. O]

Stwierdzenie 3.5. Funkcjonaly Wienera mozina przedstawié¢ jako kombinacje li-
niowq wielomianow Hermite’a, w nastepujocy sposob

Xnu gp Z Z gp Zl; s Hkl (In z1> Hkp (xnf’ip%
11 =0 Zp——O
gdzie k; oznacza liczbe wystgpieri liczby i; w indeksie (i1, ... ,1,), tak ze Y0 1 k; = p

Dowadd. Zauwazmy, ze jadra pochodne wyrazenia

5]
Gp Xn; ](a, L) — Z Hp—2r |::L'n7 I(a,...,a),p—Zr(p)}
——

r=0

T razy

dane sa przez wzor

. . (=1)"p! (o S .
[(a,...,a), —2r( )(21,. N —27") = —r Z Z [ ]17]17' e dr Jrs by e 2 —27")
i ) =G S 2 2 :
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3.B Rozwiniecia Wienera — konstrukcja

(p—2r)lr12r >

—_1\7 0_2 r
B M dlady = =i, 5 =a,
0, w przeciwnym wypadku,

a wiec

L] N

—1)"(o%)

Gy [ X Lia,...a)| =D T
P @D g:o (p — 2r)lrl2r
T razy

Przyréwnujac powyzsze wyrazenie do wzoru (3.16) otrzymujemy G, {xn; [(i7.-.,i)} =
Hy(xn—;), a wigc korzystajac z wlasnosci przedstawionej w stwierdzeniu 3.4 kon-
czymy dowdd. O]
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Rozdziat 4

Modelowanie systemow
z wykorzystaniem metod
lustrzanych z usrednianiem

Rozdzial dotyczy zastosowania metod lustrzanych z usrednianiem (ang. dual
averaging methods, DA) w zadaniu modelowania dynamicznych systeméw nielinio-
wych. W podrozdziale 4.1 przedstawiono szczegotowy opis dziatania algorytmu, a
takze przytoczono wyniki dotyczace jego wtasnosci statystycznych, w przypadku
gdy badany system jest statyczny. W podrozdziale 4.2 zaprezentowane oryginalne
wyniki dotyczace dziatania metody dla systemow z pamiecig skonczona oraz pa-
miecig zanikajaca. Oprécz rezultatéw o charakterze ogdélnym, dotyczacych mo-
deli opisanych wzorem mg[-; 0] = S2, 0;¢;[-], opartych o dowolny ustalony stownik
S = {¢1,...,¢p}, przedstawiono takze doktadny sposéb wykorzystania entropij-
nego wariantu metody dla stownikéw wielomianowych (a wiec modeli opartych o
reprezentacje volterrowska lub ortogonalna). W kolejnej czesci rozdziatu, kontynu-
ujac rozwazania przeprowadzone we wcezesniejszej czesci pracy, omoéwiono warunki
zbieznosci metody dla systeméw Wienera-Hammersteina. W podrozdziale 4.4 przed-
stawiono rezultaty eksperymentu numerycznego, potwierdzajacego teoretyczne wia-
snosci metody.

4.1 Algorytm lustrzany z usrednianiem

Uproszczony opis algorytmu przedstawiony zostal w paragrafie 1.5.5. Zatem,
bez zbednych powtdérzen, przejdziemy teraz do szczegdltowego opisu dziatania me-
tody.

Algorytm definiuje si¢ rekurencyjnie, za pomoca nastepujacych wzoréw (por.
np. [118])

0, = argmin h(0), (4.1)
ocC

6,41 = argmin {(g,,,6) + 1, 'h(6)}, (4.2)
occ
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

gdzie g,, = ', g; stanowi sume pierwszych ¢ gradientéw, {n;} jest nierosnacym
ciggiem dodatnich dlugosci kroku algorytmu, C C RP jest domknietym zbiorem
wypuklym, wyrazajacym ograniczenia nalozone na parametry modelu, a h : RP —
R jest funkcja regularyzujaca', ktéra jest ciggta, ograniczona i silnie wypukla na
zbiorze C (zob. def. 4.3, dodatek 4.E) wzgledem pewnej ustalonej normy ||-||. Bez
utraty ogélnosci zatozymy, ze ming,ec h(u) = 0 oraz ze h(-) jest silnie wypukta ze
stala ¢ = 1 (za pomoca operacji skalowania i przesuniecia, warunki te moga by¢
osiagniete dla dowolnej silnie wypuktej funkcji).

Dodatkowo, celem ograniczenia wptywu szumu losowego, stochastyczna wersja

algorytmu zwraca estymate bedaca usrednieniem rozwigzarn posrednich 6y, tzn. za
koncowy wynik algorytmu przyjmuje si¢ wektor

T
Or=T"'>"86,. (4.3)
t=1
Uwaga 4.1. Niech
i w) = sup (w, @) — fu(a)) (14)
oznacza funkcje bedgcqg wynikiem transformacji Legendre’a-Fenchela funkcji
fe(w) = n; "h(u) + Ie(u), (4.5)

gdzie

Ie(u) 0, dlauelcC,
u) =
¢ o0, w przeciwnym wypadku

jest funkcjg charakterystyczng zbioru C. Z [88, stwierdzenie 11.3] wynika, ze gradient
funkcji f; rowny jest

Vi (w) = arg max {{w, u) — 5, h(u) — le(u)} = arg max {(w, u) — ;" h(u)}

uel
= argmin {{(—w, u) + n; 'h(u)}.
ueC

Zestawienie powyzszego wzoru ze wzorem (4.2) prowadzi do wniosku, Ze rozwigzania
posrednie algorytmu DA mozna wyrazi¢ za pomocq wyrazenia

01 = vft*(_glzt)' (4'6)

Tak wiec, dzialanie algorytmu mozna rozumieé jako nastepujgcy po sobie cigg od-
wzorowan z przestrzeni dualnej, ktorej elementami sqg wektory stanowigce gradienty
funkcji straty, do przestrzeni prymalnej wektorow 6.

W literaturze anglojezycznej, mozemy spotkaé sie z nazwa a distance generating function oraz
a prox function.
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4.1 Algorytm lustrzany z u$rednianiem

Omowienie najwazniejszych wlasnosci algorytmu poprzedzimy wprowadzeniem
statej
R = /suph(u),

uel

oraz definicjg o-ciata

Fi= 0({Xi7Y;'}§:1)>

generowanego przez t pierwszych par pomiarowych. Oprécz tego, przez ||-||, be-
dziemy oznaczali norme dualng (wzgledem normy ||-||), ktéra jest definiowana wzo-
rem

lzl, = sup (z,y).
YyERD:[|y||<1
Pojecie to bedzie pehito kluczowa role przy omawianiu rezultatéw dotyczacych al-
gorytmu DA.

Zaczniemy od przedstawienia twierdzenia, ktére podaje gbérne oszacowanie sumy
pierwszych T' empirycznych strat modeli posrednich algorytmu (tj. opartych o roz-
wiazania posrednie, 8;) wzgledem ustalonego modelu opartego o dowolny wektor
parametrow u € C. Przypominamy, ze wzor ten przedstawia sie nastepujacym wzo-
rem

T

=3 (Lu(6)) — Li(w)) . (4.7)

t=1
Twierdzenie 4.1 ([78]). Niech {0,}]_, bedzie ciggiem rozwigzar posrednich algo-
rytmu DA, otrzymanym za pomocg wzoréw (4.1)—(4.2). Suma empirycznych strat
(wzor (4.7)) wzgledem dowolnego wektora w € C spetnia nieréwno$é

1L B
Cr(u) < 52%—1 g, + nrt B2, (4.8)
t=1

gdzie 1o = .

Dowdd. Zob. dodatek 4.A. ]

Zaprezentowane twierdzenie dotyczy zaobserwowanego btedu (straty) algorytmu
w przypadku gdy dane pomiarowe pochodza ze zbioru uczacego, nie méwi wiec o spo-
dziewanej wartosci btedu dla jeszcze niezaobserwowanych pomiaréw. Mimo to, jak
pokazemy dalej, twierdzenie to jest punktem wyjscia do uzyskania dalszych wyni-
kéw, dotyczacych bledéw estymacji algorytmu (wzér (1.12)). Przedstawimy teraz
jeden z nich, dotyczacy systemow statycznych.

Zalozenie 4.1. Diugosé pamieci systemu wynosi 1.

Zaltozenie 4.2. Diugosé pamieci poszczegolnych elementow stownika wynosi 1.
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

Lemat 4.1. Niech @7 bedzie wynikiem zastosowania algorytmu DA (wzdr (4.3)). Dla
systemu statycznego, w ktorym speinione sq¢ zatoZenia 1.1-1.2 7 4.1, oraz stownika
S spetniajgcego zalozenie 4.2, blad estymacji spetnia nierownosé

E{Ls(6r)} — Ls(6") < T*E{ S et gl +775le} (49)

t=1

Dowdd. Po podzieleniu obu stron nieréwnosci (4.8) przez T', natozeniu wartosci ocze-
kiwanej i dokonaniu podstawienia u = 8™ otrzymujemy

1Y (B(LO)} - BL(0N) < T B S nci i . (w10

t=1 t=1
Zajmijmy sie lews strong wzoru. Dla ustalonego 6* zachodzi E{L,(0")} = Lgs(0").
Zauwazmy teraz, ze z faktu iz system jest statyczny, wynika ze wyjécie systemu
w chwili ¢, tj. Y}, jest zmienna losowa niezalezng od F;_; (i w konsekwencji takze

od wektora 6;). Podobnie, ze wzgledu na zalozenie o stowniku, jego poszczegdlne
elementy, ;(X;), sa takze niezalezne od F;_;. W nastepstwie, zachodzi réwnosé

E{Ly(6:) | Fia} = Ls(61)
i w rezultacie otrzymujemy
E{Et(et)} = E{E{Et(et) | ]:t—l}} = E{LS(Bt)}.

Tym samym, nier6wnos¢ (4.10) przyjmuje postac

T Y B(L(0) - L0 < B3 Snc e .

Na koniec zauwazmy, ze z faktu iz Lg(-) jest funkcja wypukta, wynika nastepujaca
nier6wnos¢ .
E{Ls(07)} <T7' > _E{Ls(6:)}.
t=1

Wstawienie powyzszego oszacowania do wzoru (4.11) konezy dowdd. O]

Przedstawiony rezultat pokazuje, ze btad estymacji algorytmu posiada dwa
stopnie swobody i mozna nim manipulowa¢ poprzez dobor dtugosci kroku oraz funk-
cji regularyzujacej, ktéra okresla zaréwno postaé¢ normy dualnej ||-||,, jak i ,,pojem-
no$¢” R? zbioru C. Pomimo iz lemat dotyczy tylko i wylacznie systeméw statycznych,
to ze wzgledu na przejrzystos¢ otrzymanego oszacowania, stanowi on doskonaly
wstep do oméwienia mozliwych strategii doboru kroku i funkcji h(+).
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4.1 Algorytm lustrzany z u$rednianiem

4.1.1 Dobér dltugosci kroku

Przedstawimy teraz dwa rezultaty, dotyczace kolejno deterministycznego i loso-
wego sposobu okreslania sekwencji krokéw {n, }. Zaczniemy od wprowadzenia dwdch
zatozen o gradientach empirycznej funkcji straty.

Zatozenie 4.3. Istnieje stata G < 0o, taka Ze dla kazdej chwili czasu t i dla kaZdego
0 € C, zachodzi nieréunos$c

E|vi(o)| <c*

Zalozenie 4.4. Istnicje stala G < oo, taka Ze dla kazdej chwili czasu t i dla kazdego

0 € C, zachodzi nieréwnosc
p.n.

[viie). % @

Zaltozenie 4.3 pozwoli nam ograniczy¢ wyrazenia E ||g,||;. Z kolei silniejsze za-
tozenie 4.4 wymagane jest gdy dtugos¢ kroku jest ustalana w sposéb losowy.

Whiosek 4.1. Jesli spelnione jest zalozenie 4.3, to dla ciggu krokow, ktorego ele-
menty zdefiniowane sq przez

t>1,

R
nt_G\/%y el

nierownosé (4.9) z lematu 4.1 przyjmuje postad

_ 1L
E{Ls(6r)} — Ls(0") < T (2 > oGP+ 775132>
t=1

<T7'(RGVT =1+ RGVT) < 2\%;. (4.12)

Dodatkowo, jezeli liczba krokéw jest z gory znana (wariant offline algorytmu), to

przyjmujgc staty krok n, = GL\Z/}%, otrzymujemy

V2RG
\/T )

E{Ls(0r)} — Ls(8") <
a wiec polepszamy oszacowanie bledu o stalg.

Dowdd. We wzorze (4.12) skorzystali$my z nieréwnosci Y7 % <14 %dt <

2T —-1-1. U

Whiosek 4.2. Jesli spetnione sq zaloZenia 4.3-4.4, to dla ciggu krokow, ktorego
elementy zdefiniowane sq przez

B R
— |
VG 45 gl

T]t t217
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

nierowno$é (4.9) z lematu 4.1 przyjmuje postac

2RG n RG

VT = T

Dowdd. Zauwazmy, ze mimo losowej natury, z definicji poszczegdlnych krokéw

wynika, ze ciag {7} jest zawsze nierosnacy, a wiec nie stoi w sprzecznosci z zaloze-
niami algorytmu.

E{Ls(0r)} — Ls(6") <

Po dokonaniu podstawienia 7, w miejsce (4.9), otrzymujemy

1 T

Qo) < 2 {z gl +\JG2+§;|Igilli}

—5 7
2i5E + i gl

0) 1L 2 —
S?E{22H9t”* +\/GQ+TG2}

2
=11/ [lgall

() R a —
< TIE{ Z||gt||i+\/a2+TG2}
=1

t
< 7 (VT +& v 167) < (v + (G + vTo)')
_2kG RO
S

gdzie nieréwnosé (i) zachodzi na podstawie zatozenia 4.4, a (ii) wynika z [72, lem.
4]. O

=y

~

Zwroémy uwage, ze dla kroku 7, zaproponowanego we wniosku 4.2 i dla od-
powiednio duzego T, btad metody jest ograniczony od géry przez E{Lg(67)} —
Ls(0%) < % + ¢, dla dowolnie matego ¢ > 0, a wiec asymptotycznie ograniczenie
to réwne jest ograniczeniu (4.12) z wniosku 4.1. Jednakze, jesli w danym zastoso-
waniu ||g,|” < G? zachodzi z duzym prawdopodobiefistwem, w praktyce mozemy
liczy¢ na lepsze rezultaty metody. Wariant oparty o krok losowy bedziemy nazywali
adaptacyjnym, gdyz w kazdej iteracji dtugos¢ kroku zmienia sie¢ w sposob zalezny
od zaobserwowanego gradientu empirycznej funkcji straty. Konsekwentnie, wariant
przedstawiony we wniosku 4.1 bedziemy nazywali nieadaptacyjnym.

Uwaga 4.2. We wniosku 4.2 poczynione zostalo zaloZenie o ograniczonej mormie
dualnej gradientu empirycznej funkcji straty, co z teoretycznego punktu widzenia
istotnie zaweza zakres stosowalnosci algorytmu — wymaga ono bowiem, aby rozkiad
zaktocenia wyjscia systemu mial ograniczony nosnik, co stoi w sprzecznosci z czesto
spotykanym zatozeniem o rozkladzie gaussowskim szumu addytywnego. ZatozZenie to
mozemy jednak nieco zlagodzié. Jak tatwo bowiem sprawdzié, jesli statq G zdefinio-
wac jako gorne ograniczenie stosunku dwoch pierwszych momentow zmiennej losowej
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4.1 Algorytm lustrzany z u$rednianiem

llg.ll,, tj. w taki sposéb, zeby dla kaidego t > 1 zachodzila nieréwnosé %”z’;”i <G,
nieréwnosé .
2 2
\/@2 t—1 27— t 2 )
+ 3o gl >iz gl

jest nadal spetniona, a przy tym wspomniane ograniczenie zostaje zniesione.

4.1.2 Okreslenie funkcji regularyzujacej

Zat6zmy, ze funkcja h(-) jest silnie wypukta wzgledem normy w £y, tj. [|-[| = |||,
p > 1. Wtedy norma dualna do [|-|| jest |||, = [|-ll,, gdzie ¢ = (1 —p~")~" [12, str,
637].

W pierwszej kolejnosci rozpatrzymy podstawowy, euklidesowy wariant algo-
rytmu, w ktorym funkcja regularyzujaca oparta jest o norme w fs, tj.

L2
no) =1 ol
Jak nietrudno sprawdzi¢, funkcja ta jest silnie wypukta wzgledem normy ||-|| = ||-||,,
zatem norma dualna dana jest przez |||, = ||-||,- PoSredni problem optymalizacyjny

(4.2) mozna przeksztalci¢ do bardziej przystepnej postaci,

‘ 1
61v1 = axgmin {(g,..6) + '3 161}
oecC
. 2 2
= argmin {|g,|l; +2 (g1 0) + 101}
= argmin {|lng,, +6/13} = e(—mgu.). (4.13)
€

gdzie m(0) = argmin, . [|@ — ul, jest rzutem wektora @ na zbiér C. W tym wa-
riancie, naturalnym zbiorem ograniczen jest kula w normie ¢, o $rodku w poczatku
uktadu wspoétrzednych, tj. C = B, = {6 : ||0], < r} — wybor ten sprawia ze,
wz6r (4.13) przyjmuje postaé jawna, bowiem mp, (2) = min{1,7 |||, }z. Dla tak

zdefiniowanej funkcji h(-) i zbioru C, otrzymujemy R = \/sup,cc % HOH% = ?r. Za-
ktadajac, ze norma /., gradientéow g, jest ograniczona dochodzimy do wniosku, ze

btad algorytmu jest rzedu O(r\/g) (por. ustep 1.5.2).

Rozwazymy teraz wariant entropijny metody, nazywany tak ze wzgledu na funk-
cje regularyzujaca, ktéra oparta jest o funkcje ujemnej entropii,

D
hO) =D+ 6;Ino; (4.14)
i=1

Obecnos¢ elementu In D, chociaz neutralna z punktu widzenia posredniego problemu
optymalizacyjnego, jest konieczna ze wzgledu na zalozenia o wartosci minimal-
nej funkcji h(-). Funkcja ta jest jest silnie wypukla wzgledem normy ||| = |[-||;
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na sympleksie probabilistycznym (zob. np. [78]), tj. zbiorze Ap = {8 € RP :
NP0 =1, 6; > 0}, ktéry jednoczesnie przyjmujemy za zbiér rozwigzan algo-
rytmu, tj. C = Ap. Latwo sprawdzi¢, ze punkt poczatkowy algorytmu dany jest
przez 6, = argming,.,, Yro u;lnw; = D7'[1,...,1]. W celu wyznaczenia rozwia-
zan posrednich, wykorzystamy warunki Karusha-Kuhna-Tuckera (w skrocie KKT,
zob. np. [12, str. 244]). Zacznijmy od wyznaczenia gradientu funkcji celu (4.2). Po
przemnozeniu jej przez 1, i-ta pochodna czastkowa dana jest przez

0 {Ut (g1.4,0) + X1 0xIn ek}
00;

gdzie gy..; oznacza i-ty element wektora g,.,. Z warunkéw KKT otrzymujemy uktad
rownan

= M1t + Ind; +1,

MGit; + b, +14+1v =0,
D
Zet—‘rl,i = ]-a
i—1

gdzie v jest mnoznikiem Lagrange’a wynikajacym z ograniczenia problemu optyma-
lizacyjnego. Rozwiazujac pierwsze rownanie ze wzgledu na 0,4, ;, otrzymujemy

9t+1,¢ = eXp(_ntglzt,i -1 V)y (4-15)

co po podstawieniu do réwnania drugiego prowadzi do

D
ZGXP(—mth,z‘ —1- V) =1

i w konsekwencji
exp(l + v) Z exp(—n:gi1:t.i) (4.16)

Ostatecznie, taczac réwnanie (4.15) z (4.16), otrzymujemy wzér wyznaczajacy t -+ 1
rozwiazanie algorytmu,

eXP(—Utglzt,i)
> exp(—mgr;)

Ht—‘rl,i -

Ze wzgledu na forme powyzszego rownania, omawiany wariant metody okresla sie
czasem eksponencjalnym.

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla funkcji ujemnej entropii, stata R przyjmuje wartosé

ueEAp i=1

D
R:J sup <lnD+Zuilnui> =vnD. (4.17)

Przyjmujac, jak poprzednio, zalozenie o ograniczonej normie /¢, gradientu, ktora to
norma jest jednocze$nie norma dualng w rozwazanym wariancie, tj. |||, = |||l
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zauwazamy, ze blad estymacji algorytmu jest rzedu O(\/lnTD). Oznacza to, ze w po-
rownaniu do wariantu euklidesowego, btad wariantu entropijnego zalezy w duzo
mniejszym stopniu od wymiaru problemu D.

Uwaga 4.3. Funkcja regularyzujgca (4.14) nie jest jedynym przyktadem funkcji
silnie wypuktej wzgledem normy ||-||,. Niech D > 3. Rozwazmy funkcje h(0) =
elnDT’l HOHIQ), p = lnhbjzl. Zgodnie z [98, lemat 17], funkcja ta jest silnie wypu-
kla (z modulem e) wzgledem normy ||| = H||% Korzystajgc z nierdwnosci
|z, < D=7 ||| 5, ktdra jest spetniona dla kaidego 1 < a < ix € R,
mozna pokazaé, ze x|, < Dub |, = ellzll,, co implikuje, ze funkcja h(-) jest
silnie wypukta z modutem 1 wzgledem normy ||-||,. Niestety, zgodnie z naszq najlep-
szq wiedzq, dla danej funkcji reqularyzujgcej nie istnieje jawna forma rozwigzania
posredniego problemu optymalizacyjnego (4.2), a wiec w kazdej iteracji, algorytm
wymaga korzystania z metod przyblizonych wyznaczania rozwigzania, co z kolei bez-
posrednio rzutuje na koszt obliczeniowy, a takze doktadnosé calej metody. Tak wiec,
jak pokazuje powyiszy przykiad, od postaci funkcji reqularyzujgcej h(-) zalezq nie
tylko wlasnosci teoretyczne algorytmu, ale takzie praktyczna moZliwo$é jego imple-
mentacji.

4.2 Modelowanie systeméw dynamicznych

Przejdziemy teraz do oméwienia algorytmu DA w zadaniu modelowania syste-
méw dynamicznych. Rozpatrzymy dwie klasy systeméw: z pamigcia skonczona oraz
pamiecig zanikajaca. Otrzymane rezultaty opieraja si¢ na nastepujacym zatozeniu:

Zalozenie 4.5. Istnieje stala G < oo, taka Ze dla kazdego t i @ € C, zachodzi
nierownosé

(Vi) | Fi} ' G2

Powyzsze zalozenie pociaga za soba zalozenie 4.3 (nie jest mu jednak réwno-
wazne) i dlatego, z teoretycznego punktu widzenia, jest zalozeniem nieco silniejszym.
Jednak ze wzgledu na pozostalte zatozenia, ktére poczynimy o systemie (w szczegdl-
noéci o szumie losowym), warunkowanie wartosci oczekiwanej wzgledem F;_; nie
bedzie miato istotnego wpltywu na sposob szacowania statej G.

Uwaga 4.4. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w zadaniu modelowania systemow dynamicz-
nych, w celu ewaluacji wyjscia modelu o dlugosci pamieci M (i wyznaczenia gra-
dientu g, empirycznej funkcji starty), wymagany jest wektor zawierajocy M ostat-
nich wejsé systemu. Jezeli wiec, w pewnej chwili czasu T, zaobserwowalismy lgcz-
nie N par obserwacji wejscia-wyjscia {X;,Y;}, efektywna liczba pomiaréw wynosi
N — (M — 1), gdyz pierwsze M — 1 obserwacje wejscia traktowane sqg jako wa-
runki poczgtkowe modelu. W zwigzku z tym, w ogdlnosci, liczba iteracji algorytmu
jest rozna od liczby pomiarow, tzn. T # N. Biorgc pod uwage powyziszy komentarz
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oraz vwzgledniajgc rozwigzanie poczgtkowe, @1, dochodzimy do wniosku, iz T © N sq
zwigzane nastepujgcq zaleznosciq

T=N-(M—-1)+1=N—-M+2.

4.2.1 Systemy z pamiecig skoniczong

Zasadnicza trudnoscia zwigzang z modelowaniem systemow dynamicznych jest
fakt, ze w ogodlnosci, zaréwno wyjscie systemu Y;, jak i wektor wejé¢ modelu X, sa
zalezne od F,_y, wobec czego E{L(0,) | F,_1} # Ls(6,), a wiec nie mozemy bez-
posrednio polega¢ na technice dowodowej przedstawionej w lemacie 4.1. Zauwazmy
jednak, ze jesli dtugosé pamieci systemu i modelu jest nie wicksza niz M, to spet-
niona jest tozsamos¢ E{Lyyar—1(0;) | Fio1} = Lg(8;). Obserwacje te wykorzystamy
w dowodzie kolejnego twierdzenia. Najpierw jednak wprowadzmy zatozenia o pa-
mieci systemu i modelu:

Zalozenie 4.6. Dlugo$¢ pamieci systemu jest znana i wynost M < oo.

Zaltozenie 4.7. Diugo$c pamieci poszczegolnych elementow stownika jest nie wieksza
niz dlugosc pamieci systemu.

Zwrbéémy uwage, ze wobec znajomosci dtugosci pamieci systemu (zatozenie 4.6),
stosowanie modeli o pamieci dtuzszej niz ta, jest bezzasadne, tak wiec zatozenie 4.7
ma wymiar czysto techniczny.

Twierdzenie 4.2. Niech bedg spelnione zalozenia 1.1-1.2 i 4.5-4.7 oraz niech {n;}
stanowi cigg niemalejgcych krokow, ktorych wartosé jest ustalona w sposob determi-
nistyczny. Dla kazdego T > M blgd estymacji algorytmu DA spetnia nieréwnosé

~ T—M+1
E{Ls(0r)} — Ls(6") <TT'G(M = 1) 3 mynr—2
t=1
T—M

+T7'G Z t(n — Nernr—1))
¢

=1

+ 2T‘1(Mti11)GK, (4.18)
gdzie no = m i K = maxgec ||z
Dowadd. Dowdd przedstawiony zostal w dodatku 4.B. [
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Wniosek 4.3. Dia ciggu krokow, ktorego elementy zdefiniowane sq przez n, =
Gii/i’ t > 1, nieréwnosé (4.18) przyjmuje postac
2G+3(M —-1) 2GK(M —1)

vT T

M
+ G (4.19)

E{LS(éT)} — LS(O*) < R

M
< (Ci—=
lﬁ

gdzie Cy = R(2G +3) i Cy = 2GK.
Dowdd. Jak tatwo sprawdzié, dla kazdego T' > Ty > 1 zachodzi
1 T 1
- 2(VT —
;}0 <ty = AT

Zgodnie z powyzszym, otrzymujemy nastepujaca nierownosé

T—M+1 R T-1 1
Z M+M—2 = G :M_lﬂ
<§G—i——+%¢T—1—¢M—i»
—G VM -1
- 2RVT
a
tym samym, pierwszy sktadnik prawej strony wzoru (4.18) ograniczamy z gory przez

T—M+1 2R<M— 1)
T'G(M — 1 Tenr_g < A~ 2
( ) ; t+M—2 \/T

Do oszacowania drugiego sktadnika skorzystamy z nieréwnosci
1
Vi+1l—vVr<—,
Ve 2\/x

ktora jest spelniona dla kazdego x > 0. Jej zastosowanie prowadzi do wniosku, ze
dla dowolnego ¢, 7 > 1 zachodzi

R, 1 1 RVIFT—Vi  RVT(/E+1-/Y)
L N Y. = R S

Rt
< — 3
2Gt2
co prowadzi do nastepujacej nieréwnosci,
T—M T—M
_ R(M —1 1
T-'G Z t — Neym—1) < Q Z —
t=1 2T i=1 Vit
M—-1
R( 5T )(2\/T— M-1)
R(M —1)
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7 kolei trzeci sktadnik zostal oszacowany juz wezesniej, w lemacie 4.1,

G* L 2RG
Ay 4+ ntRY) < =

t=1

Ostatnim krokiem dowodu jest podstawieniu otrzymanych oszacowan do wzoru
(4.18). O]

Jak mozemy zaobserwowaé, dla duzych T, btad estymacji algorytmu (4.19) jest
nie wigkszy niz %(2G+3(M —1)). W poréwnaniu do wyniku z wniosku 4.1, oszaco-
wanie to jest gorsze o stala, tym wieksza, im pamieé¢ systemu jest dtuzsza. W szcze-
gélnosci, dla M = 1, wynik pozostaje jednak taki sam.

4.2.2 Systemy z pamiecia zanikajacag

Na potrzeby tego paragrafu, przytoczymy definicje pamieci zanikajacej, zapro-
ponowang w pracy [114]. Uprzednio jednak, wprowadzimy symbol

-
w%] = [xnaxn—lv s 7~Tn—7'7070a - -]a

ktérym bedziemy oznaczali obciety odpowiednik wektora @,,.

Definicja 4.1 ([114]). Funkcjonatl m : R® — R ma pamieé¢ zanikajaca eksponen-
cjalnie, jesli dla dowolnej, ograniczonej klasy sygnaléw wejsciowych «,,, istnieja takie
state ¢, ¢1, ze nieréwnosé

Cc1T
Y

’m[wn] —m[zl])| < cpe”

jest speliona dla kazdego 7 =1,2,....

Zaltozenie 4.8. Charakterystyka systemu mgys[-| posiada pamieé zanikajgcq ekspo-
nencjalnie z dowolnymsi stalymi cy, c; < 00.

Zaltozenie 4.9. Elementy stownika posiadajq pamieé skoriczong.

Zaltozenie 4.10. Dla danej klasy sygnalow wejsciowych, charakterystyka systemu
Mys|-] jest ograniczona przez stalg Mgy, < 0o, tj.

P(|mgs X )| < Pae) = 1.

Zalozenie 4.11. Dla danej klasy sygnatow wejsciowych oraz stownika S, dla kazdego
0 € C wyjscie modelu mg[-; 0] jest ograniczone przez stalg m < 0o, tj.

P(lms[X,, 0] <m) =1.
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Twierdzenie 4.3. Niech bedg speinione zatozenia 1.1-1.2, 4.3 © 4.8-4.11. Dla kaz-
dego T > 0 blgd estymacji algorytmu DA spelnia nierouwnosé
T—1

E{Ls(07)} — Ls(8") <T7G > s + Ce,
t=1

T—1-1
+7T7'G Z t(0e — Negr)
t=1

—1 (;2 d -1 p2
+T (72%4 +np R)
t=1
+ 2T '7GK, (4.20)

gdzie ng = m, K = maxgec ||z||, € = e 97, C < 00 jest pewng znang stalq, a stala
c1 zostata okreslona w zatoZeniu 4.8.

Dowaod. Dowdd przedstawiony zostat w dodatku 4.C. O

Zauwazmy, ze po dokonaniu podstawienia 7 = M —1, otrzymany powyzej rezul-
tat jest niemal identyczny z oszacowaniem otrzymanym w twierdzeniu 4.2 — jedyna
roznice stanowi komponent Ce,, ktory zanika do zera, gdy 7 — oo. Jednak wraz ze
wzrostem 7, ro$nie takze warto$¢ ostatniego sktadnika wzoru (4.2), tj. 2T '7GK.
Wynika z tego, ze zbieznos¢ btedu estymacji nastepuje, gdy zachowana jest relacja
T = 0o(T), tzn. T musi rosna¢ wolniej niz 7.

Wnhniosek 4.4. Niech T > 2. Dla 7 = [InT| i ciggu krokéw, ktorego elementy

zdefiniowane sqg przez 1, = Gii/i’ t > 1, nieréwnosé (4.20) przyjmuje postac

[In T [InT] 1
T + Gy T +C3TC1’

gdzie C; = R(2G +3), Cy =2GK i C5 = Ce .

E{Ls(07)} — Ls(8%) < Cy (4.21)

Dowdd. Dla danego 7, stala e, przyjmuje postaé e, = e-mTl < gmalnT+) —
e~ T~ . Postepujac jak w dowodzie wniosku 4.3, otrzymujemy

- R 2GKT
E{Ls(O — Lo(0) < —(2G + 37) + + Ce,.
(Ls(8:)) — Ls(6") < (26 +57) + =
Dokonujac podstawienia 7 = [In T uzyskujemy ostateczny rezultat. O]

Jak mozemy zaobserwowaé, szybko$é zbieznosci oszacowania (4.21) zalezy od
statej c1, ktora z kolei okresla szybkos¢ zanikania pamieci systemu. Jesli wiec war-
toéé statej c; jest na tyle duza, ze wyrazenie —— zbiega szybciej niz ﬂnﬂ, to btad

Tc1 T
estymacji algorytmu jest rzedu O( “\I;%] ); w przeciwnym wypadku rzad btedu wynosi

(’)(TIC1 ). Mimo, ze w poréwnaniu z wynikiem otrzymanym we wniosku 4.7, oszaco-
wanie (4.21) jest iloSciowo gorsze, to nalezy pamigtaé, ze obejmuje znacznie szersza
klase systeméw (w tym systemy z pamiecig skonczona), a przy tym zachodzi dla

dowolnego T' > 2 (por. ograniczenie natozone na 7' w twierdzeniu 4.2).
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4.2.3 Modelowanie systemow z pamieciag zanikajgca za
pomocg wariantu entropijnego algorytmu DA oraz
modeli opartych o reprezentacje wielomianowe

Omoéwimy teraz zastosowanie algorytmu DA w zadaniu modelowania nielinio-
wych systeméw dynamicznych za pomoca modeli opartych o stowniki wielomianowe.
Ze wzgledu na atrakcyjne wtasnosci statystyczne, skupimy sie na entropijnym wa-
riancie metody.

Rozpatrywane zadanie modelowania dotyczy systeméw, ktore opisa¢ mozna za
pomoca wzoru (1.1) i ktére spelniaja ogdlne zatozenia 1.1, 1.2, a takze zalozenie
o pamieci zanikajacej 4.8. Dodatkowo, o sygnale wejSciowym zatozymy, zZe:

Zalozenie 4.12. Sygnatl wejsciowy jest ograniczony, w taki sposob, Ze

P(IX,| <1)=1.

Algorytm 4.1 Wariant adaptacyjny algorytm DA dla modelu wielomianowego
Wejscia: r, M, D, rozszerzony stownik S
9171'(—%, Z:L,QD
él — 01
fort=—M+2,...,0do
Dokonaj pomiaru wejécia X; (warunek poczatkowy modelu)
end for
fort=1,...,00do
Dokonaj pomiaru wejscia X; i wyjscia Y; systemu
X [Xe, X1y, Xeo g
Oblicz gradient funkcji straty g, < 2 (mg(Xy;0;) — Y1) [p1(X), . .., op(X)]"
Wyznacz dtugosé kroku
Ory1i < eXP<—7]t91;t,i)(Z?£1 exp(—migi;)) ", i =1,...,2D
0t+l <— H-%Ot + H%Ht
Zwrdé parametry modelu §t+1 — T(§t+17i — §t+17i+p), 1=1,...,D
end for

4.2.3.1 Rozszerzenie stownika

O ile niewielka wrazliwos¢ bledu wariantu entropijnego na wymiar problemu
D jest cecha szczegoélnie pozadana, o tyle, jako znaczne ograniczenie stosowalnosci
algorytmu, postrzegany moze by¢ fakt, iz zbiér potencjalnych rozwigzan ograni-
czony jest do sympleksu Ap. Taki stan rzeczy wyklucza bowiem ujemne parametry
potencjalnego modelu, co razem z wymaganiem dotyczacym sumowalnosci wag do
jednosci sprawia, ze nie mamy kontroli, innej niz manipulacja stownikiem, nad bte-
dem aproksymacji metody.
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W celu zwigkszenia mozliwosci aproksymacyjnych algorytmu, proponuje sie
usprawnienie (analogiczne do zaprezentowanego w [59]), ktore rozszerza zbiér po-
tencjalnych rozwiazan z Ap na Ap,., gdzie

Ap,={0cR" 0], <r}

jest kula ¢; o promieniu r. Niech a-S = {ap : p € S} oznacza operacje, ktora skaluje
wszystkie elementy zbioru S przez stata a € R. Do celéw modelowania, zamiast
standardowego stownika wielomianowego Sp s, w zmodyfikowanej wersji algorytmu
bedziemy korzystali ze stownika rozszerzonego, okreslonego wzorem 5}7 v =T-SpmU
(=) - Sp. Jak mozna zauwazyc¢, 5'127 u sktada sie z przeskalowanej wersji stownika
Sp. oraz jego odpowiednika z przeciwnym znakiem, mianowicie

g;,M - {T]-a TPW)s -+ T(L-1,....L—1), _Tl) TP _TQO(L—L...,L—l)} ’

przy czym, nalezy pamietaé, ze rozmiar zmodyfikowanego stownika jest dwa razy
wiekszy od oryginatu, tj. ’S D M‘ = 2D. Za pomocy prostych przeksztalcen mozna
pokazaé, ze zbi6r wszystkich kombinacji wypuklych elementéw stownika S P (czyli

otoczka wypuktla zbioru 5’127 A7) jest tozsamy zbiorowi wszystkich liniowych kombi-
nacji elementéw Sp s o wspétezynnikach nalezacych do Ap,,

1=1

2D D
{Z Oipi(-) : 0 € Aap, i € 5;7M} = {Z(Qz —0;ip)pi(-) 10 € Aop,p; €1 Sp7M}

D
- {ZT(@ - 92+D)90i(') 10 € Asp, p; € SP,M}

=1

D
{Z 0;0i(+) : 0 € Ap ., i € SP,M} ;

=1

a wiec, innymi stowy, zachodzi

{msr (:0):0¢ AQD} = {mSp,M<'§9) NS ADW}.

Oznacza to, ze poprzez uzycie stownika rozszerzonego, wariant entropijny algorytmu
jest w stanie imitowa¢ estymacje modelu zwigzanego ze stownikiem standardowym
Spam na zbiorze C = Ap,. Dzigki takiemu zabiegowi, w modelu dopuszczone sg
ujemne wagi, a wielko$¢ zbioru C kontrolowana jest za pomocg parametru r. Za-
proponowana modyfikacja wymaga dodatkowego kroku ktérym jest odwzorowanie
rozwigzania 0r € Nop w 9T € Ap,, co czyni sie¢ w sposéb nastepujacy:

vi:l,.‘.,D 9T,i = 7“(9T,i - 9T,i+D)7
dzieki czemu, model koncowy spetnia tozsamosé

A —

mSP,M('; GT) - mS‘;ﬁM('; OT)
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4.2.3.2 Wtasnosci statystyczne algorytmu

Opierajac sie¢ o twierdzenie 4.3 i wniosek 4.4, wyznaczymy teraz oszacowanie
btedu estymacji algorytmu 4.1.

Whniosek 4.5. Niech bedq spetnione zatozenia 1.1-1.2, 4.8, 4.10 oraz 4.12, i niech
O Ap, bedzie rezultatem dziatania algorytmu 4.1 ze stownikiem S = S Poar i Clg-

giem krokow zdefiniowanych wzorem 1, = 2\(; gdzie G = 27"\/(7’ + msys)Z +02.

Dla kazdego T > 2 blgd estymacji algorytmu speima nierownoscé

E{Ls(0r)} — Ls(6") < C, [In 1~/ (2D) + Cy thW + Oy

4.22
TC ? ( )
gdzie
0" = argmin Lg,,,(0),
0EAD
Cy =2G+ 3, Cy =2G, a state C3 oraz ¢y zostaly okreslone kolejno we wniosku 4.8
i w zatoZeniu 4.8.

Dowdd. Zauwazmy, ze za sprawg zatozenia 4.12 kazdy element stownika 5}27  Jest
jednakowo ograniczony, |¢;(X,)| < r, co sprawia, ze wyjscie modelu jest réwniez
ograniczone, tj. dla kazdego 8 € Asp zachodzi

ipi(")

2D
’mS;’M[Xn;O]’ = <ry |0l =r)6], =r, (4.23)
i=1

a wiec zalozenie 4.11 jest spelnione ze stalg m = r. W nastepstwie, nierdwnosé
(4.23) oraz zalozenia 4.12 i 4.10 pozwalaja znalezé gérne ograniczenie nastepujacego
wyrazenia

sup E{HVLt H | Fi 1}
0cAsp
2
— 1 g0 B{ (g, X056~ %0) IrXo (X |
OEAQD

2
< 4r? sup ]E{(mgr (X ;0] — msys[Xn]> + 77| ft—l}
6cAsp M

< 472 ((r 4 Tigys) + 02).

Tym samym stwierdzamy, ze zatozenie 4.3 jest spetnione ze statg

G = \/esup E{HVLt H | Fi 1} :2r\/(r+msys)2+0% (4.24)

€Asp

i w efekcie, algorytm spetnia wszystkie warunki twierdzenia 4.10. Zgodnie ze wzorem
4.17, w rozwazanym zadaniu, stala R przyjmuje warto$¢ R = /In(2D). Z kolei
stata K z twierdzenia 4.10 przyjmuje wartos¢ K = maxgea,,, |||, = 1. Ostateczny
rezultat jest wynikiem zastosowania nieréwnosci 4.21 z wniosku 4.4. O]
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4.3 Modelowanie systemu LNL

Podsumowujac, otrzymaliSmy algorytm, ktorego btad estymacji zalezy tylko
w niewielkim stopniu od liczby elementow stownika. W poréwnaniu z metoda oparta
o agregacje wypukla z ograniczeniem ¢; [114], algorytm 4.1 ma nieco gorsza szyb-

, s .. , . v/ [In N In N—M-+2
kos¢ zbieznosci (O(T\/lnD + we) VS O(ﬁ In(2D) + m))
Jego zaletg pozostaje natomiast fakt, ze dzieki odpowiednio dobranej funkcji regu-
laryzujacej, posiada on jawna forme rozwigzania i — jak wykazemy w eksperymencie

numerycznym — cechuje si¢ niska ztozonoscig obliczeniows.

4.3 Modelowanie systemu LNL

Niniejsza cze$é¢ pracy stanowi uzupelnienie podrozdziatu 2.3, w ktérym wypro-
wadziliSmy wzor na goérne ograniczenie btedu aproksymacji reprezentacji volterrow-
skiej dla pewnej klasy systeméw LNL. Uzyskany wynik, w potaczeniu z rezultatami
otrzymanymi w niniejszym rozdziale, pozwala na ustalenie warunkow zbieznosci me-
tody modelowania opartej o algorytm DA i stownik volterrowski dla systeméw LNL
z pamiecia zanikajaca. Analize btedu metody ograniczymy do wariantu entropijnego
algorytmu.

4.3.1 Opis problemu

Rozpatrzymy system opisany wzorem
Yn = MLNL [Xn] + va (425)

gdzie charakterystyka mpny[-] zostala zdefiniowana we wzorze (2.8), a Z,, stanowi
szum addytywny. Zaktadamy, ze spetnione sa zatozenia standardowe 1.1-1.2 i wpro-
wadzone wezesniej zatozenia 2.1-2.3. Wprowadzimy takze dodatkowe zatozenie o ogra-
niczonym wyjsciu podsystemu nieliniowego, ktore — po uwzglednieniu stabilnosci
podsystemoéw liniowych — pozwala stwierdzi¢ nam, ze rozwazany system ma pamiec
zanikajaca eksponencjalnie.

Zalozenie 4.13. Istnieje stata © < oo, taka Ze dla kazdego x € R, charakterystyka
podsystemu nieliniowego spetnia nieréwno$é |p(x)| < p.

4.3.2 Blad metody

Przypomnijmy, ze btad aproksymacji przedstawiony we wniosku 2.1 dotyczy
modeli klasy Mg, ,, = {mg,,[;0] : @ € RP}, natomiast wariant entropijny algo-
rytmu DA przeznaczony jest dla modeli z ograniczeniem (1, tj. Mgr, = {mSE " [ 0] :
0 € Ap} = {msg,,[:0] : 0 € Ap,}. Bedziemy zaktadali wicc, Ze parametr r al-
gorytmu jest dobrany w taki sposéb, ze najlepszy mozliwy model w zbiorze Mg, ,,
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

jest jednoczesnie elementem zbioru Mgr, ., tj.
o7, <, (4.26)

gdzie
0" = argmin Lg, ,,(0).
OcRD ’
Jesli warunek (4.26) jest spetniony, to btad aproksymacji dla obu klas modeli Mg, ,,
1 Mgy, jest ten sam.

Niech model m[-] bedzie wynikiem zastosowania algorytmu 4.1. Przypomnijmy,
ze na warto$¢ funkcji kryterialnej sktada sie btad aproksymacji oraz btad estymacji,

Q<m> = Aest. + Aaupr.-

Zauwazmy, ze dla podanych zatozen, system spetnia wszystkie warunki twierdzenia
4.3, dzieki czemu btad estymacji Aoy, spetnia oszacowanie ze wzoru (4.22), natomiast
btad aproksymacji A,y zostal ustalony we wzorze (2.12). Po dokonaniu podstawien,
otrzymujemy oszacowanie btedu calej metody

A p oy InT 1
Q) < O™ 43 4 fin(2D) + )
= O(min(C, A) 2" + min(C, 1) 2V 4 M In(2D) + (N—lM)Cl)

Twierdzenie 4.4. Niech system opisany réwnaniem (4.25) spetnia zatozenia 1.1-1.2,
2.1-2.3 oraz 4.13. Jesli spelniony jest warunek (4.26) oraz M = P = o(N) to war-
tosé funkcji kryterialnej zbiega do zera Q(m) — 0, gdy liczba pomiaréw dgzy do
nieskonczonosci N — 0.

Dowdd. 7 faktu, ze min(C,\) > 1, wynika iz pierwsze dwa wyrazy wzoru (4.27)
zbiegaja do zera, gdy P, M — oo. Jednakze wraz ze wzrostem P i M rosnie takze
liczba elementéw w stowniku, a wiec D — oo. Z tego wzgledu, by otrzymaé opty-
malng (wzgledem wzoru (4.27)) szybko$é zbieznoéci, nalezy dokonaé¢ podstawienia
M = P, co prowadzi do wzoru

() e

Za sprawg wzoru Stirlinga otrzymujemy gérne ograniczenie (4.28),

(2P)! _ e(2P)2F+s P

D=p1p = gpprpi =

(4.29)
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4.4 Eksperyment numeryczny

Wstawiajac do wzoru (4.27) wyrazenie (4.29), otrzymujemy

A . op , (N = P) prl 1
Q(m) = O(min(C,\)~*" + NP In(47*2) + m)

o o In(N — P) |
= O(min(C,\) 2P + VP JN—P + V= M)q)'

7 powyzszego oszacowania wynika, ze aby warto$ci funkcji kryterialnej zbiegata do
zera, N i P (a zatem réwniez M) musza dazy¢ do nieskoriczonodci, jednoczesnie
jednak, P musi zbiega¢ wolniej niz N — tak wiec zbieznos¢ metody nastepuje, gdy
zachowana jest relacja P = o(NV). O

4.4 Eksperyment numeryczny

Przejdziemy teraz do przedstawienia rezultatow eksperymentu numerycznego,
w ktorym algorytm 4.1 zostal uzyty na zbiorze danych pomiarowych uzyskanych
w ramach eksperymentu przeprowadzonego na fizycznie istniejacym systemie [97].
Gléwnym celem eksperymentu jest pokazanie, ze mimo braku rezultatow teorety-
cznych odnoszacych sie bezposrednio do adaptacyjnego doboru kroku w zadaniu
modelowania systemoéw dynamicznych, w praktyce podejscie to jest uzasadnione.

Badany system sktadal sie z dwoch zamocowanych nad sobg zbiornikéw, umiesz-
czonego pod nimi rezerwuaru i pompy, za pomoca ktorej woda znajdujaca si¢ w re-
zerwuarze byta przenoszona do gérnego zbiornika. Rownoczeénie, przez maty otwor
znajdujacy sie w dnie gornego zbiornika, woda sptywata do zbiornika dolnego, a na-
stepnie, znowu przez maly otwor w dnie, z powrotem do rezerwuaru, tak wiec uktad
ten dziatal w obiegu zamknietym (rys. 4.1). Wejsciem systemu byt sygnat kontrolu-
jacy moc pompy, natomiast jego wyjsciem byt poziom cieczy w drugim zbiorniku.

Model fizyczny systemu przedstawia sie nastepujacym uktadem réwnan réznicz-
kowych [97]:

Il(t) = —kl\/l‘l(t) + k’4U(t) + wl(t),
Ig(t) = k?g\/$1(t> — k‘g\/l’g(t) + wg(t),

y(t) = 25(t) +e(t),

gdzie u(t) oznacza sygnal wejsciowy systemu, 1 (t) i xo() to zmienne stanu (poziom
cieczy w pierwszym i drugim zbiorniku), wq (), w(t) 1 e(t) to zaktécenia, a kq, ko, k3
i k4 to state, zalezne od wtasnosci systemu. Na podstawie powyzszych réwnan mozna
stwierdzi¢, ze system nie przejawia silne nieliniowych zachowan. Model ten jednak nie
uwzglednia mozliwosci przelewania sie¢ wody ze zbiornikéw, co moze nastapi¢ (i de
facto, jak wynika z danych pomiarowych, w czasie eksperymentu nastapito), gdy
przepustowos¢ pompy jest zbyt duza wzgledem predkosci jej ubywania ze zbiornika.
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

zbiornik 1
i 21 (t)
u(t) —»/@pompa | |
A Y
zbiornik 2
T (t)
i
rezerwuar

Rysunek 4.1: Schemat ideowy badanego systemu. Linig przerywang zaznaczono
kierunek przeptywu cieczy

W przypadku, gdy taka sytuacja nastapi, woda zaczyna wylewa¢ si¢ ze zbiornika
gbérnego i trafia czesciowo do rezerwuaru, a czesciowo do zbiornika dolnego, w na-
stepstwie czego, po pewnym czasie takze drugi zbiornik moze zostaé¢ przepetiony.
Zjawisko to jest zrodtem dodatkowych zaklocen i sprawia, ze w pewnych warunkach,
badany system ma silnie nieliniowy charakter.

Rozpatrywany benchmark sktada sie z dwéch zbioréw pomiarowych, zawiera-
jacych po 1024 par pomiaréw wejscia-wyjscia; zbidr uczacy Sest., przeznaczony jest
do estymacji modelu, natomiast zbioér drugi Sya1., zwany zbiorem walidujgcym, jest
niedostepny podczas procesu estymacji i stuzy do oceny jakosci uzyskanego modelu
za pomoca btedu empirycznego, zgodnie ze wzorem

1 1024

T 1024 & (m(X3) = ¥i)7,

err(m)
gdzie m to ewaluowany model, {X;, Y;}19% to pomiary nalezace do zbioru wali-
dujacego. W obu przypadkach, stan poczatkowy systemu jest ten sam, przy czym
pozostaje on nieznany uzytkownikowi. W procesie walidacji modelu, przyjelismy,
ze nieznane warunki poczatkowe sa réwne zero, tj. Xg = X1 = --- = 0. Sygnat
wejsciowy zostal przeskalowany w taki sposob, aby spetnione byto zatozenie 4.12.

7 powodu braku ilosciowych informacji o sygnale wyjsciowym i zakltocajacym,
wartos¢ statej G wyznaczona zostata w oparciu o zmodyfikowany wzor,

G=2r\/(r+0)2+6, (4.30)
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4.4 Eksperyment numeryczny

wariant nieadaptacyjny

8 4 =—e— wariant adaptacyjny

6_
—
3 2.0
4— - g
LR A=t tan
v v v "" T
24§ } 10=2— 10=1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Rysunek 4.2: Eksperyment I: btad modelu dla N = 1024 i statej G przeskalowanej
przez a

(por. (4.24)), gdzie U = max;(|Y;] | Y; € Swt.), a za 6 przyjelismy wartosé réwna
10% z U. Warto$¢ parametru r = 25 i dhugosci pamieci poszczegdlnych obcietych
operatoréw Volterry znajdujacych sie w uzytym stowniku, S(100,10020) (zawieraja-
cym D = 6691 elementéw) zostata dobrana w drodze eksperymentu, podczas kté-
rego heurystycznie dobierano parametry stownika tak, aby uzyskany btad byt jak
najmniejszy.

W nieadaptacyjnym wariancie algorytmu uzyto ciagu krokéw zdefiniowanego
we wniosku 4.5, natomiast w wariancie adaptacyjnym do okreslenia dtugosci krokow
uzyto nastepujacego wzoru (por. wniosek 4.2)

vVIn2D
U 5 - 5
VG + T gl

4.4.1 Eksperyment I - zaleznos¢ btedu metody od wartosci
stalej G

W pierwszej czesci eksperymentu zbadano btad obu wariantéw metody w funk-
cjistatej GG, ktéra jest jednym z czynnikéw decydujacych o dtugosci kroku algorytmu.
W tym celu zmierzono jako$¢ modeli powstatych, gdy krok metody wyznaczany byt
w oparciu o stata G, = aG, gdzie wartos¢ G byla wyznaczona za pomoca wzoru
(4.30), a warto$¢ parametru o wahata sie w zakresie od 1073 do 1,4. Do estymacji
modeli wykorzystano wszystkie N = 1024 par pomiaréw zbioru Ses.. Wyniki sy-
mulacji, przedstawione na rys. 4.2, pokazuja, ze dla pierwotnej wartosci G (tj. dla
przypadku, gdy o = 1), algorytm nieadaptacyjny jest wysoce nieefektywny. Nie-
mniej jednak, istnieje pewien przedzial wartosci «, dla ktorych modele uzyskane
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

2.75 —e— DA (war. entropijny)

LS z ogr. ¢
2.50

2.25 1

2.00

err

1.75

1.50 - \

1.25 A

T T T T
400 600 800 1000
N

Rysunek 4.3: Eksperyment II: btad modelu w zaleznosci od liczby pomiaréw

za pomoca metody z sekwencja krokéw znang a priori, wykazuja btad mniejszy od
tych uzyskanych za pomoca adaptacyjnego odpowiednika algorytmu. Nalezy zauwa-
zy¢ natomiast, ze przedzial ten jest bardzo waski, co prowadzi do wniosku, iz metoda
ta jest bardzo wrazliwa na dobér dtugosci kroku. 7 drugiej strony, wariant adapta-
cyjny wykazuje wysoka odpornos¢ na sposéb wyliczania statej G, ktéra nie wymaga
dalszego dostrajania, gdyz btad metody jest prawie niezalezny od parametru a.

4.4.2 Eksperyment II - zaleznos$¢ btedu metody od liczby
pomiarow

W drugiej czesci eksperymentu zbadana zostata zaleznosé btedu adaptacyjnego
wariantu metody oraz czasu estymacji modelu od liczby pomiaréw N. Do celéw
poréwnawczych, analogiczny eksperyment wykonany zostal dla metody agregacyj-
nej [114,116], w ktérej model wyjéciowy minimalizuje empiryczna funkcje straty
z ograniczeniami /1, tj.

. 1 N )
0 =argmin —— Y; — mg| X;;0])7,

oo, <r N —M+1 ;34( X0l
gdzie M = 100 to dtugo$¢ pamieci modelu. W naszej implementacji, do rozwigzania
powyzszego problemu optymalizacyjnego postuzyliSmy sie biblioteka CVXPY [1,21].

Do estymacji modeli, wykorzystano kolejno 256, 384,512,640, 768,896 i 1024
pierwszych par pomiarowych. Wynik eksperymentu przedstawiono na rys. 4.3 i 4.4,

natomiast na rys. 4.5 zilustrowano sygnat wyjsciowy prawdziwego systemu oraz mo-
deli uzyskanych za pomoca obu metod, przy wykorzystaniu wszystkich N = 1024
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4.5 Podsumowanie

3504 —* DA (war. entropijny)
LS z ogr. ¢

[\ [\o} w
janl ot )
e} ) )
1 1 1

150 4

czas estymacji [s]

100 4

T T T T
400 600 800 1000
N

Rysunek 4.4: Eksperyment II: czas estymacji modelu (wykonywania algorytmu)
w zaleznosci od liczby pomiaréw

pomiaréw wejscia-wyjscia. Jak mozna zauwazy¢ na wykresie 4.3, btad metody opar-
tej o algorytm DA jest widocznie wyzszy od bledu metody opartej o agregacje wypu-
kta. Powodu tej réznicy nalezy upatrywacé w szybkosci zbieznosci algorytmow, ktora
w przypadku algorytmu DA jest nieco wolniejsza (zob. par. 4.2.3.2). Nalezy przy tym
pamietaé, ze w przypadku algorytmu DA, ze wzgledu na jawna forme rozwigzan po-
srednich i fakt, ze w kazdej iteracji wykorzystywany jest jedynie gradient funkcji
straty, ztozonos¢ obliczeniowa metody jest niewielka. Natomiast w przypadku ko-
rzystania z zewnetrznych solverow, przeznaczonych do rozwigzywania szerokiej klasy
probleméw optymalizacyjnych, trzeba liczy¢ sie z duzo wiekszym kosztem oblicze-
niowym, co obrazuje wykres 4.4.

4.5 Podsumowanie

Przedstawiona w rozdziale metoda modelowania oparta jest o algorytm opty-
malizacji wypuktej zaproponowany przez Nesterowa [78]. Jak pokazalismy w eks-
perymencie numerycznym, w wersji podstawowej, tj. z deterministycznym doborem
kroku, bez dalszego strojenia statej G btad metody jest duzy. Niedogodnosé ta wy-
nika posrednio z natury kwadratowej funkcji straty, gdyz wartosé¢ stalej G, ktéra
wyraza pesymistyczne, gorne oszacowania gradientu tej funkcji w kaZdej iteracji, jest
w postawionym problemie bardzo wysoka — a to z kolei pociaga za soba niewielka
dhugos¢ kroku algorytmu. W zwiazku z powyzszym, mimo niepelnego uzasadnienia
teoretycznego, proponuje sie adaptacyjny sposéb doboru kroku, ktéry dostosowuje
jego dtugosé do obserwowanych, losowych wartosci gradientu, co znacznie ograni-
cza, a asymptotycznie wrecz niweluje do zera wpltyw wartosci G na dtugosé kroku
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z uérednianiem

Y
o

DA (war. entropijny)
- LS z ogr. 41

0 - / == System

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Rysunek 4.5: Eksperyment II: wyjscie prawdziwego systemu oraz modeli uzyska-
nych dla N = 1024 (zbiér danych walidujacych)

algorytmu.

W kontekscie podejécia do modelowania systeméw opartego o czarng skrzynke,
niewatpliwg zaleta zademonstrowanego algorytmu jest fakt, iz wptyw wielkosci stow-
nika na btad estymacji jest pomijalnie maty, dzigki czemu niewielkim kosztem jeste-
$my w stanie ograniczy¢ btad aproksymacji modelu. Chociaz wyniki eksperymentu
wykazaly, ze dla tego samego stownika btad metody wykorzystujacej entropijny wa-
riant algorytmu DA jest nieco wiekszy od btedu metody najmniejszych kwadratéw
z ograniczeniami /1, to posiada ona kilka atrakcyjnych wtasnosci, ktore w pewnych
zastosowaniach moga przemawiac na jej korzyscé:

e Po pierwsze, algorytm ten ma zagwarantowana ztozonos$é obliczeniowa, ktora
wynosi O(N D). Z drugiej strony, ztozono$¢ metod opartych o zewnetrzne bi-
blioteki, takie jak CVXPY, pozostaje czgsto nieznana uzytkownikowi i zalezy
od ustawien programu, takich jak warto$¢ marginesu btedu algorytmu.

e Zlozonos¢ pamieciowa algorytmu jest niezalezna od liczby pomiaréow N, dzieki
czemu metoda moze by¢ stosowana takze na duzych zbiorach danych.

e Rozwigzanie problemu optymalizacyjnego jest jawne i sktada sie z podstawo-
wych operacji matematycznych, co czyni go tatwym w implementacji.

e Metoda moze by¢ rozpatrywana jako algorytm rekurencyjny, w ktorym koszt
obliczeniowy dotaczenia nowych obserwacji jest staly, co pozwala np. na za-
stosowanie metody w systemach czasu rzeczywistego.
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Dodatki

4.A Dowdd twierdzenia 4.1

Dowdd. Korzystajac z wypuktosci funkeji [A/t() otrzymujemy nieréwnos¢
Ly(6:) — Ly(u) < (g,,0, — u) = (g,,0, — 1) + (g, 01 —u),

ktéra pozwala nam ograniczy¢ od géry sume empirycznych strat (wzor (4.7)), wzgle-
dem dowolnego wektora u € C, przez

[\
M=

Cr(u) ({91,601 — 61) + (9,61 — )

o
Il
—

VAN
M=

<gt7 075 - 01> + Suélg (<gl:T7 01 - ’U)))

I
I,

AN
[M]=

(90,00 — 61) + sup ({917, 01 — w) +nz' (R* — h(w)))

wel

-
Il
—

M=

<D (9:,0:—61) +sup ((gl:Ta 0, —w) — n?lh(’w)) +np! B2, (4.31)

wel

<~+
||
N

:VT(fgl:T)
gdzie V; : RP — R jest funkcja pomocnicza, okreélong przez wzoér
Vi(w) = fi(w) — (w, 01) (4.32)

i gdzie funkcja f;(-) zostata zdefiniowana wezesniej, we wzorze (4.4). Podamy teraz
kilka wtasnosci funkcji V;(-), kluczowych z punktu widzenia dalszej cze$ci dowodu.
Po pierwsze, korzystajac ze wzoru (4.6) i faktu, ze gradient funkcji V;(-) wynosi

VVi(:) = Vfi(-) — 04, otrzymujemy tozsamosé
VVi(=914) = 0141 — 01, (4.33)

ktéra jest spetniona dla dowolnego t > 1. W szczegdlnym przypadku, gdy g,., = 0,
warto$é¢ gradientu wynosi

VV,(0) = argmin hy(u) — 0, = argmin h(u) — 6,

ueC ueC

-0, (4.34)
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

co wynika ze wzoru na rozwigzanie poczatkowe algorytmu, (4.1).

Przypomnijmy teraz, ze zgodnie z zalozeniem algorytmu, funkcja h(-) jest silnie
wypukta ze stata 1 w wzgledem normy ||-||. Wobec tego, funkcja fi(-) (wzdr (4.5))
jest n; '-silnie wypukta, tak wiec, zastosowanie lematu 4.4 (dodatek 4.E) prowadzi
do nieréwnosci

fi(@+8) = fi (@) < (Vf; (@),6) + T |8l

ktéra jest spetniona dla dowolnych ¢, 8 € R”. Po odjeciu od obu stron wyrazenia
(8,0,) otrzymujemy

* * * 77
i@+ 8) — @+ 8,00) — (i (@) — (2,00)) < (V[ (2),8) ~ (6,02) + ¥ ]
co, ze wzgledu na przemienno$¢ dziatania (-, -), prowadzi do nastepujacej nieréwnosci

Vi@ +8) < Vi(@) + (VVil=). 8) + 5 3] (4.35)

Mozemy teraz przejéé¢ do gltownej czesci dowodu. Zauwazmy, ze dla t > 2 za-
chodzi nastepujace oszacowanie
(i)
Vi(=914) < Viei(=G1¢) = Vic1 (G121 — G¢)
(id) 1 9
< V(=g ) +(VVirr (=910 1) —90) + 5001 gl

zu) 1
= Viei(=gu-1) + (00 = 01,—g.) + S gl (4.36)
gdzie (i) wynika z zalozenia o krokach {n;} oraz réwnania (4.32), (i7) jest rezultatem

zastosowania nieréwnosci (4.35), a (iii) wynika ze wzoru (4.33). Z kolei, dla ¢t = 1
otrzymujemy nastepujace gérne oszacowanie funkcji pomocniczej,

1
V1<_g1) < Vl(o) + <VV1(O)7 —91> + 5771 ||91||i

1
= omllgll, (4.37)

gdzie ostatnia réwnos$¢ zachodzi na podstawie wzoru (4.34) i faktu, ze V1(0) =
sup, (—fi(x)) = infzec h(uw) = 0. Ze wzoru (4.36), otrzymujemy

1
(94,00 = 01) < Viea(=g1-1) = Vi(=g1) + 51 Igill2

2
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4.B Dowdd twierdzenia 4.2

co, w potaczeniu ze wzorem (4.37), pozwala nam oszacowaé nastepujaca sume
T T 1 )
> (9000~ 8 < 3 (Viea(=guas) = Vil-g1) + 31 lgil?)
t=2 t=2

1 T
=Vi(—g1) — Vr(—g17) 52%—1 [A s

1 4 2
< *771 ||91|| —91.7) Z -1 gl
2
= —Vr(—gyr) + B Zntfl gell’ -
t=1
Wstawienie powyzszego rezultatu do wzoru (4.31) koniczy dowdd. O

4.B Dowdd twierdzenia 4.2

Dowad. Zacznijmy od przedstawienia implikacji jakie niesie ze soba zatozenie o ogra-
niczonej wartosci oczekiwanej kwadratu gradientu empirycznej funkcji straty. Po
pierwsze, dla dowolnego @ € C prawdziwa jest nieréwnos¢

E|VL0)[; = EE{|Vi®)[; | Fii}} < &
w szczegolnosci wiec, zachodzi

E|g,ll < G*. (4.38)

Po drugie, zgodnie z nieréwnoscia E | X| < /E{X?}, z prawdopodobieristwem réw-
nym 1 zachodzi

E{|VL(0)| | 7} <G (4.39)

Po trzecie wreszcie, zauwazmy, ze dla ustalonego @, gradient chwilowej empirycznej
funkcji straty stanowi nieobcigzony estymator gradientu prawdziwej funkcji straty,
tak wiec VLg(0) = E{VL,(8)}. Biorac pod uwage fakt, iz dla p > 1 norma ][, jest
wypukta, otrzymujemy zatem nastepujacg nieréwnoscé

IVLs(0), = |[E{VL.(0)}| <E|VL.(0)| =E{E{|VLi(0)| | F1}} <G
(4.40)

Przystapimy teraz do wtasciwej czesci dowodu, czesciowo korzystajac z techniki
dowodowej zaprezentowanej w pracy [26], ktéra opiera si¢ na nastepujacej tozsamo-
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

ZE{Ls(Ot) — Ls(07)} = ZHE{Ls(@t) — Leyar—1(6) + Lisar—1(6%) — Ls(6")}
T-M+1

+ Z E{EtJerl(et)_it+M71(0t+M71>}
t=1

T

+ E{ Z (Le(6;) — Lo(67))}
+ Y. E{Ls(6,) — Ls(6")}. (4.41)

Fakt, ze system i model maja dtugos¢ pamieci nie wigksza niz M powoduje,
ze zaréwno wyjscie systemu Y; 1, jak i wartosci funkcjonaléw stanowiacych ele-
menty stownika, ¢(X1a-1) sa niezalezne od F;_1, a wiec takze od wektora 6.
W konsekwencji, zachodzi

E{Liar-1(60)} = E{E{Lrsni—1(0)) | Fir}} = E{Ls(6,)}.
Uwzglednienie tozsamosci E{ Ly, (6%)} = L(0*) pozwala stwierdzi¢, ze
E{Ls(6:) — Lsr—1(01) + Lisrs—1(87) — Ls(67)} =0,

a wiec pierwsza suma po prawej stronie wzoru (4.41) jest réwna zero.

W celu oszacowania drugiej sumy, korzystamy z lematu 4.3 (ktérego zalozenie
o ograniczonym gradiencie jest spelnione za sprawa nieréwnosci (4.39)) i w ten
sposéb otrzymujemy nieréwnosé

T-M+1 . T—M+1
> E{Lism-1(0r) — Lisnr—1(Beini—1)} S GIM = 1) > mpm—ot
t=1 t=1
T—M+1
+G Y (=) (1 = Merm—2)
=2
T-M+1
=GM—=1) > Neemot
=1
T—M
+G >t — Merrr—1)-
=1

Trzeci sktadnik szacujemy za pomocy twierdzenia 4.1,

E{ %(it(et) — Li(6")} <E{Cr(6")} < C; Z; N1 + 07 R,

wykorzystujac przy tym nieréwnos¢ (4.38). Wreszcie, aby oszacowaé czwarty sktad-
nik, zauwazmy, ze na podstawie nieréwnosci (4.40) i lematu 4.5, funkcja L(-) jest
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4.C Dowdd twierdzenia 4.3

G-lipschitzowska wzgledem normy ||-|| (patrz def. 4.4, dodatek 4.E), przez co po-
szczegolne elementy sumy mozemy ograniczy¢ w nastepujacy sposob

T T
> (LO)-LON <G Y |6 -6 < 2(M - 1)GK.
t=T—M+2 t=T— M+2

gdzie K = maxgec ||€]|. Ostatnim krokiem dowodu jest podstawienie uzyskanych
oszacowan do wzoru (4.41). O

4.C Dowdd twierdzenia 4.3

Dowdéd. Checemy wykazaé, ze dla duzych 7 wartos¢ wyrazenia E{ﬁt+7(0t)} jest bliska
E{Ls(6;)}. Zacznijmy od przedstawienia nastepujacej tozsamosci

E{zt-i-r(et) | Fia} = E{Y;ir — 2V o[ X g r; 04] + mQ[Xn-i-T] | Fio1}
= E{Y}}, — 2mas[ X rm[X pirs 0] + m? [ Xir] | Fia
(4.42)

ktora wynika z zatozenia o szumie losowym systemu. Przypomnijmy, ze X, =
(X0, X1, -1, XLLT] =X, Xn-1,.-, Xn_7,0,0,...] 1 wprowadzmy wektor losowy

Xn,T = [Xn7 Xn—la s 7Xn—7'7 Xn—'r—la Xn—T—Qa s ]7

gdzie X,_r_1, Xp_r_o, ... sa ciggiem 7.7.d. zmiennych losowych niezaleznych od F;_;
i o takim samym rozktadzie, co wejscie systemu X,,. Zgodnie z zatozeniem o pamiegci
zanikajacej, zachodza nastepujace nierownosci

s [ X ] = ey [ XT| < coe™7

oraz

s X r] = s [ XT)| < coe™,

wobec czego, z nieréwnoéci trojkata wynika nastepujaca zalezno$é

‘msys [Xn] — Msys [Xnﬂ']

< 2¢pe” 7.
Zauwazmy teraz, ze dla kazdego a zachodzi nieréwnosé

My X ) = Moy X 2]) < ] [y X ] = migs X ]

< |a] 2¢pe™ "

i w konsekwencji

AMigys [ X ] < amgys[ X, -] + |a] 2coe™7. (4.43)

Na podstawie powyzszego wzoru i zatozenia o ograniczonym wyjsciu modelu, otrzy-
mujemy nieré6wnosé

]E{_Qmsys [Xn—l—ﬂ-]m[Xn—i-T; et] | E—l} S E{_2msys[Xn+T,T]m[Xn+T; et] | E—l}
+ dmcoe” 7. (4.44)
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

Ze wzgledu na skonczong pamiec i ograniczone wyjscie modelu, istnieje pewna stata
¢y < 00, taka ze

mfa,] — mlel])]| < cheer,

a wiec podobnie jak we wzorze (4.43), dla charakterystyki modelu zachodzi nieréw-
nos¢

am[X,] < am[X, ]+ |a| 2¢che™ 7,

ktora w potaczeniu z zalozeniem o ograniczonym wyjsciu systemu, pozwala nam
doprowadzi¢ nieréwnosé (4.44) do postaci

E{_Qmsys[Xn-‘rT]m[Xn—i—T; et] | ‘/—-;f—l} S E{_2msys[Xn—i—T,T]m[Xn—i—T,T; Ht] | th—l}
+ Ce 7,

gdzie C' = 4(Mgyscy + Tcy). Wstawiajac powyzsze oszacowanie do wzoru (4.42),
otrzymujemy

E{Lii-(0:) | Fior} < B{YZ, — 2mays[ X irr [ X irr; 0] + m* (X pir] | Foon}
4+ Ce 47,

Zauwazmy, ze wektor X n.r jest niezalezny od F;—y (a wigc takze od 6;) oraz ze ma
ten sam rozktad co wektor X, .. W konsekwencji, nalozenie operatora wartosci
oczekiwanej na obie strony nieréwnosci prowadzi do nastepujacego rezultatu

FE{Li.+(0,)} <E{Ls(0,)} + Ce 7.

Pozostata czes¢ dowodu jest identyczna z dowodem twierdzenia 4.2. O]

4.D Lematy techniczne

Zaprezentowane ponizej lematy zostaly wykorzystane w dowodzie twierdzenia
4.2.

Lemat 4.2. Dla kazdegot > 2,7 > 1, rozwigzania posrednie algorytmu DA spelniajg
nierownosc

1047 — Oif| < Mprn Hgt:qu”* + (Me—1 — Megr—1) Hglm

9
*

natomiast dla t = 1,7 > 1 zachodzi nierownosc
1014+ — 01| = (|01 — 61| < 7z (|G- . -
Dowdd. Gradient funkcji celu problemu optymalizacyjnego (4.2) dany jest przez

Vo {(g1.:0) + 1, ' 1(0)} = gy, + 1, VA(O).
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4.D Lematy techniczne

Warunek optymalnosci pierwszego rzedu implikuje, ze dla dowolnego & € C
zachodzi
(MeG14 + VRh(0441),001 —x) <0, (4.45)

w szczegolnosci wiec, spetniona jest nieréwnosé

<77t+7—191:t+771 + Vh(0iir), 0pir — 9t> <0

oraz

<77t—191:t—1 + Vh(0,),0, — 0t+7'> <0.

Sumujac obie nieréwnosci stronami i przenoszac pierwsza z nich na druga strone
otrzymujemy

<77t—191;t_1 + Vh(0,),0; — 0t+r> < <77t+‘rflgl:t+7——1 + Vh(0:1-),0; — 9t+r> .

W kolejnym kroku odejmujemy od obu stron nieréwnosci wyrazenie

<77t7191;t—1 + Vh(9t+r)7 0, — 0t+7‘> )

by otrzymad
(Vh(8;) — Vh(0:1,),0, — 0, ;) < <77t+77191:t+T—1 — M-1G1.4-1, 01 — 9t+r>

Mi—1
= Mt+r—1 <91:t+7—1 — ——G14-1,0: — 0t+7—>
Ni+r—1

M—1 — Nt47r-1
= Nt+r—1 <gt:t+7—1 ~ L o 9141, et - 0t+7>
Nttr—1

= NMt4+r-1 <9t:t+pla 0, — 9t+r>
+ (-1 = Ner—1) <—g1;t_17 60 — 9t+r> : (4.46)

Nastepnie, korzystajac ze stwierdzenia 4.1 oraz faktu, ze funkcja h(-) jest silnie
wypukta, otrzymujemy nieréwnos¢

18: — O1+]1* < (VA(6:) — VA(Byi-), 0, — 6,-) . (4.47)

Z nierownosci Holdera otrzymujemy gérne ograniczenia iloczynéw skalarnych wyra-
zenia (4.46),

<gt:t+7'717 0, — 0t+7> < Hgt:t+771H* 10; — 04|
oraz

(=910-1,00 = 01ir) < gra| 1160 — 61|

Po wstawieniu uzyskanych oszacowan do wzoru (4.46) i wykorzystaniu nieréwnosci
(4.47), otrzymujemy

10: = O l® < et |G|, 100 = Ot |+ (s = 1hr—1) | @1 |, 110 = O]
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

Podzielenie obu stron przez [|6; — 0, || konczy dowdd pierwszej nieréwnosci

W celu udowodnienia drugiej nieréwnosci, zauwazmy ze z warunku optymalno-
Sci pierwszego rzedu otrzymujemy nieréwnosé

(Vh(61),6, —x) <0,

ktéra jest spetniona dla kazdego « € C. W szczegdlnosci wiec, otrzymujemy

(Vh(61),60, —0,.1) <O0.
Oprocz tego, korzystajac z wzoru (4.45), otrzymujemy

(1:91.r + VI(0:41),0,11 —0,) <0.
Postepujac jak poprzednio doprowadzamy do nieréwnosci
(VA(01) = VI(O741),601 — O711) < (=1:G1.7, 0711 — 01)

Zastosowanie nierownosci Holdera oraz stwierdzenia 4.1 konczy dowdd. O]

Lemat 4.3. Niech {n;} bedzie ciggiem niemalejgcych krokow, ktorych diugosé jest
ustalona w sposob deterministyczny. Zatozimy zZe dla kazdego @ € C, gdzie C to zbior
ograniczen algorytmu DA, prawie na pewno zachodzi nieréwnosé E{HVLt(H)H |

Fio1} < G. Wtedy, dla kazdego t > 2,7 > 1 zachodzi
E{Li+(0:) — Leir(0rir)} < T0ir 1G4 (t — 1) (-1 — Nsr—1) G,
natomiast dla t = 1,7 > 1 spelniona jest nieréuwnosé

E{f/tJrT(et) - f/t+7(0t+'r)} = E{f/lJrT(el) - f/1+7—(01+7—)} < T’I]TG.

Dowéd. Niech I,(0) = E{L(0) | Fi_1}. Zaczniemy od wykazania, ze funkcja ta jest
lipschitzowska. Dla argumentéw mierzalnych wzgledem F;, ; mozemy zastosowac
regute Leibniza, by gradient funkeji [(-) przedstawié¢ jako VI,(8) = E{VL(0) |
Fi-1}. Z faktu, ze dla p > 1 norma ||-||, jest wypukta, wynika ze

|vino)|, < E{|viuo)], | 7).
a wiec, zgodnie z zalozeniem lematu, zachodzi

[vie).<a

Tym samym, zgodnie z lematem 4.5, funkcja [(-) jest G-lipschitzowska wzgledem
normy ||-||. Powyzszy wniosek prowadzi do nastepujacej nieréwnosci

E{Lisr(6:) — Lior(Brsr)} = EXE{L 11 (8)) — Luvr (B | Frrs}}

— Bl (60,) — T2 (812))
< GE{]|0, — 0., }.
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4.E Podstawowe fakty i definicje z optymalizacji wypuktej wykorzystane w
rozdziale

Po podstawieniu wyniku z lematu 4.2, dla ¢ > 2 otrzymujemy

E{it+7(0t) - ﬁt+7(9t+7)} < Neyr—1E Hgt;tqu* + (Mt—1 — Mer—1)E ngq‘

zkoleidlat=1

)
*

E{f/t+7—(0t> - [A/t+-r(0t+7—)} S UTE ||gl:7'”* :

Zastosowanie nieréwnosci E ||g,,/l, <EX, llg;ll, < (b—a+ 1)G, ktéra jest spel-

niona dla dowolnych a < b konczy dowdd dla obu przypadkdw. O]

4.E. Podstawowe fakty i definicje z optymalizacji

wypuklej wykorzystane w rozdziale

Definicja 4.2 (Dziedzina efektywna). Niech f : R" — R U {oco}. Efektywna dzie-
dzing funkcji f(-) nazywamy zbiér

dom(f) ={x € R": f(x) < c0}.
Definicja 4.3 (Funkcja silnie wypukta). Funkcja f : R — R U {oo} jest silnie

wypukla ze stala a wzgledem normy ||-|| na zbiorze wypukltym C C dom(f) jesli jest
rozniczkowalna na C i dla kazdego @,y € C spelniona jest nieréwnosé

f@) = f@)+ (Vi@).y —a)+ 5 |y — 2.

Stwierdzenie 4.1. Niech funkcja f : R" — R U {oc} bedzie silnie wypukla na
zbiorze C. Wtedy, dla kazdego x,y € C spelniona jest nieréwnosc

(Vi(y) = Vf(x),y—=z)>aly—z|"
Dowdd. 7 faktu, ze f(-) jest silnie wypukta wynika nier6wnosé

f@) = fy)+ (Viy)y—a) > 5 |y -’

oraz

a
fy) = f@)+ (-Vf(@).y—x) >y —=|.
Dodanie powyzszych nieréwnosci stronami konczy dowdd. O]

Lemat 4.4. Niech f : R" — R U {oc} bedzie funkcjq silnie wypuklq ze stalg o oraz
niech dom(f) bedzie zbiorem niepustym. Wtedy dla kazdego x,d € R"™ zachodzi

[@+8) ~ (@) < (VI (@).8) + - 8]
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Rozdziat 4 Mod. sys. z wykorzystaniem metod lustrzanych z usrednianiem

Dowdd. Zob. np. [98, lem. 15]. Dowdd bardziej ogblnego twierdzenia znalezé mozna
w [52, tw. 3]. O

Stwierdzenie 4.2 (Warunek optymalnosci pierwszego rzedu). Niech f(-) bedzie
funkcjg wypukteg, a C zbiorem wypuktym, na ktorym funkcja ta jest rozniczkowalna.
Witedy

x* € argmin f(x),
xzeC

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego y € C zachodzi nierownosé
(Vf(z"), 2" —y) <0.

Dowdd. Zob. np. [14]. O

Definicja 4.4 (Funkcja lipschitzowska). Funkcje f : R"™ — R nazywamy funkcja
lipschitzowska ze stalag G, na zbiorze C, wzgledem normy |-||, jesli dla kazdego
x,y € C zachodzi

[f(@) = f(y)| < Glle—yl.

Lemat 4.5. Niech f : R" — R bedzie funkcjg wypuklq. Funkcja ta jest funkcjg
lipschitzowskq ze stalq G, na zbiorze C, wzgledem normy ||| wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego € C, norma dualna gradientu funkcji jest ograniczona przez G, tj.

V@), <G.

Dowdd. Zob. [99, lem. 2.6]. O
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Rozdziatl 5

Uwagi koncowe

Na zakonczenie podsumujemy oryginalne wyniki zaprezentowane w pracy oraz
przedstawimy otwarte problemy badawcze.

5.1 Oryginalne wynik naukowe przedstawione
W pracy

Wyniki otrzymane w pracy mozna podsumowaé nastepujaco:

e Przeprowadzono analiz¢ wlasnosci aproksymacyjnych reprezentacji wielomia-
nowych dla wybranych systeméw o strukturze blokowej z gtadkimi nieliniowo-
Sciami:

— systemu Wienera-Hammersteina — w przypadku reprezentacji opartej o sze-
reg Volterry,

— systemu Hammersteina — w przypadku reprezentacji opartych o szeregi
ortogonalne.

e Dokonano syntezy znanych z literatury wynikow dotyczacych rozwiniecia zmien-
nych losowych w chaos wielomianowy i formalnie potwierdzono zasadnosé sto-
sowania reprezentacji ortogonalnych w zadaniu modelowania systemow nieli-
niowych nalezacych do klasy Wienera (w odniesieniu do rozktadéw normalnych
oraz szerokiej klasy rozktadéw o ograniczonym nosniku).

e Zaproponowano metode estymacji modeli wielomianowych bazujaca na algo-
rytmie lustrzanym z usrednianiem i przeprowadzono jej analize teoretyczna.
W szczegdlnodci:

— wykazano zbieznos¢ btedu estymacji dla klasy systeméw z pamiecig skon-
czong oraz systemow z pamiecig zanikajaca eksponencjalnie,

— przeprowadzono analiz¢ wlasnosci nieasymptotycznych wariantu algoryt-
mu opartego o funkcje ujemnej entropii,

— wykazano teoretyczng zasadno$é stosowania adaptacyjnego doboru kroku
w przypadku danych o charakterze losowym oraz systemow statycznych,
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Rozdziat 5 Uwagi koncowe

— przedstawiono warunki, w ktérych catosciowy btad metody (wartoéé funk-
cji kryterialnej Q(-)) zbiega do zera w przypadku estymacji systemdow
o strukturze LNL za pomocg entropijnego wariantu metody oraz modeli
volterrowskich.

Ponadto:

e Opracowano implementacje entropijnego wariantu zaproponowanej metody
w jezyku Python.

e Przeprowadzono symulacje numeryczna, ilustrujaca dziatanie metody na zbio-
rze danych pomiarowych uzyskanych w ramach eksperymentu wykonanego na
fizycznie istniejgcym systemie.

5.2 Otwarte problemy badawcze

W toku badan przeprowadzonych nad metoda modelowania z rozdziatu 4 wy-
toniono nastepujace problemy otwarte:

e Eksperyment numeryczny wykazatl, ze adaptacyjny dobor kroku moze byé
elementem koniecznym satysfakcjonujacego dziatania metody. Jednakze po-
trzebne jest ustalenie warunkéw, w ktérych zastosowanie adaptacyjnego wa-
riantu metody znajduje uzasadnienie formalne (problem dotyczy systeméw
dynamicznych).

e Zbadanie mozliwosci wykorzystania metody dla sygnatéw wejsciowych o nie-
ograniczonej amplitudzie. Obecne wyniki teoretyczne dotyczace zastosowania
metody w celu estymacji modeli wielomianowych wykluczaja wejscia o roz-
ktadzie normalnym, co z kolei eliminuje z rozwazan reprezentacje ortogonalna
opartg o wielomiany Hermite’a.

e Zbadanie mozliwosci ztagodzenia zatozen, w szczegdlnosci dotyczacych sygnatu
wejsciowego i zakldcenia.
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